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Résumé : Une analyse de sensibilité globale est appliquée à un modèle dynamique de la photocytotoxicité induite par
la thérapie photodynamique. L’objectif est de déterminer les variables biologiques suffisamment informatives vis-à-vis
de paramètres caractéristiques des agents photoactivables utilisés dans ce traitement. Ces informations aideront au
choix des capteurs à utiliser dans la conception d’une plate-forme de recherche sur cette thérapie. Nous avons utilisé
une méthode d’analyse de sensibilité fondée sur une analyse fonctionnelle de la variance associée à un échantillonnage
de l’espace paramétrique réalisé par une séquence LPτ de Sobol’. Cette méthode a été implantée numériquement en
parallélisant les calculs sur une machine à architecture multi-cœurs. Outre l’amplitude maximale des fonctions de
sensibilité, leurs colinéarités sont aussi prises en compte. En conclusion, cette analyse nous a conduit à retenir une
architecture capable de mesurer les concentrations intra-tumorales de l’agent photosensibilisant et de l’oxygène. Ces
deux mesures permettraient d’estimer trois paramètres photophysiques caractérisant l’efficacité photodynamique de
l’agent thérapeutique.

Abstract: A global sensitivity analysis is applied to a dynamic model of the phototoxicity induced by the photodynamic
therapy. The objective is to determine which output variables could be sufficiently informative with respect to certain
biological parameters characterizing the efficiency of the photosensitizing agents. This information will assist the
engineer in designing a research platform devoted to this therapy. The used sensitivity analysis relies on a functional
decomposition of the output variance associated with a space-filling design of numerical experiments based on an
LPτ Sobol’ sequence. The latter was numerically implemented by parallel computations on a multicore computer.
The relevance of a model parameter is assessed by a hierarchical classification of the magnitude of the sensitivity
functions, followed by their colinearity analysis. In conclusion, this analysis allowed us to choose an architecture able
of measuring intra-tumor concentrations of the photosensitizing agent and oxygen. These two measurements could
allow the estimation of three photophysical parameters characterizing the photodynamic efficiency of the therapeutic
agent.
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Conception d’une plate-forme de recherche en PDT 73

1. Introduction

La thérapie photodynamique ou PDT (PhotoDynamic Therapy) est une modalité thérapeutique
utilisée en cancérologie. Ce mode de traitement repose sur l’action combinée d’un agent photosen-
sibilisant ou photosensibilisateur (PS), de la lumière et de l’oxygène. Les premières applications
en cancérologie datent des années 70 (Dougherthy aux États-Unis et Hayata au Japon) avec l’hé-
matoporphyrine dérivée. L’agent photosensibilisant est d’abord administré par voie intraveineuse.
Après un certain délai, intitulé intervalle drogue-lumière qui dépend de la pharmacocinétique
de l’agent photosensibilisant et de la cible visée (effet cellulaire ou vasculaire), on illumine la
zone à traiter. Sous l’effet du rayon lumineux, ces molécules photoactivables, non toxiques à
l’obscurité, génèrent des espèces réactives de l’oxygène capables de provoquer des altérations
létales en réagissant avec les composants biologiques situés dans l’environnement immédiat du
photosensibilisateur. Un des avantages de cette thérapie est de réduire les dommages collatéraux
sur les tissus normaux grâce d’une part, à une accumulation sélective du PS au niveau de sa cible
et d’autre part, en délivrant la lumière sur une zone confinée à la tumeur.

Un des axes de développement de la PDT est la mise au point de nouveaux médicaments
photoactivables. Leur efficacité photodynamique, notamment la capacité du PS à produire de
l’oxygène singulet, est communément évaluée par un ensemble d’indicateurs numériques regrou-
pant : (1) le coefficient d’absorption σS du PS dans la région spectrale de la lumière d’excitation ;
(2) le rendement quantique du PS à l’état triplet ΦT ; (3) la durée de vie moyenne τT du PS à l’état
triplet et (4) le rendement quantique de production de l’oxygène singulet. Tous ces paramètres
sont habituellement mesurés séparément en condition in vitro [3, 8]. Néanmoins, ces mesures
sont généralement très dépendantes du milieu biologique utilisé et l’extrapolation précise au
cas in vivo est arbitraire, voire impossible. Afin de remédier à ce problème, nous avons proposé
précédemment [8] une approche alternative fondée sur l’estimation des paramètres d’un modèle
dynamique de la phase photoréactive de la PDT à partir de données expérimentales mesurées dans
un contexte in vivo. Ce modèle est constitué de six équations différentielles non linéaires dont les
variables d’état correspondent chacune à des concentrations d’espèces produites dans le processus
de réactions en chaîne associé à cette thérapie.

L’identifiabilité pratique des paramètres [10, 27] dépend de la quantité et de la qualité des
informations contenues dans les variables mesurées. La mesure de concentrations d’espèces biolo-
giques in vivo reste un problème technologique crucial, notamment en biologie intégrative [14].
Dans cette application, les concentrations sont mesurées en observant la fluorescence moléculaire
des différentes espèces biologiques à l’aide de spectromètres dont le coût de mise en œuvre est
important. Par conséquent, il est essentiel de pouvoir choisir avec parcimonie les concentrations à
mesurer.

Bien qu’il existe des approches visant à tester l’identifiabilité globale théorique des paramètres
[1, 6], il n’en est rien lorsque les conditions expérimentales sont fixées. Les seules techniques
capables d’évaluer l’identifiabilité pratique sont locales [4, 8, 28], or les paramètres du modèle
varient largement d’un PS à un autre. En conséquence, face à ce type de problème, beaucoup de
chercheurs se tournent vers l’utilisation de méthodes d’analyse de sensibilité globale [9, 17, 18].
Toutefois, il convient de rester prudent sur cette application de l’analyse de sensibilité, car ces
méthodes et particulièrement celles fondées sur la décomposition fonctionnelle de la variance
informent plutôt sur la non-identifiabilité pratique que l’inverse. De plus, les conclusions restent
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partielles, car elles ne détectent que deux des trois causes de non-identifiabilité : insensibilité de
la sortie par rapport aux paramètres, colinéarité des fonctions de sensibilité, mais pas l’injectivité
de la sortie vis-à-vis des paramètres [7].

Nous proposons ici une application d’une technique d’analyse de sensibilité globale fondée sur
la décomposition fonctionnelle de la variance [21] au cas d’un modèle dynamique de photoréac-
tions induites en thérapie photodynamique. L’objectif de cette étude de sensibilité est d’extraire,
pour chaque espèce biologique produite, les paramètres sensibilisants. Outre la valeur maximale
des fonctions de sensibilité, leurs colinéarités sont également prises en compte. Cette analyse nous
permet de conclure sur les concentrations d’espèces à mesurer en priorité. Elle fournit donc une
aide au choix des capteurs dans la conception d’une nouvelle plate-forme de recherche, ceci sous
l’hypothèse que ces derniers soient suffisamment sensibles dans un cadre expérimental in vivo.

La description du modèle dynamique de la phase photodynamique, c’est à dire des réactions
de photo-oxydation induites, des relations entre les paramètres photophysiques et les paramètres
du modèle, ainsi que le cadre expérimental in vivo sont présentés à la section 2. À la section
3, nous développons l’analyse de sensibilité globale et plus précisément la méthode fondée
sur la décomposition fonctionnelle de la variance. Nous décrivons l’implantation numérique de
la méthode ainsi que les résultats numériques de cette application dans la section 4, avant de
conclure.

2. Modélisation de la phase photodynamique de la thérapie

2.1. Description du modèle

L’excitation du PS par la lumière induit soit, la production de radicaux libres (réactions de type
I) soit, celle de l’oxygène singulet (réactions de type II) aboutissant finalement à la création
de substances puissamment oxydantes impliquées dans la destruction cellulaire. Cette étude de
modélisation ne concerne que les réactions de type II considérées comme prédominantes en PDT.
Les équations décrivant les cinétiques de ces réactions peuvent être regroupées dans un modèle
dynamique non-linéaire, défini comme suit

ẋ = f (x,u, t,θ)
y = h(x, t,θ)
x(0) = x0

(1)

avec t ∈ T ⊂ R+ la variable du temps, x ⊂ Rnx le vecteur des variables d’état, u ∈ U ⊂ Rnu le
vecteur d’entrée, y ∈ Rny le vecteur de sortie contenant les variables mesurées, θ ∈ P⊂ Rnp le
vecteur des paramètres supposés inconnus et x0 les valeurs initiales des variables d’état. f et h
correspondent aux équations d’état, respectivement aux équations de sortie. Dans notre cas, les
variables d’état sont les concentrations des espèces engendrées durant la phase photodynamique
du traitement, x =

(
[S0] , [S1] , [T1] ,

[
3O2
]
,
[

1O2
]
, [M]

)T (voir Tab. 1 pour une description des
variables d’état) et u = (uL,uP,uO)

T avec uL - la densité de puissance du rayon lumineux, uP

la vitesse d’incorporation du PS et uO - la vitesse d’incorporation de l’oxygène. Avec [ · ] nous
notons la concentration intracellulaire d’une espèce, exprimée ici en mM 1.
1 La concentration molaire, ou molarité, est la quantité de matière de soluté par unité de volume de solution. Son unité

usuelle est la mole par litre (1M = 1 mol/L) et ses sous-multiples : 1 mM = 10−3 mol/L et 1 µM = 10−6 mol/L.
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TABLEAU 1. PRINCIPALES NOTATIONS MATHÉMATIQUES

Symb. Description Unité

vA Vitesse d’absorption des photons mM·s−1

uP Vitesse d’incorporation du PS mM·s−1

uO Vitesse d’incorporation d’oxygène moléculaire 3O2 mM·s−1

uL Irradiance mW·cm−2

[S0] PS intraC. à l’état singulet repos mM
[S1] PS intraC. à l’état singulet excité mM
[T1] PS intraC. à l’état triplet excité mM[3O2
]

Oxygène à l’état triplet repos mM[1O2
]

Oxygène à l’état singulet excité mM
[M] Substrat organique intracellulaire mM

Des études antérieures ont démontré la faisabilité concernant la mesure in vivo de certaines
espèces [5, 11, 15, 16, 25, 26]. Nous avons donc théoriquement la possibilité de mesurer :

– y1 : l’intensité de fluorescence du PS, grandeur proportionnelle à la concentration en PS à
l’état singulet repos, [S0] ;

– y2 : l’intensité de phosphorescence du PS, grandeur proportionnelle à la concentration en PS
à l’état triplet, [T1] ;

– y3 : la pression partielle en oxygène du tissu, grandeur proportionnelle à la concentration en
oxygène,

[
3O2
]

;
– y4 : l’intensité de luminescence, grandeur proportionnelle à la concentration en oxygène

singulet,
[

1O2
]

:
ce qui nous conduit à quatre équations de sortie :

y1(t) = γ1 [S0]
y2(t) = γ2 [T1]
y3(t) = γ3

[
3O2
]

y4(t) = γ4
[

1O2
] (2)

où les paramètres γ1, · · · ,γ4 désignent les sensibilités des appareils de mesure. Par la suite nous
supposerons que ces sensibilités sont suffisamment importantes pour être capable de détecter
une variation significative des quatre variables de sortie. Les équations d’état correspondant aux
réactions définies dans Tab. 2 sont

d[S0]
dt = uP (t)+(kF + kCI) [S1]− kPb

[
1O2
]
[S0]+ (kP + kT S) [T1]

+kT [T1]
[

3O2
]
− vA (t)

d[S1]
dt = vA (t)− (kF + kCI + kCIS) [S1]− kSM [S1] [M]

d[T1]
dt = kCIS [S1]− (kP + kT S) [T1]− kT [T1]

[
3O2
]
− kT M [T1] [M]

d[3O2]
dt = uO− kT [T1]

[
3O2
]
+(kr + knr)

[
1O2
]
+ kox [M]

[
1O2
]
+ kPb [S0]

[
1O2
]

d[1O2]
dt = kT [T1]

[
3O2
]
− (kr + knr)

[
1O2
]
− kox [M]

[
1O2
]
− kPb [S0]

[
1O2
]

d[M]
dt = −kox [M]

[
1O2
]
− kSM [S1] [M]− kT M [T1] [M]

(3)

La vitesse d’absorption des photons, vA, dépend de la concentration intracellulaire du PS à l’état
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TABLEAU 2. Résumé des réactions photochimiques et valeurs nominales des constantes de réaction associées

Réaction photochimique Constante Valeur nominale

1. S0 +hνA→ S1 vA 19·uL · [S0] mM·s−1

2. S1→ S0 +hνF kF
3. S1→ S0 kCI

}
k f = 2·107 s−1

4. S1→ T1 kCIS 8·107 s−1

5. S1 +M→ Photoproduits kSM 10−2 mM−1 · s−1

6. T1→ S0 +hνP kP
7. T1→ S0 kT S

}
kp = 1250 s−1

8. T1 +M→ Photoproduits kT M 1 mM−1 · s−1

9. T1 +
3 O2→ S0 +

1 O2 kT 105 mM−1 · s−1

10. 1O2 +S0→3 O2 +S (O) kPb 1.2·108 mM−1 · s−1

11. 1O2→3 O2 +hνL kr
12. 1O2→3 O2 knr

}
kl = 106 s−1

13. 1O2 +M→3 O2 +M (O) kox 2.6·109 mM−1 · s−1

repos. Conformément à [12], vA peut être défini par

vA =
σSuL

hνA
· [S0] = kA ·uL · [S0] (4)

avec σS le coefficient d’absorption du PS à l’état singulet repos, h la constante de Planck (h =
6,626·10−34 J · s) et νA la fréquence de la lumière incidente (caractéristique connue du PS). Par
conséquent, le vecteur des paramètres à estimer est donné par

θ
T =

[
kCIS kPb kl k f kp kA kox kT M kSM kT

]
avec k f = kF + kIC, kp = kP + kT S, kl = kr + knr et kA = σS

/
hυA.

2.2. Protocole expérimental

Un schéma simplifié de la plate-forme d’expériences est présenté à la Fig. 1. On y retrouve
à gauche la source de lumière avec sa fibre optique et son diffuseur plan, au centre la tumeur
humaine, xenogreffée sur un animal et à droite les dispositifs de mesure. Un signal carré, de
période 1 min, de rapport cyclique 1/2 et d’amplitude 95 mW · cm−2 est utilisé pour illuminer la
tumeur. Ce choix est imposé par les limites techniques de la source laser.

L’intensité de la fluorescence, y1(t), et la pression partielle en oxygène du tissu, y3(t), sont
recueillies seulement pendant les demi-périodes (to f f ) où le laser est éteint et avec une période
d’échantillonnage égale à Ts = 7 s, soit trois échantillons pour chaque demi-cycle (limite technique
du système d’acquisition de données). En ce qui concerne l’intensité de phosphorescence, y2(t),
et l’intensité de luminescence, y4(t), la période d’échantillonnage est également de 7 s, mais
pendant les demi-périodes ton d’illumination de la tumeur. La durée totale de l’expérience est
limitée à 42 min.
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FIGURE 1. Représentation schématique de la plate-forme de recherche : uL représente le signal d’irradiance généré
par la source laser (un signal carré, avec période 1 min), l’intensité de fluorescence y1 et la pression partielle en
oxygène, y3, sont mesurées avec une période d’échantillonnage de 7 s pendant to f f , tandis que les intensités de
phosphorescence, y2, et de luminescence, y4, sont mesurées avec une période de 7 s pendant l’illumination du laser,
ton.

2.3. Paramètres photophysiques

Les relations liant les paramètres photophysiques (coefficient d’absorption, rendements quantiques
et durée de vie) aux paramètres du modèle sont les suivantes :

kA =
σS

hνA
⇒ σS = hνAkA (5)

ΦT =
kCIS

kCIS + k f
(6)

τT =
1

kCIS + k f
(7)

Φ∆ = ΦT ·φet =
kCIS

kCIS + k f
·

kT
[

3O2
]

kT [3O2]+ kp
(8)

avec φen, l’efficacité du transfert d’énergie. On constate que les quatre paramètres dépendent
explicitement des cinq paramètres du modèle (kA, kCIS, k f , kT , kp) et d’une variable d’état (3O2).
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L’estimation de ces paramètres à partir de données in vivo permettrait de comparer l’efficacité
photodynamique de différents PS dans un cadre biologique réaliste.

3. Analyse de sensibilité globale

Plusieurs classifications des méthodes d’analyse de sensibilité existent [21]. Une première les
regroupe en trois classes : (1) méthodes locales, (2) méthodes de criblage, (3) méthodes globales.
Nous nous intéressons ici à cette dernière classe de méthodes puisqu’elles fournissent des ré-
sultats quantitatifs, en intégrant tout l’ensemble des valeurs possibles des paramètres. Ceci est
particulièrement important dans la modélisation des systèmes biologiques, puisque les paramètres
ont tendance à varier sur de larges plages de variation.

L’analyse de sensibilité globale permet de quantifier l’influence des différents paramètres sur
la variabilité de la réponse d’un modèle numérique. On en déduit les paramètres qui contribuent
le plus à la variabilité de la réponse du modèle, les paramètres les moins influents et ceux qui
interagissent entre eux. Ces méthodes ont l’avantage d’étudier la sensibilité d’un paramètre en
faisant varier tous les autres simultanément. [21] présentent l’ensemble des méthodes existantes,
qui regroupent les méthodes fiabilistes de type FORM et SORM utilisées pour l’analyse de risques,
les méthodes bayésiennes, les méthodes graphiques et les méthodes fondées sur l’analyse de la
variance.

3.1. Fonctions de sensibilité

Nous nous intéressons plus précisément aux méthodes d’analyse de sensibilité globale fondées
sur l’analyse fonctionnelle de la variance [21, 24]. Nous avons appliqué cette méthode à un
système biologique dynamique et avons adapté la terminologie d’« indice de sensibilité » (pour
des systèmes statiques) à « fonction de sensibilité » (pour des systèmes dynamiques). L’équation
décrivant la décomposition fonctionnelle de la variance totale de la réponse du modèle, notée ici
V (t), s’écrit

V (t) =
np

∑
i=1

Vi (t)+ ∑
1≤i< j≤np

Vi, j (t)+ . . .+V1,...,np (t) (9)

avec

Vi (t) = Var [Yi (t,Pi)] = VarPi [EP∼i [Y (t,P) |Pi ]]
Vi, j (t) = Var [Yi, j (t,Pi,Pj)] = VarPi,Pj

[
EP∼i, j

[
Y (t,P)

∣∣Pi,Pj
]]
−Vi (t)−Vj (t)

...

V1,...,np (t) = V (t)−
np

∑
i=1

Vi (t)− ∑
1≤i< j≤np

Vi, j (t)− ∑
1≤i1<...<inp−1≤np

Vi1,...,inp−1 (t)

où P est un vecteur de paramètres représentés par des variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées dans [0,1]np où np désigne le nombre de paramètres étudiés dans
l’analyse. P∼i =

[
P1, . . . ,Pi−1,Pi+1, . . . ,Pnp

]T représente l’ensemble de tous les paramètres sauf le
ième.
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En divisant l’équation de la décomposition de la variance (9) par la variance totale de la sortie,
V (t), nous obtenons une relation entre les différentes fonctions de sensibilité :

1 =
np

∑
i=1

Si (t)+ ∑
1≤i< j≤np

Si, j (t)+ . . .+S1,...,np (t) . (10)

Définition On appelle fonction de sensibilité du premier ordre de la réponse Y vis-à-vis du
paramètre Pi la fonction

Si(t) =
Vi (t)
V (t)

=
VarPi [EP∼i [Y |Pi]]

Var [Y (t,P)]
(11)

exprimant la contribution individuelle du paramètre Pi sur la variance de la sortie Y .

Définition Les fonctions de sensibilité du second ordre, Si, j (t) :

Si, j (t) =
Vi, j (t)
V (t)

=
VarPi,Pj

(
EP∼i, j [Y (t,P) |Pi,Pj]

)
−Vi (t)−Vj (t)

Var (Y (t,P))
(12)

expriment la sensibilité de la variance de la sortie Y à l’interaction des paramètres Pi et Pj ,
c’est–à–dire la sensibilité de Y aux variations conjuguées des paramètres Pi et Pj qui n’est pas
prise en compte dans Si (t) et S j (t).

De manière équivalente, on peut établir les définitions des fonctions de sensibilité d’ordre
supérieur à deux.

L’interprétation de ces fonctions de sensibilité est assez simple puisque leur somme est égale à 1
pour tout instant de mesure tk ∈ {t1, . . . , tN} et leurs valeurs sont toujours positives. Par conséquent,
plus une fonction est proche de 1, plus le paramètre est influent.

Le nombre de fonctions de sensibilité à calculer, de l’ordre 1 à l’ordre np, est égal à 2np −1.
Lorsque le nombre de paramètres np est trop important, le nombre de fonctions de sensibilité
explose. L’estimation et l’interprétation de toutes ces fonctions deviennent vite impossibles à
réaliser. Dans [13], Homma et Saltelli ont alors introduit des indices (fonctions) de sensibilité
totaux, qui expriment la sensibilité totale de la sortie vis-à-vis d’un paramètre, c’est-à-dire la
sensibilité sous toutes ses formes en regroupant la sensibilité au paramètre seul (mesure de sa
contribution individuelle) et la sensibilité aux interactions avec les autres paramètres (mesure de
sa contribution collective).

Définition La fonction de sensibilité totale STi (t) de la sortie par rapport à un paramètre Pi est
définie comme la somme de toutes les fonctions de sensibilité relatives au paramètre Pi :

STi (t) = ∑
k#i

Sk (t) = 1−S∼i (t)

où #i représente tous les ensembles d’indices contenant l’indice i et S∼i la somme des fonctions de
sensibilité de la sortie relatives à tous les paramètres, sauf pi. De manière équivalente, la fonction
de sensibilité totale est définie par

STi (t) = 1− V∼i (t)
V (t)

= 1− VarP∼i [EPi [Y |P∼i ]]

Var [Y ]
. (13)
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3.2. Algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité

Dans cette partie, nous allons détailler l’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité
d’ordre 1 et totale [19].

1. Construire un échantillon de Nsim réalisations de variables aléatoires
[
Pa

1 , . . . ,P
a
np
,Pb

1 , . . . ,P
b
np

]
uniformément distribuées dans [0,1]2 ·np :(

p(k,a)1 , . . . , p(k,a)np , p(k,b)1 , . . . , p(k,b)np

)
l=1,...,Nsim

Nous allons diviser cet échantillon en deux matrices, A et B, comme suit :

A =

 p(1,a)1 p(1,a)2 . . . p(1,a)np−1 p(1,a)np

. . . . . . . . . . . . . . .

p(Nsim,a)
1 p(Nsim,a)

2 . . . p(Nsim,a)
np−1 p(Nsim,a)

np



B =

 p(1,b)1 p(1,b)2 . . . p(1,b)np−1 p(1,b)np

. . . . . . . . . . . . . . .

p(Nsim,b)
1 p(Nsim,b)

2 . . . p(Nsim,b)
np−1 p(Nsim,b)

np


2. Définir une matrice Ci composée de toutes les colonnes de B sauf la ième qui est remplacée

par la ième colonne de la matrice A :

Ci =

 p(1,b)1 p(1,b)2 . . . p(1,a)i . . . p(1,b)np

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(Nsim,b)
1 p(Nsim,b)

2 . . . p(Nsim,a)
i . . . p(Nsim,b)

np


3. Calculer la sortie du modèle pour tous les instants de mesure tk, avec k ∈ {1, · · · ,N}, et

toutes les séries de valeurs de paramètres (2×Nsim pour A et B, et np×Nsim pour les np

matrices Ci) correspondant aux lignes de A, B et Ci. Les réponses respectives du modèle
sont notées yA ∈RNsim×N , yB ∈RNsim×N et yCi ∈RNsim×N .

4. Pour tous les instants de mesure, tk, estimer les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales,
en tenant compte des équations (11) et (13) :

Ŝi (tk) =

1
Nsim

n
∑

l=1
y(l)A (tk)y(l)Ci

(tk)− ŷ0 (tk)
2

1
Nsim

Nsim

∑
l=1

y(l)A (tk)
2− ŷ0 (tk)

2
(14)

ŜTi (tk) = 1−

1
Nsim

n
∑

l=1
y(l)B (tk)y(l)Ci

(tk)− ŷ0 (tk)
2

1
Nsim

Nsim

∑
l=1

y(l)A (tk)
2− ŷ0 (tk)

2
(15)

où ŷ0 (tk) =
(

1
Nsim

Nsim

∑
l=1

y(l)A (tk)
)

.
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Afin d’estimer toutes les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales, on effectue Nsim×(np+2)
appels à la fonction du modèle, avec np le nombre de paramètres du modèle, tandis que l’estimation
de toutes les fonctions de sensibilité nécessite Nsim ·2np appels.

3.3. Méthode de sélection des paramètres sensibilisants

Tenant compte des liens établis entre l’analyse de sensibilité et la non-identifiabilité des paramètres
[7], nous proposons ici une méthode de sélection des paramètres en deux étapes :

1. élimination des paramètres dont les fonctions de sensibilité totales sont inférieures à 0.2
(choix empirique défini dans [20]) sur l’ensemble de l’horizon de mesure ;

2. classification des paramètres selon des mesures de colinéarité entre les fonctions de sensibi-
lité totale des paramètres retenus précédemment.

Nous distinguons deux types de colinéarité :
– colinéarité parfaite, détectable par un test de rang d’une matrice D de dimension 2×N (avec

N le nombre d’instants de mesure) ou bien un test de déterminant d’une matrice DT ·D de
dimensions 2×2, avec D =

[
STi ,STj

]
i 6= j=1,··· ,np

et DT la transposée de cette matrice ;
– colinéarité imparfaite, détectable par un test de conditionnement de la matrice D, c.à.d

CI(D) = µmax (D)
/

µmin (D) qui prend en compte les valeurs singulières de la matrice D.
Nous avons utilisé les seuils de signification proposés par Belsley et al. dans [2] :

CI(D)< 30, colinéarité faible entre STi et STj ,
30≤ CI(D)≤ 100, colinéarité modérée à forte entre STi et STj ,
100 < CI(D) , colinéarité très forte STi et STj .

.

4. Application numérique

Nous avons estimé les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales pour Nsim = 32768, ce qui
revient à Nsim · (np +2) = 393216 appels à la fonction du modèle. De plus, nous avons normalisé
les paramètres θ du modèle de la manière suivante :

pi =
θi−θ min

i

θ max
i −θ min

i
(16)

pour tout i = 1, . . . ,np et où θi ∈
[
θ min

i ,θ max
i
]

représente la plage de variation du paramètre θi. Ici,
nous avons choisi θ min

i = θ 0
i /10 et θ max

i = 10·θ 0
i , avec θ 0

i la valeur nominale du paramètre θi

(voir Tab. 2).
Nous avons utilisé ici un échantillonnage uniforme de l’espace paramétrique. Usuellement, cet

échantillonnage favorise les valeurs des paramètres proches des limites supérieures de l’intervalle
de variation. Lorsque les plages de variation des paramètres sont larges de plusieurs décades, un
échantillonnage selon distribution logarithmique est préférable car il permet d’avoir le même
nombre de points par décade.
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4.1. Échantillonnage de l’espace paramétrique

Plusieurs articles traitent de la comparaison des différents types d’échantillonnage de l’espace
des facteurs (ici espace paramétrique). Il est montré [22] que pour une dimension inférieure à 12
paramètres, l’échantillonnage quasi-Monte Carlo reste une bonne solution. Pour les séquences
LPτ de Sobol’, il est conseillé [23] de choisir un nombre de points égal à Nsim = 2ns , où ns est un
nombre positif entier.

Pour la génération des nombres aléatoires uniformément dans [0,1]np (plus précisément dans
[0,1]2 ·np pour les valeurs des paramètres des matrices A et B) nous avons utilisé le générateur
SobolSeq©2006 BRODA (www.broda.co.uk).

4.2. Parallélisation du calcul

Afin de trouver les fonctions de sensibilité de premier ordre et totale, un nombre total Nsim · (np +2)
d’appels à la fonction du modèle est nécessaire. Sachant qu’une simulation du modèle prend
0.12 s environ, le temps total de simulation peut varier de 24 minutes (pour Nsim = 210 = 1024)
à 52 heures (pour Nsim = 217 = 131072). Afin de réduire le temps de calcul, plusieurs solutions
peuvent être prévues :

– parallélisation du calcul sur une machine – qui prend en compte, le calcul multithread (qui
seul ne semble pas diminuer le temps de calcul), et l’architecture multi-cœur de la machine
de calcul ;

– dissocier le problème en plusieurs sous-problèmes et chaque sous-problème est traité par
une machine de calcul distincte, dans une grappe d’ordinateurs. Le temps de simulation
devient ainsi égal à

max
i

(tempssim (Machinei (sous-problèmei)))

avec tempssim (Machinei (sous-problèmei)) le temps nécessaire à la ième machine pour ré-
soudre le sous-problème i.

Nous avons également rencontré des problèmes de mémoire, pour l’estimation des fonctions de
sensibilité à partir de Nsim = 32768. Ces problèmes ont été résolus avec des sauvegardes régulières,
par une parallélisation distribuée (grappe d’ordinateurs) qui permet de traiter des sous-problèmes
de dimensions moins importantes, ou sous une machine spécialement conçue pour le calcul
parallèle. La parallélisation du calcul a été gérée par l’intermédiaire des boîtes à outils logicielles
disponibles.

4.3. Résultats d’analyse de sensibilité

4.3.1. Classification selon des mesures de sensibilité

La figure 2 présente les estimations des fonctions de sensibilité, Ŝi (tk) et ŜTi (tk), associées
respectivement aux contributions individuelles et totales du paramètre pi pour tout tk avec k =
{1, . . . ,N} sur les quatre variables de sortie. Afin de sélectionner les paramètres les plus influents,
rappelons que nous avons choisi un seuil de signification égal à 0.2. Plusieurs conclusions peuvent
être tirées :
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– pour la sortie y1 (intensité de fluorescence), au total quatre paramètres peuvent être considérés
comme sensibilisants : kp, kA, kT M et kox, avec des fortes similitudes (des fonctions de
sensibilité d’ordre 1 et totale) des paramètres kA et kT M ;

– pour y2 (intensité de phosphorescence), on retrouve trois des paramètres sensibilisants
précédents : kp, kT M et kA ;

– la sortie y3 (pression partielle en oxygène du tissu), met en évidence quatre paramètres
sensibilisants : kA, kCIS, k f , kox.

– la sortie y4 est la plus informative avec sept paramètres sensibilisants. On observe de fortes
oscillations sur ces fonctions de sensibilité, liées à la dynamique très rapide de production de
l’oxygène singulet. La fréquence de ces oscillations correspond à celle du signal d’excitation
en lumière. Il faut toutefois minorer l’importance de ces fonctions de sensibilité car, en
réalité, la concentration en oxygène singulet est très faible et la sensibilité des spectromètres
compacts demeure insuffisante pour détecter un signal exploitable.

4.3.2. Classification selon la colinéarité

Le tableau 4 présente les indices de colinéarité entre les fonctions de sensibilité totale des quatre
variables de sortie. Nous constatons :

– une forte colinéarité entre les fonctions de sensibilité totale de la sortie y1 par rapport aux
paramètres kA et kT M , qui indique ainsi une probable non-identifiabilité d’un des deux
paramètres (vis-à-vis de la sortie y1) ;

– on observe également de fortes colinéarités entre les fonctions de sensibilité totale de y4 par
rapport aux paramètres kA et kPb, kp et kT M, respectivement kp et k f . Ce résultat minimise
l’importance de cette variable par rapport aux remarques du paragraphe précédent.

4.3.3. Bilan de l’analyse

La mesure des variables y1 et y3 (voir le Tab. 3) permettrait d’observer les effets des paramètres
impliqués dans les expressions des paramètres photophysiques σS, ΦT et τT définis en section 2.3.
En revanche, il y a peu d’espoir d’estimer le rendement quantique de production de l’oxygène
singulet, Φ∆, dû à une faible sensibilité de l’intensité de luminescence (y4) par rapport au paramètre
kT .

TABLEAU 3. Bilan des résultats
Var. sortie Paramètres sensibilisants

y1 kp (kA ou kT M) kox
y2 kp kA kT M
y3 kA kCIS k f kox
y4 kox kA kp kCIS

5. Conclusions

Une analyse de sensibilité globale fut appliquée à un modèle dynamique de la phase photocyto-
toxique de la thérapie photodynamique dans le but de déterminer les variables à mesurer pour
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FIGURE 2. Fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totale de toutes les sorties par rapport aux paramètres du modèle
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caractériser l’efficacité in vivo d’un agent photosensibilisant.
Les contributions de ce travail concernent
– l’application d’une méthode fondée sur la décomposition fonctionnelle de la variance au

cas des systèmes dynamiques en employant une méthode d’échantillonnage de l’espace
paramétrique de type quasi Monte Carlo fondée sur la séquence LPτ de Sobol ;

– une réduction du temps de simulation numérique par une parallélisation du calcul implantée
dans une machine à architecture multi-coeur ;

– une méthode de détection de paramètres sensibilisants procédant en deux étapes : une
classification des paramètres sensibilisants, puis une étude de leurs colinéarités ;

– des résultats d’application guidant l’expérimentateur sur le choix des variables à mesurer dans
la conception d’une plate-forme de recherche sur la thérapie photodynamique, sous réserve
d’une sensibilité suffisante des capteurs en question en condition in vivo. L’architecture
finale retient deux variables en priorité : la concentration intra-tumorale [S0] du PS et la
concentration en oxygène

[
3O2
]

pour pouvoir, in fine, estimer le coefficient d’absorption σS,
le rendement quantique du PS à l’état triplet ΦT et la durée de vie moyenne τT de l’agent
sensibilisant à l’état triplet à partir des données in vivo.
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