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Sur les espaces de Stein quasi-compacts
en géométrie rigide

par QING LIU

Résumé- On étudie les espaces de Stein quasi-compacts X (i.e. vérifiant
Hq(X, F) = 0 pour tout q ~ 1 et tout faisceau cohérent F sur X). On
établit un critère simple pour qu’un espace soit de Stein et on en déduit
quelques conséquences.

Abstract - We study the quasi-compact Stein spaces X (i.e. such that

Hq(X, F) = 0 for all q ~ 1, and all coherent sheaves F on X). A criterion
for a space to be Stein is established and some consequences are deduced.

Dans [L] nous avons posé (et répondu à) la question suivante : Soit
X un espace analytique rigide séparé, quasi-compact (i.e. qui admet un
recouvrement admissible affinoïde fini) tel que H,7(X,F) = 0 pour tout
q &#x3E; 1 et pour tout faisceau cohérent .~’ sur X. Alors X est-il un espace
affinoïde ?

Rappelons qu’en géométrie analytique complexe, cette condition de nul-
lité des groupes de cohomologie caractérise les espaces de Stein [Sl]. En
géométrie algébrique, un schéma noethérien vérifiant le même type de con-
dition est affine d’après le critère de Serre [S2]. Par contre, l’analogue de
ce critère en géométrie analytique rigide est faux [L] c’est-à-dire que la
question ci- dessus a une réponse négative. Cela montre que la classe des
espaces de Stein quasi-compacts (cf. déf.l) est strictement plus grande que
celle des espaces affinoïdes. Les questions suivantes paraissent naturelles.

a) Soient X un espace de Stein quasi-compact, U une partie rationnelle
de X (cf. déf.2). Alors U est-il un espace de Stein ?

b) Soient X,Y deux espaces de Stein quasi-compacts sur K. L’espace
X x SpK Y est-il de Stein ?

Notons que le contre-exemple construit dans [L] est un espace ayant deux
composantes irréductibles qui se rencontrent, c’est donc un espace singulier.

c) Existe-t-il un espace de Stein quasi-compact régulier qui ne soit pas
affinoïde ?
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Le but de cet exposé est de montrer que les questions a,b,c admettent
des réponses positives (cf. cor. 1 et 2 du th. 2 et le th. 3). Le résultat clé
est le théorème 2 qui est un critère simple pour qu’un espace soit de Stein.
On trouvera un développement détaillé du présent article dans [L’].
Dans tout cet exposé, K désigne un corps complet pour une valeur ab-

solue ultramétrique non triviale. Les espaces analytiques rigides sont définis
sur K.

DÉFINITION 1. Un espace de Stein quasi-compact est un espace analytique
rigide quasi-compact séparé X tel que nq(X,:F) = 0 pour tout q &#x3E; 1 et

pour tout faisceau cohérent X sur X.

D’après un théorème de Tate-Kiehl [K], les espaces affinoïdes sont des
espaces de Stein quasi-compacts.

PROPOSITION 1. Soient X un espace de Stein quasi-compact, A = Ox(X).
Alors on a les propriétés suivantes :

I) Tout fermé analytique de X est de Stein.

2) L’anneau A est noethérien.

3) Pour tout ouvert affinoiUe R de X, l’homomorphisme canonique As
est plat.

4) La correspondance F --+ est une équivalence entre la catégorie
des faisceaux cohérents sur X et la catégorie des A-modules de type fini.

5) Pour tout x E X, on note a(x) l’image réciproque de l’idéal maximal
de par l’homomorphisme canonique A -~ Alors a définit une

bijection X - maxA de X sur l’ensemble des idéaux maximaux de A,
et l’homomorphisme canonique Ae~) 2013~ est un isomorphisme (où
signifie complété formel relatif à l’idéal maximal).

DÉFINITION 2. Soit X un espace analytique rigide quasi-compact. On

appelle partie rationnelle de X tout ouvert analytique U de X de la forme

où 10,... f n E Ox(X) engendrent l’idéal unité.

Notons que d’un certain point de vue, la notion de parties rationnelles
correspond à celle de parties holomorphiquement convexes en géométrie
analytique complexe et à celle d’ouverts principaux en géométrie algé-
brique.
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DÉFINITION 3. On dit qu’un espace analytique rigide quasi-compact séparé
X est un S-espace s’il est holomorphiquement séparable (i.e. pour tout

x -7É y dans X, il existe f E Ox (X) tel que f(x) = 0 et f(y) = 1) et si
= 0 pour tout q &#x3E; 1. Ainsi tout espace de Stein quasi-compact

est un S-espace.

Remarque. La terminologie de S-espace est tout à fait provisoire, car on
verra que ce sont exactement les espaces de Stein quasi-compacts (théorème
2).

PROPOSITION 2. Soient X un S-espace, A = Ox (X), fo,~-- , fn E A tels
que E ftA = A. Alors la partie rationnelle

est un S-espace et l’homomorphisme

défini par = filu est un isomorphisme de K-algèbres de
Banach.

PREUVE: Restreignons-nous au cas où U = fx E 1}( f E A).
Soit Z = X xspK BK,où BK = Spm K  T &#x3E;. Alors U est isomorphe au
fermé analytique V((T - de Z. On a la suite exacte

Donc pour tout q &#x3E; 1, on a la suite exacte

Comme l’homomorphisme Oz ~~~ ~ (T - f)Oz est bijectif, on a

pour tout q &#x3E; 1 car = 0. Il suit que = 0. Comme
U est un ouvert analytique de X, donc holomorphiquement séparable, c’est
bien un S-espace. Enfin la suite exacte

donne l’isomorphisme

puisque = A  T &#x3E;.

Le théorème suivant est une généralisation du théorème de Gerritzen et
Grauert [G,G].
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THÉORÈME 1. Soient X un S-espace, R un espace afiînoïde, f : R - X
une immersion injective. Alors il existe un recouvrement de X par un

nombre fini de parties rationnelles Xi telles que l’homomorphisme
(9x(Xi) - (9R(f -’(Xi» induit par f soit dense pour tout i.

COROLLAIRE 1. Soit X un S-espace. Alors X admet un recouvrement
admissible par un nombre fini de parties rationnelles affinoïdes.

COROLLAIRE 2. Soient X un espace de Stein quasi-compact, Y un espace
analytique rigide. Alors J’application canonique

est bijective. En particulier deux espaces de Stein quasi-compacts 
sont isomorphes si et seulement si et sont isomorphes.

PROPOSITION 3. Soient’ X un espace de Stein quasi-compact. Alors il
existe un espace affinoide R et une immersion injective f : X -&#x3E; R (i.e. f
injective et fl : -; Ox,x surjectif pour tout x 

PREUVE: Supposons pour simplifier qu’il existe f E A = Ox(X) tel que
U := fx E 1} et V := fx e 1} soient affinoïdes. Il
existe donc al, ..., an, bl, ..., bn E A et N &#x3E; 1 tels que

Quitte à remplacer f par lN, on peut supposer N = 1.
Soit À E li tel que JAI, JAI, et I/(x)1 ~ (Âj pour tout

i  n et pour tout x E X, soit

l’homomorphisme défini par À-lai, .~-lb;, = 

Il est clair que les homomorphismes induits par 0

et

sont denses. Donc 0 induit une immersion injective de X dans SpmB.
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THÉORÈME 2. Soit X un espace analytique rigide quasi-compact et séparé.
Alors X est un espace de Stein si et seulement s’il est holomorphiquement
séparable et vérifie Hq(X, = 0 pour tout q &#x3E; 1.

COROLLAIRE 1. Soient X, Y deux espaces de Stein quasi-compacts. Alors
X x SpK Y est de Stein.

PREUVE: a) Supposons d’abord Y affinoïde. Soit un recouvre-

ment admissible affinoïde fini de X. Alors le complexe de Cech alterné
1

est exact. Donc

est exact. D’autre part X x Y est clairement holomorphiquement séparable.
Il suit du théorème 2 que X x Y est de Stein.

) Cas général. Le même raisonnement que ci-dessus montre que
x Yli, Oxxy) = 0 pour tout q &#x3E; 1. D’après a), toute inter-

section finie de Xi x Y est de Stein, donc x Y, = 0 pour tout

q &#x3E; 1. Ce qui montre le résultat.

COROLLAIRE 2. Soit X un espace de Stein quasi-compact. Alors toute

partie rationnelle U de X est de Stein.

PREUVE: En effet U est isomorphe à un fermé analytique de X x Spx B’
pour un certain n &#x3E; 1. Or X x SpK Bn est de Stèin d’après le corollaire
précédent. Donc U est de Stein.

COROLLAIRE 3. Soient S2 un espace analytique rigide séparé, U, V deux
ouverts analytiques quasi-compacts de n qui sont de Stein. Alors U n V
est un espace de Stein.

PREUVE: Le morphisme diagonal n -+ S2 n induit une immersion

PROPOSITION 4. Soient X, Y, Z trois espaces de Stein quasi-compacts mu-
nis de deux morphismes X - Z, Y Z. On note A =
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Ox(X), B = Oy(Y), C = Oz(Z). Alors W est de Stein et l’homomor-
phisme canonique Ow(W) est un isomorphisme (AÊCB est le
séparé complété de A ~c B pour la semi-norme tensorielle).

COROLLAIRE. Soit f : X --~ Z un morphisme d’espaces de Stein quasi-
compacts. Alors pour tout ouvert analytique quasi-compact Y de Z qui est
de Stein, f-1(Y) est un espace de Stein quasi-compact et on a

PREUVE: On a f-1~Y~ = X xz Y.

LEMME. Soit k un corps commutatif. Alors il existe un polynôme non
constant q(T) E k[T] tel que k~T2~ = k.

PREUVE: On peut prendre q(T) = T2 -f- T si = 0, q(T) = T3 + T2
si cark = 2 et q(T) = TP +T2 si cark = p &#x3E; 2.

THÉORÈME 3. Soit K un corps complet pour une valeur absolue ultramé-
trique non triviale. Alors il existe un espace de Stein quasi- compact X,
ouvert analytique de B2 , qui n’est pas affinoide.

PREUVE: Soient k le corps résiduel de K, Q(T) E K’[T] un polynôme
unitaire dont l’image canonique dans k[T] est un polynôme q(T) défini
dans le lemme ci-dessus. On fixe x E ](°0 - 10} et on pose

et Xl = ,S’pmA, X2 = SpmB. On note t, u, v les images respectives de
T, U, V dans A, t, w, z les images respectives de T, W, Z dans B. On a
A  v-1 &#x3E;= I~  &#x3E; et B  z-1 &#x3E;= k  &#x3E;. On
a donc un isomorphisme de A  v-1 &#x3E; sur B  z-1 &#x3E; qui envoie v sur
z-1. Cet isomorphisme permet de définir X comme l’espace obtenu par le
recollement de Xi et X2 sur Spm(A  v-1 &#x3E; ) ~ S’pm(B  z-1 &#x3E; ).

Soit d le degré de Q(T). Considérons les homomorphismes

7rd+lz-’. Alors çli et ~2 induisent une immersion ouverte
de X dans B2 . En particulier X est holomorphiquement séparable.
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On montre que 0’ ) = 0. Donc = 0. D’autre

part = = 0 pour tout q &#x3E; 2. Par consé-

quent, X est un espace de Stein d’après le théorème 2.

Supposons X affinoïde. Alors en utilisant les égalités

on montre que l’image de O x (X) dans B est égale à w] qui n’est pas
un anneau noethérien. Ce qui est impossible. Donc X n’est pas affinoïde.

COROLLAIRE. Il existe un ouvert analytique quasi-compact X de Bk tel
que 082 K (X) ne soit pas une l( -algèbre afflnoïde.

PREUVE: Prenons l’espace X construit dans le théorème ci-dessus. Alors
d’après le corollaire 2 du théorème 1, (X) n’est pas une K-algèbre
affinoïde.

Remarque. D’après un théorème de Zariski [Z], pour toute surface algé-
brique normale X sur un corps K, Ox(X) est une K-algèbre de type fini.
Le corollaire ci-dessus montre que l’analogue de ce théorème est faux en
géométrie rigide.
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