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Comptage exact de discriminants d’extensions
abéliennes

par HENR1 COHEN

Pour les 60 ans de Jacques Martinet, en témoignage de ma reconnaissance

RESUME. Le but de cet article est d’expliquer comment calculer
exactement le nombre de classes d’isomorphismes d’extensions
abéliennes de Q en degré inférieur ou égal & 4 et de discrimi-
nant majoré par une borne donnée. On parvient par exemple a
calculer le nombre de corps cubiques cycliques de discriminant
inférieur ou égal & 10%7.

ABSTRACT. This paper explains how to compute ezactly the num-
ber of isomorphism classes of Abelian extensions of Q in degree
less than or equal to 4 having their discriminant bounded by a
given integer. For example, we are able to compute the number
of cyclic cubic fields of discriminant less than or equal to 10%7.

1. Introduction

1.1. But de l’article et notations. Soit K un corps de nombres, soit
G un sous-groupe transitif de S,, et notons Fg n(G) 'ensemble des K-
isomorphismes d’extensions L/K de degré n telles que le groupe de Galois
de la cloture galoisienne de L/K dans une cloture algébrique K de K fixée
soit isomorphe & G. On notera N la norme absolue de K/Q, et 9(L/K)
l'idéal discriminant relatif de L/K.

On pose :

1
el = 2 @y

LeFkn
Nga(G, X) = {L € Fkn(G), NO(L/K)) < X} .

Quand K = Q, on omettra 'indice K, et on a bien entendu dans ce cas
N@®(L/K)) = |d(L)|, ou d(L) désigne le discriminant du corps de nombres
L.

Manuscrit regu le 29 février 2000.
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C’est un probléme important et hautement non trivial en général de cal-
culer ®x (G, s) explicitement, ou de donner une évaluation asymptotique
précise de Nk,n(G, X) (voir [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9])-

Dans le présent article, nous nous restreignons au cas ou K = Q, G
abélien et n < 4 (ce qui ne laisse que les quatre cas G = C3, G = Cj,
G =Cyet G=1Vy ~ Cy x(Cy), et notre but va étre d’expliquer com-
ment calculer ezactement (par opposition & asymptotiquement) les nombres
N, (G, X) pour de grandes valeurs de X (nous atteindrons dans certains cas
presque 40 chiffres décimaux). Je réfere a [4], [6] pour des tables étendues
de N,(G,10%). Des méthodes similaires peuvent étre appliquées & tout
groupe abélien G de petit cardinal.

Notations Nous emploierons les notations suivantes. D’autres notations
plus particuliéres seront introduites au fur et & mesure.

e La lettre p désignera toujours un nombre premier.

o L’expression vp(n) désignera la valuation de n en p, c’est-a-dire le plus
grand entier k tel que p* | n.

e u(m) est la fonction de Mobius en m, et w(m) est le nombre de diviseurs
premiers distincts de m (donc u(m) = (—1)“(™) si m est sans facteur carré,
p(m) = 0 sinon).

e Nous poserons fi(X) = |(X + 1)/2]. C’est le nombre d’entiers n
impairs tels que 1 < n < X.

e Soient f et g deux fonctions de la variable X, ou X va tendre vers
+00. La notation f = O(g) (lire f est un grand O mou de g) signifie que
pour tout € >0 on a f(X) = O(g(X)X¢) ou le O() a ici son sens habituel.
Cette notation tres pratique permet d’éviter de s’encombrer en permanence
d’expressions du type O(X¢®).

1.2. Résultats de théorie élémentaire des nombres. Nous donnons
ici deux résultats plus ou moins classiques dont nous aurons besoin. Le pre-
mier est connu sous le nom de “méthode de ’hyperbole”. Sa démonstration
est immédiate (voir par exemple [12] p. 38).

Proposition 1.1. Soient (an)n>1, (bp)n>1 deux suites, c, = de adbp/q
leur convolution arithmétique, et enfin soit A(X), B(X) et C(X) les fonc-
tions sommatoires de @y, by, cn respectivement (donc A(X) =Y 1<p<x On,

etc...). Pour tout nombre réel E (non nécessairement entier) tel que 1 <
E < X on a lidentité :

C(X)= > anB(X/n)+ Y buA(X/n)— A(E)B(X/E) .
1<n<E 1<n<X/E

Exemples
(1) Si on choisit an = b, =1, on a ¢, = d(n), le nombre de diviseurs de
n, et d’autre part on a A(X) = B(X) = | X|. Il en résulte que I'on
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peut calculer 3, ., < d(n) en temps O(X'/2), et en fait cela donne
une estimation raisonnable de la fonction sommatoire de d(n). C’est
Papplication la plus classique de la méthode de ’hyperbole.

(2) Si on prend an, =1 et b, = d(n), on a alors ¢, = d3(n), nombre de
maniéres d’écrire n comme produit de 3 entiers positifs (et coefficient
de n* dans la série de Dirichlet pour ¢3(s)). Nous verrons plus loin
que la méthode de I’hyperbole conduit au calcul de ), ., «x d3(n)
en temps 5(X 2/3). Je ne sais pas si on peut faire mieux en utilisant
des méthodes élémentaires.

Le deuxiéme résultat que nous utiliserons est une variante d’un résultat
démontré dans [11], mais probablement connu depuis longtemps.
Tout d’abord, introduisons la notation suivante :

M(X) = E u(m) .
1<m<X
2m

Cette fonction est liée & la fonction sommatoire habituelle M(X) de la
fonction de Mobius par lidentité M(X) = M;(X) — M;(X/2) mais nous
n’utiliserons pas ce résultat.

Proposition 1.2. Soit u un nombre réel tel que 1 <u < X. On a

M(X)=M(w)— Y u(m) D M < . )

mn
1<m<u u/m<n<X/m
2tm 2

Démonstration. Nous calquons la démonstration de [11]. D’une part, on a
D oum) Y MiX/(mn)= > Mi(X/N)3}_ u(m)=My(X) .

1<m<u 1<n<u/m 1<N<u m|N

D’autre part, pour tout Y > 1, on a

> Mym= 3 Y wm= Y Sum)=1,

1<m<Y 1<m<Y 1<n<Y/m 1SNLSY n|N
2tm 2tm 2n 2tN

donc

dooum) Y Mi(X/(mn))= Y u(m)= M) .

1<m<u 1<n<X/m 1<m<u
2fm 2in 2tm
La proposition résulte de ces deux formules par soustraction. (]

En combinant cette proposition avec la méthode de I’hyperbole et le
calcul de M(X) (ici de M;(X)) par blocs, il est expliqué dans [11] comment
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en déduire une méthode de calcul de M;(X) en temps O(X?/3) et en espace
O(X1/3). Ceci est un gain considérable par rapport & la méthode naive.

1.3. La méthode générale. Ces préliminaires étant démontrés, nous
allons passer au calcul exact des N,(G,X) pour les différents groupes
abéliens G énumérés ci-dessus. La stratégie de base utilisée dans chaque
cas (et complétée cas par cas par des astuces complémentaires) va étre tout
d’abord d’écrire explicitement la fonction ®,(G, s) comme somme de pro-
duits

eulériens. Pour chacun de ces produits eulériens, on va remplacer éventuel-
lement s par s/k pour le plus grand entier k tel que cela reste une série
de Dirichlet. On mettra ensuite en facteurs des produits eulériens cor-
respondant & des suites a, dont les fonctions sommatoires sont les plus
rapides & calculer (habituellement des variantes de ((s)), de facon a faire
apparaitre un produit eulérien de la forme [],(1 + O(p™"°)) avec v (que
nous appellerons la valuation du produit eulérien) le plus grand possible.
Un calcul de convolution permet alors de calculer N, (G, X) en sommant
sur des entiers z < O(X'/?) la fonction sommatoire des a, en X/z".

Ceci peut paraitre compliqué, mais est en fait fort simple une fois qu’on
en a pris I’habitude. Donnons un exemple, qui est en fait trés voisin du
cas G = (3 que nous allons voir ci-dessous. Soit a calculer la fonction
sommatoire C(X) de la suite ¢, définie par [[,(1 +p7°) = 3,5 can™®
On a en fait ¢, = |u(n)| donc C(X) = > <, <x |1(n)], mais le calcul direct

de cette expression prendrait un temps O(X).
Or nous pouvons écrire 1 +p~° = (1 — p~*)71(1 — p~2) donc

[Ha+p) =< [Ja-p7%)
V4 p

(le deuxiéme produit est en fait égal & ((2s)~!, mais nous n’avons pas
besoin de le savoir). On a donc mis en facteur un produit eulérien, a savoir
¢(s), dont la fonction sommatoire est immédiate a calculer, et on a fait
apparaitre un nouveau produit eulérien dont la valuation v est cette fois-ci
égale & 2 au lieu de 1 dans le produit initial. Ceci permet donc de calculer
C(X) en temps O(X/2), grace & la formule explicite

cx= X b= X um)| ]
1<n<X 1<m<X1/2

En d’autres termes, nous utilisons la formule

lu(n)] = D u(m) .

m2|n
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2. Le cas G =C>

Utilisant la caractérisation des discriminants de corps quadratiques, il
est facile de montrer que

1 2 1
QZ(CZ’S)=_1+(1+ﬁ+ﬁ) H (1+E)

p=1 (mod 2)

1 2 1
=—1+(1—§+ﬁ)H(I+E>
p

25 " 925 | ¢(2s)
- R RANCIO)
=-1+ (1 + o t+ 233) R

ou pour tout nombre premier £ (ici £ = 2)

) =11 (-2) = (-5)ew

désigne la fonction ((s) privée de son facteur local en ¢. En pratique, c’est
la derniere formule qui va s’avérer la plus rapide pour calculer No(C2, X).

Si on pose ) (m)

Ga(s) -1 _ c(m

G2(2s) C2(28)Gals) %; ms
la fonction c est la convolution arithmétique restreinte aux entiers impairs
de la fonction constante 1 et de la fonction égale & p(y/n) si n est un carré
et & 0 sinon. La fonction sommatoire de la suite définissant (2(s) comme
série de Dirichlet est égale & f1(X) = |(X + 1)/2], donc comme ci-dessus
on obtient

c) = 3 = 2 wmn(3)= X umn ()

1<n<X 1<n<X lsmsxl/Z
2tn 2tn 2tm
n=m?

D’apres la formule pour ®2(Cs, s), il en résulte que

No(C2, X) = —1 + C(X) + C(X/4) + 20(X/8)

=-1+ Y u(m)fz(%),

1<m<Xx1/2
2tm

ot fa(2) = fi(2) + f1(z/4) + 2f1(2/8). Ceci donne une méthode tout &

fait raisonnable de calcul de Ny(Cy, X), nécessitant un temps en O(X/2),
mais nous allons montrer comment 1’améliorer considérablement.
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Proposition 2.1. Soit E un nombre réel tel que 1 < E< X. On a

No(Co,X)=-1+ 3 wm)(fa(X/m?) ~ f2(E))

1<m<(X/(E+1))Y/?
2im
+ Y Mi((X/R))(fak) ~ fo(k = 1)
1<k<E
Noter que
fa(k) = f2(k—1)=10,1,0,1,1,1,0,1,2,1,0,1,1,1,0,1

selon que k = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15 (mod 16) respec-
tivement.
Démonstration. En imitant la méthode de I’hyperbole, on a

Mo X)=-1+ % uma(5g)+S

1<m<(X/(E+1))1/2
2tm
avec
S= Y fak) > u(m)
1<k<E (X/(k+1))V/2<m< (X /k)V/2
2tm

= > fR)(M((X/k)Y?) - Mi((X/(k +1))'/?))

1<k<E
= > M((X/R)Y?)(fa(k) — falk = 1)) — fa(B)Mi((X/(E +1))/?) .
1<k<E
Comme
M;((X/(E+1))"?) = > u(m)
ISmS()g{n(fH))‘/z
on obtient la proposition. a

Si nous évaluons M;(X) naivement, nous n’obtenons pas d’amélioration.
En utilisant des formules classiques utilisées pour obtenir des majorations
explicites de M (X) de la forme M(X) < X/S pour de grandes valeurs de S
(voir [10]), on peut calculer M;(X) plus de 10 fois plus rapidement que par
la méthode naive, ce qui conduit a une amélioration notable du temps de
calcul de No(Cy, X), toutefois encore en O(X'/2). On peut faire nettement
mieux et diminuer ’exposant de X en utilisant la méthode de [11] basée sur
la proposition 1.2, qui nous permet de calculer M;(X) en temps 5(X 2/3),
En choisissant E = O(X'/7) (valeur optimale) dans la proposition 2.1, on
voit facilement qu'on en déduit une méthode de calcul de N2(C2, X) en
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temps O(X3/7) au lieu de O(X'/2). L’amélioration semble faible, mais en
pratique elle est déja considérable. Toutefois, on peut faire encore mieux
en utilisant la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit E un nombre réel tel que 1 < E< X. On a

Mo X) =N B)+ Y um) (12 (37) - 2(B)

1<m<(X/(E+1))Y/?
2tm
X/N 1/2
- Z ¢(N) Z M; (%) ,
1<N<E (E/N)Y/2<n<(X/N)Y/2
2n

ot ¢(N) = 0 si N posséde un facteur carré impair plus grand que 1 ou si
v2(N) > 4, et sinon ¢(N) =1,0,1,2 selon que vo(N) =0, 1,2, 3 respective-
ment.

Démonstration. D’apres la proposition 2.1, on a

Ny(Cy, X) = -1+ Yo wm)(fo(X/m?) — fo(B))
lsmS(X{f(EH))l/?‘
2tm

+ 3 MU(X/R)?)(fa(k) — falk — 1))

1<k<E

Dans la deuxiéme somme, remplagons M;((X/k)'/2) par ’expression donnée
par la proposition 1.2 avec u = (E/k)1/2. On obtient

Y Mi((X/k)Y?)(fa(k) = falk — 1))

1<k<E
= Y M((E/R)V2)(falk) - folk —1)) - S
1<k<E

S= " (falk) - falk—1))

1<k<E
Z p(m) Z M; (M)
1<m<(E/k)'/? EMV? X/ m
2tm m 2{7;' m
1/2
- > Y M <—(X/1:) ) ,
ISN<E (E/N)Y2<n<(X/N)1/2

2in
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N N
W)= 3 wim) (£ (25) - 22 (3 -1))
m2|N
2m
Comme f1(m) est la fonction sommatoire de la suite définie par la série de
Dirichlet ¢2(s), il en résulte que f2(m) est la fonction sommatoire de la suite
définie par la série de Dirichlet (1+27254-2173%)¢y(s), donc fo(m)— fo(m—1)
est la suite en question. Il en résulte que

LU (PSR-

2 3
& N 225 " 235 | (5(29)
1 2 1
~(rmrm) I (+5)
p=1 (mod 2)

d’ou la formule pour ¢(N) donnée dans la proposition. Enfin, la proposi-
tion 2.1 appliquée & X = F montre que

> M((B/R)Y)(fa(k) - falk — 1)) = Na(Ca, E) +1
1<k<E
ce qui termine la démonstration de la proposition. Noter que 'on a
D e(N)N™* =1+ 83(Ch,s) .
N>1
a

En appliquant la méthode de ’hyperbole (en coupant la sommation a
(X/N)1/%), on obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Soit E un nombre réel tel que 1 < E < XY2. On a

Mo X) =GB+ S utm) (1 (25) - A(B))

1<m<(X/(E+1))1/2
2tm
1/2
Y Y M (ﬂ)
1<N<E (E/N)Y2<n<(X/N)V/4
2tn

= N Ny Y Mi(k)g((X/N)Y2 k)
1<N<E 1<k<(X/N)1/4
Ak

ot
9(Y,k) = f1(Y/k) = fi(max(Y/(k + 2),Y'/?))
est égal au nombre d’entiers impairsn > Y'/2 tels que Y/(k+2) < n < Y/k.
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En utilisant la méme méthode que dans [11], on calcule les valeurs de
M;(Y) pour Y < (X/E)Y2 par blocs de taille O((X/E)Y/%), ce qui nécessite
un temps O((X/E)Y/2). Au fur et & mesure de ces calculs, on peut évaluer
la premiére somme pour m < (X/(E + 1))1/2, ce qui nécessite un temps
similaire. Enfin, le calcul des deux derniéres sommes nécessite un temps
O(XY/4E3/4). Le temps de calcul de N(Cj, E) est plus petit que O(E'/2)
et peut donc étre négligé. La valeur de E rendant minimale I’expression
5((X/E)1/2) + O(XYAE3/4) est E = O(X'/5), ce qui donne un temps de
calcul de N(Cz, X) en O(X2/5) en utilisant une taille mémoire en O(X/5).
Ceci est donc encore un peu mieux que le temps 5(X 3/7) obtenu ci-dessus
en appliquant directement la méthode de [11].

En pratique, on doit optimiser F plus précisément. Ceci dépend bien
entendu de 'implémentation, et se fait par expérimentation. D’autre part,
pour calculer la premiére somme intervenant dans la formule ci-dessus, on
peut choisir un nombre réel D > F et utiliser la formule

S um () - @)

1<m<(X/(E+1))1/2
. 2fm

X
= pm) | f2 | = ) — f2(E)
15m§(x§(p+1))1/2 ( (m2> )
+ Y (k- 5(E) ) w(m).

E+1<k<D (X/(k+1))Y/2<m< (X /k)1/?
2im

Si R est le rapport du temps moyen mis pour calculer une expression du
type [(X/k)'/2] et du temps moyen mis pour calculer une expression du
type | X/m?|, on trouve qu’en choisissant D = (X/(16R?))'/3 on minimise
le temps de calcul (une valeur typique de R est R = 2, ce qui donne
D= X3 /4). En pratique, le gain est évidemment beaucoup plus marginal
que celui obtenu en choisissant la constante £ de maniére optimale, mais
on peut gagner quelques pourcents.

Noter qu’une expression du type |1/z| ne se calcule pas en calculant ap-
proximativement la racine carrée de z puis en prenant la partie entiere, mais
en calculant la partie entieére de z et en utilisant un algorithme spécifique
pour calculer la racine carrée entiere de |z| (voir [1], Algorithme 1.7.1).
D’autre part la fonction fa(k) s’évalue efficacement pour k entier grace &
la formule 4 f5(k) = 3k + t(k), ou

t(k) =0,1,-2,-1,0,1,-2, -1, 4,5,2,3,4,5,2,3
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selon que & = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15 (mod 16) respec-
tivement.

En utilisant les formules données ci-dessus, on peut donc calculer

N3(C3,10%°) = 6079271018540266286517795

en 43 jours de temps CPU (Pentium III & 600 Mhz).

3. Le cas G =Cj3

Utilisant la caractérisation des discriminants de corps cubiques (voir par
exemple [1], Section 6.4.2), il est facile de montrer que

1 1 2 2
®3(Cs,8) = —= + 2 (1 + @j) H (1 + F) .
p=1 (mod 6)
Il en résulte que
1
N3(C3, X) = §(N(X1/2) -1,
ou N(X) est la fonction sommatoire des coeflicients de la série de Dirichlet
2 2
00=(1+5) I (+3)
p=1 (mod 6)

Soit

wo-11(-(2)) -5 G

p n>1

.. . R . -3 .
la série de Dirichlet associée au caractere quadratique (—) . En utilisant
n

la notation (,(s) déja utilisée ci-dessus pour £ =2, on a :

sayro=Iow M (-G)) = T 2

p=1 (mod 6)

Il en résulte que

H (1 + 2p—s) — 43(3) L(s) H (1 + Qp—s)(l _p—s)

p=1 (mod 6) 43(23) p=1 (mod 6) L+p™
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plag

Toutefois, il est préférable d’écrire ceci sous la forme :

II +27)=GELe) ] (1 - ,%)

p=1 (mod 6) p=2 (mod 3)
2
X H (1 + %) (1 - lg)
p=1 (mod 6) P 4
2
=G(s)L(s) [] (1 - —s) II (1 -+ —s> .
p=2 (mod 3) p2 =1 (mod 6) pz p3
Posons
2 3 2 b(n)
1+‘%) I1 (1‘—8) I1 (1—‘;+—s>=2 ol
( 3 p=2 (mod 3) P2 p=1 (mod 6) p2 P3 n>1 n

Il est clair que b(n) # 0 si et seulement si n = x2y® avec = et y sans facteur
carré, premiers entre eux, et tel que les diviseurs premiers de y sont tous

congrus 3 1 modulo 6. Pour un tel n = z2y3, il est clair qu'on a
b(n) = p(x)(~2)(P3e(@)260)

ou v3(x) désigne ’exposant de 3 dans la factorisation de = (donc 0 ou 1) et
we(x) est le nombre de diviseurs premiers de = congrus & 1 modulo 6. Si

G()L(s) = Y 22

3in
et si on pose A(X) = >, <x n, on a donc comme ci-dessus

N(X) = b(n)A(X/n)

n<X
=Y 0 Y @) (-2 A/ ()
y<Xx1/3 z<(X/y%)Y/?

lu(y)|=1 (z,y)=1
ply = p=1 (mod 6)

Pour calculer A(Y'), nous allons appliquer la méthode de I’hyperbole, c’est-
a-dire la Proposition 1.1. On écrit

-3 -3 -3
<3(3>L<s>=4(s)(1—i)2< ) c<)2( ) ("/3) ,

S
3 n>1 n>1

ou il est entendu que le terme <_ ) est omis quand 3 t n. Posons

n/3

x(n) = (%3) ( /33) C’est une fonction périodique de période 9 dont
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les valeurs sont 0,1,—-1,—1,1,-1,1,1,—1 quand n = 0,1,2,3,4,5,6,7,8
(mod 9) respectivement. Si on note (n) sa fonction sommatoire, c’est
également une fonction périodique de période 9 dont les valeurs correspon-
dantes aux entiers sont 0,1,0,—1,0,—1,0,1,0 (si z n’est pas entier on a
évidemment 9(z) = ¢(|z])). Appliquant donc la proposition 1.1 aux suites
1 et x(n), on en déduit donc que pour tout réel E tel que 1l < E <Y on a

AY)= ) w(¥/m)+ Y x(m)|Y/n| - |EJ$(Y/E) .

1<n<E 1<n<Y/E

Comme les fonctions v et x sont périodiques de période 9, leur calcul se
fait en lisant une simple table, donc ne prend pas de temps. Il faut donc
calculer approximativement E + Y/FE fois une quantité de la forme |Y/n|,
et ceci prend un temps minimal quand E = Y1/2 (rappelons que E n’est
pas nécessairement un entier). On utilise donc la formule

AY)= Y ((mY/n]+¢(Y/n) - Y2 p(Y'?) .
1<n<Y1/2
Le calcul de A(Y) prend donc un temps O(Y1/2).

Remarque. Il était préférable, comme nous ’avons fait, d’appliquer la
méthode de 'hyperbole & ((s) et (1 —37%)L(s) plutot qu’a (1 —37°%)((s) =
¢3(s) et L(s), car la fonction sommatoire de (3(s) est | X | — |X/3], donc
est plus longue a calculer.

Il résulte de la formule pour N(X) ci-dessus que le temps de calcul de
N(X) est de

Y O(x/ )Y = 0(XM2) YTy log(X/yP)

y_<_X1/3 zS(X/y3)1/2 y<XxX1/3
= 0(x%)

donc le temps de calcul de N3(Cs,X) est en 5(X 1/ 4).  Cela explique
pourquoi nous pouvons aller beaucoup plus loin que pour Cs. Par exemple,
en utilisant les formules données ci-dessus, nous avons pu calculer

N3(C3,10%7) = 501310370031289126
en une quarantaine d’heures CPU (Pentium IIT & 600 Mhz).

4. Le cas G = Cy

L’étude des extensions C4 de Q n’est pas difficile, mais un peu moins
facile tout de méme que celle des extensions Cs et C3. Quoi qu'il en soit,
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on trouve (voir [4] [6]) que

_ ¢(2s)
4(C1,9) = e (¥ 1722
1 2 4 2 1 2
— l+—— )= (1+=—+=]) .
((1+2 +263+2113)1)51g)d4)( +p33 +ps) (1+24s+263>>

D’apres la formule du paragraphe 2, on a

¢(2s) 1 2)_1
2¢(4s)(1 + 1/2%s) (1 tomt ﬁ) = 5 (1+25(C,29))

Il en résulte que

Nu(Cy, X) = 1(N(X) Nz(cz,xl/2)—1),

ol N(X) est la fonction sommatoire des coefficients de la série de Dirichlet

®(s) = §2§ZS;(1+%+;+2§3) 11 (Hp“ips)

p=1 (mod 4)

On peut écrire

1 2 4
®(s) = (2(29) (1 + 55 + 565 + ‘2—1‘1';)

2 1 2 1

I () 1T (5m)
p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
Ceci est donc le produit de la série de Dirichlet (2(2s) dont la fonction
sommatoire se calcule en temps 5(1) par un produit eulérien de valuation
égale a 3, donc en appliquant directement la formule donnant la fonction
sommatoire du produit des deux séries, on obtient une méthode de calcul de
N(X) (et donc de Ny(Cy, X)) en temps O(X/3). Je ne vois pas comment
ramener ceci a un temps O(X 1/4) en utilisant les méthodes que nous avons
utilisées ci-dessus.

Bien que la formule obtenue donne une méthode en O(X/ 3), il est
préférable d’utiliser une formule différente, qui sera toujours en 5(X 1/3y,
mais qui sera en pratique plus rapide.

Pour cela, nous écrivons (2(2s)/¢2(4s) = [[,55(1+p72°), et on obtient :

1 2 4 2
@(3)=(1+2ﬂ+%+ﬁ> I1 ( p2$+ 3s>
p=1 (mod 4)
1
< T ()

p=3 (mod 4)
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Il en résulte que
N(X)=5(X)+5(X/16) +25(X/64) + 45(X/2048)

ou S est la fonction sommatoire de la suite b(n) définie par la série de
Dirichlet ®(s) dont on omet le facteur local en 2 (ceci est bien entendu
indépendant de la maniére dont on écrit ®(s)). Or il est clair que b(n) # 0
si et seulement si n est de la forme n = z3y? avec z et y sans facteur carré
et premiers entre eux, y impair, et x divisible seulement par des premiers
congrus & 1 modulo 4. Pour un tel n, on a b(n) = 2¢(%),

Pour alléger les notations, notons X I’ensemble des z sans facteur carré
divisible seulement par des premiers congrus 4 1 modulo 4 et ) I’ensemble
des entiers y impairs sans facteur carré. On a donc la formule

Sx)= ) 2@ M 1.

ISX1/3 yS(X/z3)1/2
TeX yey
(zy)=1

L’astuce supplémentaire mentionnée ci-dessus consiste & remarquer que
Pon peut calculer rapidement la somme intérieure. Posons

T(Y,z)= » 1.
y<Y
yey
(z,9)=1
Comme nous I’avons vu ci-dessus, la formule pour ¢(s)/¢(2s) = [[,(1+p~°)
équivaut a la formule

@)l = u(m) .
m2ly
On a donc :
T(Y,z)= Y |lu@l= > D wpm= > pum) Y 1.
y<Y y<Y m2|y m<y1/2 a<Y/m?
(y,2x)=1 (y,22)=1 (m,2z)=1 (a,22)=1

Pour calculer la présente somme intérieure, posons enfin

UZz)= » 1.
a<lZ
(a,2z)=1
Ecrivons la division euclidienne de Z par 2z, disons Z = 2xq + r avec
0 <r <2z -1, ot on a bien entendu ¢ = |Z/2z] et r = Z mod 2z. Si
d’autre part on écrit la division euclidienne de a par 2z, soit a = ¢q;(2x)+71,
il est clair que a < Z équivaut & ¢; < g ou g1 = q et r1 < r, et d’autre part
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que (a,2z) = (r1,2z). On a donc

UZaz)= >, Y 1+ Y 1l=gp2z)+ > 1.

0<q1<g1<r <2z—1 1<m<r 1<ri<r
(r1,2z)=1 (r1,2z)=1 (r1,2z)=1

Comme g = | Z/2z| et que x est impair, on a donc finalement

U(Z,z) = p(x) [%J + Z 1= o(z) (1+ l%J) - Z 1.
1<ri<r r<ri<2z—1
(r1,2z)=1 (r1,2z)=1
Nous avons donc trois formules pour calculer U(Z, z). La définition initiale
nécessite Z calculs de PGCD avec 2x. La premiere formule ci-dessus, outre
le calcul de p(z) (qui pourrait étre négligé puisque z est la variable de la
somme externe) nécessite 1 division et r PGCD. Enfin, la deuxiéme formule
ci~dessus nécessite 1 division et 2z — r PGCD. Puisqu’on a toujours r < Z,
il en résulte que 'on utilisera la définition initiale si Z =r < 2z — r (pour
éviter une division), c’est-a~dire si Z < z, la premiére formule ci-dessus
quand r < z et enfin la deuxiéme quand r > x. Il est & noter que le cas
Z < x arrive en fait tres fréquemment et n’est donc pas a négliger. En
effet, ona Z = Y/m? <Y = (X/2%)/? donc Z < z dés que z > X1/5,
c’est-a-dire pour presque toutes les valeurs de zx.
Pour résumer, on a donc

Na(Ca, X) = %(S(X) + S(X/16) + 25(X/64) + 45(X/2048)
— No(Ca, X1/2) — 1) ,

ou
S(X)= ) 2OT(X/a*)a)
2§X1/3
zeX
T(Y,z)= Y. pmU(Y/m’ =),
m<y1/2
(m,2z)=1
digmg<z 1 siZ<z
(r1,2z)=1
U(Z,z) =4 ¢@) [ Z/2z] + 3 1<n<r 1 siZ>zetr<z
(r1,22)=1
@)1+ Z/2z]) = drerm<2e—11  sir>z

(r1,2z)=1
ol 7 = Z mod 2z. _
Cette formule donne un moyen efficace en O(X'/3) de calculer Ny(Cy, X)
(nettement plus efficace que 'utilisation directe du produit eulérien, bien
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que du méme ordre de grandeur). Par exemple, en utilisant les formules
données ci-dessus, nous avons pu calculer

N4(C4,10%%) = 122051516492357
en environ 8 jours de temps CPU (Pentium IIT & 600 Mhz).

5. Lecas G =V =Cy x Cy

L’étude des extensions V3 = C2 x C; est trés facile, et on trouve (voir [4]
[6]) que

1 3 6 6 3
@4(W,S)=6(1+%+ﬁ+ﬁ) H (1+1§>
p=1 (mod 2)

1 12 1) 1
--2-(1+%+2E) II (1+b§)+§.
p=1 (mod 2)

Il en résulte que
Nu(Va, X) = 5(N(X/2) = 3(Ny(C, X/2) + 1) +2)
- %(N(Xl/z) —3N(Cy, XV2) — 1),

ou N(X) est la fonction sommatoire de la fonction arithmétique définie par
la série de Dirichlet

3 6 6 3
<I>(s)=<1+273+2—33-+278) II (1+E)'
p=1 (mod 2)

Le produit eulérien dont le comportement se rapproche le plus de celui de
®(s) est le produit eulérien associé & (2(s)3. On écrit donc

3 6 6 3 6 8 3
@(s)=<l+%+2§+%)ﬁ(8) H (lupE-i_ﬁ-I_fE).

p=1 (mod 2)

Définissons la fonction arithmétique b(n) comme la fonction multiplicative
vérifiant pour tout nombre premier p impair b(p) = 0, b(p?) = —6, b(p®) =
8, b(p*) = —3 et b(p¥) = 0 pour v > 5. Ecrivons d’autre part (3(s)® =
> impair 93(n)n 7%, et soit D(X) la fonction sommatoire des d3(n) pour n
impair. On aura donc

N(X) = S(X) + 35(X/4) + 65(X/8) + 65(X/16)
avec S(X)= Y b(n)D(X/n) .

n<X
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De plus, on a b(n) # 0 si et seulement si n est impair de la forme n = z3y?
avec z sans facteur carré, y sans facteur cubique et (z,y) = 1, et on a dans
ce cas

b(z3y?) = 2%@py (y)

ol by (y) est la fonction arithmétique multiplicative vérifiant pour tout nom-
bre premier impair by (p) = —6, b1(p?) = —3 et by (p¥) = 0 pour tout v > 3.
Il en résulte que

SX)= Y 2% 3 biy)D(X/() -
r<X1/3 y<(X/z3)1/2
|p(2z)|=1 (y,2z)=1

I1 nous reste & donner un moyen efficace de calculer D(Y).

Pour cela, nous utilisons tout d’abord la méthode de I’hyperbole ap-
pliquée & la série de Dirichlet (2(s)2. Rappelons que nous avons noté
fi(z) = [(z + 1)/2] la fonction sommatoire de la suite définie par la série
de Dirichlet (2(s). Si on appelle B(X) la fonction sommatoire associée &
(2(s)?, on a donc, en choisissant E = X1/2 :

B(X)=2 > filX/n)- fA(X?)? .

1<n<X1/2
2tn
On en déduit :
DX)=2 >, Y. AX/(m)- Y A(X/)2?
1<n<X 1<m<(X/n)1/2 1<n<X
2tn .2’(m 2in
=2 Y f(X/mm)—- > A((X/n)'?)?
m2n<X 1<n<X
2tmn 2n
=2 > LmX)-L(X),
1<m< Xx1/2
2tm
avec
hi(X)= > AX/mm) et L(X)= Y A((X/n)?%)?.
1<n<X/m? 1<n<X
2n 2fn

Pour calculer efficacement I; y,(X), nous allons appliquer une variante de
la méthode de I’hyperbole. Soit E un nombre réel tel que 1 < E < X/m?2.
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Ona:
hm(X)= > A(X/nm)+ > ko> 1
1<n<E fi(m)<k<f(X/Em)  fL(X/nm)=k
2in 2n
= > filX/nm)+ > k ) 1
1<n<E fim)<k<fi(X/Em) X/(m(2k+1))<n<X/(m(2k-1))
2in n>E
2in
= Y A(X/nm)
1<n<E
2tn

+ > k(f1(X/(m(2k — 1))) — fi(max(X/(m(2k + 1)), E))) -

fi(m)<k<f1(X/Em)

Puisque m est impair, f;(m) = (m+1)/2. En posant n = 2k—1 et utilisant
une sommation d’Abel on obtient :

hm(X)= Y AX/Mmm)+ > A(X/nm)
1527;513 m<n§+X/Em

+ fi(m) fi(X/m?) — fi(X/Em)fi(E) .

Notons que la définition de I ,, nécessite un temps O(X/m?), alors que
P'utilisation de la présente formule en nécessite 5(E + X/Em — m). Le
minimum est atteint pour E = (X/m)'/2, mais comme nous devons avoir
E < X/m2, cela implique que m < X3, En résumé, pour calculer
I m(X), on utilise la définition

hImX)= Y A(X/nm)
1<n<X/m?

2tn

quand m > X1/3 et la formule

hm(X)= > AX/mm)+2 > f(X/nm)
1<n<m m<n<(X/m)l/?
2tn 2in

+ fu(m) f1(X/m?) = fi((X/m)H?)?
quand m < X1/3,

Reste enfin & calculer Io(X). On applique & nouveau le principe de
’hyperbole, et on choisit cette fois-ci E = X/3. Je laisse le détail des
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calculs (faciles) au lecteur, et on trouve :

LX)= Y (A(X/M)Y? +nfi(X/n?) - f(XM3)2

nsxl/S
2in

Ces formules, jointes aux formules ci-dessus, donnent une méthode en
O(X'/3) pour calculer N4(Vy, X). Nous avons pu par exemple calculer

N4(Vy,10%) = 6894524058812256194
en moins de 15 jours de temps CPU (Pentium III & 600 Mhz).
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