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Répartition en moyenne de certaines fonctions
arithmétiques sur ’ensemble des entiers sans
grand facteur premier

par MONGI NAIMI

RESUME. Soient A > 1,0 < 7 < } et g(n) une fonction mul-
9) = 1/A
g(n)>» n7"
une formule asymptotique de la somme 3 ... <z p(ny<y 1 Vo~

tiplicative vérifiant { . Dans ce travail, on établit

lable dans le domaine exp(loglog cz)$+¢ < y/A < cz, et on donne
une condition nécessaire et suffisante pour que cette somme soit

équivalente a ZnSz; P(n)<y 1/9(")‘

ABSTRACT. Let A > 1,0 < 1 < 1 and g(n) be a multiplica-

- , glp) = 1/A
tive function such that { gn) > n-
establish an asymptotic formula for the sum 3. )<z p(n)<y 1s
valid in the domain exp(loglogcz)$+€ < y/A < cz, and we give a
necessary and sufficient condition for this sum to be equivalent to

anz; P(n)<y 1/g(n).

. In the present work, we

1. Introduction

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier générique
n, avec la convention P(1) = 1, et soit f une fonction arithmétique, multi-
plicative et positive . Pour (z,y) €]0, 00[x[2, co[, on considére la fonction

Sf(z,y) = Z 1.
f(n)<z
P(n)<y
Le cas f(n) = j(n) := n, noté dans la littérature ¥(z,y), est typique.
Il a fait I’objet de nombreux travaux ces derniéres décennies. Pour une
synthése, on pourra consulter I'article de A.Hildebrand et G.Tenenbaum
(5] et le chapitre IIL.5 de [10].
Dans un cadre plus général, A.Smati et J.Wu [9] et Pauteur [6] ont étudié,
par deux méthodes différentes, S¢(z,y) pour une classe £ de fonctions f

Manuscrit regu le 21 janvier 2002.
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vérifiant essentiellement
f(p)=p+b (b>'—1)7

ou, ici et dans toute la suite, la lettre p est exclusivement réservée pour
indiquer un nombre premier générique. La classe £ contient, entre autres,
I’identité 4, la fonction ¢ d’Euler et la fonction o somme des diviseurs d’un
entier. Ils montrent que, pour toute fonction f de la classe £ et tout € > 0,
il existe un réel zp > 0 tel que I'on ait

_ ulog(u+1)
(L.1) 5¢(z,) = Aszp(w){1 + Oc( bes )}
uniformément pour = > z et y vérifiant
(He) exp(loglog )3t <y <,
. log:c 1 -1 .. .
ou u:= 1 + 1- et p désigne la fonction

de Dickman, la solutlon contmue sur )0, oo[ de I’équation différentielle aux
différences

up'(u) +plu—1) = 0 (u>1),
p(u) =1 0<u<l),
o(u) = 0 (u<0).

La formule (1.1) contient, dans le cas f = j, un résultat sur ¥(z,y) di a
A. Hildebrand [3].

Soient A > 1et0<7n< % deux nombres réels donnés. Notons par &) ,
la classe de fonctions f multiplicatives, strictement positives et vérifiant,
pour tout entier n,

(%) f(n) ;= ng(n), avec | gg:)) ';11{3‘".
(*x) log f(n) < logn.

Dans [1], R. Balasubramanian et K. Ramachandra se sont intéressés a la
classe &) 5 ; ils ont étudié la quantité S¢(z) := f(n)<s 1 lorsque f est dans
&Ex,n- En posant B

(1.2) Fi= J;[z [(1 + Z p"gl(P")) (1 - p-l)A] ,

ils obtiennent, en particulier,

13)  Si(z) = f 3 z(log z)* {1+0<%)} (z>2),
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ou, ici et dans toutes les formules proposées dans cet article, les constantes
implicites dépendent de la fonction f choisie. Ils remarquent, par la suite,
I’équivalence

(1.4) 1o~ ngln_) (z = o0).

f(n)<z n<z

L’objet du présent travail est la généralisation, aux entiers sans grand fac-
teur premier, de la formule (1.3) et de I’équivalence (1.4). Nous établissons,
dans un premier temps, une formule du type (1.1) pour les fonctions de la
classe £y 5. Nous déduisons, par la suite, une généralisation de ’équivalence
(1.4), dont on précisera le domaine de validité.

Avant d’énoncer nos résultats, introduisons quelques notations. Pour
toute fonction f € &,,, on pose ¢ := 1/inf{f(n), n > 1}, on remar-

log cz L.
quera que ¢ > 1. Pour y > A, on note v := ——>—— et on désigne par py
’ log(y/)

la solution continue sur ]0, oo de I’équation différentielle aux différences

{ uph(u) = (A-1pa(u) —Aoa(u—1) (u21),
(1.5)

u
La fonction py, qui généralise la fonction p de Dickman, a fait I'objet
d’études approfondies (cf. par exemple [2], [4], [7] et [8]). Son comporte-
ment asymptotique est rappelé au lemme 2 ci-dessous.

Théoréme. Soient f une fonction de la classe €y , et F la constante définie
par (1.2). Pour tout € > 0, il existe un réel o > 0 tel que l’on ait

(1.6) Si(z,y) = F.z(log %)'\‘lp)\(v) { 1+0, (log log]ig-'(_yl;)f)(v + 1)) }

uniformément dans le domaine H, ) o(xo), défini par

(He,)\,c(zO)) T > zo et exp(logloger)$+e < y/A < co.
. 1 .
Par ailleurs, pour z > 0 et y > 2, on pose G(z,y) := Z (_n)’ oug
<
PR)<y

est la fonction multiplicative définie par (*). Nous déduisons du théoréme
3 de H. Smida [8] (ou encore du corollaire 1.3 du récent travail de G.
Tenenbaum et J. Wu [11]) que, pour tout £ > 0,

(L.7) G(z,y) = Fz(logy)*~ pa(u) (1 +O ('1 1+o;)5 u)>

uniformément pour z > 3 et (z,y) € H.. En comparant cette formule et
(1.6), on obtient le résultat suivant.



748 Mongi NAIMI

Corollaire. Soient € positif et f une fonction de la classe €y . Dans le
domaine H et quand z tend vers Uinfini, I’équivalence S¢(z,y) ~ G(z,y)
est réalisée si, et seulement si, on a

(1.8) im log zloglogz —o.
z00  (logy)?

La preuve de notre théoréme est élémentaire. Elle est fondée sur une
récurrence utilisant une identité de type Buchstab et une inégalité de convo-
lution fonctionnelle (cf. lemmes 7 et 8, ci-dessous).

L’identité de type Buchstab permettra I’étude de Sg(z,y), de proche
en proche, pour les “petites” valeurs de v. L’inégalité fonctionnelle servira
a établir, par une technique analogue & celle de A. Hildebrand [3] (voir
aussi [6]), des relations de récurrence qui seront utilisées pour I’étude des
“grandes” valeurs de v.

2. Lemmes.

Commongcons par introduire quelques notations supplémentaires. Pour

t>0et f €&y, on pose 6)(t):= Z ?—(p_) et my(t) := Z logp.
flp)<t fo)st

. t s __
Pour j € N, on note o;(t) := ,\I(’)(g(-;—)), ou I(t) := Lis et £(t)

0 S
est 'unique racine réelle, non nulle de 'équation e¢®) =1 + t¢ (t), avec la
convention £(1) = 0. On réserve la lettre v pour indiquer la constante
d’Euler et yo pour désigner une constante assez grande.

Les deux premiers lemmes regroupent certaines proprietés des fonctions
£ et py. Ces proprietés sont établies dans [7] et [8].

Lemme 1. ([7]) La fonction £(t) vérifie .

£(t) = log(tlogt) + O(ESEX)  (t>?2),
(2.1) $E-1) < @) < 20-1) (1<t
-1 < &) < 1-1 (0<t<1).

Lemme 2. ([7],[8]) Soient A > 1 et p) la solution de l’équation différen-
tielle auz différences (1.5).
i) I existe un réel ay €]\ —1, )] tel que la fonction py est croissante sur
10, @] et décroissante sur [ay, ool
i1) Pour tout réel u > 1, on a

(2.2) un(w) =) [ : pa(t)dt.
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iii) Pour tout u > 0 et tout 0 <k < u, on a

(2.3) pa(w) = u*™ (’I’;\_k) ,\f p”"”dt).

i) Pour u>1, on a

”Ei«wwﬂn+1

v) Pour tout u > 0 et tout t €]0,u], on a

(2.4)

(2.5) %‘(—;)—t) < exp(t€(u/A))-

vi) Soit € > 0. Pour t > 0, on a uniformément

PA(t) — exp{)\7+02'(:r(;)2(;)t§(t/)\)} ( +O€(t-']__A))

(2.6)

Le lemme suivant se déduit de I’estimation classique de la somme Zp<y ?
(cf. par exemple, le théoréme 1.1.9 de [10]) et du Theoreme des Nombres
Premiers sous la forme Epst logp =t + O,(texp —(log t) 57¢).

Lemme 3. Soit f € &y .
i) Il existe une constante g tel que l’on ait

(2.7) 0x(£) = Aloglogt + Ao + O (@) t>2).
i1) Pour tout € > 0 et toutt > 1, on a
(2.8) m(t) = At {1 + O, (exp —(log t)%‘s) } .
1
Lemme 4. Soient f € Ex,, B> -1,60 =inf(L,14B8) etd =1 - ———.
f A,f] ﬁ ﬁo f( ﬂ) lOg(y/A)
Pour tout y > yo et = vérifiant \/cz < y/A < z°, on a
(2.9)
(og(=/f @) _ v
1< f(p)<a?

<L e 0 ()]

Preuve. Notons A le membre de gauche de (2.9). Le passage a I'intégrale de
5

Stieltjes donne A = / (log %)ﬂ dfy(t). Compte tenu de (2.7), une double
. y/A
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intégration par parties fournit

z9 B
Ay [7 Qg by Bt R+ R,

g/ tlogt
(1 =) logx)” (log z — log(y/A))?
A3\ S i~ t
avec R K Slogz , Ry K Tog(y/)) e

2 1 1d
— |= B
R; K /y/A logtldt(log(:l:/t)) |dt.

Le terme principal s’écrit

* (log(z/1))?
A y/A—ﬁ-g——dt A(log(y/N)) (1+0(1 (y/,\)))
_loget )

y / =~ ogym)”,
/A tlogct
loget .
———— il est égal &
log(y/X) ®

U= oster? (v — h)P
)‘(log(y/,\))ﬁ(1+o(wz/)\_)_)) /+ (lo i/ " ( hh) dh

log(y/2)

En effectuant le changement de variable h =

Comme ’intégrale pécédente est bornée pour v €]1,2] et 8 > —1, on conclut
que

! (log(z/1))?
A / N A(log(y/N))?

(v—h)? ]
YoV dh-Ry+0
<[5 Tt P
avec Ro = / T (0 ) it [ =R
1 h U= o ta/ h

Nous allons traiter Ry comme un terme d’erreur. D’une part, en remarquant

1 lo
que = log(g/c)\) v < 2, on constate que, pour h € [1,1 + loé?y/cA)] et
y > yo, on a

1 si >0
— B8 =
(v—h) <<f’{ (log(/N)™# si —-1<p<0
et on en déduit que la premitre intégrale dans Ry est <z 1/(log(y/\)%.
v

D’autre part, en majorant la deuxiéme par W si 8 > 0 et par
ov
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v
(v — h)Pdh si —1 < B < 0, on voit qu’elle est < 1/(log(y/A)?° lorsque
&
v é]l, 2[. Par conséquence, le terme principal de I’expression de A s’ écrit
v (v—h)P 1
A(log(y/A ﬂ[ dh + Og(+———=-)| -
Gosw/ AV, *os a7
Montrons maintenant que les termes R;, Rz et R3 sont de 1’ordre requis.
logc 8 1
log(y/A)" logy/A
))ﬂ < 1 pour v €]1,2[ et y > yo.

Pour cela., on majore R; par (v — ; ce qui est admissible,

car (v — o ( / X

Dans les mémes conditions, on a aussi Ry <g (log(y/A))? 7. En effet,
si 8> 0, ona Ry < vP(log(y/\))?~! < (log(y/A)?~L. Dans le cas 8 < 0,
on majore log(y/A) par dlogz et on obtient

(1 - &) logz)? __loge | 1
weory < (0 merm)
pour v €]1,2] et y > yo.

Ry K

Quant & R3, en remarquant que la dérivée %(log(a:/t))ﬂ a un signe

constant sur l'intervalle [y/), z°], on voit que
')

x4 T
1 1 d 8
// Togt 'dt(log(x/t)) ldt < Togu/ N -d-i(log(z/t)) dt| < Ry + Ry,
donc R3 <z (log(y/ A))8—Po_ Ainsi s'achéve la preuve de ce lemme. O

Lemme 5. Soient f une fonction de la classe £y, et ay le réel défini au
lemme 2. Pour2<v<ax+2,k€lv—-1v,y>yetz/A= (y/)\)v/k, on
a

(2.10) Z (log £ (p))* PA( l:,)gif(%p ~ (log¥ )/\ 1

i<fm<%

a " du pA(v)
X [/\'U'\ I/k pa(u — l)u—,\ + O(W)]

Preuve. La somme dans 1’expression (2.10) est égale a I'intégrale de Stieltjes

S|
/1 * pa( BT 1)(logt)*~1d@y(t). En effectuant une double intégration

logt
par parties et en tenant compte de (2.7), elle est égale a
log cT -1 dt
2.1 —_—
(211) A/ ~1)(log P~ 7o+ R+ B+ R,
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avec Ry < pa(k = 1)(log(2/1)*7?, Rs < pa(v — 1)(log(y/N)*~?

logca: A-1
etRﬁ<<lg(y//\)/ dt[ oge ~ V{1°8?) ] a.
logcz

Le changement de variable u = T)—g—{ dans I'intégrale de (2.11) fournit le

terme principal cherché.

Pour estimer les termes de reste, on distinguera deux cas suivant que
v<ayx+1louay+1<v<ay+2 Avant de se lancer dans les calculs, il
est utile de remarquer que, dans les hypothéses du lemme, on a les deux
relations suivantes

log (%) < log ()‘) < 2log (/\) et exp (f (?,\')) <1

ou I'on a utilisé ’encadrement 2/\ < v/\ < 3 et les proprietés (2.1) de la
fonction £ pour établir la derniére majoration.
e Pour v < a), + 1, la croissance de la fonction p), sur ]0, a,] entraine

R4 + Rs < pr(v — 1)(log -gi)’\‘2 et

=2 logcz
Pa( gt 1)dt

1 _ (logt
Be < (y/A/ (A-1)

£ A-3
+/,\ (logt)** logcx ,(logcx ~1)dt
¥ t
palv—1) [% (log t)*—2
—— A—-1)————-dt
og/n Jy @7V
+(log(z//\))’\"1 /§ logcz
¥

logc:c
log6/N) Jx Hogh2" (7

~1))dt

< pA(v — 1)(log $)*2
I1 en découle, compte tenu de (2.5), que

Ry + Bs + Ro < pa(0) log ) exp(£(v/)) < pa(o)(log 1)~

e Pour a) +1 < v < ay + 2, l'inégalité px(s) < pa(ay), valable pour
s > 0, fournit la majoration R4 + Rs < px(ay)(log %)’\‘2.
De plus, on a

(log t)’\'2 logcz

Ro < o /A)/ (r-1) A -1)
log(z/A)’\ -1 X logez (logca:_ »|as
log(y/A) y t(logt)? P logt )
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log cz
logt
[y ] En scindant la deuxiéme intégrale en deux suivant le signe de cette

A
dérivée et en majorant py)(s) par px(ay) pour s > 0, on voit que Rg est

majoré pa.r la méme quantité que R4 + Rj et, par suite, Ry + Rs + Rg <K
px(ay)(log = )’\ =2, Gréce & (2.5), on en déduit

La dérivée pA( — 1) change, au plus une fois, de signe dans 'intervalle

Ri+Rs+Rs < pa(v)(log 2 2exp{(v - ar)e(v/)}

< pA(v) (108 £)2exp{26(v/2) } <« pa(v)(log )12
Ce qui termine la preuve du lemme 5. O

Lemme 6. Pour tout € > 0 et f une fonction de la classe £y 5, on a

logp log £(p) f(p
(2.12) . Aiog(2 o[,
1Sf(p)z<(l)9 ®™ ( lo g(y/A / A (t

+0, (PA(’U) {1 + exp [f(v/,\) — (log = )3/5—5] })
uniformément pour y > yo, v > ay et 0 < 0 < 1.

Preuve. On note S; la somme & estimer et on I’écrit comme une intégrale

de Stieltjes
(y/’\)o logt
S = / v-— t~d(my(2)).
1 ) p( log(y//\)) ( )\( ))

Une double intégration par parties, compte tenu de (2.8), fournit

51 = Alog(¥) [ :’ p(u)du + O(Apx(v)) + Br,

avec R7 < px(v — 0) exp —(0log g)s/s-e

v
+/ [Ip/\(v - t)l + log( )pA v - t)] exp — tlog y)3/5_edt

En procédant comme da.ns [3; lemme 5], on montre que Ry7 est de Pordre
requis. Nous omettons les calculs, qui sont techniques et explicités, pour un
cas semblable, dans la preuve du lemme 5 de [3]. a

Lemme 7. (une identité de type Buchstab) Soient f une fonction de la
classe Exy, T et y deuz réels tels que y/\ < cx. Alors, on a

,p) + O(*——x(lﬁ-xz):—l)

(213)  Sp(zy) =Si@) - Y, Sile

L<f(p)<cx

f (p)
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z(log z)* !
(2.14) S¢(z,y) = S¢(z,2) - Z Sf(f(p), p) + 0(%)
y/A<f(p)<z/A

pour tout z € [y, Acz).

Preuve. L’identité (2.14) est une conséquence directe de (2.13). Pour établir
(2.13), on écrit

Sp(z,y) =Sp(x) = Y. 1:=8f(z) -
f(n)<z
3pln p>y

et on réarrange la somme S; suivant le plus grand diviseur premier de
Pentier n

Se= > > 1

P>y  f(n)<z
P(n)=p
SD D VREES SIS S
>y f(n)<z p>y f(n)<z,P(n)=p
P(n)=p,plln 3k>2 p*n
p)<cz f(m >y m)<
>y p(m)é(,f) k>2, f(p*)<cz p(m)@r’
= Z [Sf 7 (p), D) — Z 1] + Z Z 1
f(p)><ca: F(m)< 555 >y fm< 505
P>y P(m)=p f(p"_).scz P(m)<p
= ( ,p) + R8
Py
P>y .
D’ou I'égalité Ss(z,y) = S¢(z) — Z Si(sGyP) + Rs.
i< f(p)<cz

Il nous reste & montrer que Rg est englobé par le terme reste de I’expres-
sion (2.13). Pour cela, on commence par remarquer que

Rg< ) oo+ > Y 1

K4
>y f(M)Skgf)f(p ) >y f(mls )

Puis, on utilise la relation

(2.15) Y o1k %(logz))‘"l (z > 2> 2),
fmy<z
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obtenue & partir de ’expression (1.3), pour établir la majoration

z(loga)~! -~ a(loga)*!
TOI T e

k>1 k>2

Compte tenu des relations données dans (%), il s’ensuit

Rg < z(logz)* ™) (Z P Z pk(l—n))

P>y \k21

1 z(logz)* !
2n :

< z(logz) ! ( =T

Yt

P>y
Ce qui acheve la preuve de 'identité (2.13) et celle du lemme. O

Lemme 8. (une inégalité de convolution fonctionnelle) Soient f une fonc-
tion de la classe €y y, T et y deux réels tels que y/A < cx. On a

@16)  (o5en)Syla,) < Sylau)logo+ [ Lt

1/c

+ Si(+s, y) log £ (2%).
lg%sw e
PRy

Preuve. Le point de départ est la somme Z log(cf(n)), qu’on
f(n)<z; P(n)<y

interpréte de deux maniéres différentes. D’une part, en 1’écrivant sous la

forme d’une intégrale de Stieltjes et en intégrant par parties, on a

> loglef(m) = [ / (log ct)dS;(t,y)

f(n)<z
P(n)<y

= (log cz)Ss(z,y) — /:BC EL%’—y—)-dt.
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D’autre part, en écrivant log(f(n)) = 3 ¢, log(f (f(p*)) et en permutant les
sommes, on obtient

> log(cf(n)) = Sp(z,y)loge+ > logf(p*) D 1

f(n)<z p<y F(m)< T"_)
P(n)<y f@*)<ex P(m)<y
(m,p)=1
T
< Sf(z,y)loge+ Y logf(Pk)Sf(f—(;g)',y),
1< f(pF)<ex
<y

ou I'on a majoré [log f(*) Z 1] par zéro quand f(p¥) < 1et

fm)<som
P(m)<y, m,p5=1

[ Z 1] par St(75yy) lorsque f(@*) > 1. ]
e
P(m)<y, (mp)=1

3. Démonstration du théoréme

Le théoréme s’obtient par conjonction des deux propositions suivantes.

Proposition 1. Pour toute fonction f € €y, il existe zo > 0 tel que l'on
ait

Sf(z,y) = Fz (log %) ) {1 +0 (inf(logi,l;)fg?y/ )\))) }

uniformément pour £ > g et 0 < v < a) + 2.

Proposition 2. Pour toute fonction f € &y et tout € > 0, il existe un
réel zog > 0 tel que l'on ait

_ y\A-1 loglog = + log(v + 1)
Sy(e) = P (10g ) o) {1+, (PERELETE
uniformément pour £ > zp et ay+1<v < _logL
(log log ca:)a

3.1. Démonstration de la proposition 1. Nous montrons, par récur-
rence sur l’entier k, que :
Pour y > vy, tout entier k € [1,a) + 2] et tout v €]k — 1,k], on a

~ log 1
(R)  S¢(z,y) = Fx(log ‘g)'\ ) {1 +0 (inf(lozi,(;ig(y/A)) } '



Répartition de certaines fonctions arithmétiques 757

3.1.1. Pour k =1, on a cz < y/A. Sous cette condition et pour y > yo,
tout entier n, vérifiant f(n) < z, admet tous ses diviseurs premiers dans
Pintervalle [2,y]. En effet, supposons qu’un tel entier admette un diviseur
premier p > y avec une multiplicité égale & r. Comme f(p) = p/), on voit
quer > 1. Or, pour r > 2, 0ona f(p") > p"1~" et, par suite, y?(1~" < y/.
Comme 2(1 — 1) > 1, ceci est impossible dés que y > yp pour un choix
convenable de yp. Par conséquent, on a

(3.1) Sp(z,y) =Sp(z)  (cz <y/Aety>yo).
D’autre part, en remarquant que (logz/logcz)* ! =1+ O(1/logz), I'es-

timation (1.3) permet d’écrire

A-1
62 S/(a) = Fatog s {1+0(BEED) L (200

Ce qui établit I'égalité (R) pour k = 1, car p(v) = v*~1/T'()) sur ]0, 1].

3.1.2. Pour k=2,0nav e]l 2]. En remarquant que, pour v €]1,2] et
P >y > yo, la quantité Sy(——,p) vérifie (3.1), 'identité (2.13) s’écrit

f(p)
z(log z)*1
(33 S@ =8~ > & (p)) + 0(—51—_5—)-
1< f(p)<cz
1
Supposons d’abord que z° < y/A < ¢z, ol § := 1 — ————. L’expression
s o v/ log(y/) ~ P
précédente devient
lo A-1
(3.4) St(z,y) = S§(z) + O (Ss) + O (3(75:“;),,—) :
avec S3 := E St ( 7 (p)) La majoration (2.15) implique
28 < f(p)<cz
S3 < (logz)*! Z fi(p)
z# < f(p)<cz
< (logz)*1z1—¢ Z 1
2 <f(p)<ex
< (logz)* 1z =1 (\ez).
Comme 279 < (cz)!~% < €2 et m(Aex) K Bg—)i%ca, on conclut que

:l:(log:z:))“
3.5 2
(3.5 B < logy
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En insérant cette majoration et 1’égalité (3.2) dans l’expression (3.4), on

obtient
-1 loglog z
Sf(z,y) = F:L'(logy))‘ IF(A) {1+O( igg )}

Cela entraine 1’égalité (R), car

(36) { oale) = I‘(lA) (-2 /1 “w- h)*‘l‘—ihﬁ)
pa(v) > 1

pour v €]1,2] et
v dh v—1 1
A/ v—h"‘l—gA/ P ldt < (w-1)2 <« —
OIS, @1 ogy

pour z° < y/\ < cz.
Examinons maintenant le cas y/\ < z%. Sous cette hypothése, 'expres-
sion (3.3) devient

z(log z)*1
(3.7) Sp(e,y) = S;(z) = 84— S5 + o(%),
ol S3 est la somme définie précédemment et Sy := z S f(fi(p))' La
$<f(p)<a?

majoration de S3, donnée par (3.5), est admissible. Par ailleurs, compte
tenu de 1’égalité (1.3), on écrit

Sy := M + Ry,
avec
S (log(/{ ()~
B k%@ @
et
Boco Y oglos(/f(e)oglz/f ()"
L<f(p)<at f(p)
Pour 8 = X\ — 1, le lemme 4 fournit
dh 1
I‘(/\)ac(log ) 1 / (v — h)-1% +O(m)]-

On majore |loglog(z/f(p))| par loglog = puis on applique le lemme 4 avec
B = A —2; on obtient

v
Ry < z(log %)"‘2 loglog = / (v— h)'\“2§’—z
1

Y\a-2
A < z(log /\) log log z.
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11 s’ensuit

Sa = r(A)””(l"g VAL / (v )Mdh (fﬁﬁf{,’/gﬁ)]

En insérant cette derniére, I’égalité (3.2) et la majoration (3.5) dans l'ex-
pression (3.7) et en tenant compte de (3.6), on aboutit, dans ce cas aussi,
a légalité (R).

3.1.3. Supposons que l'égalité (R) est vérifiée pour un entier
k € [2,a) + 1] et montrons la pour k + 1. A cette fin, on considére v €

Jk,k + 1], on prend z = )\(c:z)% = A(y/\)"/* et on rappelle I'identité (2.14)

A—-1
Sp(z,y) = S(z,)— s< 2y +o(Zosn) Ty

og(cw/f(p)) _ _logez
log(p/A)  log(p/))

que vy €]k — 1,v — 1] C]k — 1,k] et, d’aprés I’hypothése de récurrence, on
a

En posant, pour y < p < 2, vp = — 1, on constate

A-1 loglog(z/ f(p))
S 7P = Frgytee ) "*‘”"’{”0( Tog(p/) )}

Sachant que f(p) = p/], il suit

A-1
Y Sil5mp) = [ 3 (log £ ()~ pa(vp)
X<floi<s i $<Im<s f(p)
(log £(p))*~2px(v,) loglog(z/ f (p))
+O( §<%5§ )‘f(;) )]
= F'z[MZ"'Rlo].

Le lemme 5 fournit

= (log %)’\'1 [Av)"l /: pa(u — 1)% +0 (E%):\—)-)] .

Pour estimer Rjo, nous utilisons la majoration py(vp) < pa(v), que nous
montrons d’abord.

e Siv < ay + 1, on majore py(vp) par py(v — 1), car la fonction py est
croissante sur ]0,a,] et v, < v — 1 < ay. Il en découle, en vertu de (2.5),
que

pA(vp) K exp{€(v/A)}pa(v)-
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e Siay+1< v <ay+2, on majore py(vp) par py(ay), le maximum de
la fonction p). Comme pour le cas précédent, la relation (2.5) fournit
Pr(ar) < pa(v) exp{(v — ax)é(v/A} < pa(v) exp{2¢(v/A)}-

On obtient la majoration souhaitée en remarquant que, dans les deux cas,
on a v/ €]0, 3] et, d’apres le lemme 1, la fonction ¢ — exp{£(t)} est bornée
sur cet intervalle. Ceci étant, on peut majorer R;( par

1
< (log %)’\_2/),\(1)) loglog z z 7o)
(W/M<f(P)<(2/2)

La relation (2.7) et le choix de 2z nous permettent de conclure que
Rio < (log $)*~%px(v) log(7) log log z < (log 3)*~2pa(v) log log .
Nous déduisons de ce qui précede

S¢(z,y) = Sf(x,2) — F.z(log %)’\_1

a1 [0y du pa(v) loglogz
<ot a3 voriiEes).

En appliquant I’hypothése de récurrence & Sg(z, 2) et en tenant compte de
(2.3), on obtient I’égalité (R) pour k + 1. Ce qui achéve la preuve de la
proposition 1.

1
3.2. Démonstration de la proposition 2. Pour z > - et y > A, on
pose

5¢(z,) = Fa(log(y/N)*1pa(v) (1 + A, )
et, pour v > a) + 1, on note

A™(v,y) == ,Sup |A(u,y| et A*(v,y) ;== sup  |A(u,y.
<u<v

ax41<usv

Remarquons d’abord que, d’aprés la proposition 1, il existe g > 0 tel que
A**(ay + 1,y) <1 pour z > z;; par conséquent, on a

(3.8) A%(v,y) L1+ A%v,y) (T 2> 20).

On remplace, dans 'inégalité (2.16), S¢(z,y) par ’expression ci-dessus, on
majore log f(p) par logp et, pour k > 1, on note v, := %—é{—;ﬁ’%. Aprés
simplification, on obtient

1+ A(v,y))loge

logcz

14+ A(v,y) < + A; + Az + As
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avec
1 logp

Al pA(’U)lOg(C.’B) 1<f(p)<l f(p)P)\('U vp)[1+A(v vP’y)]

. 1 log f(p*) .
= o) s, e PO A,

k>2,p<y

. 1 z log ct logct
4 ~ pa(v)zlogez 1/cm(log(y//\))[ log(y/r\)’ )]
Donc
(39)  |A@y) < LFEATEIoBE |y a4 ),

logcz

I1 est facile d’établir

loget
1+ A*(v,y) p'\(logyc/t«\)

zlogez  Jye  pa(v)
Le changement de variable ¢t = z(¥)~* dans I'intégrale fournit

A3z <

2) Yo (v —
Az < (14 A (v, ))llzgg(cz) A pA;A(v)s)(%)“’ds.

Il en découle, compte tenu de (2.5), que

4y < LHAT(@Y) /0 "exp{s(€(2) - log(¥))}ds.

v
Il s’ensuit, grace & (2.1), que

(1+A;*(v, y))/ exp{—bos log( )}ds ((:z;, y) € He,A,c(zO)),

ol by un est réel strictement positif convenable. Ainsi, on a
1+ A**(v,y)

A3 L

(3.10) A3 L 2Tog(D) ((z,y) € Hee(z0))-
De méme,
4 < (14 A**(v,y)) log f(p¥) pA(v — vje)
logcx 1<f(pk)<cz f(pk) pA(’U)
k>2,p<y

La majoration (2.5) implique

(1+A™(v,y)) log £ (p*)
oger 2¢O
k>2,p<y

A2<<



762 Mongi NAIMI

avec b = lcf:()gj /)‘))‘) Or, pour f € &y, et k entier, k£ > 2, on a les majora-
tions log(f(p*)) < klogp et p*(1-M <« f(pF). Cela fournit
(1+A"(v,y)) )3 klogp

vlog(y/d) | ER e PFOTTI0T
k>2,p<y

Ay K

(1+A"(v,y)) Z logp (k+2)
vlog(y/A) pPA=0)(1-n) £ 2R(=bi)(1-n)"

Sachant que 7 €]0,1/2[, le lemme 1 implique que 2(1 — b;)(1 — 1) > 1 pour
un choix convenable de g et (z,y) € He x (o). Par conséquent,

(1+A™(v,y))
gy | (@) € Heacla).

En appliquant le lemme 6 pour § =1/2 et pour § =1, on a
[1-1] < BE)A*(,y) + (1-B()) A% - },9)

+0. (L L1 4 expletory) - togw/ N} ),

(3.11) A2 <<5

v
ou 'on a posé B(v) = 'vpL('v) / . px(t)dt et on a utilisé I'identité (2.2)
vl

vl
pour montrer —)‘——/ ’ pa(t)dt =1 — B(v). Pour (z,y) € He (o), le
’Up,\('v) v-1 ’
+ A**(v, y))
log cz
11 s’ensuit, compte tenu des expressions (3 9), (3.10) et (3 11), que
1A, 9)] < BO)A@,9)+(1 ~ BE)) A% ~ 3,9)

oLty

terme reste du membre de droite de cette inégalité est Oe(

(3.12)
pour (z,y) € H¢ac(2o). Par ailleurs, il résulte de la décroissance de la
fonction py sur [ay, 00| et de I'égalité (2.2) que, pour v > ay +1,0n a

22 v
26(0) = s / G

1

A /v—'f A /'11
< t)dt + —>— t)dt
vpA(v) Juo1 P vpA(v) v—%pA()

<L
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. 1 .
Ce qui prouve que S(v) < 5 pour v > ay + 1 et, par suite,

BWIA*(v,9) + (1~ BO) A0 - 3,3) < 5(A°(0,0) + A% - 3,1)-
Compte tenu de (3.8) et (3.12), on en déduit
319 1AG0)| < F(A%0) + A= .3) + O (Fre e )

pour (z,y) € Hexc(Zo)-
Ceci étant, montrons que, dans cette inégalité, on peut remplacer
|A(v,y)| par A*(v,y). Pour cela, prenons un réel v/, ay +1 < v' <.

1 1
e Siv— % < v' < v, en observant que — < = et en tenant compte de la
croissance en ¢ de la fonction A*(¢,y), Pexpression (3.13) implique

st e +ato- 1 <o S

eSiay+1<v <v—%,onalesma_]oratlons
1 1 1
AWl < A% - 500 < 3 (800 + 8- 3,9).

Donc, (3.14) est encore vérifiée dans ce cas. En prenant le supremum de
I'expression (3.14) lorsque v' € [a) + 1,v], on obtient I'inégalité souhaitée,
& savoir,

* 1 * * 1
A*(v,9) < F(A*(,9) + A% - 5,)) + O
ou encore

. 1
A*(v,y) < A0 - 5,9) + O

1+ A*(v, y))
vlog(y/A)

1+ A% (v,y)
‘UlOg(y/A) ) ((SL’, y) € 'He’,\,c(xo)).
Une itération de cette inégalité jusqu’a. un réel vo € [ax + %, ax + 1] four-
nit
* * logv
<
A*(v,y) < A (vo,y)+oe{l e

En appliquant la proposition 1, on a

(RN

loglog
A*(vg,y) K .
0 8) < fogly/N
Ce qui implique
* . log(v) + loglog(z
A (v,9) < (14 4%(0,9)) 2 l)og(y/i) 52)
ou encore
log(v + 1) + loglog(z)

A T 75y
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Cela achéve la démonstration de la proposition 2.

4. Démonstration du corollaire.

Remarquons d’abord que, pour € > 0 et un choix convenable de zo, on
a Hae C He N He p (o). Nous établirons donc le corollaire dans Hy, avec

€>0.
Commencons par traiter le cas ou u est borné. Dans ce cas, les expressions

(1.6) et (1.7) entrainent
Si(z,y) _ palv) loglog z
G(z,y)  p(w) (1 +0l logy ))

v

D’autre part, en écrivant £x(v) = exp( Mdt), la formule de la moyen-

pA(u) u PA()
ne montre qu’il existe w €]u, v[ tel que

’ __pf\(t) dt = (v — u)___p’)‘(w) .

u PA(t) paA(w)
- 1 A (w) ,

En remarquant que v =u + O(logy) et o (@) < 1 pour u borné, on en

déduit que lim 2Y0)
00 ) (u)
rollaire lorsque u est borné, car la condition (1.8) est trivialement vérifiée

dans ce cas.
Supposons maintenant que u n’est pas borné. La formule asymptotique
(2.6) et les expressions (1.6) et (1.7) fournissent alors

S ("B,y) g (u)
gf(m, Y) = {V o'z(v) exp[oo(v) — go(u) — v€(v/A) + u{(u/)\)]}

<{1+0.(Feg) +ou(35)

uniformément pour z > zy et (z,y) € Ho.. Par ailleurs, on a ([7; lemme

4.5])
1
o9(t) =t (1 +0 (Tlog(m)) t>A).
Comme v = u(1 + O(1/logy), il en découle

2(u) = (v) (1 +0 (1—;—5-;-@—/—/\3)) (u> N

et, par conséquent,

Sf(a:ay) K(z y){ (loglogx) ( 1 }
— L = ) 1 —— O —
G(z,y) * O gy ) " O 13 log(U/A)) ’

=1 et que S¢(z,y) ~ G(z,y). Ce qui établit le co-
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ol l'on a posé K(z,y) := og(v) — oo(u) — v€(v/A) + ué(u/N). En observant,
compte tenu des définitions de oy et de £, que

EW/N) [t _ EW/N) (1 — 1) —
K(x,y)=)\/ (e l_et)dt=/\/ e_(i_l.dt,
£(u/N) t £(u/N) ¢

Pencadrement % < t—_t-l < 1, valable pour ¢t > 2, fournit

1
EKO(x7 y) < IK(x’ y)l < KO(zv y) (‘U, > IOA)v

avec Ko(z,y) = e5¥/N) — /X 4 )10 ( (v/ )) . On a aussi

€/
Rt = =l i) e s ().

_u logc log A
En remarquant que (v —u) = ogy [l og A + ] [1 Togy

nant compte de (2.1), on voit que Ko(z,y) et pa,r suite K (:z:, y) tend vers
zéro quand z tend vers linfini si, et seulement si, la condition (1.8) est
réalisée. Ceci achéve la preuve du corollaire.

] et en te-
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