ALEXEI PANCHISHKIN

Sur une condition suffisante pour I’existence de
mesures p-adiques admissibles

Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux, tome 15, n°3 (2003),
p- 805-829

<http://www.numdam.org/item?id=JTNB_2003__15_3_805_0>

© Université Bordeaux 1, 2003, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux » (http://jtnb.cedram.org/) implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JTNB_2003__15_3_805_0
http://jtnb.cedram.org/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 15 (2003), 805-829

Sur une condition suffisante pour I’existence de
mesures p-adiques admissibles

par ALEXEI PANCHISHKIN

RESUME. On donne une nouvelle condition suffisante pour I’exis-
tence des mesures p-adiques admissibles p obtenues 3 partir de
suites de distributions ®; (j > 0) & valeurs dans les espaces de
formes modulaires. On utilise la projection caractéristique sur le
sous-espace primaire associé 3 une valeur propre non nulle a de
Popérateur U d’Atkin. Notre condition est exprimée en termes
des congruences entre les coefficients de Fourier des formes modu-
laires ®;. On montre comment vérifier ces congruences, et on traite
plusieurs applications. On obtient donc une ezplication concep-
tuelle des formules de Yu.Manin pour les distributions attachées a
la fonction Lg(s,x) = 3,51 X(n)ann™* d’une forme parabolique
primitive f = .5, ang™ € Si(To(NN),%) de poids k > 2.

ABSTRACT. We give a new sufficient condition for the existence
of admissible p-adic measures p obtained from sequences of dis-
tributions ®; (j > 0) with values in spaces of modular forms. We
use the characteristic projection on the primary subspace asso-
ciated to a non zero eigenvalue a of the Atkin operator U. Qur
condition is expressed in terms of congruences between the Fou-
rier coefficients of the modular forms ®;. We show how to verify
these congruences and we give several applications. So we get a
conceptual explanation for the Yu.Manin’s formulas for the distri-
butions attached to the L-function, Lf(s,x) = 3,51 X(n)ann™*,
of a primitive cuspform f = 3, 5, ang™ € Si(To(NN), %) of weight
k>2. -

1. Introduction.

Soit p un nombre premier, et soit C, = @p la complétion d’une cloéture
algébrique du corps des nombres p-adiques. On fixe un plongement

(1.1) ip: Q= Gy,

Manuscrit recu le 11 mars 2002.



806 Alexei PANCHISHKIN

et on identifie Q avec un sous-corps de C,. Pour un nombre naturel M fixé
on considére le groupe profini

Y = YM,p = l‘iLDYMpu, YMpv = (Z/Mva)x,
v

muni de la projection canonique y, : Y — Z;.

UNE FONCTION L p-ADIQUE L : X — G, est en général une fonction méro-
morphe sur le groupe X = Homcont (Y, C) des caracteres p-adiques continus
définie & partir de la transformation de Mellin p-adique (voir section 2) L,
d’une mesure p sur Y :

Ly X Gy, p(z)= /Y 2(y) du(y).
Soit, par exemple

f=Yang" € Si(To(N),¥), ougq=e(z) =exp(2miz), Im(z) >0,
n>1

une forme parabolique primitive (de poids & > 2, et de caractére 3
(mod N)). On étudie les valeurs spéciales en s = 1,--- ,k — 1 des fonc-
tions L suivantes :
Lg(s,x) = ) x(n)apn™,
n>1
ou x : (Z/Mp”)* — C* parcourt les caractéres de Dirichlet.

Selon un théoréme connu de Manin [Ma73], il existe deux constantes
complexes non-nulles c*(f),c™(f) € CX (périodes de f) telles que pour
tout s = 1,--- ,k — 1 et pour tout caractére de Dirichlet x avec la parité
fixée, (—1)¥=%x(—=1) = %1, les valeurs spéciales L normalisées suivantes
sont des nombres algébriques :

(1.2) Li(s,x) = (—2i")_:f ((;gLf 5.0 g

Pour décrire les congruences de type de Kummer pour ces nombres algébri-
ques on utilise une racine non-nulle o du p-polynéme de Hecke

1-apX +9(@)p* X% = (1 - aX)(1 - X).

Soit x mod p¥ (v > 1) un caractére de Dirichlet primitif,et j =0,--- ,k—
2. Alors, il existe une méthode, basée sur les symboles modulaires et les
fractions continues (voir [AV], [MaT73], [Vi76], [MTT])), pour décrire les
valeurs normalisées ci-dessus comme les intégrales d’une mesure p-adique
h-admissible pf,q, (avec h = [ordy(a)] +1) :

GOIPLy(L+3,%) _
a‘U

(1.3) Ljy = /Y Xy du = p(xyd),
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ol G(x) est la somme de Gauss de x mod p" avec (v > 1). La condition de
h-admissibilité signifie que pour tout j =0,--- ,h — 1,

/ (up — 07 ds
a+(Mp?) o

Une mesure admissible n’est pas une mesure : la donnée de ® est équiva-
lent & la donnée d’une suite finie convenable des distributions p-adiques,

(14) = o(p("=9)?) lorsque v — oco.

pilo+ (M9 = [ ydu (1=0, A1)
a+(Mp"?

Le présent travail donne, en particulier, pour tout o € Q" une décompo-
sition des distributions p-adiques (de Manin, Amice-Vélu, Mazur-Tate-
Teitelbaum, Vishik, ... ), sous la forme :

Bfa,j = Za(vra(d)j)), (] = 01 17 Tt k- 2)
ou
— ®; est une suite finie des distributions p-adiques sur Y’ 4 valeurs dans un
Q-espace vectoriel M = M(Q) C M(G;) (de dimension infinie) de formes
modulaires,

M(@Q) := | Mi(To(N'p"),%,Q),

v>0
— o est un Q-projecteur canonique sur un sous-espace M = M(Q) de

dimension finie (le sous-espace primaire de 'opérateur d’Atkin :

U anqn =prnqna

n>0 n>0
— % € (M*)* est une Q-forme linéaire (provenant de la méthode de Rankin-

Selberg, et du produit scalaire de Petersson). Cette forme linéaire joue le role
du terme constante dans la méthode de Klingen-Siegel [Kl| (pour @ = 1). En
particulier, on obtient les distributions uf o ; aux valeurs algébriques (dans
Q, identifié via (1.1) avec un sous-corps de G).
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2. Méthode traditionnelle

La méthode traditionnelle de construction de fonctions L p-adiques est &
partir des valeurs spéciales de fonctions L complexes (qui sont souvent des
nombres algébriques (4 une normalisation convenable prés)), et on utilise
mesures p-adiques, construites & partir de l’interpolation p-adique de leurs
valeurs.

Dans cette section on note par A le corps de Tate Cp, et on note par V un
A-espace vectoriel normé (mais plus tard on utilise la notation A pour Q,
pour C, et pour d’autres anneaux de scalaires).

Définition 2.1.

a) Soit h un entier positif et soit C*(Y, A) le sous-espace vectoriel sur A
des fonctions localement polynomiales de degré < h sur Y en la variable
Yp : Y = Z; (la projection canonique); en particulier CL(Y, A) est le sous-
espace vectoriel sur A des fonctions localement constantes sur Y a valeurs
dans A, et pour h > 1 on a les inclusions

C'(Y, 4) C CM(Y, 4) C C°~2(Y, 4) C C(Y, 4), ob
CH(Y,A) ={p:Y = A| ¢ localement constante},
cloc-an(y, A) = {p: Y — A| ¢ localement analytique},
C(Y,A) ={p:Y — A| ¢ continue}.
b) Une distribution ® sur Y & valeurs dans un A-module normé V est
une application linéaire ® : C1(Y, A) = V, notée par ¢ — Jy ¢ do®.
c) Une mesure ® : C1(Y, A) = V est une distribution bornée : |®(p)|p <
Clolp ot C ne dépend pas de ¢.

d) Soit h € N*. Une mesure h-admissible & sur Y a valeurs dans V est

une application A-linéaire ® : C*(Y, A) = V avec la condition de croissance
suivante (voir [AV, Vi76]) : pour t =0,1,--- ,h =1,

(2.1) / (vp — ap)'dd(y)
a+(Mp©)

=0 (p"(h't)) lorsque v — oo.
P
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REMARQUE : Une mesure h-admissible ® n’est ni une mesure, ni une distri-
bution ; la donnée de ® est équivalent & la donnée d’une suite finie conve-
nable ®; des distributions p-adiques, notées par

&;(a+ (Mp")) :=/ yidd (=0, h—1).
a+(Mp?)

Cependant, ci le A-espace vectoriel normé V est complet, une telle ® se
prolonge de facon unique sur le A-espace vectoriel C!°¢~2(Y, A), voir [AV],
[Vi76] (donc on peut considérer & comme une intégrale d’une fonction lo-
calement analytique) :

& .Y, A) 5V, g /Y o(y)dd(y) (p € C° (Y, 4)).

En fait, une mesure h-admissible ® n’est une mesure que si h =1 (dans ce
cas l'intégrale existe pour toute fonction continue ¢ € C(Y, A)).

LA NOUVELLE CONSTRUCTION des fonctions L p-adiques associées aux
différentes classes des formes modulaires (de poids entier ou demi-entier,
... ), proposée ici, permet d’associer & certaines suites de distributions ®;
sur Y a valeurs dans un Q-espace vectoriel convenable

M=M@Q = |J M(Np")
v2>0
de formes modulaires, une famille u de mesures p-adiques a valeurs scalaires

dans Q C G,.

On fixe une forme parabolique primitive
f=2_ang" € Sk(To(N),4,Q) C M(@Q), avec e(nz) = exp(2minz),
n>1
de poids k£ > 2 et de caractére de Dirichlet 9 mod N, et on considére le
p-polynéme de Hecke :
1—ap,X +9(p)p" 1 X% = (1 - aX)(1 - X).

avec une racine (non nulle) a.

3. Distributions & valeurs dans les formes modulaires

Dans cette section on note par A soit Q, soit C, soit Cp, et on considére un
caractére de Dirichlet 9 mod N comme une fonction sur Y & valeurs dans
A* (on identifie Q avec un sous-corps de C, et de Cp, via un plongement
fixé (1.1),ip: Q = G).

Soient

Mi(T1(N); A), Mg(To(N),9; A)
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les sous-espaces vectoriels sur A de A[[g]], engendrés par les g-dévelopements
f=Y an(f)d" € Mg(T1(Np"), Q)
n>0
de formes modulaires classiques & coefficients de Fourier algébriques a, (f) €

Q.
On fixe un entier N’ divisible par N, et on définit ’espace vectoriel des

formes modulaires
M= M(4) := | M(N'p)
v>0
ou
M(N'p") = Mi(To(N'p), %; A4) ou My(T'1(N'); A), et § := | S(V'p")
v>0
est le sous-espace vectoriel sur A des formes paraboliques, et on note par
M = M=() = | M>(N'p°,0))
v>0

les formes modulaires de type C°.

a) Distributions d’Eisenstein analytiques réelles de poids £ > 0 (voir
[Ka76]). Pour s € C et a,b mod N on pose (par prolongement analytique,
si nécessaire) : pour z=z+iy € C, y > 0,

E¢n(z,s;a,b) = Z(cz +d)Yez +d|™% (0 # (c,d) = (a,b) mod N) .

A partir de cette série, on obtient les distributions d’Eisenstein : on pose
s=-r,0<r<e-1,

Nt2r-1r(g - 7)

E,¢n(a,b) := —— e(—az/N)E;Nn(Nz,—r;z,b
N( ) (_2”2)[ 2"(—47!’:’/)" an%;N ( / ) EN( )
(3.1) = g ,n(a,b) + (47y) ™" x
S sgnd-d“ W (dndd'y, L -, —r)q™ € MP(N?),
0<dd'
=a,d'=bmod N

ou W(y,¢-r,—r) = Z;=0(—1)j (’)%ﬁ:—:%y"j est la fonction de Whitta-

J
ker,
eren(a,b) = (_417‘r(ye)f§i‘;_ . 6(%)“1 — - 250, N)|s=—r
I(¢+2s—1) (_g_)
(dny)ts-10(s) \N

x [c(e +25 — 1;b, N) + (=1)&+25¢ (€ + 25 — 1; —b, N)]

s=—r
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est le terme constant, et

{(s56,N)= > n°
n>1
n=a(mod N)

désigne la fonction zéta partielle.

Ces séries sont des formes modulaires de type C* de poids £ > 0 (voir
[Ka76]) dans M$°(T'1(N?)), mais dans certains cas on obtient des formes
modulaires holomorphes (si, par exemple, £ > 3, r =0our =1—1) qui
donnent des distributions sur Y x Y & valeurs dans M(Q) :

Erg((a+ (Mp")) x (b+ (Mp")) := Erprpe(a,b) € My(T1(Mp™))

puisque,sir=0our=1[1-1,
r
- : re-r) _;
"W(y,l—r,—1) = —1’(?)—————,— 7 =1,
yW(y ) ,-;,( ’G)ra—=n?

'l - .
é.ca,usedufacteurﬁfg_T:-%=0pourJZI—r.

b) Formes modulaires partielles.
Pour tout f =3, an(f)g" € Mi(I'1(N)) on pose

Or(a+ (Mp”)):= ), an(f)g" € Mg(N'P?), N'=NM?,

n>0
n=a( mod p")

de telle facon que pour tout caractére de Dirichlet x mod Mp¥ vu comme
une fonction sur Y & valeurs dans A C G, I'intégrale

[ X0 d8; =800 = X xtmlan(Na" €
Y n>0
My(NM?p™) € Mi(TL(NM?p™))
coincide donc avec la forme modulaire tordue f,.
c) Séries théta partielles (aussi avec un polyndome sphérique).
Elles déterminent des distributions décrites dans [Hi85], §1.

REMARQUES.

i) Les distributions b), c) sont bornées par rapport a la norme p-adique
sur

M =M (T1(N'p"), 4) C Alld]

définie pour toute série g = )., qa(n,9)q" € Mi(T'1(N), A) par |g|, =
sup,, |a(n, g)|p. Les distributions (a) sont bornées (dans le cas holomorphe)
seulement aprés une régularisation du terme constant.
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ii) A partir des distributions a), b), ¢) on peut en construire beaucoup
d’autres en utilisant les opérations de convolution sur Y (comme dans
[Hi85], ou la convolution d’une distribution théta avec une distribution
d’Eisenstein a été considérée).

iii) Formes modulaires presque holomorphes de type r > 0. Soient r un
entier non-négatif et ¢, R deux variables indépendantes (pour les nombres
complexes cette notation corresponde & ¢ = e(z) = €*™*, R = 4ny =
;mlm;j, z € C). Dans l’anneau A[[q]][R] considérons les sous-A[[g]]-modules

-
P(4) ={g="3" Rig; avec g = 3 alj,n,9)a" € Alld]]}.
3=0 nZO
On considére aussi pour tout entier positif a les espaces complexes des
fonctions presque-holomorphes (voir [Hi85])

Qra = { > Im(dm2)7gi(z) avec gj = 3 a(jm, 9)e(nz/a) },
3=0

n>0
et on pose Qr = Ug>1Qrq-

Alors on définit le sous-A-module M, x(T'1(N), A) C A[[g]][R] des formes
modulaires de type r > 0 et de poids k¥ > 1 pour I';(N), comme le sous-
A-module engendré par toutes les séries g € M, & coefficients algébriques
a(j,n,g) € Q C A telles que les fonctions complexes correspondantes (no-
tées aussi par g) ,

9= Im(4nz)~7 Y " a(j,n,g)e(nz) € Qr1

3=0 n>0
satisfont les deux conditions suivantes :
Vy € T'1(N),glky = g et Vy € SLa(Z), glxy € Qr-

Alors, une construction des distributions analogue reste valable pour les
valeurs dans le A-module

My = | Mei(NDY), 0t Mpi(Np®) = My i(T1(Np"), A).
v>0
Cependant, notre but est d’obtenir des distributions u a valeurs scalaires

(dans Q C Gp) & partir d’une suite des distributions ®; modulaires (& valeurs
dans M(Q)). Cela se fait en deux temps :

LA PREMIERE ETAPE est le passage de M & une partie M° C M de
dimension finie fixe; on utilise un projecteur convenable 7 : M — M° de
telle fagcon qu’on puisse contréler les dénominateurs.

LA DEUXIEME ETAPE est I’application d’une forme linéaire £ convenable
a la suite des distributions m(®;).
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4. Premiére étape : projecteurs sur des sous-espaces
de dimension finie

TRACE NORMALISEE. La premiére idée est d’utiliser [’opérateur de la trace

™= Y flker

Y€Lo(Np?)\To(N)

On obtient aprés une normalisation le projecteur suivant

w(f) = [Lo(N) : To(Np")] ™ Try” f
(il est bien défini mais il introduit des dénominateurs inacceptables).

PROJECTEUR DE HIDA. La deuxiéme idée est d’utiliser 'opérateur U = U,
d’Atkin qui agit sur M et sur S par U(g) = ) ,s¢a(pn,g)¢", ou g =
> n>0a(n,9)g" € M C Al[g]], a(n,g) € A.

Soit a € C, une valeur propre non nulle de I'opérateur U = U, d’Atkin
sur M (associée & une forme parabolique primitive f =), a(n, f)e(nz)
€ Sk(L'o(N), %) C M).

Dans le cas ordinaire, ou |al, = 1, une construction du projecteur m
provient de I’opérateur idempotent e = rll)nolo U;! de Hida [Hi93] qui agit sur
les formes modulaires p-adiques et dont I'image se trouve dans un sous-
espace vectoriel M4 C M de rang finie (“la partie ordinaire de M”). Puis
on obtient une distribution p-adique poe = £f(e®) a I'aide d’une forme
linéaire convenable £; € M°T4*,

5. Une nouvelle construction : projecteur canonique a-primaire
A

On propose maintenant une méthode pour associer a une distribution ®
sur Y a valeurs dans un espace vectoriel convenable

M = Mi($,Q) = | Me(Np",%,Q) ¢ M(G) = | Mk(Np",%,G)
v>0 v>0

de formes modulaires, une famille 41, ¢ de mesures p-adiques sur Y attachées
a une valeur propre non nulle @ de I'opérateur Uy, sur M. On montrera de
plus que cette construction ne nécessite pas de passage a la limite p-adique.
Ici on utilise la notation

M(Np®, 1, A) = Mi(ND*, 9, @) ®@ A
pour toute Q-algebre A.

Définition 5.1. Soit A=C, , A=Q, ou A=C, et M = M(A).
a) Pour un a € A on pose M@ = Ker(U — al) le sous-espace vectoriel
sur A de M des fonctions propres (de valeur propre o).
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b) On pose
M® = | J Ker(U - oI)"
n>1
(le sous-espace vectoriel a-primaire de M).
¢) On pose pour tout v >0

ME(Np®) = M® A M(Ng®), M@ (Np®) = M@ 0 M(Np®).

Proposition 5.2. Soit ¥ mod N un caractére de Dirichlet fizé. On pose
No = Np, alors U”(M(Nop®, %)) C M(No, ).

PREUVE . Elle découle de la formule connue [Se73] :
U’ = pv(k/z_l)WNoP" Tr]}:{fgp" W,

ou glxWn(z) = (VNz)~%g(-1/Nz) : M(N,C) = M(N,C) Pinvolution
(sur C) de niveau N.

Proposition 5.3. Soit A=C, ou A = Q, M = M(A), a € A*, et soit
U? la restriction de U sur M?, alors

a) (U%)Y : M%(Nop®) = M*(Nop®) est un opérateur A-linéaire inver-
sible, ot U® = U| ppa(Ngpv), No = Np.

b) Le sous-espace vectoriel M*(Nop®) = M*(Np) ne dépend pas de v.

c) Soit oy : M(Nop?) = M*(Nop®) le projecteur sur le sous-espace
a-primaire de U (de noyau

Ker(mqa,) = n Im(U - al)" = @ Mﬁ(NOPv)),
n>1 B#a
alors le diagramme suivant est commutatif
M(Nop*) — M2(Nop")
v | o
M(No) = M*(No)-

On utilise la notation

Ta(g) = (U*) " 7a,0(U(g)) € M*(T'o(Np),%,C)
pour la projection canonique o-primaire de g € M(To(Np¥*1),4,C).
PREUVE de (a). L’opérateur linéaire (U®)" agit sur un A-espace vectoriel
M*(Nyp®) de dimension finie, et son déterminant est dans A*, donc (U%)Y
est inversible.
PREUVE de (b). D’une part, M*(Ny) C M*(Nyp’), d’autre part les A-
espaces vectoriels M*(Nop¥) et M*(Np) sont isomorphes par (a), donc il
coincident :

M®(No) C M*(Nop®) = U*(M*(Nop®)) C M*(No).
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PREUVE de (c). Selon la théorie de réduction des endomorphismes d’espaces
vectoriels de dimension finie sur un corps K, le projecteur canonique 7y
sur le sous-espace a-primaire

U Ker(U — o)™

n>1

de noyau [),>; Im(U — al)" s’exprime, d’une part, comme un polyndme
de U a coefficients dans K, donc m,, commute avec U. D’autre part, la
restriction de mq, sur M(Np) coincide avec mq,0 : M(Ng) = M*(Np), car
son image est

|J Ker(U — al)* n M(No) = | Ker(U | mavo) —2)™,

n>1 n>1

et son noyau est
() Im(U — o) N M(No) = () Im(U | paeavg) —aI)™
n>1 n>1

6. Distributions a valeurs dans les formes modulaires p-adiques

Soit g = > ,50 a(n, 9)g" € Mk(T'1(N), A), alors |g|, = sup,, |a(n, g)]p est
bien défini et donne une norme p-adique sur M = Uy>oMy(T'1(N'p?), A) C
A[[g]]- Soit V un A-module normé.

Définition 6.1. Soit o # 0 une valeur propre non nulle de l’opérateur U
sur l’espace M. La partie a-primaire ®* = mo(P) d’une distribution @ sur
Y a valeurs dans M est donnée par l’égalité

/Y 0d®°® = 1o (B(¢)) = (U")“”wazo(( /Y 0 dd) | U”) e M®

pour toute fonction localement constante ¢ € C1(Y, A) et tout p* assez grand
(tel que [, ¢ d® est une combinaison linéaire finie dans M(Nop®)).

On pose ®(a + (Mp”)) = [y ot (Mpr)d® 0 8,4 (prpv) désigne la fonction
caractéristique d’un ouvert a + (Mp¥) C Y ; alors il existe v’ € N tel que

®(a+ (Mp")) = &(E(araap))) € MNP ),

et pour tout tel v/, la projection o-primaire @ = mo(®) de ® est donnée
par

(61)  2%(a+(Mp*) = (U%) ™ [mao(®(e+ (Mp") | UY)].
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7. Théoréme principal

Dans cette section on note par A un sous-corps de G, contenant Q, (@ C
A C G), on fixe un caractére de Dirichlet 4 mod N, on utilise toujours le
plongement (1.1), et on fixe un entier N’ divisible par N. On utilise ’espace
vectoriel

M = M(A) := U M(N'p") ot M(N'p%) = M(To(N'p"), ; A).
v>0

Pour un nombre entier convenable r* > 0, on considére une suite finie de
distributions (non nécessairement bornées)

®;: CH(Y,Q) » M = M@Q) C M(G),
(j =0,1,--- ,r*) sur le groupe profini
Y = YM,p = l‘ilnYMp", YMpv (Z/M Z)X
v

a valeurs dans ’espace vectoriel
M= M(Q) = |J M@®'p") ot M(N'p") = Mi(To(N'p"), %; Q).
v2>0

On note par 8,4 (apv) la fonction indicatrice de la partie a + (Mp”) C Y.
On considére M(C,) comme un Cp,-espace vectoriel normé avec la norme

Z bnq

n=0
Théoréme 1. Soit 0 < |al, < 1 et h = [ordp o] + 1. On fize on nombre

entier positif N', et on pose Nj = N'p. Supposons qu’il eziste 3 € N* tel
que xh < r*.

= max |bn|p-

(a) Si les deuz conditions suivantes sont satisfaites : pour tous les j =
0,1,---,3ch — 1 et pour tout v > 1,

(7.1) ®j(a + (Mp®)) € M(Ngp™)
(la condition de niveau). Pourt =0,1,---,h — 1 l’estimation suivante soit
satisfaite :
0 oy (o age s (ay| <op
j=0
P

linéaire

(7.3) &% : CM(Y,Q) » M® C M
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définie par

(1) B (Carqaapy) = / ydD® = ma(®;(a + (Mp?))
a+(Mp®)
(pour tout j =0,1,---,hsc — 1), est une mesure hsc-admissible.

(b) Supposons qu’il existe vg € N tel que pour tout v > vy et pour j =
0,1,---,5ch — 1 les distributions U*"(®;) sont bornées et que l’estimation
soit satisfaite :

(7.5)

U= e)e+ () - [ Ao @) <o
p

ot on pose C = maxg,y |[U**°(®o)(a + (Mp®))|,,. Alors I’application linéaire
. C(Y,A) > M>*C M
définie par

[ 8 =85+ (Mp") = ma(@;(a+ (M5")
a+(Mp)

(pour tout j =0,1,---,hsc — 1), est une mesure hc-admissible.

PREUVE de (a). Il suffit de vérifier pour $° la condition de croissance de
la définition 2.1 d) : pour tous les t =0,1,---,3¢h — 1,

a+(Mpv)

D’une part, sur le sous-espace M*(NNp), on a U = al + Z pour un opérateur
nilpotent Z, ou Z" = 0 pour n = rkaM®*(Ngp¥) = rkaM*(Ng). D’autre
part, par les conditions du théoréme 1,

= o(p"#*~?) lorsque v — 0o
P

(7.6)

t

= o t . v
@) [ o= o) a® = 3 (7)o Ira(@sta + (477)

§=0

t
= oY [ﬂa,oU”" (':0 (;) (~ap)""i®j(a + (Mp")))] .

J

Les opérateurs

n-—-1
a’*U—v* = (a—-lU)—vx = (Id-l- a—IZ)—vx — Z ("'7‘1%) (a—lz)i

7
1=0
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sont uniformément bornés par une constante C; > 0 donc la condition (7.2),
appliquée a 1’égalité (7.7), donne

/ (yp — ap)td&)"
a+(Mp®)

lorsque v — oo car |al, = |p|®%®, ordy @ < h,
Ip*|p xordper _ o(p"”™") (lorsque v — ).

PREUVE de (b). On vérifie d’abord I’estimation suivante : pour tous les
t=0,1,---,3ch — 1 et pour tous les ouverts a + (Mp®) on a

< C-Gilal;™ gl = o(p*®0)
p

t
vy (j) (~ap)'=7%;(a + (Mp"))

=0

<Clp’l, =Cp™

4

pour une constante C > 0. En effet, on peut supposer v > vy donc par
I’hypotheése (7.5)

(7.8)

2@+ M) - [ AU @@)| <Cp.
a+(Mpv) »
On pose
Bila+ (4p) = O 0ok () - [ A v @)
donc

[ @) = @%;)(a+ (Mp)) ~ ¥+ (Mp")
a+(Mpv)

et | ¥j(a + (Mp®)) |,< Cp~?"*. La substitution dans la partie gauche de
I'inégalité (7.8) donne ,

(7.9) =3 (j)(—a,,)‘-f@,-(w (Mp?))

t
=3 (§) ot ( L HAC 00000 ~ e+ <Mp”))

§=0 +(
t

4/¢,,‘+(Mpu)(yp - ap)td(va(q)O(y))) - Z (;) (—ap)t_j\I’j(a + (Mp”))

j=0

et | (yp — ap)t [p< p~? sur a + (Mp®) donne l’estimation cherchée de la
partie droite de (7.8).



Sur une condition suffisante pour l'ezistence de mesures p-adiques 819

Puis, on vérifie de méme fagon la condition de croissance de la définition
2.1 d) pour la forme linéaire

& : ch*(Y,4) > M c M

définie dans le Théoréme principal (théoréme 1). Par ’estimation (7.8) on
a
t

(7.10) (yp — ap)'dd* =) (;) (—ap)' 9% (a + (Mp"))

a+(Mp®) =0
t
= a a"*U "> |:7ra,oU”" (Z (;) (-ap)t"j@j(a + (Mp")))] .
j=0
Les opérateurs

QU = (o~ 1U)™"" = Ti:l(—‘f")(a—lz)i

2
1=0

sont uniformément bornés par une constante C; > 0 donc la condition 7.8
appliquée a 7.10 donne de nouveau

/ (yp — ap)td&)"
a+(Mp®)

lorsque v — 0o car |a|p = |p|%®, ordp @ < h,

< C-Cilaly™|p"}, = o(p"**~Y)
p

| vl—xordpa o(p””h) (lorsque v — o)

et on peut préciser la constante :
C = max |[U"*(®o)(a + (Mp®))], -

8. Deuxiéme étape : application d’une forme linéaire convenable

Soit @ € Q C C une valeur propre non nulle de U sur M(Q) attachée 3
une forme parabolique primitive f € Sg(Lo(IV),%) et soit

81)  fo=foa=F-dV(f), V (Z bng" ) =) bng™

n>0 n>0

une fonction propre de U, telle que fo|U = afp. On pose

82) 1= RWro 8= sl W=y, o ): No=Np.

n>1
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Proposition 8.1.

a) L’opérateur U* = WIQ'OIU Wi, dans Sk(T'o(No), 9, C) est l'opérateur de
U par rapport au produit scalaire de Petersson.

b) fOlU* = af", et pour tous les "bons" nombres premiers I { Np, on a

Tf° = ai(f) f°.
¢) Pour tout g € Mg(To(Np),,C) on a

(1%, 9) = (f°,ma0(9)),
c’est a dire, la forme linéaire g — (f°,g) sur M(To(No), %, C) s’annule sur
Ker(mqa,0), ot
7,0 : Mk(T'o(No), %, C) — M*(T'o(No), %, C)
est le projecteur sur le sous-espace a-primaire, de noyau
Ker(mg0) =Im((U — oI)") = @Mﬂ(No)),
B#a

(comme dans Proposition 5.3, mais sur C), ot n = dim¢ M(I'o(MNo), %, C).
d) On pose No = Np. Si g € M(Np**1,Q) = M((To(Nop*), ¥, Q), et si
a#0,o0na

(%, ma(g)) = a~(f°,U"(9))
ol

Ta(g) = (U%) "7a,0(U"(g)) € M*(To(Np"+'),9,C) = M*(To(Np),,C)

est la projection canonique a-primaire de g € M(Io(Np**1),4,C).
e) On pose

(1%,07U%(@)) _ (% 7alg))
¥ T

alors on obtient une forme linéaire
Lf,a : M(PO(va+1)7 "/}7@) - @7

définie sur Q, et il eziste une wunigue forme C,-linéaire
br o € M*(No,9,Cp)* donnée sur les C,-générateurs de I’espace vectoriel

MQ(NOPU’ "/}) Cp) = Ma(va+1’ @) ®@ Cp

['f,a(g) =

par ’égalité

0 . —vyyv
@Mf»=%@m@»=%GL%K%QE)
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PREUVE DE PROPOSITION 8.1
a) Voir [Miy], Th. 4.5.5.
b) On a :

FOU* = f§ | WhpWi,UWnp = aff | Wiy = Gf°.
c) Pour toute fonction
g1 = (U — al)*g € Ker(mgp) = Im(U — al)"
ona
(f%q) = (f°, (U —al)"g) = ((U* —al)f° (U - aI)*'g) =0
donc pour g; = g — Te,0(g) nous avons
(£°9) = (%, ma,0(9) + (9 — 7a,0(9)))
= (1% ma0(9)) + (f%, 91)
= (£, 7a0(9))-
d) Utilisons directement 1’égalité (U*)?f° = a”f° de b) :
o’ - (f°,ma(g)) = ((U*)" £°, U™ 7a,0(U"(9)))
= (f°,7a,0(U"(9)))
= (f°,U"(9))
par c), puisque U (g) € M(T'o(No), %, C).
e) On remarque que 0 € My(To(No),%,C) donc
0 o(f0 0 f0y
trati) = e = (5 <O
considérons 1’espace vectoriel complexe
Ker(Lf,o)NMj(To(Nop®), %, C).
(8.3) =1 (())
= {g € Mk(To(Nop*),%,C) | (£%g) =0}
C Mi(T'o(Nop®), %, C)

qui admet une base Q-rationnelle car il est stable par tous les “bons” opé-
rateurs de Hecke T} (I { Np) :

(% 9) =0= (f°,Tig) = (T7 /%, 9) = 0
et on obtient une telle base par la diagonalisation de I’action de tous les T;
(une famille commutative d’opérateurs normaux) ce qui entraine e). On a
utilsé le fait apparent que le projecteur 7, est défini sur Q sur tout espace
vectoriel My (T'o(Nop®), %, C), puisque a € Q.
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9. Lien avec les fonctions L : convolutions des séries d’Eisenstein

On fixe dans cette section un caractére de Dirichlet auxiliaire £ mod p,
£:Y - Q, (soit paire soit impaire), et on utilise la méthode de Rankin-
Selberg pour la convolution

D(s,f,9) = Ln(2s+2 — k — 1, €X) ) _ @nbun™,

n=1

ou les nombres

bn=01_158m) = Y x(dé(n/d)d"", n>1

d|n,d>0

sont les coefficients de Fourier d’une certaine série d’Eiser_lstein
9 = > probnexp(2minz) de poids I (et de caractére de Dirichlet ¥€) dés
que x¢(—1) = (=1)". On a donc

Ly(s) =) ban™* = L(s -1+ 1,%)L(s,),

n=1

et on sait par le lemme de Rankin ([Ra52], voir aussi [Hi85], [Man-Pa]) que
D(s, f,g) s’exprime par la fonction

(0.1) Ly(s =141, 9)Ls(s,6).

Considérons deux distributions d’Eisenstein définies par les égalités sui-
vantes :

92)  Eoump (&)=Y &(a)Eoela,b; Mp®) € MP(T1(MpY)),

aGYM’,v ’

Erppmp(@) = Y Eronpe(a,b) € MP(Ty(Mp")),
bEYMpv

a partir des séries (3.1)

NE-2r-1p(g — 1)
E,sn(a,b): = o am) a,fgzv e(—az/N)Eyn(Nz,—r;z,b)

= ere(a,b) + (4my) "
Z sgnd-d 7 IW (4ndd'y, £ — 1, —1)q% € MP(N?),

0<dd’
d=a,d'=bmod N
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q

j=0 J
tation suivante pour les sommes :

Eok-1-5(&, %) =% > x(@)Bop-1-jmpe(£:8) € Mr—1-5(To(Mp®), £x),

ac YMpv

ou W(y,l—r,—r) = 3"_o(-1)7(7) Fref:: Z y"~J . De plus, on utilise la no-

B8 =3 > WO Esrssan () € Muri(To(Mp"), ¥EX),
bGYMPu

La fonction

(9.3) ®;(x) = (-1 Eo g-1-3 (&, X) Ej 145 (¥xE)

est alors une forme modulaire holomorphe dans
M(To(Mp®), ;@) C Mi(T1(Np*); @)

puisquesir=0our=10-1,

— ) = J _nif(r) _T-r) - —
yW(y, -7, 1) Jz::O( 1)’(j)————r(£_r_j)y’ 1,

s r'i-r) _ .
acausedufa.cteurrl_r_j) =0pourj>Il—r.

FORME LINEAIRE Lfq ET LA CONVOLUTION DE RANKIN-SELBERG.
Ensuite, on calcule la valeur Lf,(®;(x)) de la Q-forme linéaire L q.

Proposition 9.1. Soient x,v¥ : Y — Q®* deuz caractéres de Dirichlet
mod Mp?,
a) Soit f € Sk(N, ), k > 2, alors l’égalité suivante

(94)  ®i(a+ (Mp") = (-1 > vE(y)Eop-1-j(&ya)Ej1+i(v)
YEYarpv

définie une distribution (dite la convolution tordue par le caractére Y€ ), pour
tout 7 =0,---,k — 2 a valeurs dans l’espace vectoriel

M= M(@Q) := | M(N'p’) ot M(N'p") = Mk(To(N'p"), %; A).
v2>0

(la définition dépend de choiz du caractére auziliaire £). Alors la valeur sur
x de cette distribution est égale

®i(x) = (=1) Eok—1-j(&, X) Ej145(¥EX)-

b) Pour tout caractére x primitif mod p’(v > 1), les valeurs spéciales
de la fonction Lg(s,x) = Y .51 X(n)an(f)n™* sont liées avec les nombres
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algébriques Lfo(®j(x)) pour 0 < j < k — 2 par la formule

GX)P” a4 =
(95) Lra@500) = L g4 1,3) 4,
(ot G(x) est la somme de Gauss)
. .. PE+1)Ls(5+1,X
B4 7. T DL 41D

(=2im)i+1cE(f)
_ TG+ LG+ 1, %)Lk~ 1E) 0
(—2mi)7+(f, £) ’

pour un choiz des deuz constantes complezes non-nulles

() =ct(£,8), ¢ (f)=c(f,§) €C

("périodes"” de f) avec (—1)¥=3-1x(=1) = %1, et pour une constante élé-
mentaire t € Q' , comparer avec Uégalité (1.2)).

c) La suite ®; définie (via Théoréme 1 ci-dessus) une mesure h-admis-
sible ps o qui interpole les valeurs critiques

GO)p™ T(+1)L(G+1,%)Ls(k ~1,8)
o’ (—2mi)i+k(f, f)

pour les caractéres de Dirichlet x primitifs modp’ (comparer avec [Vi76]).

PREUVE DE PROPOSITION 9.1. a) C’est une propriété générale des convolu-
tions multiplicatives (voir [Hi85]). Plus explicitement, I’égalité (9.4) montre
que le développement de Fourier des distributions @; (pour j =0,...,k-2)
est donnée par

®j(a+ Mp®) =
(9.6) i 2 n
(=17 Y $E®)D. D Aj(m,ab)yBj(n2,b)ug",
bEYarpv n>0n1+na=n
ou
9.7)  Aj(na,ab)y = > €(d1)sgn (d1)d} >~
dijny
(n1/d1)=ab mod Mp"
Bj(na,b)y = . sgn(dz)(nz/dz)’ pour mp>0.
da|ng
d2=b mod Mp¥

b) Impliquée par la méthode de Rankin-Selberg pour la convolution

D(s, f,9) = Ly(2s+2 =k — 1, $€x) D anbnn™,

n=1
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ou £ est un caractére de Dirichlet £ non trivial auxiliaire et les nombres

bn = 011 3£(n) = Z X(dE(n/d)d, n>1
d|n,d>0

sont les coefficients de Fourier d’une certaine série d’Eisenstein
g = Y% ybnexp(2minz) de poids I (et de caractére de Dirichlet x¢) dés
que x¢(—1) = (=1)". On a donc

Ly(s) = i ban™* = L(s — 1+ 1,%)L(s,£),

n=1

et un calcul de I'intégrale de Rankin-Selberg (voir par exemple proposition
7.7 dans [PaTV]) montre que

(f, FINpL1a(®5(X) = R- a™"p" A(f,£)G()T(1 + j)T(k — 1)

L+, 0)Ls(k = 1,6)
(—2im)k+i

GOOP” curii 4 <
=_-(§_)vp1—°Lf(]+1,X)'ta

ou
. oy _LU+DL(G+1,X)
U+ 30 = = Cgmpnie()
_TG+1)Ls(§ +1,%)Ls(k —1,€)
(—2im)I*k(f, f)
pour le choix suivant des deux constantes complexes non-nulles :

(—Ziﬂ)k_l(f, f) C:F(‘f) — P(k - I)Lf(f - 1,3)
(—2im)k-1 ’

€qQ,

+ —
= DL k- 1,0

déterminé par la régle £(—1) = +1, —¢(—~1) = F1 (on remarque ici que
pour tout k > 4, L} (k - 1,£) # 0, A cause de la convergeance absolue du
produit d’Euler correspondant, mais méme pour k£ = 2,3 on peut choisir £
avec cette propriété, voir [Shi77]).

Ceci démontre (b) et on retrouve le résultat de Yu.l.Manin sur l’algé-
braicité de (1.2).

c¢) On veérifie coefficient-par-coefficient que les distributions ®; satisfont
les conditions de niveau et de divisibilité (7.1), (7.2).

Puis on applique directement le théoréme 1 et la proposition 8.1 c), d)
pour ~obtenir les mesures h-admissibles cherchées pf, sous la forme pjq =
Lso(D%).
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En effet, on vérifie tout d’abord que les condition de niveau et de divisibilité
du théoréme 1 sont satisfaites pour les distributions (9.6) :

®j(a+ (Mp*)) = (1) > 9€(y)Eok-1-i(¢ ya)Ejr+5(y)
YEY Mpv

Yo wE®) Y. Y (—1)74j(n1,ab)yBj(na,b)uq",
bEY ppv n>0ny1+n2=n

La condition de niveau des distributions ®; est satisfaite avec s« = 1 par la
définition des séries d’Eisenstein (9.3) (on pose N’ = NM?).

Il reste donc & montrer la divisibilité par p® de tous les coefficients de
Fourier de la forme modulaire suivante :

(0.8) UWZ ( )(—ap)t-w (a+ (Mp")

Z( )( WY Y (1A, ab)o By, bl

j=0 n>0ni+n2=p*'n
(ou Aj(ny,ab), et Bj(ng,b) sont donnés par les égalités (9.7) :
Aj(na,ab)y = 3 ¢(dr)sgn (d1)dy >~

dy|n1
(n1/d1)=aeb mod Mp"

Bj(na,b)y = E sgn (d2)(ﬂ2/d2)j pour ng > 0).

da|n2
d2=b mod Mp"

On fixe n; et ng avec ny + ng = p*¥n, di|n; et dajng avec (ny/d;) =
ab mod Mp"’ et d2 = b mod MpY, et on écrit que les termes dépendant de j
(on mis les autrres termes en facteur) :

99) E( ) (—ayi-1yids-2 (%—;f)’ = (e (a%))t
= db-2q5t ("adz + (%))t

= 0 mod p**
La congruence (9.9) est donc satisfaite puisque ng = —ny mod p¥, p{ds et
ads =ab— — modp

dy

La suite ®; définie donc (via Théoréme 1 ci-dessus) une mesure h-admis-
sible puf, donnée par la suite des distributions pgq j(a + (Mp¥)) =
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Lfq(®j(a + (Mp¥)). L'identité (9.5) montre que cette suite interpole les
valeurs critiques :

£ra@500) = S22 1 11,34

_GP” T +1)Li(+1,%)Ls(k~1,8)
Y (—2mi)itk(f, f)

pour les caractéres de Dirichlet x primitifs mod p¥ (comparer avec [Vi76]).

10. Application aux produits triples : cas admissible

Considérons ’espace vectoriel

M = My(Ty(Np"))®®
v2>0
et soit L(f ® g®h, s) la fonction L triple associée & f®g®h € Si(['1(N))®3
avec une valeur propre non nulle afy, alors

fo ® go ® ho € Sk(T'1(Np))®3

est une fonction propre de U®3 sur M, et f°®¢°®h? est une fonction propre
de (U*)®3. Utilisons la restriction sur la diagonale ® = E} (21, 22, 23) € M
de la distribution de Siegel-Eisenstein (voir [PIsr]) vue comme une série
formelle de Fourier. On obtient une suite des distributions ®; sur Y3 a
valeurs dans M en utilisant ’action de certains opérateurs différentiels sur
® (voir [PTY]).

On considére la forme linéaire suivante :

(e @R, 8
Logeh,apy(®;) = ip (( (f,fS;(g,w(h,;l) >)

Théoréme 2. On pose h = [2ordp(afy)] + 1. I existe une suite p; de
distributions p; = ligeenasy(®;) sur Y3 & valeurs dans M* C M qui
détermine (via le théoréme 1 ci-dessus) une mesure h-admissible

B = lpggeh,apy (8%7)

telle que les intégrales

Bx1 ® x2 ® x3) = lfogoh,es+(2) (X1 ® X2 ® X3)

(des produits des caractéres de Dirichlet x1 ® x2 ® x3) coincident avec les
valeurs spéciales

L*(fX1 ®9X2 ®hx3’k+j)’ (j=0”" 7k— 2)’

pourvue que la normalisation de L* inclut  la fois sommes de Gauss, pro-
duits scalaires de Petersson, puissances de w et de afry.
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PREUVE (abrégée). L’existence de la mesure h-admissible { f®g®h,a57(&>°"3’7)

découle

de la suite ®; ci-dessus & l'aide du Théoréme 1 avec » = 2, j =

0,--+ ,k — 2, et 1’égalité pour les valeurs spéciales est impliquée par une
version explicite de la formule intégrale de Garrett-Harris [GaHa), voir aussi
[LBP], [PTY], [B-SchP]. Les détails apparaitront dans un autre article (un
travail en cours conjoint avec S.Bdcherer).
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