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RESOLUTION NUMERIQUE D'UNE EQUATION
DES ONDES AVEC CONDITION
AUX LIMITES NON LINEAIRE

PAR UNE METHODE DE CARACTERISTIQUES

par V. GIRAULT

Résumé, — Cette étude utilise la méthode des caractéristiques pour résoudre numéri-
quement une équation des ondes à une dimension avec une condition non linéaire sur la
frontière. La méthode est simple à appliquer, demande peu de calculs et les résultats
obtenus sont remarquablement précis, contrairement à ceux des méthodes classiques de
Galerkin et différences finies.

§ 0. INTRODUCTION

Le but de ce travail est l'étude numérique du problème suivant :

Problème 1
Trouver une fonction u(x,t) satisfaisant l'équation des ondes

(0.1) ~ (x,t) = -^ (x,t) pour s€] 0, 1 [ et «>0
ox ut

avec les conditions initiales

(0.2) u(x,0) = 0 , ^ (xfi) = 0 pour x£ [0, 1]
ot

et les conditions aux limites

(0.3) u(l,«) = 0 pour t>0

(0.4) -~ {0,t) = 2u (0,t) + f{t) pour *>0
Ox

où ƒ(*) = _o ,5 [(0,5—*) V( t ) + (0,5-t) «-(«) —3 a(
et a(«) =
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Ce problème admet une solution locale unique explicitée par Goldber g
et Neimark [3] :

u(x, t) = -

0

(t-xf
l~2(t-x]

l~2{t — x

pour 0 < t < x

(48(t — x) — 32) pour 0 < x < t < .
— x+2

(48(t — x) — 32)

1 — 2(x + t — 2)
(48(s + i — 2) — 32)

pour 2 e t X<1-

Le problème I a déjà été étudié du point de vue numérique (cf. [1])
par des méthodes classiques de différences finies et Galerkin. Les résultats
obtenus montrent que ces méthodes s'adaptent mal à la résolution de ce
problème non-linéaire. En effet, la solution du problème I n'est pas bornée

1
sur la ligne t = x + K' H n'est donc pas possible de calculer par des

M
méthodes de différences finies et Galerkin la solution approchée pour

1
t ^ rt* car le calcul de la solution approchée au point t nécessite les

valeurs de la solution approchée au point t — k,onk est le pas de l'approxi-
mation sur Taxe des L De plus l'approximation s'est avérée fort mau-

. . . . . 1
vaise dans un voisinage de t = •=•

Nous allons montrer dans cette note comment, au contraire, un
usage convenable de la méthode des caractéristiques permet d'obtenir
d'excellents résultats.

§ 1. RAPPELS SUR LES CARACTERISTIQUES

Posons

(1.1)

P =
x

T —
9 u
dx

s =

du
t

d\
dx dt

8 u
di

2 9
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on a donc

(1.2) du = pdx + qdt

(1.3) dp = r dx + s dt

(1.4) dq — s dx + 9 dt

Soit l'équation du second ordre dans R2 :

(1.5) ar + bs + ct> = e

où a, 6, c et e sont des fonctions de M, p, £, a; et t mais ne dépendent pas
de r, 5 et v.

Nous pouvons considérer (1.3), (1.4) et (1.5) comme étant un système
linéaire en r, 5 et ^. En éliminant r et 9 on obtient :

(1.6) s(a(dtf — b dx dt + c(dxf) = a dp dt + c dq dx — e dx dt.

Posons

(1.7) a{dtf — bdxdt + c{dx)2 = 0 ;

l'équation (1.6) s'écrit

(1.8) a dp dt + c dq dx — e dx dt = 0.

L'équation (1.7) définit une famille de courbes (réelles ou imaginaires)
de R2 et l'équation (1.8) définit une famille de relations que p et q satis-
font sur chacune de ces courbes. Ces courbes sont appelées les caracté-
ristiques de l'équation (1.5).

§ 2. APPLICATION DE LA METHODE

DES CARACTERISTIQUES AU PROBLEME I

1) Dans le cas de l'équation (0.1) nous avons

a = 1 ; b = 0 ; c = — 1 ; e = 0.

Les caractéristiques sont donc définies, comme il est bien connu, par :

t = x + c 1
(2.1) et > où c est une constante réelle.

t = —x + c J

La relation (1.8) devient

A A d t

dp = dq —.
drc
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Sur les courbes t = x -f* c et t = — x -)- c, p et g satisfont donc les
relations

(2.2) p = q + <{ 1
et J- où d est une constante réelle,

(2.3) p = — q + <Z J

respectivement.

Les conditions initiales et aux limites entraînent :

(2.4) u = p = q = 0 pour £ = 0

(2.5) p = 2u2 + ƒ(«) pour rc = 0

(2.6) w = g = 0 pour s = 1.

De plus, en chaque point de O = (0,1) X t t > 0,

(1.2) du = pdx + q dL

Si on somme les deux membres de (1.2) on obtient :

(2.7) u — UQ = pdx + qdt

OÙ

uo = w(̂ o3 to) et u = u(&, t).

2) Du fait que la solution du problème I n'est pas bornée sur la ligne
t - x + -»

1
nous ne calculerons pas la solution approchée pour t — x ^ K*

Les conditions initiales et aux limites déterminent quatre régions
distinctes du domaine d'intégration, ^4, JS, C, D, dans lesquelles nous
approchons séparément la solution du problème I. Plus précisément,

A — {{x,
B = {(x,

0 i
*)l

0 <

— a

] 0 .

t ^ x,t

C + 1 < 1

S X < t <

< —x +
t^ X ^ 1

! * + 2 et

D = J {x,t)\— x
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Notations

Dans les calculs qui suivent il sera utile de désigner certains points de Q
par i, j , etc.. Nous convenons de dénoter la valeur exacte et approchée
de p(x, t), q{x, t) et u(x, t) au point i par pit q^ m et Pt, Qi, Ui respecti-
vement.

1
2

Figure 1

3) Calcul de la solution dans A

Soit i un point de A, ƒ et k les intersections des caractéristiques
passant par i avec l'axe des x.

Les conditions (2.4) entraînent

Un = pn = qn = 0 pour H — ƒ, /f,

et les relations (2.2) et (2.3) entraînent

pi — qt = pi — qs = 0

Pi + ?i = P& + Ç& == 0

d'où
p# = qi = 0.
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Appliquons maintenant (2.7) à i et ƒ :

/•*« ru
Ui — Uj = J p dx -f- I q àt — 0.

t

o j k 1 X

Figure 2

Nous avons donc,

(2.8) u(#,1) = p{x, t) = q(x, t) = 0 pour (a;, «) € il.

REMARQUE

Nous retrouvons la solution exacte dans A.

4) Calcul de la solution dans B

Soit i un point de a? = 1 € B et ƒ l'intersection de la caractéristique

passant par i avec t — — x + 1.

(2.6) entraîne

(2.9) m = ? i = 0,

et (2.8) appliqué à t = — # -(- 1 donne

(2.10) Uj = p i = qj^ 0.

! Donc de (2.2), (2.9) et (2.10) il vient

Figure 3 Par le même raisonnement qu'au n° 3
nous avons le résultat

(2.11) u(xt t) = p(x, t) = ?(#, 0 = 0 pour (a?, *) € B.

REMARQUE

Nous retrouvons aussi la solution exacte dans B.
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5) Calcul de la solution dans C

Soit j et k les intersections des caractéristiques passant par i avec
l'axe des t et t = x respectivement.

De (2.8) et (2.11) il vient

Uk = pic — qk = 0.

Figure 4

Donc (2.3) donne

(2.12) p(x, t) = — q{x, t) pour (a, t) € C

En appliquant (2.2) et (2.12) k i et j on trouve

Pi = p,.

Appliquons maintenant (2.7) à i et ƒ ; de (2.12) il vient

Ut = Uj,

c'est-à-dire

(2.13) u, p et q sont constants dans C sur chaque caractéristique t — x =
constant

II suffit donc de calculer u et p aux points (0, t) pour avoir la solution
approchée dans C.

REMARQUES

1. La solution exacte vérifie aussi (2.12) et (2.13).

2. Ces propriétés dépendent du fait que u(x, t) — p(x, t) = q(x, t) = 0
sur t — # ; elles ne sont pas forcément vérifiées si t -\- x > 2. Ceci explique
pourquoi on introduit la région /).
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Calcul de U

(2.5) entraîne

mais pi = — qs,
donc

pi = 2u, + f{tt) ;

qi + 2uj + /(t,) = 0,

c'est-à-dire

(2.14) .
^ (0, t) + 2u\0, t) + f(t) = 0 pour
eu

avec u(0, 0) = 0.

0 < « < 3

Nous sommes ramenés à résoudre l'équation différentielle de
Riccati (2.14) sur Taxe des t La solution ne peut en général être explicitée ;
il faut l'approcher par un schéma de résolution numérique d'équation
différentielle. Remarquons que puisque, la fonction 2u2 + f(t) ne satis-
fait pas de condition de Lipschitz en u, il est difficile de démontrer la
convergence de la solution d'un tel schéma vers la solution de (2.14).

Nous avons étudié deux schémas pour résoudre (2.14) : le schéma
d'Adams-Moulton d'ordre 1 (cf. § 3) et celui de Milne-Simpson d'ordre 4
(cf. § 4). Les schémas d'Adams-Moulton et de Milne-Simpson équivalent
à approcher le second membre de (2.7) par la méthode des trapèzes et
de Simpson respectivement.

6) Calcul de la solution dans D

Soit i un point de D, k l'intersection de la caractéristique passant
par i avec x = 1 et l l'intersection de la caractéristique passant par k
avec t — — x + 2.

Les relations (2.6) entraînent

uic = qu = 0

et de (2.2) et (2.12) il vient

(2.15) pk = 2P1.

De plus, en appliquant (2.3) aux points i
et k, on trouve par (2.15)

(2.16) pi + qi = 2Pl.
C

Figure 5
(V)

II reste à calculer uu Pour cela il faut approcher l'équation (2.7) par
une formule d'intégration. Ces calculs sont faits aux paragraphes suivants.
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§ 3. LES CALCULS NUMERIQUES
PAR LA METHODE DES TRAPEZES

Nous approchons (2.7) par la formule

(3.1) U— C/o - î (x-xo)(P + Po) + \ (t-h)(Q + <?o).

Introduisons un réseau régulier, de pas h, de caractéristiques dans le
plan des (x, t) :

Ceci divise l'intervalle 0, r sur Taxe des t en N intervalles de

longueur 2h\ N = — 1.

1) Solution approchée dans C

Appliquons (3A) aux points ƒ = (0, ̂ ) et l = (0, ̂  — 2À} ; par (2.12)
il vient :

(3.2)

Mais

(3.3)

donc

(3.4) l

et par (3.2),

(3.5)

17, — £7i =

P, = 2

7, = - - ( l ± V l -

Pi - - P;

- A(P, + P,).

f 8fc(t7,-AP,-fc/(^);
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En discrétisant (2.14) par le schéma d'Adams-Moulton d'ordre 1 on
aboutit aussi à (3.4) et (3.5).

Pour déterminer le signe du radical, nous choisissons la solution U$
qui se rapproche le plus de la solution au point tj du schéma d'Euler ;
c'est-à-dire qui minimise l'expression

(3.6)
2h

2) Solution approchée dans D

Soit i = (x, t) et ƒ = (x -f- h, t -\- h) deux points de D. Appliquons
(3.1) à i et ƒ :

(3.7) u,— Ut=*\ [{P} + Q,) + (Pi + Qi)]

où les termes entre parenthèses peuvent être ramenés par (2.16) à des
valeurs de P sur t = — x + 2 calculées au numéro 1.

§ 4. LES CALCULS NUMERIQUES
PAR LA METHODE DE SIMPSON

Nous introduisons le même réseau de caractéristiques qu'au para*
graphe 3.

Ici (2.7) est approché par la formule

(4.1) U — Uo = | [(x — xo)(P + 4P'o + Po)

où Po et Ço désignent la valeur lespective de P et Q au nœud inter-
* j • • fx + XO t +

mediaire I ! —!
to\

/

1) Solution approchée dans C

Pour utiliser (4.1) il faut un procédé de démarrage permettant de
calculer Po e t (?o. Nous utilisons la formule des trapèzes aux points (0, 0)
et (0, h) comme schéma de démarrage.

Soit i = (0, u)t j ' = (0, U — h) et ƒ = (0, u — 2A) trois points de C.
(4.1) et (2.12) donnent :

(4.2) [ ƒ , _ [ ƒ , = _ | ( P < + 4P ' ,+ P,).

En combinant (4.2) et (3,3) nous retrouvons (3.4) et (3.5) avec h
h

remplacé par h = ^ et P$ remplacé par P =s P$ -\- 4P̂ % On aboutit à
o
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ces mêmes équations en discrétisant (2.14) par le schéma de Milne-
Simpson d'ordre 4. Nous utilisons le critère (3.6) pour déterminer le
signe du radical.

2) Solution approchée dans D

Soit ƒ = [x9t), ƒ' = ( x + 2' t + ô)' *
de D. Par (4.1) nous avons

(4.3) U<-U, = l [(P« + Qt)

= (x + h, t + h) trois points

où chaque terme entre parenthèses se ramène à une valeur de P connue.
Ui se calcule donc directement à partir de Uj.

§ 5. RESULTATS

Les résultats suivants ont été obtenus sur l'ordinateur C.D.C. 3600
de l'Institut Biaise-Pascal.

Au point x = 0, t = 0? 25,
solution exacte u(z, t) = — 0,625 000 000

SOLUTIONS APPROCHÉES OBTENUES PAR :

CARACTÉRISTIQUES

Trapèzes

h =

— 0,625 85

Simpson

0,01

— 0,625 000 251

GALEHKIN (*)

pas sur Taxe des x :

h = 0,02

pas sur l'axe des t :

k = 0,007 812 5

— 0,623 30

DIFFÉRENCES FINIES

IMPLICITE j1)

pas sur Taxe des x :

h = 0,025

pas sur Taxe des t :

k = 0,006 25

— 0,571 6

(1) Nous utilisons là les résultats de [1], chapitre VI.

Au point x = 0,95, t = lj 2,
solution exacte u(a?, <) = —0,505 428 571.
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SOLUTIONS APPROCHÉES OBTENUES PAR :

Caractéristiques

Trapèzes Simpson

h = 0,01

— 0,505 965 — 0,505 428 792

R E M A R Q U E S

Les résultats de la méthode des caractéristiques sont peu comparables
à ceux des méthodes classiques de Galerkin et différences finies. L'effi-
cacité de la méthode des caractéristiques dans ce cas d'une équation des
ondes en dimension 1 peut s'expliquer par les raisons suivantes :

1) la méthode retrouve et utilise un maximum de propriétés vérifiées
par la solution exacte, telles que (2.13) ;

2) l'approximation se réduit essentiellement à la résolution numérique
d'une équation différentielle et à l'évaluation d'une intégrale. Les temps
de calculs sont donc considérablement diminués.

Il serait possible d'améliorer les résultats en utilisant des schémas
de résolution d'équation différentielle d'ordre supérieur. On pourrait,
par exemple, démarrer le schéma de Simpson par une méthode de Runge-
Kutta d'ordre 4.

Il est clair que les calculs précédents se généralisent sans difficulté
au problème I avec la condition (0.4) remplacée par :

°» (O, t) = V a,{t)ut(O, t) 0

où les at(t) sont des fonctions continues.
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