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METHODE GENERALE
DE CONSTRUCTION DE FONCTIONS SPLINE

par CLAUDE CARASSO (X)

Resumé. — Dans cet article nous proposons une méthode pour obtenir à la fois
analytique ment et numériquement les fonctions spline d'interpolation généralisées.
Deux exemples d'application sont traités complètement : les fonctions spline d'interpo-
lation et les fonctions spline à" H ermite.

1. DEFINITIONS

Soit X et Y deux espaces de Hubert sur R et T une application
linéaire et continue de X sur Y. Soit ki(i = 1, ..., n) n éléments liné-
airement indépendants de X et soit K l'application

On pose :
Ker(T) = {x£X : Tx = 0} = noyau de T

Soit q la dimension de Ker(T) ; on suppose que q < n et
Ker(T) n Ker(iC) = { 0 }.

On a alors le résultat suivant (voir Atteia [4]) :
quel que soit a € R il existe un élément unique s 6 X tel que

||r*|| - Min || 73;|| avec Oa = { x& : K{x) = OL }
t

s est la fonction spline de K relative à T.

2. THEOREMES FONDAMENTAUX

Soit V C X on note V-L = { s € X : V y 6 V(o; | y) = 0 }
On a alors le théorème suivant (voir Laurent [1]).

(1) Faculté des Sciences de Grenoble.
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Théorème l

M = Ker(T)-1- fl Ker(X)-L est un sous-espace vectoriel de X de dimen-
sion n — q.

DÉMONSTRATION :

Posons A = K( Ker(T)); Ker(T) étant un sous-espace vectoriel de X
de dimension g, A est un sous-espace vectoriel de dimension q de Rn

(car Ker(r) D Ker(K) = { 0 } ).
On a donc dim AL = n — # (soit fr$(i = 1, ..., n — q) une base de A1).
Soit lK l'application transposée de K (Bourbaki [7]), tK applique

biunivoquement Rw sur Ker(K)1. tK(A^-) est donc un sous-espace vec-
toriel de Ker(J?)-L de dimension n — q. On a également tK(A^) — M, en
effet

x = ^(i/) 6 ^(^ l 1 ) o Vu € KeT{T)(Ky \u) = (y |/Cu) - 0 o a € M

n

REMARQUE. — Les vecteurs ht = ^S bijkj — *K(bi) (où bi,f désigne

la /-ième composante du vecteur 6« € A1), forment une base de
M = Ker(X)J- H Ker(T)J-.

On pose cp< = *T-1(fei)(t = 1, ..., n — q). Appelons B l'application
de Rn dans R"-ff définie par la matrice (b%}j)(i = 1, ..., n — g ; ƒ = 1, ..., ?i).
On a Ker(B) = üC(Ker(r)), en effet :

y € Ker(J5) o By = Oo (bt\y) = 0 i = 1, ..., n — qoyt K(Kev{T))

Théorème 2

^ avec AX = Soc

où A désigne la matrice (symétrique) dont les éléments sont (<p*
[hj = 1, ..., n — q).

DÉMONSTRATION :

On pose (3 = Ba (on notera (3< la ie composante de p) et

A0 = { y € Y : (q>i \y) = P< i = 1, ..., n — ç }

Montrons que T€>a = A .̂

a) T0>a C A^

y = Tx€ T$a o ICaï = a => B • Xaî = Ba == p o (fci |OÎ) = p«

i - 1, ..., n — q o (T9i \x) - (9« \Tx) = Pi
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b) A, C

Tx = y € Ap o {lT~lhi \Tx) = (A* |*) - pi

i — 1, ..., n — gr -$> BK(x) — Z?oc => if (a?) — a + u avec u € Ker(B).

D'après la remarque, il existe v € Ker(T) tel que u = K(v). Posons
x* ~ x —- v, on a alors Tx* = Tx = y et Kx* == a donc ^ € T<fra.

On a d'après la définition de s :

[|7s|[ = Min ||rx|| = Min |[y|| - Min ||y|| = \\y*\\ donc y* € A*
xe$ VeT& y*A

Soit c €Ajs, on a Ap = c + Ao donc | / * e A o o î / * = y X<cpi.

Comme ï1 est surjective et s unique on a y* = 7V D'autre part :
n-q

y* € A^ <^ V X (̂ç*, 9;) = p* i = 1, ..., n — .̂ Q.E.D.

3. CONSTRUCTION DE FONCTIONS SPLINE D'INTERPOLATION

On a dans ce cas :

X = H\a, b] = { / € Ck-\R, R) : JV')2 < + oo }

Y = L\a, b] - tf °[a, 6] . Hk[a, b] "

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (/ [g) = ^S I /(î)g(t>.

K(f) = [/(^i), ..., ƒ(#»)] € Rn. On suppose a < a:i < ^2 < ... < #» ^ b
et /c < n.

Les éléments /ce de X sont dans ce cas les fonctionnelles ponctuelles

(*« I /) = /(*)•
Toutes les hypothèses du paragraphe 1 sont vérifiées ; la fonction

spline est alors dans ce cas la fonction de Hk[a9 b] la plus « lisse » (au
sens de ||/[| dans Hk[a, b] minimum) prenant aux abscisses x% les valeurs
QLi(i = 1, . . . , n).

On a en conservant les notations du paragraphe précédent.
Ker(D*) — { polynômes de degré < k — 1 } = { Pic-1 }

A = {y €R n | 3 Pk-x avec y% = P*-i(a;<)i = 1, ..., n }

AL = { y € R"| V i>*_i V y«P*-i(*«) = 0 }
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Nous savons que la différence divisée sur k -{- 1 points d'un poly-
nôme de degré k— 1 est nulle (Kuntzmann [2]) ; on peut donc prendre
pour base de AL les vecteurs bi(i = 1, ..., n —• k) tels que la /e compo-
sante du vecteur b% de RM soit :

si £ < ƒ < £ + &
i + Jc

0

avec cùi(x) = I I (x — x$)

(i = 1, ..., n — k; / = 1, ..., n)

Les vecteurs bi{i = 1, ...9 n — /c) sont linéairement indépendants et
appartiennent à AL d'après l'égalité :

= 0

Les éléments cp« € Z/2[a,
tion :

= 1, ..., n — k) sont définis par la rela-

hi{kj \ f) = (cpi | /(e)) soit :

f6

Le développement de Taylor de ƒ peut s'écrire :

\ fb I £& si £ >
(#) = Pk-i{x) + jj 7T7 (a; — t)*'1/}*) ^* a v e c ^ + = 1 n •
w x ' (ft — 1): Ja 1 0 sinon

(A" 1) • Ja

On a donc :
fc-l,<*)

d'où: fc-1
)

On a alors (Carasso [3] p. 55)

r— 1)! ̂ *»—»*

et :
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avec :
5fe— 1

(3-1) Ai(«) = **>•••*,+*(< — *) +
On peut remarquer que <p<(i) = 0 pour t £ ]x%9 xt+k[ donc

c$, •? = cj,i — 0 pour ƒ ^ î + Ar. La matrice C est donc symétrique avec
seulement k — 1 sous diagonales non nulles.

D'après le théorème 2 on a :

D'où:
/ A \fc n-h

4. METHODE NUMERIQUE

D'après l'expression précédente, on voit que la fonction-spline s est
formée dans chaque intervalle [xt, xt + i] de morceaux de polynômes de
degré 2k —• 1. Le calcul de s(t) fait intervenir d'autant plus de coeffi-
cients \i que la variable t est plus élevée. Les erreurs de calcul inévi-
tables commises sur les Xi(i = 1, ..., n — k) entraînent donc une erreur
croissante avec t sur la fonction s(t). Pour éviter cette propagation de
l'erreur, on opère localement en écrivant s sous la forme :

s{t) - Pi, fc_i(0 + f *K(x, t)s{h\x) dx
Jzi

Pi,k- i(t) étant le polynôme de degré k •— 1 passant par les points
i, ~-, i + k—l.

Les points x%9 ..., xi+k-i sont pris au voisinage de t.
Le noyau d'erreur K(x9 t) s'écrit alors (voir Sard [6] p. 25) :

i r k~1

(x> ̂  ~ (k i)! [̂  — xi)h9*i(u — x)i — 2 (* — Xi)--> (l—^<+p-i)
P=I

Posons :

On a :

On a :

u—xf+ J

Ri{t) - ƒ nK(x,t)sm{x)dx.

n-h

' — x)+ dx



124 C. CARASSO

d'où:

* = 1

(re — v) +~ (u — x) + da? I

On a d'autre part (Carasso [3] p. 56) :

I (re — p)+-1(u — re)+ X dx

= ^ . . (u — c)+ (car u et p Ç [rci, m«J)

d 'où :

!=flfei!!)! 2 X i [ c -

avec ÇA?i?i(i) = valeur en t du polynôme d'interpolation de degré k — 1
prenant aux points Xi, ..., xi+k-i les valeurs hjfoi), ..., hj(xi+k- i).

Pour u ^ re;+Ar, fe^(w) est un polynôme de degré k—1 donc pour

Pour u < xh hs(u) = 0 donc pour £ + fc — 1 < ƒ Çi-*i(«) = 0. On a
donc finalement en remarquant que £ € [xt, ]

(4-1) A ( * )=

avec X* = (— l)*/5ïl r n ^ solution du système
[JiK XJ •

n-fc
(4-2)

(4-3) ,(«) = P«,*-i(«)+A(«) i = 1, ..., n — k.
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5. FONCTION-SPLINE D'HERMITE

La fonction-spline d'Hermite est parmi toutes les fonctions / à déri-
vée troisième intégrable et prenant des valeurs y{ et des dérivées y\
données en des points x% donnés (i = 1, ..., n), celle qui minimise

On a dans ce cas :

= HZ[a,b]; Y = H°[a9b]; T = D* ;

a ^ xx < ... < Xi < xt+i < ... < xn < b ;

Kf = (/(*l), .», f(Xn)9 f'(xi), .... / > . ) ) € H2"

1 = ^(Ker(T))1 = | (yjy') e Rwx Rn | V P 2 polynôme de degré < 2

2 *«)) = 0 1
-A1 C R2» est de dimension 2n — 3 et peut être engendré par les

vecteurs :
bi et bj € R2"(i = i, ..., n — 2 ; / = 1, ..., n — 1)

tels que :
S,4,,j+1 / ' i = l,..., n — 2.

(M |*Z) = ( ƒ ( * ! ) -

+ | (a»+1 — xt)(f'(xt) + f'(x(+1)) i = 1, .... n — 1.

On a alors :

<p* = tT-\tKbl) et <p'< = 'T" 1 (*X«)

qui s'écrivent :

<pt(t) == ^„a^+u^+a^ — 0+ î = 1? •», n — 2

On obtient ces expressions en écrivant le développement en série de
Taylor autour du point x% de / et ƒ' ([3] p. 104).

On a alors, en désignant par h la fonction-spline d'Hermite :

(5-1)

}= 1 3= 1
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Les "kj et X; étant solution du système linéaire suivant :

h ?;)

n-2

n-11

! i
1
1
•I

PJ-2

Ki

A//-1

Si Jon pose Z
On obtient

(<p; |<p<) = (<p« |<py) =

3(1* +
si / = i

li+l

pour / > i + 1

si ƒ — î -f 1

120
si / = i

O si / # i

li+i

0

ni y 7 ft * *~~T n^r <r ?/

si ƒ == i + ïpj = (Ï/Ï — yi+i)

1

si ƒ > £ + !

Le système se résoud facilement par une méthode de partitionnement
([3] p. 102).
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En intégrant 5-1 on obtient :

127

Ti-2

i= 1 «= 1

avec JP2(*) polynôme degré < 2 et :

A(0 ^

j

24 80 ^ ' 1

si

Le polynôme Pz(t) = ai2 + 6i -|- c étant déterminé par trois condi-
tions d'interpolation (dont une au moins utilisant une des conditions
s(xi) = yt).
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