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R.I.R.O.
année, N<> 5, 1967, p . 3-56)

ETUDE ASYMPTOHQUE
DES SYSTEMES MARKOVIENS A COMMANDE

par E. LANERY (*)

Résumé. — Étude du comportement asymptotique du gain moyen maximal et
de la stratégie optimale en horizon fini, quand cet horizon tend vers Vinfini, d'une
chaîne de Markov à commande, stationnaire, à temps discret, et à un nombre fini
d'états.

I. — INTRODUCTION

On considère un système C à temps discret, et à un nombre fini d'états,
numérotés de 1 à n. Étant donné deux états i et y, on suppose que la proba-
bilité de transition de i kj en une étape, p{[k], ne dépend que du couple (i,j)
et d'un paramètre k appelé commande.

Pour chaque état i, soit Kt l'ensemble des valeurs admissibles de fc. Les
ensembles Kx sont tous supposés finis et invariables au cours du temps.

Enfin, on suppose qu'à chaque transition i \-+j est associé un gain rj[k]
(positif ou négatif), fonction de la commande k. Si qt[k] désigne le gain moyen
obtenu dans la transition effectuée à partir de l'état i sous l'effet de la com-
mande k, on a :

^ (M)

(*) Stagiaire de Recherche au C.N.R.S., Laboratoire d'Automatique Théorique de
la Faculté des Sciences de Caen.

Ce travail a été effectué dans le cadre de la convention n° 66-00-246 entre la Déléga-
tion Générale à la Recherche Scientifique et Technique et la Faculté des Sciences de Caen.
Il est préparatoire à une thèse de doctorat d'État es Sciences Mathématiques enregistrée
au Centre national de la Recherche Scientifique sous le numéro AO-1777 (à paraître).
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On appelle tactique toute correspondance cr qui, à un état i du système,

associe une commande a(i) e Kt ; on désignera par S l'ensemble I I Kt

des tactiques. On appelle stratégie toute application S qui, à chaque instant du
temps m, associejune tactique, S(m)j une .stratégie S étant choisie, le système
est soumis à une chaîne de Markov, dont les probabilités de transition à l'ins-
tant m sont les p{[S(m)(i)]. L'ensemble des stratégies sera noté S.

Repérons les temps par rapport à une origine 0 et une orientation posi-
tive vers le passé. Dans ces conditions, étant donné des gains finals i^(0)
et une stratégie S € S, le gain moyen vt[S](rri) obtenu à l'instant 0 en partant
de l'état i à l'instant m, pour la stratégie S, est défini par la relation de récur-
rence :

Vi[S](0) = ^ (
(1-2)

) = qi[S(m)(i)] + y Vj[S](m - 1M%)(O1

II sera commode d'écrire cette relation sous forme vectorielle, dans (R")'«
Si on pose :

q[a\ = fe,[o(0Di-i - fi**] = (WW

elle s'écrit :

f K^KO) = v(0)
( î 4 )

v[S](m) = q[S(m)} + v[S](m -

Le gain moyen maximal qu'il est possible d'obtenir à l'instant 0 en partant
de l'état i à l'instant m, Vj(m), est donné par la relation d'actualisation

vfyn) = Sup L[fc] + y Vj(m- l)p&k}\ (1-5)
kŒK \ Z /

(avec £i(0) = Uj(O) Vi = 1,..., n). Si v(m) est le vecteur de (R")' dont la
i-ème composante est Vtim), on a :

v(m) = Sup (q[a] + v(m —
s (1-6)

)] + v(m-l)p[S(m)]

S étant une stratégie optimale, c'est-à-dire une stratégie -S qui vérifie :

v(m) = v[S](m) Vm € N. (1-7)
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Le présent travail a pour but d'étudier le comportement asymptotique
de v et de S. Les résultats obtenus ont déjà fait l'objet d'une note aux Comptes
Rendus de l'Académie des Sciences ([9]), mais ont été sensiblement améliorés
depuis.

Pour v, des exemples très simples prouvent qu'il ne peut être question de

limite; par contre, on montre sans difficulté que la suite m I-
m

est bornée

dans (Rn)', ce qui incite à étudier l'existence d'une direction asymptotique, et
même d'une asymptote. Le théorème 3 (§ VII) donne une réponse comparable
à celle obtenue dans le cas d'un système sans commande, où l'existence d'une
asymptote est étroitement liée à la structure de la matrice de transition (cf. pro-
position 2, § IV). Quant au comportement asymptotique de S, on verra qu'il
dépend de phénomènes de dégénérescence (proposition 20 et corollaire, § VIII);
le seul résultat général obtenu est donc un théorème d'approximation
(théorème 4, § VIII). Notons aussi une amélioration d'un résultat de
R. A. Howard ([7]) au sujet des stratégies constantes dans le temps (théorème 2,
§ IV). Une deuxième partie (à paraître) étudiera quelques problèmes d'ordre
pratique concernant le calcul effectif d'approximations.

Les exemples et les figures ont été rassemblés à la fin, où on trouvera aussi
un index des notations.

L'auteur désire exprimer toute sa reconnaissance à M. R. Pallu de la Barrière.
Son attentive direction a déterminé de très importantes améliorations du fond
et de la forme.

n. — DEFINITIONS ET NOTATIONS

Sur (Rh)f(h = 1, 2,...), la norme utilisée sera la norme suivante

1*11 = «* N
l<i<ft

et on considérera l'ordre suivant :

x < y <==> xt < y% Vi = 1,..., h.

On utilisera aussi les notations :

x < y <£> x < y et x # y
A

xt < yt Vi = l,..., h

Soit [(Rfc)']r l'ensemble des r-uples de vecteurs de (Rft)' :

(H-l)

(II-2)

(II-3)

(II-4)

(II-5)
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Sur cet ensemble, on considère l'ordre lexicographique :

x1'

xr

<

y

A

— ou x1 < y1

— ou x1 = y1 et x2 < y2

(II-6)

— OUJC1 = / , . . . , 1 =/"1etJc r

Introduisons maintenant quelques instruments mathématiques qui sont
d'un usage courant dans l'étude des chaînes de Markov discrètes. D'une façon
générale, les notations seront celles de R. Pallu de la Barrière dans [10] (chap. 1
fin du § 2, chap. 6, et chap. 16) (*). Nous empruntons aussi à cet auteur ses
conventions au sujet des partitions matricielles. Enfin, on trouvera dans le
même ouvrage, ou dans [8], les démonstrations des principaux résultats rap-
pelés ci-dessous.

On dit qu'une matrice est stochastique si elle est carrée, à coefficients posi-
tifs ou nuls, et si la somme des termes de chaque colonne est égale à 1.

A toute matrice stochastique p à n2 éléments, il est associé un graphe (Io, y)
dont l'ensemble des sommets est 70 = { 1,..., n }, et tel qu'à tout i € h soit
associée la partie y(z) de Io ainsi définie :

7€y(0 <^> p{>0. (II-7)

Soit 7(1),..., J(v), les classes finales de ce graphe. Si / est l'ensemble des
états finals et I' celui des états transitoires, on a :

(II-8)

A = l

Pour tout X = 1,..., v, la matrice p/fy est stochastique (fig. 1). De plus :
m

lim /# = 0. (II-9)

Soit p(X) la période de la classe finale /(X), et soit L(X)(1), ..., L(X)(p(X))
les sous-classes de /(X). La matrice pjfy se'partitionne de la façon indiquée
par la figure 2, et L(X)(1),..., L(X)(p(X)) sont aussi les classes finales du graphe

associé à la matrice stochastique/?^^.

Soit u la matrice définie par :

ui = 1 0 si

pi si i € r

ou

et
(IMO)

j e r

(*) A l'exception de la puissance m-ième d'une matrice A, qui sera notée <îau lieu de A.
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On a :

de sorte que :
- î

(l^w) ^ 1 ^ 0 (11-12)

Soit re le projecteur spectral associé à la valeur propre 1 de p. La matrice 7t
est stochastique, et vérifie :

p • Tt = 7T • p = 7C * TC = 7C ^11-1 D)

Pour tout X = 1,..., v, la matrice tzjfy est égale au projecteur spectral associé à
la valeur propre 1 de pj\$ ; c'est une matrice stochastique de rang 1 (donc,
tous ses vecteurs colonnes sont égaux), et :

Tu^j > 0 VX = 1,..., v (11-14)

De plus (fig. 3) :
- î

} ( 1 — Pv) V X - l , . . . , v (11-15)

TT7' = 0 (11-16)

Soit d le P.P.C.M. des nombres p(X) (pour X = 1,..., v). On a :
d - l

JZ = lim p (II-17)
w-co d

Si n est le projecteur spectral associé à la valeur propre 1 de p (t ^ 1), on
a aussi :

,o ( 1 M 8 )7 i

et pour tout multiple D de d :

(*>) r ^ ? (d) /TT i n .
n = hm /? = 7T. (11-19)

Si v est égal à 1, on dit que p est ergodique; si d est égal à 1, on dit que p
est primitive; et si p est à la fois ergodique et primitive, on dit qu'elle est régu-
lière.

Posons :

çs = p — 7t (11-20)
on a, d'après (11-13) :

m m
S = £ —7T Vm> 1 (11-22)
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De plus, 1 — es est une matrice inversible, et on montre par récurrence
que :

^ i ^ m-l ^Zi^ m
(1 _ m) = 1 + G5 + ... + ' IT + (1 — es)S Vm € N (11-23)

(1 — G5) S = (1 — zz)p — n Vm ^ 1. (II-24)

Lemme 1. — Soit x et y deux vecteurs de (R")'. On a les implications
suivantes :

x > y => xp^ yp (11-25)

Xj > yj => X7z > yn (11-26)

En efifet, p et TT sont des matrices à coefficients positifs (ou nuls) et izr est
nulle.

Lemme 2. — SozY w et x deux vecteurs de (Rn)'. Si wn est nul, on a les
implications suivantes :

m f m \

x > w + xp => XJ = WJ + xypjx (11-27)

m /m \

x ^ w + xp => Xj = Wj + x ^ j j (11-28)

> X W + JC (11-29)

(11-30)
quel que soit w € N.

m

Démonstration, — Supposons x ^ w + xp. Soit y\ le vecteur de (Rn)' tel
que :

m

x = w + xp + y\ (11-31)

on a :

xn — wn + X7t + T)TC (11-32)

Par conséquent, 7]7t est nul; et comme vj vérifie TJ ̂  0, il en résulte, d'après
(11-14) et (II-8), que vj/ est nul, ce qui prouve que :

xj = w, + x ( ? ) / (II-33)

Les autres implications se démontrent de la même façon.
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Le m me 3. — Soit x et 7) deux vecteurs de (Rn)'. Si TJ vérifie vj ^ 0, on
a les implications suivantes:

X + 7) = Xp => X + 7) < X + 7)(1 U) = X1Z (11-34)

-i

JC = Y] + X/? => X = 7](1 U) + X7U ^ 7) + XTT: (11-35)

Démonstration. — Supposons x + YJ = xp. Par multiplication par TC, il
vient : 7)7T = 0. Comme TJ vérifie rj ^ 0, le vecteur 7]j est nul. Il en résulte, en
raison de la définition de la matrice u (11-10) :

m m

rip^rfi Vm € N (11-36)

Dans ces conditions, on montre par récurrence que :
m m + 1

x + v)(l + u + ... + M) = xT VmeN (11-37)

et par conséquent, pour tout m € N :

1 + M + — + « +W
d-1

+ + p

d

En passant à la limite quand m tend vers l'infini, on obtient :

ai-38)

X + 7](l — U)=X7Z (11-39)

Pour démontrer la première implication, il ne reste plus qu'à montrer que Y]
- I

est inférieur à 75(1 — M), ce qui est évident d'après (11-12).

La seconde implication se démontre de façon analogue.
Évidemment, comme à toute tactique a e S est associée une matrice sto-

chastique p[a], il lui est aussi associé un graphe (70, y[a]) dont les classes finales
sont J[d](l),..., /[<7](V[GT]) et dont l'ensemble des états finals (resp. transitoires)
est /[a] (resp. /'[a]). On appellera n[a] (resp. TC[G\) le projecteur spectral associé

t

à la valeur propre 1 de la matrice />[<7](resp. p[a])9 et d[a] sera le P.P.C.M. de
la période p[a](X) des classes finales Z[cr](X). Enfin, par définition :

m[ó\=p[a] — n[a\. (II-40)
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m . — COMPARAISON DES TACTIQUES

Pour toute tactique a, soit w[a] le vecteur de (R")' défini par les relations :

(III-l)= o
q[a] w[a]

(On a : w[a] = q[a] [(1 — ©M) — TZ[G]]) .

Soit x € (Rn)'. On se propose d'étudier l'existence d'une tactique ax véri-
fiant :

"~ V/€/o

Powr ^ow/ <y € S , ^Ö?7 <o*[a] te vecteur de (Rn)f tel que :

1 o>x[a]iz[a] = 0

x — w[a] + <ùx[a]p[a] - (x — w[or])7c[a] +

Pour chaque x € (Rft)', o« considérera sur S fe préordre :

(III-2)

(III-3)

et on utilisera aussi la notation :
A '

G -< T <==> a =̂  T et T ̂  cr

(IH-4)

(III-5)

Proposition 1. — Étant donné une tactique a, soit, pour tout état i € /0 , ÜT (̂a)
l'ensemble des commandes k ç. Kt qui maximisent lexicographiquement le 3-uple :

m + Mo] + xn[a))Pl[k)

<*1o]pJlk]

Si (ç>x est la multi-application de Q dans S définie par :

r] V / Ê / o , e t : T ( 0 = cj(i) si

on a :
et T>-(7

(III-6)

(III-7)
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REMARQUE :

a € <px (III-8)

Démonstration. — Soit T un élément de <p*(a). Considérons les vecteurs Ç,
y] et (x de (Rn)' tels que :

q[aMa)p[a] + Ç = # [ # ]

Ils vérifient :

+ {x =

0 Vi € Io, et :

1) La relation (III-9) s'écrit encore :

q[a]n[a] + Ç =

(III-10)

(III-l 1)

= 0 => T(i) = <T(0 (111-12)

(IIM3)

Comme Ç vérifie Ç > 05 on en déduit d'abord que Çj[T] est nul (lemme 2),
et par conséquent %[T} > 0. De plus, d'après le lemme 3, on en déduit aussi :

D'après (III-l), la relation (111-10) s'écrit ;

q[a]n[a] + w[a) + xn[a] + 7 3 = q[<r] + (w[a]

Par multiplication par TT[T], et compte tenu de (III-14), il vient :

ce qui montre que ^[^]^[CT] est inférieur à #[T]7I:[T] (lemme 1) et que l'égalité
ne peut avoir lieu que si t et %[T] sont nuls (d'après (11-14)).

2) Supposons q[a]7z[o] et #[T]TC[T] égaux. Alors les composantes des vecteurs
7] et fjLf[T] sont toutes positives ou nulles. Par ailleurs, compte tenu de (III-l),
la relation (III-15) peut aussi s'écrire :

w[a] + + 73 = w[r] + (w[é\ + XK[G] — (III-17)

ou encore :

w[a] + xn[a

xn{<s] — W[T] — XTZ[T])P[T]
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et par conséquent (lemme 3) :

w[a] + XK[G] — W[T] — xn[r] + 7) ^ W[O]TT[T] + XTT[<TMT] — xiz[x] (111-19)

Or, d'après (IIÏ-3), la relation (III-ll) s'écrit aussi :

( x _ w[G])n[<j] + G>*[<J] + p, = x — w[a] + <ùx[v]pM (HI-20)
d'où :

xn[a]n[T] + pnfc] = XTT[T] — W[CT]H[T] (111-21)

Donc, il résulte de (111-19) :

w[a] + xix[a] — w[r] — XK[T] < — y — ^ [ T ] (111-22)

ce qui montre que w[u] + XTZ[G] est inférieur à w[x] + XK[T] et que, pour
avoir égalité, il faut que t\ et f x ^ soient nuls.

3) Supposons que q[a]ix[cr] et w[a] + xn[o] soient respectivement égaux
à #[T]7T[T] et w[x] + xn[r]. Alors, [x vérifie jx ^ 0 et x(f) est égal à <r(z) quel que
soit i appartenant à 7[T].

Si W[<J] + xit[a] et W[T] + XTT[T] sont égaux, on a :

x — w[cr] == x — w[x] + xn[a] — XTT[T] (111-23)

Et si T et a sont égales sur / [T] , il résulte de la structure des matrices ix[a]
et n[r] (fig. 3) que :

n[a]n[r] = TC[T] (111-24)

Considérons alors la relation (IIÏ-20). D'après (111-23) elle peut maintenant
s'écrire :

xrz[(j] + (ùx[a] + [i = x — W[T] + XTC[CT] — XTifr] + <ùx[a]p[x] (ÏÎI-25)

D'après (III-3), il vient :

*>*M + [X - (X - WfT])7t[T] + G)X[T] - XTT[T] + (G)*M - ^ W M ^ ] (01-26)

soit encore :
6)*[(7] — û>*[T] "h \L = (colff] — 6>*[T]MT] (111-27)

et comme [x vérifie fx > 0 :

o>*H - Û)X[T] + n < (<o»[<y] - <OX[T1)TCW (01-28)

Or câ fxjTcfT] est nul, et d'après (ÏII-24), il en est de même pour û>*[o-]7t[T],
de sorte que :

tùx[c] — to*[x] + |x ^ O (III-29)

ce qui prouve que co*[or] est inférieur à O>*[T] et que l'égalité n'est réalisée que
si \i est nul, c'est-à-dire, que si a et T sont égales; et la démonstration est ter-
minée.



SYSTEMES MARKOVIENS A COMMANDE 13

Théorème 1. — (i) La multi-application cpx admet au moins un point fixe,

(ii) Tout point fixe ax de cp* vérifie :

>Lr- i . ~-rJ V '€/o Va€S (III-30)

Pour simplifier F écriture, on posera:

X[G] = W[G] + XTZ[G] Va € S (III-31)

Démonstration. — (i) La multi-application cpx admet au moins un point fixe.
Soit C7O une tactique arbitraire; étant donné une tactique <yp(

r ^ 0), soit <rr+1

une tactique appartenant à <px(<xr). On définit ainsi par récurrence une suite { ar }
d'éléments de Q qui vérifie (d'après (III-7)) :

ar+lz£ar => <7P+1>-<7r (111-32)

Comme l'ensemble S est fini, il existe un entier s tel que o5 soit égale
à crs+1, ce qui revient à dire que cs est un point fixe de la multi-application cp*.

C.Q.F.D.

(ii) Tout point fixe S* de cp* vérifie (111-30). Soit G €<5. Puisque ax e cpx(Sx),
les vecteurs Ç'? r{ et [x' de (Rrt)' tels que :

q[Gx]n[Gx]p[Gx] = q[Gx]n[Gx]p[G] + XJ (111-33)

q[Gx] + X[GX]P[GX] - q[a] + X[GX)P[G] + y]' (111-34)

, . Jcr^lxi r^x i ^^r^-^l«f—1 l . , ' /TFT ' 3 < \
u) lo \p\G J ^= G) |CT J/'IoJ ~i~ M4 l l l l ~ J J j

vérifient :

7]5 > o V f e / 0 (iïi-36)

1) Soit U[G] la matrice définie par :

j I 0 si i £ If\p\ ou

/?&J] si i € / T a ] et

De la relation (111-33) on déduit, d'une part, que Çj[o] est nul, et par con-
séquent T)J[O] ^ 0, et d'autre part (lemme 3) :

' " (111-38)
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Par ailleurs, la relation (111-34) peut aussi s'écrire :

q [ 5 > b * ] + x[ax] = q[a] + x[ax]p[a] + ij' (111-39)

d'où :
q[Gx]n[axMa] = qMn[a] + ^[v] (111-40)

On a donc :

ï^^]) + ÏJ'TCM (111-41)

ce qui prouve que q[a X]K[GX] est supérieur à q[G]K[G] puisque (1 — U[G]) est
une matrice à coefficients positifs ou nuls.

2) Supposons quHl existe un indice i Ç / 0 pour lequel q[ax]7^[<7X] et
soient égaux. Alors, compte tenu de (II-11)3 on a :

'C(wM)i = 0 Vr € N (111-42)

et par conséquent, puisque yj' vérifie 73̂  0] ^ 0 :

0 V/ € {y € To j 3 r € N tel que («WÎ > 0} U J[a] (111-43)

0 V/ € { j € /0 | Tifta] > 0 } • (111-44)

Considérons la relation (111-39); elle peut encore s'écrire :

q[axMàx] + X[GX] = g[<rM«] + *M + ( * I ^ — ̂ M)/»H + ?l' (HI-45)

En utilisant (111-41), il vient :
-i

X[GX) — x[a] = (x[5x] — x[o])p[c] — Ç'(V^UÈD — i ' " M + 1' (IH-46)

A l'aide d'un raisonnement par récurrence, on en déduit, pour tout m 6 N :

- 2

M + - + /<al +
—/nvj'7t[a] (111-47)

I m —1 ro—2
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En remplaçant m par m + s dans (111-47) et en prenant la moyenne quand s
varie de 1 à d[a]> on obtient, pour tout m e N :

d[a]

-ut, a "~? ^ 1 + - + ^M

• f t

p[a] -
d[<y]

Quand m tend vers l'infini, on a :

(111-49)

D'autre part, puisque Ç' vérifie ^ t o ] = 0, il en est de même pour le vec-
- î

teur Vçf^tiïau = K'(l + «H + ...-)• Aussi :
. dlal-1-

m - l m .j , ^ 7 ~

m— 1 m

U[G] + ... + u[

et comme C(wM)i e s t n u l quel que soit r € N, on a, pour tout m € N :

# 1 + ^

De plus, 7)'7ïf[<7] est nul, donc :

Vm € N (111-52)
d[G]

Par conséquent, d'après (111-48), il existe un nombre 1 tel que :

f m-l m i , , ^T~^ j

1 + PM + ». + PM + PM ' " . M = ' (HI-53)
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Montrons que / est positif. Comme TJ' vérifie T)J[O] ^ 0, il suffit de montrer
que pour tout m € N :

Mais :

=[«[a]J Vr€N (01-55)

si bien que (111-54) est une conséquence de (111-43).
En définitive, en passant à la limite quand m tend vers l'infini, dans (111-48),

il vient :
xt&*] — x&p] = (X[GX] — xM)^ ,H + / (111-56)

où / est un nombre positif.

Considérons maintenant la relation (111-35). Elle peut aussi s'écrire :

(x — w[ax])n[ax] + <ÙX[GX] =X— w[ax] + <ùx[ax]p[a] + \i' (111-57)

ou encore :

W[GX] + xn[ax] — x + o>x[5x] - o>x$x]p[c] + [if (111-58)

et par multiplication par 7r[<r], il vient :

(x[ax] — x[a])n[a] = {i'n[o] (111-59)
En combinant (111-56) et (111-59), on obtient :

— xt[a] = lifnt[a] + ï (111-60)

ce qui prouve, d'après (111-44), que xffi] est supérieur à X^G], et la démons-
tration est terminée.

Remarques au théorème 1.

1) La démonstration de la propriété (/) fournit un algorithme pour le cal-
cul d'un point fixe de <p*. De ce point de vue, il peut être intéressant de noter
que : _x

w[a] - q[a] [ ( l ^ f e ] ) - n[o]] (111-61)

o>x[a] - (x - w[a]) [ ( l ^ ^ D - TcItrB (111-62)

2) Les relations (111-41) et (111-42) montrent qu'une condition nécessaire
et suffisante pour que g[a]7r[a] soit égal à #[S*Ma*] est que Ç et Ï] J [ O ] soient
nuls, c'est-à-dire que :

Gx]Pi[a] = q&W] Vi € Io (ffl-63)

x[àx]Pi[a] = qfc*] + x[ïx]Pi[Zx] Vi € I[c] (111-64)
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3) Pour tout vecteur je € (&")' on posera ;

x = x[ax] (111-65)

D'après (111-30) 3c est parfaitement déterminé, même si <px possède plu-
sieurs points fixes,

IV. — ETUDE DES STRATEGIES CONSTANTES DANS LE TEMPS

Soit Sc l'ensemble des stratégies constantes dans le temps. R. A. Howard ([7])

a étudié l'existence d'une stratégie appartenant à Sc qui maximise l'expres-

sion lim quand Sc décrit l'ensemble Sc. Nous allons voir qu'il est

possible d'obtenir un résultat légèrement plus fort.

Proposition 2, — Soit Sc € Sc, et soit <J la tactique telle que ;

Sc(m) = a Vw € N. (IV-1)

Alors, pour tout s = 0,..., â[a] — 1 :

lim [v[Sc](md[a] + s) — (md[a] + s)q[aM<i]]

= w[a] + (v(0) - w[

REMARQUE. — Ce résultat est une propriété des systèmes stationnaires
sans commande.

Démonstration. — On a ;

md[o]-f s - 1 \ mdi o] + s

5T j ^
= (md[a] + s)q[a]n[a] + v(O)p[a]p[a]

— ^L^J r ^i.Œj -f~ ... *x" ^L^J

~1 md[oî+s

— q[a](l — m[a]) m[a]

Compte tenu de (11-23) et (11-24), il vient :

v[Sc](md[u] + s) — (md[a)

= v(0)p[G]f[a] + q[o] [ ( 1 - o[àj) — « M j (IV-4)

(l-o[a])-7t[
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Pour obtenir (IV-2) ü ne reste plus qu'à utiliser les relations (111-61) et
(11-19).

Corollaire. — Dfaprès (11-18) et (III-l), on déduit de (IV-2) :

H m
 dfv(Sc}(rn + s)-(M + sMa]n[c] =

m^m/-4 d[a]

Théorème 2. — Pour toute stratégie Sc € Scî soit l[Sc] le P.P.C.M. de

d[Sc(l)] et d[Zvm]. Si Sv
c
m est la stratégie de Sc telle que

Sv
c
m(m) = GV(0) Vm € N (IV-6)

on a :

f la limite pouvant être finie ou infinie).

Démonstration. — Posons a = 5C(1). D'après (IV-5), on a, pour tout
i = 1, ...5 n :

= lim
(IV-8)

Si f \av^]n$iv^] est strictement supérieur à g[a]7ti[or], le premier terme du
second membre de (IV-8) est égal à + oo. Et si qla^0^^^] nfest pas stric-
tement supérieur à [̂CIJTT̂ CT], l'inégalité (111-30) prouve qu'alors les deux pre-
miers termes du second membre de (IV-8) sont nuls, et que le troisième est
supérieur ou égal à 0. On en déduit (IV-7).

REMARQUE. — En général il n'existe pas une stratégie constante, Se9 telle
que, pour tout Sc € Sc, on ait :

lim [v[Sc](mnsc] + s) - v[Sc](mnSc] + s)]>0 Y s - 0,..., /'[SJ - 1

(IV-9)
l'[Sc] étant le P.P.C.M. de d[Sc(l)l et de d(Sc(l)] (exemple 1).
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V. — PREMIERS RESULTATS SUR L'ETUDE ASYMPTOTIQUE DE v

Pour simplifier récriture, posons :

g = q[a°Mao\ = sup q[a]iz[a] (VA)
oGS

(0 étant le vecteur nul de (R*)'). Soit &0 Vensemble des tactiques telles que :

q[<Mo\=g (V-2)
et posons :

I={Jl[o] et F = p (V-3)
oE@o

Quel que soit le vecteur x de (R")\ les tactiques ax appartiennent à S o .
Plus précisément (remarque 2 au théorème 1), pour que cr appartienne à S o ,
il faut et il suffit que :

\ttW=* (y.4)

REMARQUE. —• Étant donné une tactique or € S, soit, pour tout i apparte-
nant à Jo, K-(a) l'ensemble des commandes k^Kt qui maximisent lexicogra-
phiquement le 2-uple :

et soit t|i la multi-application de S dans S telle que :

<Ka) = {T€S |T( i )€ *,'(<*) Vî€/0 , et: r(f) - a(i) si

(V-5)

R. A. Howard a montré dans [7] que tout point fixe de ty appartient à So>
 e t

que si T vérifie T € ^(T), une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
tactique a appartienne à S o est que :

iaM-g (V.6)

l gt + W,[T] = qM + wMpfc] VI

On remarquera toutefois qu'un point fixe de ty n'est pas nécessairement
un point fixe de cp°; autrement dit :

(V-7)
(exemple 2).
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Proposition 3. — Soit er € S . Si x vérifie l'une des deux relations équiva-
lentes suivantes :

q[a] + xp[d\ = q[c]n[G] + x (V-8)

x = w[a] + xre[cl (V-9)

on a, pour tout m et pour tout r appartenant à N :
r

v(m + r) — {m + r)q[G]n[a] — x ^ (v(m) — mq[a]n[a] — x)p[a] (¥-10)

Démonstration. — On a :

v(m + 1) = Sup (^[T] + v(m)p[r\)
Tes

> fa] + v(ni)p[o] (V-ll)

> ^W + ('««M^M + X)PM + (SCw) — mq[a]n[a] — ^ [ a ]

et par conséquent :

v(m + 1) — (m + ltebMff] — JC > (2(m) — mgfcrJTcfd] — x)p[a] (V-12)

c'est l'inégalité cherchée dans le cas r = 1. Pour l'obtenir dans le cas r quel-
conque, on opère par récurrence : la relation (V-10) étant supposée vraie
pour r, on multiplie les deux membres par p[a] et on récrit d'autre part l'iné-
galité (V-12) en remplaçant m par m + r.

Proposition 4 — SozY x € (R")', ef considérons le vecteur x défini en (111-65).
// existe un entier Mx et un nombre strictement positif à*, tels que pour tout i € 70>
et pour tout k € Ku Vune des deux relations suivantes soit vraie quel que soit
m ^ Mx:

+ (mg + x)p$5r\ > q$k\ + (mg + x)p£k] + cx (V-13)

(mg + x)Pi[k] (V-14)

Démonstration. — Pour tout i C Jo, et pour tout k £ Kt soit %[&] et y{
les nombres définis par les relations :

D'après (111-33), (111-34) et (111-36), on a :

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit de prendre :

c* = Min {YjJBfc] | / € /0. * € ^ , « M = 0, TJÎW ^ 0
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Mx = Min { m € N | m?t[k] + ^[k] > cx VÏ € /<>, VA: € ^ tels que Çf[fc] > 0 }

(V-19)
Proposition 5. — Powr m ^ M0 et r quelconque, on a :

(Km) — mg- w[a°])p[S(m + 1)]... p[S(m + r)]

> v{m + r) — (m + r)g - w[a°] > (v(m) — mg — w[a°])p\?] (V-20)

Démonstration, — La seconde inégalité de (V-20) est un cas particulier de
la proposition 3. Démontrons la première. On a :

v(m + 1) = q[S(m + 1)] + d(m)p[S(m + 1)]

= q[S(m + 1)] + (mg + w[a°])p[S(m + 1)]

+ (Km)-mg- w[G°])p[S(m + 1)] (V-21)

Pour m ^ M0, on en déduit (proposition 4) :

Km + 1) — (m + ï)g — w[a°] ^ (v(m) — mg — w[S°])p[S(m + 1)] (V-22)

La première inégalité est ainsi démontrée dans le cas r = 1. On la démontre
alors pour r quelconque par récurrence (cf. démonstration de la proposition 3).

Proposition 6. — La suite m I—> v(m) — mS est bornée.

Démonstration. — Posons :

a - \\v(M°) — M°g — W[G°]\\ (V-23)

Comme toutes les matrices p[d\ sont stochastiques, il résulte de la propo-
sition 5 que pour m ^ M0, la suite m M* (v(m) — mg —V[<J0]) est à valeurs
dans le pavé [— a, + a]rt. La proposition en découle immédiatement.

REMARQUE. — II est possible de montrer que la suite m \—> v(m) — mg est
bornée sans utiliser le théorème 1 : on peut en effet remplacer dans les propo-
sitions 4 et 5 la tactique S0 par un quelconque point fixe de la multi-applica-
tion ty définie en (V-5).

Proposition 7. — Soit i € / , et soit a €S 0- Si i appartient à */[<r](X)? les
différentes suites

m !-• Vi(mp[a](\) + s) —

pour s = 0,..., p[<j](X) — 1, sont convergentes.

Démonstration. — Pour simplifier l'écriture, posons :

(V-24)
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En raison de la proposition 6, il suffit de montrer que si x(s) et y(s) sont
deux points d'accumulation de la suite m I-* v(mp + s) — (mp + s)g, on a:

D'après la proposition 3, on a :

v((m + r)p + s) — ((m + r)p +~s)g — w[a]

^ [v(mp + s) — (mp + s)g — M>[<T]]/?[CT] (V-26)

Mais la structure de la matrice ^[cr] est telle (fig. 1) que :

Pj[°] = [rip]\j Vr€N (V-27)

et que, en désignant par / ' le complémentaire de / :

p[a]\j = 0 Vi-eN (V-28)

Dans ces conditions, on déduit de (V-26) :

Mm + r)p + s) — ((m + r)p + s)g — w[a]]j ^

> [v(mP +*) — (mp + s)g - w[o]]jpJj[<7] (V-29)
P

Or PJ[G] est une matrice stochastique primitive; aussi, d'après (11-19),
et (V-27) :

rp

hmpfc] = itVw (V-30)

Par conséquent, en faisant tendre convenablement r vers l'infini dans
(V-29), il vient :

[x(s) - w[a]]j > [S(mp + s) - (mp + s)g - w[al l /#[c] (V-31)

inégalité qui est vraie quel que soit m € N. En faisant tendre m convenablement
vers l'infini, on en déduit :

[x(s) - w[a]]j > [y(s) - W[G]}JPJ[O] (V-32)

Le même raisonnement permet d'obtenir aussi :

[x(s) - W[G]]J > [X(S) - W[G]]J(PJ[G] (V-33)

[y(s) - W[G]]J > [x(s) - Ma]]j%)jj[a] (V-34)

[y(s) - w[o))j ï [y(s) - W[G]]J%)JAC] (V-35)
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Mais le lemme 2 et (11-14) montrent qu'en fait (V-33) et (V-35) sont des
égalités; (V-32) et (V-34) peuvent donc s'écrire :

M » - w[a]h > [y(s) - WMJ (V-36)

bfà - *Mli > W*) - *i°Rj (v-37)

ce qui prouve que xs(s) et yj(s) sont égaux, et la démonstration est terminée.

Proposition 8* — Soit i € L Si Qx et 82 sont deux entiers tels que les diffé-
rentes suites

m \-^

m \-*vî(mQ2 + s) — (w62 + s)gi

pour r = 0,..., 8X — 1 et s = 03..., 02 — 1 soient convergentes, toutes les suites

m i-> Vi(mQ + h) — (m8 + /z)^

où 8 e5? fe P.G.C.D. de Qt et 82 ef où h € { 0,,.., 0 — 1 } w»^ convergentes.

Il s'agit de la transcription au présent contexte d'une propriété générale
des suites.

Proposition 9. — Soit i £ I et p' € N tels que les différentes suites

m i->Si(mp' + 5) —^mp^V s)gt

pour 5 = 0,,..,»p' — 1 soient convergentes. Soit a €©o ^ ^ fwe 2 appartienne
à I[a], Si J est la classe finale du graphe (/0, y[cr]) contenant i> et si p es£ la période
de J9 toutes les suites :

m i-> 0j(w8 + 0 —

où 8 €5/ fe P.G.C.D. de p et p', £* où t € { 0,..., 8 — 1 }, sont convergentes
dans (Rjy.

Démonstration. — Pour tout / € Z, soit 7 l'élément de la classe résiduelle
de / modulo p compris entre 0 et p — 1. Par ailleurs, pour tout s = 0?..., p — 1
soit x(s) le vecteur de (R")' tel que :

Xj(s) = .
lim (vj(mp + s) — (mp + s)gj) si j € /

m->oo

0 si j i J

(V-38)

D'après la proposition 3, et puisque / est une classe finale du graphe
(/o, y[<r])» on a pour tout s et s' compris entre 0 et p — 1 :

[v((m + r)p +s) — ((m + r)p + s)g — w[a])j (r_ 1)p p+s_s.

> [v(mp + s') - (mp + s')g — wMk/tfM pi[a] (V-39)
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En passant à la limite quand m et r tendent vers l'infini, il vient

[x(s) - w[a]]j > W) - wfàhfjiaùfal (V-40)

Si on intervertit s et s'9 on obtient de la même façon :

s'-s

-W[G]]J > [ x ( s ) - %

Par une démonstration analogue à celle du lemme 2, et compte tenu de
(11-14), on montre alors que (V-40) et (V-41) sont en fait des égalités :

[x(s) - w[a]]j = [x(s') - w[a]]jn%]^] Y s, / - 0,..., p - 1 (V-42)

Soit L(Q),..., L(p — 1) les sous-classes de / . Comme ce sont aussi les
p

classes finales du graphe associé à la matrice stochastique pJj[a\ les colonnes

de chacune des matrices n f$ sont égales. Par conséquent, il résulte de (V-42),
en faisant s' = s, que pour tout 5 = 0,..., p — 1 et pour tout r = 0,..., p — 1,
il existe y(s, r) € R tel que :

*/*) - wfr] = y& Ô V/ € L(r) (V-43)

et aussi (fig, 2) que ;

y(s, r) = y(s', r + s-s') Vs, s', r = O,..., p - 1 (V-44)

ce qui s'écrit encore :

JIT/^FTZT ^ y(s,r)=y($',r') (V-45)

Ce résultat préliminaire étant acquis, démontrons maintenant la propo-
sition. Posons p = a0. Tout revient à montrer que pour tout t = 0,..., 0 — 1
les a vecteurs de (Rw)'5 x(t% x(8 + t)9 ...5 x((a — 1)8 + t) sont égaux, ou encore :

y(t', r') = y(Q + tf, r') = ... = y((a — 1)9 + t\ r')

V^' = 0, ...5 8 — 1 Vr' = 0,..., p — 1

Or, en raison de la proposition 8, on sait déjà que :

xft) = x$ + t) = ... - x&a — 1)8 + t) V* - 0,..., 8 — 1 (V-47)

et par conséquent, si L(r) est la sous-classe à laquelle appartient i :

y(t, r) = X8 + t,r) = ... = y((a - 1)8 + f, r) V* = 0, ...5 8 - I (V-48)

Comme il est évident que (V-46) se déduit de (V-48) d'après (V-45)5 la
démonstration est terminée.
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Proposition 10. — Sur I, considérons la relation binaire Si suivante :

[ 3X € { 1,..., V[CJ] }
A

et soit J{\\ ..., /(v) les classes d'équivalence de la fermeture transitive Si de Si.
Pour tout ƒ = 1,..., v, posons :

p(l) = P.G.C.D. { p[or](X) | Jj>](X) C /(/) et a € S o } (V-5O)

Dans ces conditionsf les différentes suites :

m !-• [v(m?(l) + h) — (wp(0 + h)g]J(O

pour h — 0,..., p(/)— 15 ^on? convergentes dans (R J ( I )) \ ef cec/ gwe/ #we JOZY

Dire que Ï et j sont liés par la relation 31 signifie qu'il existe une tactique cr
appartenant à <30î pour laquelle z et j sont deux états finals appartenant à la
même classe finale J[o-](X). Rappelons en outre que les ensembles / et <50 ont
été définis au début de ce paragraphe V.

Démonstration. — Soit at et a2 deux tactiques de S 0 5 et \x et X2 tels que :

Soit / un élément de cette intersection. D'après la proposition 7 toutes les
suites

m l - ^ m p f a K X i ) + r) — (mpj>1](Xl) + r)gt

m i-> ̂ (mp[(j2](X2) + s) — (mp[<j2](X2) + j)ft

pour r = 0, ...5 ptGiXXi) — 1 et s = 0, ...5 p[cr2K
X2) — 1 convergent.

Donc, d'après la proposition 8, les différentes suites :

m l-> vlm% + t) — (m6 + t)gi

où 6 est le P.G.CD. de pta^CXi) et p[a2](X2), et t e { 0,..., 8 — 1 } sont con-
vergentes. Il en résulte, d'après la proposition 9, que toutes les suites

m !-> i^(w8 + t) — (mQ + Of/

pour t = 0,,.., 8 — 1 convergent quel que soit j € /[(TilCXi) U /[a2](X2).
A

Compte tenu de la définition de 31, on en déduit que pour tout / = 1, ..., v,
les différentes suites

m l-> [v(mp(l) + h) — (mp(l) + h)g]Jin

pour h = 0,..., p(/) — 1 sont convergentes dans (R J ( I )) ' .
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Corollaire. — Soit d le P.P.CM. des nombres p(/)(/ = 1,..., v). Pour
tout s = 0,..., d— 1, posons :

zt(s) =
lim [Vi(mç>V) + s) — (mp(/) + $)gi] si

(V-52)
0 si /€/ '

les différentes suites

m !-• [v(md + s) — (md + s)g]j

pour j = 0,..., d— 1 convergent respectivement vers z/0),. . . , zT(d— 1), dans
(R1)'.

Démonstration. — Comme pour tout i € ƒ, la suite :

m I—>• vt(md + s) — (md + s)gi

est une suite partielle de toutes les suites

m l-> Vt(mp(l) + s) — (mp(l) + s)g(

pour / = 1,..., v, on a :

lim [v(md + s) — (md + s)g]t = z%(s) Vs = 0,..., d — 1 (V-53)

C'est le résultat cherché. Notons toutefois que les vecteurs z(s) n'interviennent
que par leur projection sur (R1)'. On aurait donc pu fixer zt(s) pour i € I ' par
n'importe quelle autre valeur que 0.

REMARQUE. — II est possible de démontrer le résultat suivant, qui est une
interprétation de la relation d'équivalence 5t introduite à la proposition 10.
Pour tout i € /> soit S(f) F ensemble des tactiques G appartenant àQ0 pour les-
quelles i est un état final, et soit (70, y) le graphe dont F ensemble des sommets
est IQ et qui à tout i € Io associe la partie y(z) de Io telle que :

L J Y W ( 0
 si » € /

o G S ( i ) (V-54)y ( 0 = <
LJYW(0 si

Les classes finales de ce graphe sont les ensembles J(l), ..., J(v), et leur période
respective est p(l),..., p(v).

VL — NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME

L'objet du paragraphe V a été de montrer que la suite (v(m) — mg)r admet
une famille de d points d'accumulation zz(0), ...5Zj(J— 1) distincts ou con-
fondus. Pour se ramener au cas d'une suite convergente, on va désormais
opérer sur un nouveau système, C, à dn états.
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Pour tout entier (positif) /, soit T le reste dans la division de / par d> et
soit E(/) (resp. ƒ#) le quotient (resp. le reste) dans la division de / par n :

1

/ =

/ (mod.

ECO* +

d)

• / *

avec

avec

0

0

<

fi
< d

< n

(VI-1)

(VI-2)

Soit Io = { 1, ..., dn } le nouvel ensemble des états. Pour chaque / € l 0 ,
l'ensemble des commandes admissibles en i, Kt, est égal à l'ensemble K$, et
pour i€Io et7 € I o , la probabilité de la transition de ikj (resp. le gain associé
à cette même transition) pour la commande k € K̂  est définie par :

SI

l Ü si

(resp.

si

Alors le gain moyen obtenu dans la transition à partir de l'état i sous
l'effet de la commande /c, pour le système C, est :

Qi[k] = 2 PilkWtik] = q#m (VI-5)

Soit S l'ensemble des tactiques du système C. Il s'identifie à l'ensemble &
car toute tactique S ç S est caractérisée par les tactiques So ? . . . , 2y_i appar-
tenant à S telles que :

2(0 = 2E(o0"*) V i€ lo (VI-6)

A toute tactique S e S est associée la_matrice stochastique ^[2] telle
que (fig. 4) :

II lui est aussi associé le vecteur des gains moyens obtenus en une transi-
tion :

En liaison avec les notations adoptées aux § II et III, le graphe associé à
la matrice stochastique P[S] sera noté (Io, F[S]). On désignera par I[2] (resp.
F[2]) l'ensemble des états finals (resp. transitoires) de (I0) F[2]), et par D[E]
le P.P.C.M. des périodes des classes finales de (Io> T[S]). On appellera II[2]

(resp. ri[S]) le projecteur spectral associé à la valeur propre 1 de la matrice
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P[S] (resp. pjxi) ; W\Z] (resp. Ox[2]5 pour X € (Rdn)') sera'le vecteur de (R*1)'
défini par les relations :

(resp. +

( v M 0 )

Évidemment, la proposition 1 et le théorème 1 s'appliquent ici : soit S € S;
pour tout i e Io, soit Kf (S) l'ensemble des commandes k e Kf qui maximisent
lexicographiquement le 3-uple :

+

La multi-application <tx de ® dans S définie par :

T(0 € Kf (S) Vi € I05 et : T{ï) = 2(0 si

+

est telle que :
et

De plus, si S x est un point fixe de la multi-application <1>X, on a

V f e I °

(VI-11)

(VI-12)

( V M 3 )

Par la suite, S x désignera ŵ  point fixe de <DX, choisi arbitrairement, mais
fixé une fois pour toutes.

Là aussi, on pose pour tout X£ (Rrf*)' :

!

VS €® (VI-14)

(VI-15)
Proposition 11. — Soit a € S, et soit S la tactique de S

la matrice II[S] ^e partitionne de la façon indiquée par la figure 5. De plus,
on a :

Vi € Io (VI-17)

Vi€lo (VI-18)
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D?[S]-co^[a] Vï€lo (VM9)

(sn + I[a]) = { OT + 7 | j = 0, ..., d— 1 e t ; € I[a] } (VI-20)

Démonstration. — En faisant t = d dans (11-18), on en déduit la partition
de n[2], puis (VI-17), et aussi (VI-20) car /'[a] est caractérisé par l'une quel-
conque des relations :

s

j € ƒ ' M <==> T C W P M ) J - 0

où t € N, et où s € { 0,..., t — 1 }.
D'autre part, l'unicité de W\S\ implique (VI-18), car le vecteur Y de (Rdn)'

défini par :
Yt^wtfa] V/€l0 (VI-22)

vérifie d'après (11-18), (III-l) et (VI-17) :

° (VI-23)
+ YP[E] - Ô[S]n[S] + Y

Enfin, on démontre (VI-19) de la même façon que (VI-18).

Corollaire* — Soit G le vecteur de (RdnY tel que :

Gt=gfi Vi€lo (VI-24)
On a :

Sup ô[2]n[2] = G (VI-25)
ses

En effet, d'après la proposition 11, la tactique S 0 de S telle que :

2s° = a° VJ = 0,..., d— 1 (VI-26)

est un point fixe de la multi-application €>°.

Proposition 12. — Soit S o Vensemble des tactiques 2 € S te/fey que :

ÔP]II[2] = G (VI-27)
Posons :

d-1

1 = 1 \(sn + l) = {sn+j\s = O d— letjel} (VI-29)

d - 1

Démonstration, — II est évident que I contient l'ensemble I I (sn + ƒ).
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En effet, si a appartient à S o , la tactique S de S telle que :

S s = a Vs = 0,...» d — 1 (VI-30)

appartient à 8 0 d'après la proposition 11 et son corollaire. On conclut à l'aide
de (VI-20) et (V-3).

Montrons l'inclusion inverse. Soit S une tactique de S o ; il suffit de montrer
que si ƒ est un état final du graphe (Io, F[S]), alors î* appartient à L

Soit donc i un élément de I[S], et soit J la classe finale à laquelle il appar-
tient. Posons :

La démonstration consiste à construire une tactique r appartenant à S o
 e*

telle que *# soit un état final du graphe (/Os Y[T]),

Soit L un circuit du graphe (Io, F[S]) d'origine et d'extrémité i9 et passant
par tous les sommets de J : si iQ = i, iu ..., im %+i — i s o n t les sommets de
ce circuit, on a :

Vr = O,..., N (VI-33)

Pour tout j € / , posons :

r(j) = Max { r < N | if = jf} (VI-34)

Considérons alors la tactique T C S définie par :

K&>) si

si

1) T appartient à <S0. En effet, comme S est un élément de S o , on a, d'après
(VI-26) et (V-4) :

Ô,[ ] + T ViCJ v;

si bien que la tactique T vérifie :

ce qui prouve que #[T]7T[T] est égal à g.
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2) i# est un état final du graphe (IOi y[x]). Pour établir ce résultat, il suffit
de montrer que :

A) Tout sommet j de / est relié à î# par un chemin de (70> y|Vj).

B) / est un ensemble clos de (Io, yN)-

Soit j un sommet quelconque de / , et posons :

j ' 0 = r 0 ) (VI-38)

Si rs + 1 est différent de N + 1, on a :

rs+i=r(i*s+1)>rs+l > rs (VI-39)

II existe donc t tel que :

rt + 1 = N + 1 (VI-40)
D'autre part :

et par conséquent :
s

£ & V*-O,...,f (VI-42)
On a donc :

t t

i* = $+1= /*+1 e YMO* ) = Ç w œ (Vl-43)
ce qui prouve A).

Quant à B), il est évident que J est stable par Y[T] puisque J est une classe
finale de S.

La démonstration est ainsi terminée.

REMARQUE. — En général les ensembles S o et SQ ne sont pas comparables
comme le prouve les exemples 3 et 4.

Donnons maintenant la formulation du problème à résoudre dans ce nou-
veau système, C, dont on vient d'étudier quelques propriétés,

Soit S l'ensemble S N des stratégies de C. Étant donné F(0) € (Rdn)' et
S € S, définissons par récurrence les vecteurs V[S](m) de (Rdn)' tels que :

V[S](m) = Q[S(m)] + V[S](m - l)P[S(m)] (VI-44)

VilSKm) est alors le gain moyen obtenu dans le système C, à l'instant 0, en
partant de l'état i à l'instant m, pour la stratégie S, quand les gains finals
sont Vt{0)9..., K*(0).
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Compte tenu de la structure des vecteurs colonnes P^k] (i € Io> k € Kf), on
a aussi :

VlS](m) = Ô*[S(m)(0] + 2 Vj[S]{m ~ 1 ) P< [ S ( w ) ( i ) ] (VI"45>

la suite, on supposera que :

v,<0)=v#(ffl) v;eio (vi-46)

Alors, le gain moyen maximal obtenu dans le système C, à l'instant 0, en
partant de l'état i à l'instant m, Vt(m), et qui est donné par la relation d'actua-
lisation

Vfyri) = Sup [QIK[ + S Vj(m- l)P>[k]\ (VI-47)

ou encore :
V{m) = Sup (2CS] + V{m — 1)P[S])' (VI-48)

ses
est tel que, pour tout m € N et pour tout s = 0,..., d— 1

Si E ( i ) < * (VI-49)
Sj» (md + E(0) si E(0 > s

On appelle stratégie optimale, et on note S, une stratégie S € S telle que :

F[S](w) = V(m) Vm € N (VI-50)

En vertu de (VI-49), pour toute stratégie optimale S de C, il existe une stra-
tégie optimale S de C, telle que :

Ö /- J . ^ f S(md +d+r) si r < s
Sr(md + s) = ) Vs = 0,.... d— 1 Vm e N

l S{md +r) si r > J (VI-51)
POM/- /OM/ J = 0,.. . , rf— 1 considérons le vecteur U(s) de (R1*")' défini par :

Ufy) = d — s + E(i)gfi (VI-52)

Quel que soit m € N et quel que soit s = 0,..., d— 1, on a :

(md + s)Gt + Ut(s) = i

d + E(0ki# si E(0 < a

\ (md + E(i))g$ si

de sorte que d'après le corollaire de la proposition 10 :

lim [Vfynd + s) — (md + syGt — Ut(s)] = z» (E(i))

V/€l0 Vs = 0,...,d— 1 (VI-54)



SYSTEMES MARKOVIENS A COMMANDE 33

Si donc Z est le vecteur de (Rdn)' tel que :

Vi€lo (VI-55)

on a :
Hm [V(m) — mG— U(m)]i = Zi (VI-56)
m-*oo

C'est pour cette relation qu'a été introduit le système C.

Lemmc 4. — Quelle que soit la tactique S € S, on a :

U(m)P\L] ̂  U(nT+l) Vm € N (VI-57)

De plus :
2 (=S0 => U(m)P\L] = [/(mTT) (VI-58)

Démonstration. — En raison de la structure des matrices P[2], il suffit pour
obtenir (VI-57) de remarquer que quelle que soit S € S, on a :

- 0,..., rf- 1 (VI-59)

Quant à (VI-58), c'est une conséquence du fait que si S appartient à So»
on a GP[X] = G, et par conséquent :

= g VJ = 0, „., rf — 1 (VI-60)

VIL — RETOUR A L'ETUDE ASYMPTOTTQUE DE v

Proposition 13. — Quelle que soit la tactique S appartenant à So , on a :

Démonstration. — Soit S € ®0- D'après la proposition 3, on a :

V((m + r)D[2] + j) — ((m +

'r — Z[2]] P[E] (VII-2)

En faisant tendre r vers l'infini, il vient, d'après (VI-56) :

(VH-3)

II [2] ) est nul, puisque I[S] est contenu dans I, on obtient, en

passant à la limite quand m tend vers l'infini :
(DCS3) ^ - L ^

(Z + ü(,) _ ZCEDI > [(z + c/(0) - zp]) n csjppih (vn-4)
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D'autre part, d'après (VI-58), on a :

U(s) = D{0) n [S]P[S] V* - 0,..., D[L] — 1 (VII-5)

En définitive, pour tout s = 0,..., D[2] — 1 , on a :

(ö[S]) ^JL^

(Z —Z[S])i> [(Z —Z[S]) n [S]P[2]]i (VII-6)

et par conséquent :

(Z — zp] ) i > ( Z — Z[E])ni[S]

ce qui prouve que Zi est supérieur à Zi[2],

Proposition 14. — Zi est égal à Z\,

Démonstration. — Pour toute tactique S appartenant à ®0, on a :

Zi > Wi[tz] + zni[Sz] ^ WJL] + ZTIJL] (VH-8)

la première inégalité étant une conséquence de la proposition 13, et la seconde,
du théorème 1. On conclut à l'aide du lemme 2.

Corollaire 1. — D'après (VI-56), on a :

lim [V(m) — mG— U(m)]i = Zi (VII-9)

Corollaire 2. — Z est un point fixe de l'application X \—> jf.

Proposition 15. — Pour tout i € Io> soit K; le sous-ensemble de K; des com-
mandes k telles que :

arm l r GPim i

an

et soit ® Vensemble T T Kf. Powr ^we S appartienne à S, Ï7 faut et il suffit que :

\G
(VIM1)

L Z[S] J LZJ

Démonstration. — Comme S 2 est une tactique qui appartient à So» on a :

2<ES

Lgp] + zpp]
1 - f
J L
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Dans ces conditions, et puisque de toutes façons :

l r epsinpi
J l ( v n i 3 )

la condition est suffisante.
Réciproquement, si

}J
]J V
} (VIM4)

ZP[£]J VQ[tz] + ZP[tz]\
on a :

f GP[S] = G (VII-15)

+ Z[£] + (Z — Z[S])i>[2] = G + Z (VII-16)

En appliquant le lemme 3 à (VII-15), et en multipliant les deux membres de
(VII-16) par II[S], il vient :

ce qui prouve que Ô[S]31[2] est égal à G. Et dans ces conditions, l'égalité
(VII-16) s'écrit aussi :

Z — Z[2] = (Z — Z[S])P[S] (VII-18)

On en déduit (lemme 3) :

z—z[S] = (z—z[S])n[S] = (z—z)n[S] (vii-19)

d'où il résulte que Z\L] est égal à Z : en effet, d'après la proposition 14,
(Z — Z)n[S] est nul.

REMARQUE. — Le vecteur Z ne dépend de Z que par l'intermédiaire de Z\ ;
il est donc totalement déterminé par les vecteurs z^s) (s = 0,..., d— 1).

Proposition 16. — Pour toute tactique S, soit £[S](m) le vecteur de ÇRdn)f

défini par ;

tz (mG + U(m) + Z)P[±Z] — £[£](m)

+ {mG + U(m) + Z)P\L] (VII-20)

II existe Mz ç N e / c z > 0 tels que, toutes les fois que m est supérieur à Mz,
on ait :

' > 0

> 0 => ^[S](m) > cz
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Démonstration. — Soit ll\L](m) et £2[£](m) les vecteurs de (R*1)' définis
par :

Q[tz] + (mG + Z)P[tz] - lx\L\{m) - fip] + (mG + Z)P[S] (VII-22)

U(m)P[tz] ^ £2[2](m) - C/(m)P_P] (VII-23)

En additionnant membre à membre on vérifie que :

e 2 (VII-24)

D'après la proposition 4, il existe Mz € N et cz > 0 tels que, pour tout
Î € Io, l'une des deux relations suivantes soit vraie :

Mz (VII-25)

• Z\\L\(m) = 0 Vm^ Mz (VII-26)

Pour obtenir (VII-21) il ne reste alors plus qu'à prouver que pour tout
i € Io, on a d'une part :

Ç?F](w) > 0 (VII-27)

et d'autre part :

\ - 0 Vmè Mz => 2(0 e Kf (VII-28)

Or (VII-27) est une conséquence du lemme 4, puisque S z appartient à So .
Démontrons (VII-28). Si Çj[S](m) est nul quel que soit m > Mz, on déduit
de (VII-22) :

(mG + Z)Pf[Sz] = Qt\L] + (mG + Z)P,[S] Vm ̂  M2 (VII-29)

En divisant par m et en prenant la limite quand m tend vers l'infini, il
vient :

GPt[tz] = GPi[E] (VII-30)

Cette dernière égalité, jointe à (VII-29), prouve que E(Î) est une des com-
mandes k qui vérifient (VII-10), c'est-à-dire, que S(z) appartient à Kf.

C.Q.F.D.

Proposition 17. — // existe une stratégie S € S, à valeurs dans S, et telle
que pour m ^ Mz les vecteurs £(m) et Ç(m) de (Rdny définis par la double éga-
lité ;

[V(m) — mG— U(ih) — Z]P[S(m + 1)] — Ç(m + 1)

= V(m + 1) — (m + l)G— UQn + 1) — Z

= [V(m) — mG— U(m) — Z]P[S(m + 1)] + Ç(m + 1) (VII-31)
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vérifient :

Ç(m + 1) > 0 (VII-32)

iCm + 1) = 0 => ^(m + 1) = 0

Démonstration. — On a :

K(w + 1) = 6[S(m + 1)] + V(m)P[S(m + 1)] (VII-33)

d'où:

V(m + 1) = Ô[S(w + 1)] + (mG + U(m) + Z)P[S(m + 1)]

+ ( V(m) — mG — U(m) — Z)P[S(m + 1)] (VII-34)
D'après (VII-20), on en déduit :

+ («G + U(m) + Z)PfËz] — ̂ [S(m + l)](w)

+ [V(m) — mG— U(m) — Z]P[S(m + 1)]

= (m + 1)G + ü(»i + 1) + Z— ?[S(m + l)](/n)

+ (Hm) — mG— U(m) — Z)P[S(m + 1)] (VII-35)

Les vecteurs \{m + 1) et £[S(m + l)](m) sont donc bien égaux.
Considérons la tactique S(w + 1) définie par

1X0 = I §(W + 1X0 Sl ^ w + 1 ) K w > - ° (VII-36)
l Sz(0 si ^[S(m + l)](m) # 0

et soit XJ{m + 1) le vecteur de (Rdn)' tel que :

V(m + 1) = g[S(m + 1)] + V(m)P[S(m + 1)] + Ç'(m + 1) (VII-37)

D'après (VI-48), <;'(m + 1) vérifie Ç'(m + 1) > 0, et en raison de la défi-
nition de S(m + 1), on a :

Um+l)=0 => l%m+ï)=O (VII-38)

Comme il est évident que S(m + 1) appartient à S quel que soit m € N,
il ne reste plus qu'à montrer que Z,'(m + 1) est égal à Ç(/n + 1). Or on a :

V(m + 1) = Q[S(m + 1)] + (mG + U(m) + Z)P[S(m + 1)] + Ç'(m + 1)

+ [F(m) — mG— U(m) — Z]P[S(m + 1)] (VII-39)

Compte tenu de la définition de ®, on en déduit :

V(m + 1) = (m + l)G + U(m~pl) + Z + Ç'(m + 1)

+ [K(m) — mG— U(m) — Z]P[S(m + 1)] (VII-40)

C.Q.F.D.
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Proposition 18. — Si I ' n'est pas vide, il existe un nombre fini r + 1 de
sous-ensembles de I ' :

ï, = I' => I2 3 ... 3 Ir => ï r+1 = 0 (VH-41)

e£ /e/s que, les inclusions étant strictes, pour tout s = 1, ..., r, pour tout
i 6 Is — I s + 1 5 et quelle que soit la tactique S appartenant à ®? il existe au moins
un j n'appartenant pas à ls pour lequel Pf[2] soit strictement positif.

Autrement dit, les ensembles I l5..., Ir sont tels que dans n'importe lequel
des graphes (Io, r[S]), pour S ç S , chaque sommet i appartenant à Is — I s + i

est l'origine d'au moins un arc dont l'extrémité y' n'appartient pas à Is.

REMARQUE. — On a :

- l t + i ) v * = h ""r+1 ( Y I I"4 2 )

t = 0

Démonstration, — Étant donné un sous-ensemble Is(t) de Io (avec s € N,
et t € N), soit Ms(t -\- 1) le sous-ensemble de Io défini par :

H ^ + l ) = { i € l o | 3 J k € K ï t d q u e V P{[Jfc] = 1 } (VII-43)
i

En raison de la définition ©5 Hs(^ + 1) est l'ensemble des sommets i de Io

pour lesquels il existe une tactique S appartenant à S telle que r[S](z) soit
contenu dans Is(t).

Pour tout i e Hs(* + 1), on note ks(h t + ï) l'une quelconque des com-
mandes k € K; qui satisfait à :

V P{[k] = 1 (VII-44)

Soit alors Is un sous-ensemble de I'. Posons :

Is(0) = Is (VII-45)

et définissons par récurrence les sous-ensembles I$(t) de Io tels que

Ut) = Hs(0 U Ut— 1) V̂  = l, 2,... (VII-46)

Comme Is(0 contient Is(^— 1), Hs(* + 1) contient Hs(0> de sorte qu'on
peut montrer par récurrence que :

I/O = Hs(0 U Is Vr = 1, 2,... (VII-47)

De plus, on a :

Is C Is(l) C ... C Is(0 C ... C Io (VH-48)
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II en résulte, puisque Io est fini, qu'il existe un indice ts tel que :

j£a + 1) = Is(ts) (VII-49)

et par conséquent :

Us(ts + 1) C I£ts) (VII-50)

Montrons que ïs n'est pas contenu dans ïïs(ts + 1). En effet, si Is est inclus
dans H/*s + 1), l'ensemble ïs(ts) est égal, d'après (VII-49) et (VTI-47), à
Hs(ts + 1). Définissons alors pour tout i e ls(ts) l'entier /(/) tel que :

t(i) = Min { t> 0 | i G H5(0 } (VII-51)

et considérons la tactique T telle que :

si *€!,(*,) (VII-52)

si

II est évident que T appartient à S. De plus, ls(ts) est un ensemble clos du
graphe (Io, T[T])9 en raison de la définition deHs(*s + 1), et parce que Hs(*s + 1)
est égal à Is(ts). Enfin, la définition de T est telle que pour tout sommet i appar-
tenant à IS(O, il existe au moins un t pour lequel :

t

rm(0 n i, # 0 (vn-53)

En définitivej T est une tactique de ®0 et I(T) rencontre Is, ce qui est
contradictoire, puisque ls est contenu dans I'.

Par conséquent l'ensemble ïs+1 tel que :

I s + 1 = I s n H s & + l ) (VII-54)

est strictement inclus dans Is. De plus :

ï € l , — I J+1 => i$Hs(ts+l)

< 1 VA: € K; (VII-55)

Comme Is(^) contient Is, on en déduit :

Vi € Is — Ia+ i VA: € E,- 3/ € (Jls tel que P{[k] > 0 (VII-56)

On définit ainsi ls+i à partir de Is. Pour obtenir la proposition, il suffit de
prendre pour ït l'ensemble I'.

Proposition 19. — On a :

lim [V(m) — mG— U(m) — Z] = 0 (VII-57)
„,-•00
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Démonstration. — Étant donné un ensemble J contenu dans Io, posons :

Sj(m) = Min [Vint) — mGt — U£m) — ZJ (VII-58)

Aj(m) = Max [Vint) — mGi — Ut(m) — ZJ (VII-59)

/ j ( m ) = Aj(m) — Sj(m) (VII-60)

Si J est l'ensemble Io lui-même, on écrira S(m), A(m) et /(m), au lieu de
&io(/w), Aio(m) etfio(m). D'après la proposition 17, S (resp. A, resp./) est une
fonction croissante (resp. décroissante, resp. décroissante) de m pour m ^ Mz.

On sait déjà (corollaire 1 de la proposition 14) que :

lim [V(m) — mG— U(m) — Z]i = 0 (VII-61)
m-»oo

II suffit donc de montrer que f (m) tend vers zéro quand m tend vers l'infini,
dans le cas où I ' n'est pas vide.

Raisonnons par l'absurde; et puisque ƒ est une fonction décroissante
(pour m > Mz), supposons qu'il existe un nombre e strictement positif tel
que :

f(m) ^ e \fm^ Mz (VII-62)

Soit alors

Pour m ̂

M un entier tel que :

m ^ M =>

Max (M, Mz)y on a donc :

f(m) = Max /I,-I,+1(JW)
0<s<r

Mm) < \

= Max / I , - I ,+ 1 (W)
l<s<r

- / i (m) > |

(Vn-63)

(VII-64)

(VII-65)

Supposons m supérieur à M et Mz, et considérons les égalités (VII-31)
pour m, m + 1,..., m + r :

t — 1) — (m + t—\)G— U(m + t — l) — Z]P[S(m + t)]

= F(m + /) — (/" + i)G — U(m + t) — Z (VII-66)

t— 1) — (m + t—l)G—U(m + t — l) — Z]P[S(m + t)]

+ Xfyn + t)
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D'après les propositions 16 et 17, on a :

S(m + 0 € S

|(m + 0 > 0

Z(m + 0 > 0 V* = 1,..., r (VII-67)

^.(m + o = o => ^m + 0 = 0

Ç*(w + 0 > 0 => li(m + 0 ^ cz

D'autre part, posons :

a - Min { / # ] | pilk] > 0, i € /0»J € /0, fc e JC, } (VII-68)
et aussi :

j / __ Hj _. I i /j I +1) VJ = 1,,.., r + 1 (VII-69)

Alors, en vertu de la proposition 18, on a :

VJ = 1,..., r Vz € Is — Is+ ! 3jt € i; tel que Pf [S(m + i)}> a (VII-70)

Dans ces conditions, si i€ls—*Is+i» on déduit de la seconde égalité de
(VII-66) :

Vint + 0 — (m + t)Gt — Ufjn + t) — Zt

> (1 — a)S(m + ï — 1) (VII-71)

m + t-l) — (m + t— \)Gj( — Ujfin + t — 1) — Z, J

et de la première, si Ç;(w + t) n'est pas nul :

Vim + t) — (m + i)Gi — Ufyn + t) — Z£ < A(w + < — 1) — c z (VII-72)

Si £̂(m + 0 est nul, il en est de même pour ^{m -\- t), et on déduit de la
seconde égalité de (VII-66) :

— (m+ t)Gt — Ufyn + t) — Zt

< (1 — a)A(m + / — 1) (VII-73)

+ a[Vjt(m + t—l) — (m + t— \)Gh — Uj^m + t — 1) — Z,J

Ainsi, pour tout t = 1,..., r, on a :

f^ + ï - 1 ) - c Z (VII-74)
(1 — a)/(m + r — 1) + fl/i;(w + ? — 1)
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d'où, d'après (VII-69) et puisque ƒ est une fonction décroissante :

o<S'<s I (l—a)f(m) + qfo-i,+1(m + t—l)

Compte tenu de (VII-65), on obtient finalement :

f(m)-cz

(VII-75)

Max , l2
(VII-76)

1 —a)/(m) + q/i,.-i/+1(m + t — 1)

On remarquera que si s est égal à 1 cette inégalité s'écrit :

/ij-i^m + 0 < Max . (VII-77)

Considérons alors f{m + r). D'après (VII-64) et (VII-76), on a :

f{m)-cz

f {m + r) ̂  Max Max Max ,
l<s<r l<s'<s

c'est-à-dire :

f (m + r) < Max Max ,

f(m)-a^ (VH-78)

(1 - a)f(m) + a/i5-i.,+1(w + r — 1)

/^)-c2

A«)-«l (Vn-79)

(1 - a)fim) + fl/is-is+1(m + r - 1)

Utilisons (VII-76) pour majorer fi,-is+1(m + r — 1) ; il vient :

f(m)-cz

f(m + r) ̂  Max Max Max ,

S
!2

(VII-80)

- a2)f(m) + a%,. v+1(m + r - 2)
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ou encore, puisque a est compris entre 0 et 1 :

/(m) — acz

f (m + r) < Max Max \ y(w) _ ^ z. (VII-81)

(1 — a2)f(m) + a2/is_i,+1(m + r — 2)

En renouvelant r — 3 fois ce raisonnement on arrive à :

f (m) — ar~2cz

/(m) —a1"1 J (VII-82)

(1 — cf-^fim) + öT Vix-i^m + 1)

f(m + r) ̂  Max «

Le même raisonnement utilisé une nouvelle fois, mais avec (VII-77), donne
finalement :

f (m Max <

2

(VII-83)

En opérant alors par récurrence, on déduit de (VII-83) :

f(m + hr) ̂  Max « (VII-84)

Mais f (m + hr) est de toutes façons un nombre positif; on peut donc trouver
un h € N tel que l'inégalité (VII-84) soit absurde.

C.Q.F.D.

Revenons au problème initialement posé, à savoir, l'étude du comporte-
ment asymptotique de v. On est maintenant en mesure d'énoncer le théorème
suivant.

Théorème 3. — II existe d vecteurs de (Rn)\ z(0),..., z{d— 1) et d tac-
tiques cr05 ...3 ad_i tels que :

is = 0,.„,d—l (VII-85)

fc = 0,...,</—! (VII-86)

1) lim [v(md + s) — (md + s)g] — z(s)
m-* oo

Zrl)pR] =g + z(s)

(.y — 1 étant égal as — 1 si s > 0 et à d— 1^*5 = 0).
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3) Quelle que soit la tactique <r € S

q[a] + z(s —

Rappelons que le nombre d a été défini au corollaire de la proposition 10
(§V).

Démonstration. — On définit z(s) par :

z/s)=Zn+J V / € / o V 5 = 0 , . . . , r f - l (VII-88)
et as par :

as = 2f Vs = 0,.... d — 1 (VII-89)

et le théorème est une conséquence de la proposition 19 et des propriétés de Z.

REMARQUE. — Les tactiques 50, t.t>ad.± n'appartiennent pas nécessaire-
ment à ®0 (exemple 4).

Vul. — ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE §

Proposition 20. —• // existe un entier MQ tel que pour tout m ^ Mo, la
tactique S(m) appartienne à S.

Démonstration. — Considérons les égalités (VII-31). Comme les matrices
P[S(m + 1)] et P[S(m + 1)] sont stochastiques, on en déduit que :

Ifyn + 1) + Um + 1) ^ f{m) Vî € Io (VIII-1)

Or /(m) tend vers zéro quand m tend vers Tinfini; et d'autre part, pour
tout i € I o et pour tout m ^ M z , ^(m + 1) est soit nul, soit supérieur à cz.
On en conclut qu'il existe un entier MQ ^ Mz tel que pour tout m ^ Mf

0 — 1,
£(m + 1) est nul, ce qui implique que S(m + 1) et S(m + 1) sont égales, et
donc que S(m + 1) appartient à S.

Corollaire. — Si S n'a qu'un élément, la stratégie S est asymptotiquement
constante. On a :

S(m) = t z Vm> M'o (VIII-2)

REMARQUE. — Pour que S n'ait qu'un élément il faut et il suffit qu'il en
soit de même pour tous les ensembles Kf (î € Io)-

Proposition 21. — Pour tout m e N, soit Sm la stratégie telle que :

â » M = ( â(r) si r < m

S si r > m
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On a:

lim [V(m + rD[tz] + s) — V[Sm](m + rD[tz] + s)] = es(m)

(VIII-4)
avec :

lim e(m) = 0 Ws = 0,..., D\tz] — 1

Démonstration. — Pour tout r ^ 0, on a :

F[Sm](m + r + 1) - g[Sz] + K[Sm](m + r)P\tz]

en raisonnant par récurrence, on en déduit :

V[Sm](m + r) — (m + r)G— U(m + r) — Z
r

= ( H S m ] ( m ) - m G - t/(m) — Z)P[tz]

d'où, puisque F[Sm](m) et V(m) sont égaux :

V(m + rD[tz] + s)— V[Sm](m + rD[lz] + s)

== — [V(m) — mG— U(m) — Z]P[SZ]P[SZ] (V1II-8)

+ V(m + rD[tz] + s) — (m + rZ>[Ëz] + s)G

— U(m + rD\Zz] +s) — Z

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit de passer à la limite quand r tend
vers l'infini dans (VIII-8), et de poser, pour tout s = 0,..., D\ÈZ] — 1

= — [V(m) — mG—ü(m) — Z] U [ZZ]P[2Z]

Théorème 4. — Pour tout z € / 0 et s = 0,..., d— 1, soit Kfyi) l'ensemble

des commandes k ç Kt telle que :

I — i i

Qilk] + 5(J— l)jPi[fc]J L^i[ors(î)] + z(s— l)Pi[Ôrs(O]J

II existe un entier Mo tel que pour tout m ^ Mo on ait :

S(md + s)(i) € Kt(s) Vi €l0 Vs = 0,..., d— 1 (VIII-11)

(et par conséquent, si tous les ensembles Kt(s) n'ont qu'un élément :

KO = Ss(0 Vx e i0 Vs = o,..., d— 1). (VIII-12)
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De plus, si on munit Vensemble S de la topologie définie par Vécart :

B(S, T) = fim \\v[S](m) — v[T]{m)\ (VIII-13)

toute stratégie optimale S est adhérente à Vensemble des stratégies asymptoti-
quement d-périodiques, (c'est-à-dire, périodiques, de période d, pour m suffisam-
ment grand).

Démonstration. — La première partie de l'énoncé est une conséquence de
la proposition 20. Démontrons la seconde. Pour tout m e N, soit S™ la stra-
tégie telle que :

m (VIII-14)
m

f§(r) si r <

[ <ir si r >

On vérifie sans difficulté que :

Vj[Sm](r) = V-rn+j[Ûm](r) Vj € /o Vr € N (VIII45)

si bien que, d'après la proposition 21 :

lim §(S, 5m) = 0 (VIII-16)

Comme par définition la stratégie Sm est ^-périodique pour r > m, la
démonstration est terminée.

FIGURES

0

\ \
\ s s.

s
r\ \U

0

p J ( v )

1
il
i
i
i

p J ( v )

r

0

0

L(A)(3)

\
\

V

\

0

L(A)(p[X))
PL(A)(p(AH]

pÏÏL)

0

Figure 1 Figure 2



\ \ \ \ \
V.

V

0

0

0

0

Figure 3

0

0

0

\
N,

V

Ö

Figure 4

(d) £k
u

1
1

d

d

t
i
i

2

-JT[CT]P[Ö;

{te
1
1

t

3

-

Figure 5



48 E. LANERY

EXEMPLES

Dans les exemples suivants, les gains finals v^O) sont nuls et on se donne
directement les nombres q^k].

1) EXEMPLE 1. — Comparaison asymptotique du gain moyen obtenu avec
des stratégies constantes dans le temps.

qm

1

2

3

1

0

1

0

0

2

1 2

1 0

0 0

0 1

4 3

3

1

0

0

3

II y a deux tactiques, caractérisées par leur valeur en i = 2.

On trouve :

d[l] = 2 ?[1M1] = (2, 2, 2) w[\] = ( - 1,1, 0)

m = 3 q[2M2] = (2, 2, 2) w[2] = ( - 1,1, 0)

Si S*(h = 1,2) désigne la stratégie constante dans le temps telle que :

Sh
c(m) = [h] Vm 6 N

on a (proposition 2)

lim
m-+oo

lim

-2m(2,2,2)] = (0,0,-l)

+ l)-(2w + 1)(2, 2,2)] =(-2,2,1)

et
lim [v [S^](3m) — 3m(2,2,2)] = (0,0,0)

m-+ oo

lim [v[SÎ](3m + 1) - (3m + 1)(2, 2,2)] = ( - 2,1,1)
m-+co

lim M5c
2](3m + 2) - (3m + 2)(2,2,2)] = (— 1,2, - 1)
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Les deux vecteurs

lim [v[Sl](6m + s) — (6m + s)(2, 2,2)]
m-*oo

lim lv[S2
e](6m + s) — (6m + s)(2, 2, 2)]

49

ne sont donc pas comparables quel que soit s = 0 ,1 , . . . , 5.

REMARQUE. — On a :

m ^ \ ^

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

...

w(w)

1

0

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

...

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

*••

3

3

3

7

9

11

13

15

17

19

21

23

*••

v(m) — mg

1

— 2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

...

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

S(m){2)

1

*
*

*
*
*
*
*
*
*••

*

*
*
*

! *
\ *
1 *
i *
s *
l •••

Ainsi, la suite m !-• v(m) — mg est convergente; ce résultat est conforme
à la proposition 10, puisque le P.G,CD. des nombres d[l] et d[2] est égal à 1.
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2) EXEMPLE 2. — Comparaison des points fixes de <J> et <p°.x
Pfflc]

qXk]

1

2

3

4

1

0,5

0,5

0

0

3

2

0

1

0

0

4

1

3

'0,8

'0,2

0

0

2,4

4

1

0

0

0

2

1

0,5

0,5

0

0

1

2

0,2

0,8

0

0

1,6

2

3

0,8

0,2

0

0

0,4

4

0,6

0,4

0

0

0,8

1

0,5

0

0,5

0

0,5

2

0

0

0

1

6

3

3

0,4

0,4

0,2

0

0,4

4

0

0,2

0,8

0

1,8

1

0

0,2

0

0,8

1

2

0

0,1

0,3

0,6

0,3

4

3

0,2

0

0,1

0,7

0,2

4

1 0

0,1

0,1

0,8

1,1

Cherchons un point fixe de l'application ty. En partant de la tactique
[1,1,1 ,1] , on trouve successivement :

• q[l, 1,1, 1M1,1, 1,1] = (2, 2, 2, 2)

w[l , l , 1, 1] = (1, — 1 , — 2 , —6)

u i, ii) = [i, i, i, ij Fin

Par contre, si on cherche un point fixe de l'application <p°, on obtient,
toujours en partant de la tactique [1,1,1,1] :

w[l,l, 1,1] = ( 1 , - 1 , - 2 , - 6 )

co°[l, 1, 1,1] = (— 1, 1, 3, 31)

Cp ([1, 1, 1, IJ) = \lj 2., 2, 4]

212,2,2,4142,2,2,4] =(2, 2,2, 2)

„ - „ „ (5 1 4 16w[2,2,2,4] = | - , — - , _ - , — —

25 5_ 1013 989'

(p
0([2,2,2,4]) = t2,2,2)2]
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q[2, 2, 2, 2M2, 2, 2, 2] = (2, 2,2, 2)

51

6)
25 5 1061 1 037

<p°([2,2,2,2])=[2,2,2,2]

F/w.

Ainsi les points fixes de l'application ty9 s'ils donnent Max q[<r]n[a]9 ne
< T G S

donnent pas nécessairement Max w[a].

3) EXEMPLE 3. — <3j «'e^/ pa^ nécessairement contenu dans Vensemble ®0.

P&k]

x
1

2

3

4

1

0

1

0

0

7

2

1

0

0

0

5

3

1

0

0

0

1

4

2

0

1

0

0

2

1

0

1

0

0

2

4

2

0

0

1

0

4

II y a quatre tactiques qui sont caractérisées par leurs valeurs en / = 3
et i = 4. On trouve :

g = (6,6,6,6)

So = { [1,1], [2, 1], [2, 2] }
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Considérons la tactique S € S telle que :

= IL H
2 1 =[2, 2]I

Cette tactique appartient bien à So et cependant :

Ô[S]II[2] = (6, 6,4, 6, 6, 6, 6,4) < G

4) EXEMPLE 4. — Zes tactiques vs(s = 0, ...,rf—1) n'appartiennent pas
nécessairement à S o , m&we $/" S o «'^ ^W'MK élément, {et par conséquent S o

n'est pas nécessairement contenu dans Vensemble ©J).

AT,

1

2

3

4

1

0

1

0

0

12

2

1

0

0

0

2

1

1

0

0

0

5

3

2

0

0

1

0

5

4

1

1

0

0

0

4

2

0

0

0

1

6

II y a quatre tactiques caractérisées par leurs valeurs en i = 3 et i = 4.
On trouve :

* = (7, 7, 7, 7)
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

ü(m)

1

12

14

26

28

40

42

54

56

68

70

82

2

2

14

16

28

30

42

44

56

58

70

72

.S

3

5

17

22

31

36

45

50

59

64

73

78

4

6

16

22

30

36

44

50

58

64

72

78

§(m)(3)

k = 1 jfc = 2

* *

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

1

5

0

5

0

5

0

5

0

5

0

5

2

— 5

0

- 5

0

— 5

0

— 5

0

- 5

0

— 5

-mg

3

— 2

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

4

-i

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

On a donc :

âo = [ l , l ] z(0) = (0,0,3,2)

^ = [ 2 , 2 ] 2(1) = ( 5 , - 5 , 1 , 1 )

La tactique [2,2] n'appartient pas à <30>
 e t cependant, on a bien

Ô[SZ]II[S2] = (7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7) = G
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