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R.LR.O.
année, N° 5, 1967, p. 81-95)

APPROXIMATION UNIFORME
DE FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT

AVEG CONTRAINTES DE TYPE INEGALITE (*)

par P. J. LAURENT (2)

Résumé. — On considère Vapproximation au sens de Tchêbycheff d'une fonction
continue sur un compact par un élément d'une variété linéaire de dimension finie soumis
à des contraintes continues de type inégalité. Les théorèmes d'existence, de caractèrisation
et d'unicité du meilleur approximant sont établis. Une généralisation de l'algorithme de
Rémès est proposée et sa convergence est démontrée sous certaines hypothèses»

Problème. — Soit K et H compacts (pas nécessairement disjoints)
d'un espace métrique, S = K U H et C(S) l'ensemble des fonctions
continues à valeurs réelles sur S» Soit F un sous-espace de dimension n
de C(S) engendré par /i, ƒ2, ..., fn linéairement indépendants sur K*
Pour / € C(S) donné, on appelle F l'ensemble des g € F qui véri-
fient g(P) < f{P) pour tout P € H.

Posons I h ! = max \h{P)\.

On cherche g* € V tel que :

A. EXISTENCE, CARACTERISATION ET UNICITE
DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Théorème 1 : (existence).

Si F n'est pas vide pour un certain / € C(S), alors il existe toujours
au moins un meilleur approximant g* de / dans F.

(1} Cet article est le texte détaillé d'une communication présentée au 5e congrès
de l'A.F.LR.0. à Lille (juin 1966).

(2) Maître de conférences au service de Mathématiques Appliquées de la Faculté
des Sciences de Grenoble.
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En effet, F est un sous-ensemble convexe fermé de F .

Si g € F n'est pas meilleure approximation de ƒ, (yj = | | /— g|| > p),

comme ||g — g | | > 2v) entraîne | | / — g | | > \ \\g — g|| — ||g — /|| | > Y),
on a :

p = Inf ||/ — g|| avec 5 = BF(g, 2TJ) O F .
ffŒB

B étant un compact, la borne inférieure est atteinte.

NOTATIONS : Etant donné g Ç F et e = / —g l'erreur correspondante,
on notera :

£+ = < PeK:e{P) = \\e\\ >

E- = < PeK: e{P) = — | |e | >
iV = < PeH: e{P) = 0 >
JE = £ + U £ - (ensemble des points extrémaux) ,
C == E U iV (ensemble des points critiques).

Théorème 2 :

Si pour un élément g € V (auquel correspondent les ensembles de
points critiques E+, E~, et TV) il existe h € F vérifiant :

a) h(P) > 0 pour tout P € E+
fA b) h(P) < 0 pour tout P € E~ U N

alors g n'est pas meilleure approximation de / dans F.

On va démontrer que pour S > 0 suffisamment petit, g = g + S • h
appartient à F et est meilleur que g.

Notons e = e — S • h l'erreur correspondante.

E et N sont des compacts disjoints.

Posons
ai = min \h(P)\ ; on a ai > 0.

az = max A(P) ; on a a% < 0.

En utilisant la continuité uniforme de A et e on peut trouver a > 0
tel que :

l O \h(Q)\ > y e t |«(Ç)| > ? • iî (avec 9 < 1 et iî = ||e||)

pour tout Q 6 BO(P, a) et tout P e E.

2° A(Ç) < 0 pour tout Q € BO(P, a) et tout P € TV.
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Notons :

BE = I I BO{P, G) BN = I I BO{P, G)

K* = K — BE H* = H — BN

K* et H* sont des compacts.
Pour déterminer le S > 0 convenable, nous allons nous placer succes-

sivement sur BE, BN, K* et H* qui ne sont d'ailleurs pas en général
disjoints :

oc) QeBE

a • R
Pour S < -̂»T— (avec M = max \h(P) ) on aura :

\e(Q)\ < R -

) = e(Ç) — S • h(Q) > 0 car e(Q) > 0 et — S • h(Q) > 0

y) çeu:*
Posons : Max \e(Q)\ = R* < R.

\e(Q)\ ^ R*+ S. M < R si S < ^ I l i L .

S) QeH*
Posons : Min e(Q) = vj > 0

Si

1 —

En résumé, si S < — min (qR, R — R*, ri) alors g appartient à V et

est meilleur que g.

Théorème 3 (caractérisâtion) :

On fait l'hypothèse suivante :
Hï : II existe g €V vérifiant g(P) < f(P) pour tout P € H (inégalité

stricte). Une condition nécessaire et suffisante pour que g* € V soit
meilleure approximation de / dans V est que l'on puisse trouver, pour



84 P. J. LAURENT

e* — ƒ — g*? ft points critiques (k < « + l)Pi, P2, ..., Pfc (dont l'un au
moins est extrémal) et une fonctionnelle L basée sur ces points

s'annulant sur V tels que :

Xi > 0 si Pi eE +

Xi < 0 si Pi € E~~ U JV.

Condition suffisante

Supposons que g* vérifie les conditions du théorème sans être meil-
leure approximation. Appelons g** € V une meilleure approximation :

On aurait dans ces conditions, en posant :

d{Pî) > 0 si Pi£E+ (Xi > 0)

d(Pi) < 0 si Pi€E~~ (Xi < 0)

d(Pi) ^ 0 si PÎ€N (Xi < 0)

Comme l'un au moins des Pi est extrémal (appartient à E+ U E' ) on
k

aurait L(d) = "V Xi » d(Pi) > 0 d'où la contradiction.

Condition nécessaire

Soit g* € V une meilleure approximation de / et E+, E~ et JV les
ensembles de points critiques correspondants.

Appelons F l'ensemble des points de Rn dont les composantes sont :

fi(P) {i = 1 à n) pour P ÇE+

— ft{P) (i = lh n) pour P e E" U JV

Montrons que l'origine 6 de Rn appartient à l'enveloppe convexe co(V)
de P : en effet, si l'on avait 6 £ co(T), comme F est compact, co(F) l'est
aussi (Eggleston [2], p. 22) et il existerait un hyperplan strictement
séparateur (Eggleston, p. 20) : c'est-à-dire des constantes c (̂/ = 1 à n)
et T > 0 telles que :

pour tout z € co(T)
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Donc en particulier pour les points de F :
n

V c$fi{P) > T > 0 pour tout P €E +

n

— V Cift(P) > T > 0 pour tout P eE~~ UN

n

En posant h =*= "V Cjfj € V, d'après le théorème 2, g* ne pourrait être

meilleure approximation, d'où la contradiction. Donc 6 € co(T).

D'après le théorème de Carathéodory sur les ensembles convexes
de Rn (Eggleston, p. 35) on peut trouver k points C/i, U2, ..., Uje de F
(avec k < n + 1) tels que 8 appartienne encore à l'enveloppe convexe
de ces points. Appelons Pi, P2, .-., Pk les points de 5 qui correspondent
à ces Ut.

On a donc :
k k

6 =

ce qui donne en projection :
k

0 = 2 P**/*̂ *) (/ = 1 à n)

f + 1 si P, e £+

avec ei = -J
[ _ 1 si p, € E"U iV

A;

En posant Xi = piSi on a la fonctionnelle L(A) = ^V "kih(Pi) avec les

conditions demandées dans le théorème.

Il reste seulement à démontrer que l'un des Pi au moins est extrémal :
Supposons le contraire : Pi € H — K, i — 1 à k. Pour tout g € F on aurait
g(Pi) = f{Pi) car si pour £0 :

g(PiQ) < f(Pi ) = g*(PfD) alors L(g* — g) < 0 d'où la contradiction.
Si g(Pi) = /(P<) pour tout g € F, on est en contradiction avec l'hypo-
thèse Hl. Donc, l'un des Pi est extrémal.

REMARQUE. — L'hypothèse Hl ne sert pas pour démontrer que la
condition est suffisante.
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Théorème 4 (unicité)

Une condition nécessaire et suffisante d'unicité du meilleur approxi-
mant pour tout / tel que le V associé vérifie Hi est qu'il n'existe pas de

k

fonctionnelle L de la forme L(h) = 'V X* • h(Pi), avec k ^ n, s'annulant
ii

sur V, les coefficients Xi correspondants aux Pi de H — K étant de signe
constant et l'un au moins des Pi appartenant à K.

Condition suffisante

Si la condition du théorème 4 est vérifiée, il est évident que la fonc-
tionnelle L du théorème 3 servant à caractériser une meilleure approxi-
mation est forcément basée sur exactement n -j- 1 points.

Supposons que g* et g** soient deux meilleures approximations de /
dans F. Formons S = (g* + g**) /2 qui est aussi meilleure approxima-
tion ; soit Pi, P2, ..., Pn+i les points critiques de g. On montre facile-
ment qu'ils sont aussi points critiques de g* et g** et de même nature.

n

On a pour d = g* — g** =

d(Pt) = 0 i = 1 à n + 1

Montrons que cela entraîne d = 0, c'est-à-dire a* = 0, ƒ = 1 à n :
l'un au moins des points critiques, soit P^, appartient à K.

Les OLJ sont solution du système homogène :

= ° £ = 1 à n + 1, £ # n

Pour que l'on ait la solution unique OL$ = 0, il suffit que D = det [f){Pi),
j = 1 à n, i == 1 à n + 1, i ^ yt] ̂  0.

Appelons X« (i — 1 à ?i + 1) les coefficients de la fonctionnelle qui a
servi à caractériser g (théorème 3).

Si l'on avait D = 0, le système

f = l

n'admettrait pas une solution unique : en particulier, on pourrait trou-
ver (avec le même X̂ , Py. £ K) une solution XJ de même signe que X{,
avec XJO = 0 : Ce serait une fonctionnelle basée sur n points, l'un au moins
appartenant à K et les X} correspondant à des Pi € H — K étant de
signe constant (comme c'est le cas pour les X$, „théorème de caractérisa-
tion) d'où la contradiction.
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Condition nécessaire

Supposons qu'il existe une fonctionnelle L vérifiant les conditions du
théorème basée sur n points Pi, P%, ... Pn\ supposons par exemple
Xi < 0 pour Pi Ç.H — K, Les Xi forment une solution non identiquement
nulle du système homogène :

i . U{Pi) = 0 (/ = 1 à n)

7»

donc det (fj(Pi)) = 0. Cela entraîne qu'il existe g = "V ctj • fj avec des
j ~ i

non identiquement nuls telle que :

On peut prendre g telle que : Max \g(P)\ < 1/2

Choisissons / € C(S) vérifiant :

+ 1 si Xi > 0, Pi e K

— 1 si Xi < 0, Pi e K — H

0 si Xi < 0, Pi Ç H

i)

2) 1711 = i

3) lg(J>)' < f(P) pour tout PeH.

II est facile de voir que ces conditions sont compatibles.
Posons

= s

et montrons que pour tout e € [0, 1], g* est meilleure approximation
de / dans V : On a : 11/— g* II «S 1 ; en effet, pour tout P € K et tout
s € [0, 1] :

— e.g(P)\ < \f(P)\+*-\g(P)\

= \f(P)\'{l-\g(P)\) + *

< i —(1 —e) . |g (P) | ^ 1
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D'après la condition 3) g* = e • g appartient à V pour tout e € [0, 1].
Comme e*(P«) = f(Pt) — g*(Pt) = /(P<), d'après la condition 1), les
points PÎ sont critiques et leur nature est en accord avec le signe des X$ :
d'après le théorème 3, g* est meilleure approximation de / dans V quel
que soit e € [0, 1] ; il n'y a donc pas unicité.

Pour l'obtention numérique de la meilleure approximation, nous
ferons deux hypothèses supplémentaires qui rendent les énoncés plus
simples et qui suffisent en pratique.

Théorème 5 :
Avec les hypothèses :
H2 : le sous-espace V vérifie la condition de Haar sur K U H : c'est-

à-dire tout élément g eV admet au plus n — 1 zéros sur K U H.
H3 : il existe dans V un élément de signe constant sur H, la

meilleure approximation de / dans V existe et est unique quel que soit ƒ.
Une condition nécessaire et suffisante pour que g* € V soit cette meilleure
approximation est que l'on puisse trouver n + ï points critiques dans S :
-Pi, P2, ..., Pn+i pour l'erreur e* = / — g* et une fonctionnelle L basée

( n + l x

L(h) = ^\ Xi • h(Pi) J s'annulant sur V tels que : X* > 0
<«i /

pour P{ € £ + et Xf < 0 pour Pi € E~ U N.
L'hypothèse i/2 est suffisante pour assurer l'unicité, puisqu'elle

entraîne qu'une fonctionnelle L s'annulant sur V est forcément basée sur
au moins n -f- 1 points. Par contre elle n'est pas nécessaire (cf. th. 4).
L'hypothèse H3 assure l'existence et entraîne i î l . En plus, elle sera utile
pour la démonstration de la convergence du procédé numérique.

B. OBTENTION NUMERIQUE
DE LA MEILLEURE APPROXIMATION

Dans toute la suite nous ferons les hypothèses H2 et H3 et nous utili-
serons le théorème 5.

Le principe de la méthode est de trouver la meilleure approximation
sur un ensemble de n -f- 1 points de H U K et de faire évoluer ces points
de façon à converger vers la meilleure approximation g*.

1) Meilleure approximation sur un ensemble de n + 1 points :

M* - { Ql i = 1 à n + 1 }

Les Çf sont pris dans K U H. Appelons Vh l'ensemble des g € V qui
vérifient g(P) ^ f(P) pour tout P € Mk fl H. Soit gk € Vk la meilleure
approximation sur Mk, c'est-à-dire :

Max \f(P) — gt(P)\ = Inf-[ Max \f(P) - g(P)\] = p*
g
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Remarquons qu'il n'y a aucune raison pour que g* appartienne à V. Il
n'est pas toujours possible d'utiliser le théorème 5 pour caractériser gk.
Appelons X* (i = 1 à n + 1) les coefficients de la fonctionnelle L& basée
sur MJC s'annulant sur V : les X< sont définis à une constante multiplica-
tive près (car V vérifie la condition de Haar a fortiori sur M*) : il faut que
les coefficients Xf correspondant à des Q\ appartenant à H — K soient de
signe constant ; nous supposerons cette propriété réalisée pour M& ; nous
montrerons comment la maintenir pour Mk+1. Pour Mo il suffit de prendre
tous les Q\ dans K.

Pour la commodité du calcul nous imposerons aux coefficients X?
deux conditions supplémentaires qui les détermineront complètement :

Les Xi sont maintenant définis à une constante multiplicative positive
près. Soit Jk = < i : {Qki € K — H) ou (<?* 6 H H K et X? > 0) >

(2) y |x*| = i

Jk représente l'ensemble des indices qui correspondent à des points
extrémaux, les autres étant des points nuls.

La meilleure approximation g& est alors obtenue en résolvant le sys-

tème en

\gk{QÏ ) = / ( # ) pour ; * J *

gk{Qi ) = f{Qî ) — p* • signe Çki ) pour i

On a :

Propriété : Si gk n'est pas la meilleure approximation g* on a :

P* < ?

En effet, formons d = g* — gk = (/ — g*) — (ƒ — g*) € V. Si l'on
avait p& > p, d(Qi ) serait du signe de ƒ((>*) — gk{Qi) pour i \

d{QÏ) > 0 pour XÏ > 0 1 . _
> l € Jk

*- fc I

< 0 pour Xi < 0 J
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et par ailleurs, puisque g* € V :

d(Qt) < 0 pour i <£ J*(X* < 0) ;

donc on aurait Ljt(d) > 0 d'où la contradiction.
En plus, si pfc = p alors gk ne peut être que la meilleure approximation

de / dans V d'après le théorème de caractérisation.

2) Itération

On va remplacer Mk par Mk+i — { Q%+1
9 i = 1 à n + 1 } qui ne

diffère de Mn que par un point, de telle façon que l'écart p*+i correspon-
dant soit supérieur à p& (dans le cas où gk n'est pas déjà la meilleure
approximation).

a) On choisit d'abord le point nouveau Q € S qui va être introduit :
Soit £ Ç K tel que |e*(Ç)| = ||e*|| avec et = ƒ —- gk

7) € ƒ/ tel que ejfcfvj) = min euit) — — m^

On choisit comme nouveau point :

Q = \ si [|e&H — pfc > mie
Q ~ ri dans le cas contraire.

b) On choisit le point Q* qui est supprimé et on pose :

j
L'indice [i est choisi de façon à avoir les propriétés suivantes pour

xfX1 [coefficients de la fonctionnelle Ln+i basée sur Mjc+i, déterminée
de la même façon que L& : c'est-à-dire s'annulant sur V avec en plus les
conditions (1) et (2)] :

signe (Xf+1) = signe (X?) i ^ \i

[ — 1 si «*(Ç) = — ||eA|| ou ek{Q) = — m&

Cela entraîne que les n points communs entre Af* et MA+ I seront de
même nature (extrémaux positifs, extrémaux négatifs ou critiques nuls).
D'autre part, dans l'approximation sur Mk+ i, le nouveau point Q sera
respectivement extrémal positif, extrémal négatif ou critique nul selon
que l'on a ek{Q) = ||e&||, e*(Q) = — ||e*|| ou ek(Q) = — m*. Enfin, on sera
assuré que les xf+1 correspondant aux Qf*1 qui appartiennent k H—• K
seront de signe constant (négatif).

Montrons qu'avec cet échange on a bien :

Lk+i{f) =
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D'après les conditions (C) on a :
n+l

Lk+1(f) = L*+i(/— g*) = 2 |
{=1

mais comme |e*(Ç*)| = p& pour i € Jk, i =£ [i, on a :

p*+i = p& • "V |X< | + |X„ | • |e*(Ç)|

On appelle J&+ i l'ensemble d'indice analogue à Jk mais relatif à Mjt+ i

Deux cas sont à considérer :

— le nouveau point Q est du type Ç : |e*(Ç)| = ||e*|| : Q? = Q sera
alors du type extrémal, \i € */&+1 donc

2
d'où

— le nouveau point Q est du type 7] : |e&(Ç)| = mjc : Ç*+1 === Q s e r a

alors de type critique nul, ĴL ̂  J&+ 1 donc
|X« | = 1 d ou pA+i = p* + |XM I • (m*)

D'après le critère utilisé pour choisir les deux types possibles, on
aura finalement :

P*+1-Pfc=l^+1 • max [||cjfc|| — pfc, m*]

Indiquons maintenant comment obtenir en pratique les condi-
tions (C) [7] : Soit M un ensemble à n + 2 points :

auquel on fait correspondre le vecteur de Rn+ 2 qui définit la fonc-
tionnelle Lk sur Mk :

A = (Al, À2, . . . , A»+l , V)
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Fixons-nous un indice arbitraire io ̂  n + 2 (nous prendrons dans
notre écriture io = n + 1) et soit O le vecteur de Rn+ 2 qui représente
une fonctionnelle (déterminée à une constante multiplicative près)
s'annulant sur V et basée sur les points (Ç ?̂ i zfi iOf et Q) : w%Q = 0 :

La fonctionnelle L&+1, basée sur (Ç̂  9 i ^~ p,, et Q) peut être repré-
sentée par un vecteur de i?n+ 2 de la forme :

Â = o f A + P * Û ,

a et p étant choisis de façon à avoir X̂  =s 0 ;

Soit encore :

k iVi
~A P • Xi • | -

. P * Wn+z i — n -\- 2

On peut choisir O de façon à avoir (changement de signe éventuel) :

!

> 0 si ek(Q) = ||e*jj

< 0 si ek(Q) = — ||ejfe| ou eu{Q) = — m&.

Pour que les conditions (C) soient satisfaites, il suffit alors d'avoir XÏ
du même signe que X? ; on prend donc \i vérifiant ;

~z = mm -J:

p est un coefficient positif que l'on choisit de façon à avoir :

2 i*fi - i

Pour avoir les coefficients X*+1(£ == 1 à n + 1) de Ljt+i correspon-
dant aux Qi + l il suffit de poser :

1 XÎ i # I*

X»+ 2 £ == (Jt

REMARQUE. — La condition (1) est automatiquement vérifiée pour
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3) Convergence

Théorème 6 ;

La suite g& obtenue par le procédé décrit ci-dessus, converge unifor-
mément vers la meilleure approximation g* de / dans V.

Comme |X*+1| ne peut être nul, on a p&+i > p& (sauf si ||ejfc|| — p&
et mjc < 0 ce qui entraîne gk = g*). Avant de montrer que p& converge
vers p, il faut démontrer que |X*+1[ ne peut devenir arbitrairement petit :
nous obtiendrons ce résultat en deux lemmes :

Lemme 1 : II existe une constante r > 0 telle que les Q% obtenus dans
le procédé vérifient :

d{QÏ9 ($) > r pour tout i, j (de 1 à n + 1, i ̂  ƒ) et pour tout k = 1, 2,...

On le montre pour i et ƒ fixés et on prend pour r le minimum des r#
trouvés : n$ - Inf (d(Ql, Ql) |fc= 1, 2; ...).

Si la propriété n'était pas vraie, il existerait une sous-suite telle que
lim Qir =zQi {l = 1 à n + 1) avec ~Qi = *Qi.
r-»oo

On pourrait alors trouver g Ç V qui coïncide avec / aux n points dis-
tincts Qi : f(Qi) - g(Ç,).

Comme p& est strictement croissant et différent de zéro (sauf peut-être
pour k = 0), pour k ^ 2 on a :

— g*) = P* > Pi > 0

Si A € F est un élément de signe constant sur H (positif), en posant

a == min /t(P) (a > 0)
PŒH

A = max |A(P)L

on a
n+l .

V | ^ | < h 1 = A (J& ne peut être vide)

Choisissons e > 0, s < — et un voisinage convenable Vz des Qi tel

que P € Vz entraîne \f(P) — g(P)| < s.
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Pour r suffisamment grand (posons kT = m) on a :

Q? € V, pour i = l à n + l
Formons :

[/(#") - *•(#•)] - [/(#*) - *(0")] = g(QT) - gm(Q?)
d = g — gm € V. On suppose gm ^ g (Sinon, il suffirait de prendre
gm' = gftP+i).

Lm(d) = Lm(/ gm) — Lm(f — g)
n+X

«+1

pm *—-s *\ |xr | ^ pm — e »A > 0 d'où la contradiction.

Lemme 2 : II existe une constante s > 0 telle que les X* obtenus par
le procédé vérifient :

|X*| > s pour tout ƒ = 1 à n + 1 et tout k = 1, 2, ...

Les Xjf dépendent uniquement des ()ƒ(ƒ = 1 à /x + 1), F étant fixé.
Considérons le compact produit cartésien Sn+1. Les points Ç& de compo-
santes Q*(j = 1 à n + 1) parcourent d'après le lemme 1 une partie
compacte A C Sw+1 définie par d(Qt, Qj) ^ r pour tout i et tout j(i ^ ƒ).

Soit Qk une suite quelconque de A et X&, de composantes X*, la suite
correspondante : on notera X& = X(Ç&). Du fait de la normalisation que

introduite/ ^ |x« | = 1 j la fonction X n'est pas continue :nous avons
i ^ - * i i

n+l

toutefois, si Ton définit X* tels que "V |X< | = 1 : X* = X(Çfc), la fonction X

est continue (obtention par résolution d'un système linéaire de déterminant

strictement positif (ou négatif) et normalisation). Or on a X* = — X&

Ck

avec cic e [1, A ] -
Posons

Si l'on avait Sj = 0, on pourrait extraire une sous-suite convergente
lim Qkl = Q telle que Hm MQ™) = ° d o n c a u s s i l i i n MQ™) = 0 ; on
1-+OO 1-+CQ 1-+CO

aurait donc X (̂Ç) = 0, ce qui est impossible.
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On a donc :

— p* > s • max (|jeifc|| — p*, m*).

pk est une suite croissante bornée par p : appelons p sa limite et montrons
que ($ — p. Supposons (3 < p :

lim ||éfc|| — p& = 0 donc lim ||6*|| = (3

lim m& ^ 0

De la suite gk (suite bornée de V) on pourrait extraire une sous-suite

convergente gu%y de limite g telle que

g € V (puisque lim mu = m ^ 0)

d'où la contradiction : donc p = p.

Toute sous-suite convergente de gk converge vers g* (unique). Par
ailleurs, gk est une suite d'un compact. Si gk ne convergeait pas vers g*
on pourrait extraire une sous-suite dont les éléments resteraient à une
distance supérieure à un certain S > 0 de g* ; mais de cette suite, on
pourrait extraire à nouveau une sous-suite convergente dont la limite ne
pourrait être que g*, d'où la contradiction. Donc gk converge (uniformé-
ment) pers g*.
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