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QUELQUES REMARQUES
SUR LA COMPLEXITE DES ALGORITHMES

par G. WERNER (1)

Résumé. — Le probléme de Pestimation de la complexité pour un algorithme d’une
certaine classe est défini indépendamment d’un type particulier de machines. On montre
Pexistence de certaines familles de fonctions récursives qui croissent trop vite pour étre
calculables par un algorithme dont la complexité est inférieure a une certaine borne. Ces
fonctions sont utilisées pour la construction d’une infinité de classes récursivement énumé-
rables de fonctions récursives. Celles-ci peuvent étre définies par une classe d’algorithmes de
complexité bornée pour lesquels le probléme de I’estimation est soluble.

INTRODUCTION

La notion de complexité ou de cofit des calculs, c’est-a-dire des suites de
configurations internes d’une certaine classe d’automates, peut servir a diverses
restrictions de la calculabilité correspondante et par la a des classifications
d’algorithmes et de fonctions [1-4].

M. O. Rabin [5] a montré que les « degrés de complexité » de systémes
canoniques de Post forment un ordre partiel; cette classification peut é&tre
étendue aux fonctions calculables par de tels systémes. Si I’ensemble des
semi-fonctions récursives { @; } est donné par une godelisation acceptable (?),
alors, la définition de la complexité d’une classe de fonctions calculables peut
étre rendue indépendante d’une classe particuliére de machines par une défi-
nition axiomatique de 1’ensemble des « fonctions de complexité » { D, } cor-
respondantes [6].

M. Blum montre ’existence de fonctions dont tout algorithme peut &tre
remplacé par un autre algorithme pour la méme fonction et moins complexe
que le précédent. D’autre part, il montre qu’il existe une fonction % et une
autre fonction = telles que pour toute classe récursivement énumérable de

(1) Institut de Mathématiques Appliquées de 1’Université de Grenoble.

(2) C’est-a-dire par une énumération effective qui satisfait au théoréme de 1’itération
ou théoreme S™.
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fonctions de complexité {®@;}, @, < @, < A[x, (x)] pour toutiet pour
presque tout x.

Nous sommes ici concernés par une sorte de probléme inverse, c’est-a-dire
estimer, pour un algorithme donné, sa complexité.

Pour certaines classes de fonctions de complexité {®; } on montre qu’il
existe des fonctions qui « croissent trop vite », pour étre calculables par un
algorithme de complexité inférieure & A[x, ®,(x)]; sous certaines conditions A
est une telle fonction.

Or, la question de décider si un algorithme donné calcule une fonction
bornée par celle calculée par un autre algorithme est indécidable pour la classe
des semi-fonctions {¢;}; ainsi la fonction caractéristique de I’ensemble
B={<{(xp>|e.<o,=(Vu)A2)u<z et [[pz) et ¢,z) définis et
9(2) < 9,(2)] ou [9,(2) = 9,(z) = indéfini]]] } n’est pas récursive. En effet, ce
n’est qu’un cas particulier d’un théoréme de Rice qui dit que toute propriété
qui définit une dichotomie non-triviale de la classe des semi-fonctions récur-
sives est indécidable.

Il est par contre possible de trouver des classes restreintes d’algorithmes
pour lesquelles le probléme suivant a une solution : soit 4 et B des classes
d’algorithmes, existe-t-il une fonction récursive W telle que

* (V) [[x€eANB—->T(x) =1]&[x€ AN B—¥(x) = 0]]?

Soit par exemple {fi(x)} la classe de fonctions définies par fo(x) = x,
frs1(®) =2 ; un indice peut &tre trouvé uniformément pour tout f; ;
soit A4 la classe de ces indices et soit B= {{x,y > | f: </fy},le probléme B
est décidable relatif a la classe 4 comme on prouve facilement par induction
sur la construction de A.

Le probléme d’estimer la complexité d’un algorithme d’une certaine
classe C revient a trouver une classe 4 et un procédé effectif K qui fait cor-
respondre a tout élément x de C un élément K(x) de 4 tel que :

(@D (Vx € Q)3y € A)(Vz > 20)P(2) < £,(2)
(**) | (i) (Vx € OUY z > zo)D(2) < fi(x(2)
@iii) B={<{x,»> | fe < [, } est décidable relatif 2 A.

On montre dans le paragraphe 1 que le probléme (*) est indécidable pour
un certain nombre de classes d’algorithmes ; le probléme de I’estimation par
contre s’avére soluble pour certaines de ces classes. Ceci pose les problémes
suivants :

(1) Quelles sont les classes 4, C d’algorithmes telles que :
ACC,(VxeCQ)@@y Ao, < f, et (*) est décidable pour 4?
(2) Quelles sont les classes C pour lesquelles il existe un K récursif tel que :
(Vx)xeCet K(x) €4 =D, < fxm?
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Soit Ayxf,(x) = Axyh(x, y) une fonction récursive. Si le probléme de 1’es-
timation s’avére insoluble pour la classe de tous les algorithmes de complexité
bornée {i l ANV x = x0)@i(x) < f(%) }, la classe de fonctions récursives
totales correspondantes

Fo={f] @AY x > x)[f(%) = 9i(x) & D(x) < h(x, »)] }
est-elle une classe récursivement énumérable, c’est-3-dire existe-t-il une fonc-
tion qui énumeére au moins un indice pour toute fonction dans Fj, ?

On montre que si AyxA(x, y) a certaines propriétés alors il existe une fonc-
tion universelle Aixg, (< i, x >) pour la séquence de fonctions Axfy(x),
i=0,1,2,.. telle que NixU((i)o, x, ¢i(< (i);, x >)) est une fonction d’énu-
mération pour F, qui appartient & une hiérarchie de classes restreintes d’al-

gorithmes pour F, pour lesquelles le probléme de I’estimation (**) a une
solution.

(3) Quelle est 1a complexité de AixU(i, x)?
M. Blum [7] a montré que la complexité de la fonction

; 1si @y < h(x)[T(x, x, y)]
glx) = )

{ O sinon

est plus grande que 4(x) ; de combien?

Dans ce qui suit on essaie de donner une réponse partielle & ces questions.
On verra que les problémes (1) et (2) ont une solution pour une classe impor-
tante d’algorithmes. Le probléme (3) ou probléme de complexité d’une fonc-
tion universelle pourrait étre appelé probléme de complexité d’un compila-
teur (interprétatif) pour une classe d’algorithmes de complexité bornée ; on
verra qu’elle peut étre estimée et que dans un certain sens on n’ajoute que
trés peu a la complexité de ¢,(x) si ¢,(x) est sufisamment complexe.

1. L’INDECIDABILITE DU PROBLEME (*)
POUR CERTAINES CLASSES D’ALGORITHMES

On prouve d’abord que le probléme (*) est indécidable relatif a la classe
des algorithmes des fonctions récursives totales 4 = { x [ ¢, total }, puis on
étend ce résultat & une certaine classe d’algorithmes de fonctions récursives
primitives et récursives élémentaires. Un résultat similaire sera prouvé pour la
classe des algorithmes obtenus par des schémas de définitions récursifs primitifs
ou élémentaires par une méthode différente qui donne un corollaire intéressant.

Définition 1.1. Soit M, la machine numéro x dans une liste de toutes les
machines (ou programmes) d’un certain type M; soit ¢ la semi-fonction
récursive calculée par M, : M,(xy, ..., x,) s’arréte avec ¢ dans un registre
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désigné ou M (x, ..., x;) ne s’arréte pas et ¢ est indéfini. On appelle x (le
code pour) un algorithme ou indice de o,.

On a la proposition suivante :

P.1.2. Le probléme (*) est indécidable relatif 2 4 = {x | ¢, total }. Soit
[ 1 si ¢,(z) converge en < y pas de M,
IFS) = ‘Pf(z)(,V) = def 3

Y

0 si ¢,(z) ne converge pas en < y pas de M,.

Pour tout z, ¢.,)(y) est une fonction totale associée a z qui peut étre effec-
tivement trouvée donné z;
; 1siy > y, et ¢.(z) converge en y, pas
on a <Pf(z)()’) = )

( 0 partout si ¢,(z) ne converge pas.

Soit g une fonction caractéristique récursive pour
{({xy)lox<ouxyed}
et soit x, un indice pour la fonction constante Az [1]; alors si g était récursive :

g(f(x), xo) = 1 si @p(,)(z) = O pour tout z et ¢,, = 1 <> ¢,(x) ne converge pas
g(f(x), xo) = 0 si @p,)(z) = 1 pour tout z > z, et ¢,, = 1 <> ¢,(x) converge,
g serait fonction caractéristique récursive pour le probléme de ’arrét, ce qui
est impossible.

On considére maintenant des classes d’algorithmes « de complexité bornée »:

P.1.3. Le probléme (*) demeure indécidable relatif & 4 = { x | il existe
une fonction élémentaire 4 telle que (V y)¢.(») converge en < A(y) pas }.

Démonstration comme ci-dessus :

(1si Qu < Y[T(z, z, u)]
¥, = ‘?f(z)()’) = S
( 0si (Vu< y)[-T(,z u)

du < Y[T(z, z, u)] est le prédicat : « ¢,(z) converge en < y pas ».
@

On suppose [4], [8] qu’il existe une godelisation de M telle que T(x, y, z) est
un prédicat récursif élémentaire et cette classe de prédicats est close par rapport
a la quantification bornée, donc V', est une fonction élémentaire. Par consé-
quent f peut étre choisi de fagon que My, s’arréte en h(y) pas au plus, & élé-
mentaire, car A contient un indice pour toute fonction récursive élémentaire.

Définition 1.4. On dira que M, est récursif primitif ou x € P <> P est un
ensemble récursif d’indices tel que w : P—> Fpy est une numération de Godel
des fonctions récursives primitives équivalente 4 la numération standard de Fpy.

M, récursif élémentaire ou x € E est défini de la méme fagon.
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Définition 1.5. Soit fo(x), f1(%); oes fu(X), -o.s m<ax {fi(x) } une suite de

fonctions telle que pour tout k > 0 :

D (Y)Y x > x0)f3a(x) < fir1(x); récursif primitif (élémentaire pour
k=0,1);

(2) fi(x) est monotone croissant et non-borné : fi(x + 1) > f(x) = x;
(3) toute fonction récursive primitive est majorée par un f5(x).

P.1.6. L’ensemble d’indices 4, = { x | A n)(¥ 2)p.(z) < fi(z) & x € P(E)}
n’est pas récursif.

On utilise le
Lemme 1.7. Soit
B = {x|x€P& ¢, non-décroissant et o (y + 1) < ¢,(») + 1}
alors les ensembles
C={x|x€B&p,(N)est fini }
et D = {x | x € B& ¢,(N)est infini }
ne sont pas récursivement énumérables.

Soit { W; } une énumération standard de tous les ensembles récursivement
énumérables, on réduit

Ay ={x|W.fini}a Cet 4, = {x | W,infini } & D par une certaine fonc-
tion récursive f;

donc : X€A, < f(x) €Cetx €4, < f(x)€D.
Construction de f : soit
W, =dom ¢, = {y | ¢,() converge <= 3 2)T(x, y, 2) };
on pose
ern(©0) =0
Pz +1) =
{ owm@ st (Vy< Ty z+1) =@ n< DTy, )
Pr@) + 1 si Gy <aTx,y,z+ D&V n< z) = T(x,y, n)
Avec une godelisation récursive élémentaire de M ¢, est élémentaire, donc
f)eCe=@A)(Y o <y=>(u Ty, u)]
<> @wWNY 2w < 2= 9r2) = @pmW)] = x € 4,

f(x) €D <= (Y )@ Py < y & AW)T(x, y, u)]
<>Vw@A)w<z& Prf2) > CramW] <> x €4,
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Or, A, est X,-complet et 4, est IT,-complet (1) [10], nous avons donc prouvé
le lemme en déterminant le type d’isomorphisme récursif de C et de D.
Démonstration du théoréme P.1.6. :
Soit A (x] 0) = x, I(x, y + 1) = fillu(x, ) « b(x, ) = fi(x), et soit
A, ={x|x€P& o (N)fini }et 43 = { x | x € P & ¢ (N)infini }
des ensembles d’indices de fonctions récursives primitives. 4, et 4, sont
réductibles & 4} et 45 respectivement; il suffit de poser W, = ¢ ,,(N) o1 g(x)
est I’indice d’une fonction récursive primitive qui énumeére W,. Par conséquent,
A est réductible & C et 45 & D par un A(z).
Soit, pour tout z € P, n(z) € P un indice de Ax/(X, @p,y(x)), alors par défi-
nition 1.5.(3)
(Y X)@n(y(X) < Axf7(x) pour un certain y <> @, borné
(VY x 2> X0)Ppizy(*¥) > Axfi(x) pour tout y <> ¢, non-borné.

Corollaire 1.8. L’ensemble d’indices 4, est du type X,(3 V-définissable).
La signification profonde de la proposition 1.6. est donnée par le

Corollaire 1.9. Il n’y a pas de fonction récursive K(z) telle que
(Y )Y z € P)[9,(x) < fi(®) =fi(x) = Px((¥)]-

Supposons le contraire : soit B, un ensemble récursif d’indices pour
{ fix),n=0,1,..}: alors A, serait réductible & B, par K, donc récursif.
Mais A, n’est pas récursif.

2. UN CAS SOLUBLE D’UN PROBLEME D’ESTIMATION

Dans le paragraphe précédent on a trouvé que le probléme (¥), c’est-a-dire
de savoir si ¢, est borné par ¢,, x, y € C n’a pas de solution pour un certain
nombre de classes importantes d’algorithmes C. Soit maintenant C une classe
d’algorithmes et Axyo;({ x, ¥ >) une séquence récursivement énumérable de
fonctions fi(x), f1(x), ... telles que

(D) a9, x, ¥ D) = Ay f(») pour tout x,

(2) il existe une fonction récursive « qui énumére un ensemble d’indices 4,
A € C pour {f,(») } tel que le probléme (*) est décidable relatif & 4;

3) (V)lieC =AY x = xo)loix) < L))

(1) Un ensemble E est =,-complet s’il est 3 V-définissable et si tout ensemble 3 V-défi-
nissable est réductible a E.
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Une telle classe existe; on essaie donc de construire la classe C telle que le
probléme suivant ait une solution :

Définition 2.1. Le probléme de I’estimation est soluble pour la classe
d’algorithmes C =il existe Axyo;({ x, ¥ >) avec les propriétés (1) & (3) et
une fonction récursive A : C—> A telle que

VNAf=0x)&ieC=> (Vx> x00:x) < Preiy(O]

On montre d’abord que E, la classe de définitions de fonctions élémentaires
qui est close par rapport aux schémas de la substitution simultanée, de la somme
finie et du produit fini, est une classe pour laquelle ce probléme de 1’estimation
a une solution :

P.2.2. Le probléme de I’estimation de la définition 2.1 est soluble pour la
classe E de définitions (équationnelles) de fonctions.

Lemme 2.3. (Propriétés de cloture de la classe E) :
E est close par rapport a :
(i) la minimisation bornée,
(ii) la récursion primitive bornée,
(iii) Rel(E) = { R | Gf€ E)R(X) <> f(x) = 0} est clos par rapport 2 la

quantification bornée et par rapport aux opérations de la logique proposition-
nelle.

(i) On utilise les indices récursifs élémentaires, similaires aux indices de
Kleene [9], pour la caractérisation de la classe E des dérivations de fonctions
récursives élémentaires. Soit donc E la plus petite classe de dérivations qui
contient

(¢))] Ul = Mxq ... x,[x]] (1 <i<gncodifie1,i,n)
C! =2, ...x[i,iin>0 {(2,i,n)
fi =Mylx + ] (3,25
Sfo =Mylx =] <4,25

(2) et qui est close par rapport a la substitution simultanée
FOGE) = gEPE), s 80F) {57, 8 E1s e G D

(3) et par rapport 3 la somme finie et au produit fini
fOOE ) = Y i) (6n+1,g)

i<y
fOOGE = Ilexi)  <(Tn+1,gd
i<y
ou g, 81> -+» &m SONL les indices de fonctions g, gy, ..., &, introduites par un des
schémas de (1), (2) ou (3).
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On dira que g®**1)(%, y) € E si gE€E.
Soit
g"* (%, y) € E alors f(%, y)
_ { bz < [8(% 2) = 0] si Gz < YIgE 2) = 0] } <E

0 sinon
o & y) =, [l 2)
t<yz<t
(ii) Soit f("+1)(‘x" y) défini par
f()_c,o) == g()?) g(n), h(n+2) et j(,,+1) €E

fG,y + 1) = hx, y, flx, )
S, ») < j(x, )
avec  k(%, y) = {j(%, 0), ..., j(%X, ¥) D
S, y) = (pz < k(X 2o = &(X) A (Vi < Y2141 = WE, i, @)D,

ol AXp ... X, { Xg5 +os X, ) = Z €L A2)(2),, < (2)05 ---» (2), ) = 2, sont des fonc-
tions de codifications des n-uplets qui peuvent étre choisies dans E [8].

(M)  —[fG) =0]<[1 = f(%)] = 0]
[(F@ = 0) A (2(R) = 0)] < [[f(%) + @] = 0]
Yy < DIfE y) =01 <, f(%3) =0

y<z

Si ’on pose Axy[x. y] = Z x et axy[x’] = [ x on obtient une autre

i<y i<y
caractérisation de E :
(1) U:l, C:'s 7\x[x + 1]’ )\xy[xy] =f3(xs y)

(ii) close par rapport & la substitution simultanée et par rapport & la récur-
sion primitive bornée.

Lemme 2.4. La suite de fonctions Aygi(y),x =0, 1, 2, ... satisfait au
propriétés (1) a (3) de la définition 2.1.
Soit
kO, y) =y
h(x + 1, y) = g(h(x, y));
h(x. y) = g¥(y) etavec g = f3(k, y) = g(») =k

on a h(x, y) = gi(y) = k¥, les itérées successives de k.
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M) (< x, ¥ ) = Mh(x, y) = g(») € E pour tout x, mais
A29(2) EE<> (%, y)) + 1 €E<x (X)) + 1< o({yo ¥ )

pour un certain y,, donc ¢({ ¥g, ¥o ») + 1 < 9({ ¥, ¥o »), une contradiction
et 9(2) ¢ E.

(2) Construction de la fonction récursive «, qui énumére un ensemble
d’indices pour Aygi(y) pour lequel le probléme (*) est décidable :
soit j =< 7,1,{2,k,1 ) lindice de g,(y) = k’, la fonction

20) =<1,1,1)
a(n + 1) = {5 1,j, a(n) >

définit un ensemble d’indices élémentaires pour gi(y); on vérifie aisément que
v (y) > gi(y) > y pour tout x > 0 et tout y.

€) (V)i e C= @n(Y x > xo)e:x) < gl

Cette propriété est facile & prouver par induction sur la construction de la
classe C des indices élémentaires;

(i) i indice d’une fonction initiale : immédiat
(ii) substitution : si f(x) < gx(x) et fi(*) < gFx), 1 < i< m

n+max(n;)

(¥ x > Xf(f1X), oo Su®)) < £imaX (fs o f) < &' =157 ()

somme finie et produit fini : si f(x) < gi(x)

Vx> xq) Zf(l) < Zg:(;) < x- gl < gt ()

i<x i<x

vV x > xp) [1/0) < [1&i®) < [6iIF < & =) < gh*2(x)

i<x
Pour la démonstration de la proposition 2.2, il suffit maintenant de poser :
K(f)=0 si(flo=12,4
K(f)=1 si (f)o =3
K(f)= h’(_g) + max (A'(g1), ..., K'(gm) 81 f=<51n, 8,815 - &m )

W(f)=~hr(E +1 sif=<6,n+1,g>
K(f)="h(g +2 sif=(T,n+1g)>
h'(f) = indéfini sinon

on pose A" = mh’(!).
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On peut aussi déterminer la fonction A’ pour les autres schémas de cloture
de E, puis avec 1’énumération standard des indices récursifs élémentaires
7 : N— E, on obtient une fonction récursive totale 2 = =~ 'h"r(x).

3. LA SOLUTION DU PROBLEME (**) POUR LA CLASSE E

On considére maintenant une certaine classe de machines de Minsky et
une mesure de complexité fixée :

Définition 3.1. { M, } est la classe de machines de Minsky <> { M; } est
une des opérations de base sur le contenu X du registre x(x =0,1,2,...) :

A VIV )Sx: X=X+ L ;Nx:X:=0;Txy:X:=Ye{M;};
ou { M, } est une opération portant sur une suite d’instructions

g RxMF :itérer M, tant que X # 0
G (VX)M,, M, e {M;} = €e{M,;}

( MM, : effectuer M, puis M,

Définition 3.2. M; calcule ¢; avec complexité ®@; <> (V x)[M(x) s’arréte
aprés exactement @ ,(x) pas avec g, (x) = { x, ¢,(x) ) dans les registres ou M;
ne s’arréte jamais et ¢ (x) = ®,(x) = indéfini).

P.3.3. La classe des algorithmes (M-indices) de complexité bornée
E = {i|M, calcule ¢; avec complexité @, & (An)(Vx)D(x) < gi(x) } n'est
pas récursivement énumérable.

. 8(x) si @ n < x)T(z, z, n)
Soit (Pf(z)(x) = .
1 si(Van<x)=T(zzn)

donc (3 xo)(¥ X > Xo)Ps(y(x) = gi(x) < (¥ m)3 xo)(V x > x0)Py(5(x) > gi(x)
et (V x)9py(%) = 1 < @ n)(Y x)@(5(x) < gi(x)

1 si(Vx)P,(x) < gix)=><{z,n)€a

0 si(@x)Y x> x0)P,(x) > gi(x)<><{z,n)¢a

Ang(f(2), n) = 1 A (Y x)pp)(x) = 1< @)Y 0)Q;5(%) < &(*)
<> ,(z) diverge

Soit g(z, n) =

donc E = {z | @n){ z,n ) € o] } n’est pas récursivement énumérable.

La classe Z et la classe correspondante de fonctions Fz = {f |@ie E)o,
= f} est close par rapport & un certain nombre de schémas de définitions
S : S(E) C E. En particulier, E est close par rapport aux schémas de cloture
de E, Sg. Ces propriétés de cldture permettent de construire, pour tout sous-
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ensemble récursivement énumérable F de E, une fonction récursive k, telle
que (Vi€ S(F)) [@; = Pusy &y € Se(F)]. Si I’on pose F = E, la classe des
algorithmes des fonctions récursives élémentaires, on voit que E et E con-
tiennent un indice pour toutes leurs fonctions de complexité.

Comme M peut étre arithmétisé dans E, on en déduit que pour toute fonc-
tion dans Fj il existe un indice récursif élémentaire pour la méme fonction ct
tel que le probléme de I’estimation de la complexité (**) ait une solution.

P.3.4. Le probléme (**) est soluble pour E <> (3 k fonction récursive

Pour la démonstration, il suffit de montrer ’existence d’une telle fonction
récursive totale k, puis on pose n(i) = h,k(i), ou h, correspond a la fonction
récursive totale de la définition 2.1.

On remarque d’abord (et on prouve aisément par induction sur la définition
des indices récursifs élémentaires) qu’il existe un procédé effectif (en fait, un
« compiler ») qui, a tout indice récursif élémentaire donné, fait correspondre un
M-indice équivalent (voir aussi la définition 1.4).

On détermine maintenant ’influence de certains schémas de définitions sur
les fonctions de complexité de la classe E.

Lemme 3.5. La classe E est close par rapport au schéma de

(i) la composition des fonctions,

(i) I’itération bornée,

(iii) la somme finie et du produit fini,

(iv) la minimisation bornée.

Il suffit de se borner aux fonctions singuliéres sans restriction de 1a généralité
car si Azf(z) = Azg™*((2)o, ..., (2),) On peut associer

AXp .. %,87  V(xo, ..., X,) avee AXSD(x) = fD(L xgs 0oy X, D)

et E contient une fonction de Cantor (des couples).

On adopte une méthode de [8] pour prouver que si f et g sont calculables
avec fonctions @, o, et @, ¢, fetge€ E, alors

(i) A(x) = fg(x) est calculable avec
84(%) = 21(s(0,(x))) = 2@, (< X, 8(x) >))
“ = 5<% 8, fE0) ») = <%, /8C) >
D,(x) = Dy(x) + Oy(g(x)) + O f(g()) (@) =1)
donc @,(x) = gy(x) est récursif élémentaire dans f, g, @, et @, et avec le

lemme 2.4(3) il suit que k(k) € E,






