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(4e année, R-2, 1970, p. 57-73)

INTEGRATION DE CONVEXES FERMES
NOTAMMENT D'EPIGRAPHES

INF-CONVOLUTION CONTINUE

par Michel VÂLADIER 0)

Résumé. — On caractérise la fermeture de Vintégrale d'une multi-application à valeurs
convexes fermées (éventuellement non bornées) ; ce résultat est inspiré de loffe-Tihomirov.
On étudie ensuite l'exactitude de Vinf-convolution (i.e. le fait que la borne inférieure de la
définition est atteinte) d^une famille de fonctions pas forcément convexes. Tout cela est fait
en dimension finie.

INTRODUCTION

Les résultats de cet article sont susceptibles d'interprétations économiques.
L'interprétation de l'intégrale d'une multi-application est classique (cf. la
bibliographie de Debreu-Schmeidler) : T(t) représente un ensemble de con-
sommations possibles pour l'agent t, et alors F(JI est l'ensemble des consom-

mations possibles de l'ensemble d'agents JT. Le problème de l'exactitude de
l'inf-convolution continue est un problème particulier de contrôle optimal
avec critère intégral, ou, si l'on veut un problème particulier de calcul des
variations. L'interprétation suivante est due à Pallu de La Barrière. Consi-
dérons deux unités de production 1 et 2 dont les productions et les coûts de
production s'additionnent. Soit ft(x) le coût de production de la quantité x
par i(i = 1 , 2 . On peut supposer ft(x) — oo si x < 0). Alors l'inf-convolution,
définie par fx Vf2(x) = inf {fi(x^) + /2{x2) | xt + x2 — x } est le coût mini-
mum pour produire la quantité x lorsque 1 et 2 se partagent la production de
façon optimale. On a pour les fontions polaires la formule ( ƒ x V f2)* = ƒ{* + f}
qui est intuitivement triviale, puisque f*(x') est le revenu maximum que peut
obtenir i", en fixant à son choix la quantité produite, lorsque le prix de vente
est x' (on a ƒ•(*') = sup \x'x —ƒ,(*)]).

(1) Attaché de Recherches au C.N.R.S., Institut de Recherche d'Informatique et
Automatique.
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Au lieu de considérer deux producteurs, on peut en considérer un nombre
fini quelconque, ou même une infinité (un champ de producteurs indexés par
un paramètre, qui peut être par «exemple le temps).

Dans la première partie on donne une extension, dans une certaine direc-
tion, du théorème de Strassen (cf. Valadier § 4), inspirée de Ioffe-Tihomirov [2]
[(7) p. 63. La démonstration donnée par les auteurs ne nous satisfait pas].
Dans la seconde partie on étudie l'exactitude de Pinf-convolution d'une
famille de fonctions par rapport à une mesure positive. L'inf-convolution de
fonctions convexes se ramène à l'intégrale d'épigraphes et constitue une appli-
cation de la première partie. En fait il existe d'autres démonstrations possibles,
et nous détaillons celle qui nous paraît la plus intéressante (pour les contri-
butions de Olech et Rockafellar à ce problème voir les remarques dans le
texte). L'inf-convolution de fonctions non convexes par rapport à une mesure
sans atomes est essentiellement une application du théorème de Ljapunov
(la convexité est établie dans Ioffe-Tihomirov [1]).

Rappelons la définition de la fonction d'appui d'une partie F d'un espace
vectoriel topologique E (cf. Hörmander) : on pose

<p(x', F) - sup {< x\ x} | x €T }

pour tout x' € E'. La fonction d'appui de F est <p(., F).

1. INTEGRATION D'ENSEMBLES CONVEXES FERMES DANS Rn

1. Soit (T, 15, (x) un espace mesuré, avec jx > 0, a-finie. Dans cette partie,
F désignera une multi-application mesurable de T dans les convexes fermés
de Rn (pour la notion de mesurabilité cf. Rockafellar [2]), Pour simplifier, nous
dirons que ƒ est une section de F si f(t) 6 T(t), [x-presque partout.

La proposition suivante est donnée de façon un peu plus générale par
Debreu-Schmeidler (lemme 2).

Proposition. — Supposons que F admette une section integratie. La for-

mule suivante a un sens, pour tout x' € (R")' : O(x') = I <p(x', r(t))[i(dt).

Notons f r ^ = | \fy. | ƒ'eZiin,fsection de F j . Alors <D(x') -= J x ' , ( F A

Démonstration. — Soit f0 une section intégrable de F. On a

<x' , / 0> p.p.,

donc O est bien définie. On a manifestement

J x', ƒ i > J < ƒ <p(x', r(O)[x(dO = *(*').
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On va montrer que les valeurs de < x', I/jx > (pour ƒ section intégrale de F)

sont arbitrairement voisines de <t(x'). Comme \i est <x-finie, il existe une fonc-
tion h : r - > ]0, oo[ intégrable. Soit Tp(t) l'intersection de V(t) et de la boule
fermée de rayon ||/o(O|| +PKO' Alors Tp est mesurable, et Tp(t) est presque
partout non vide. On a, de façon évidente, f (x% Fp0) -> cp(x', FQ). On a
aussi <p(x', FP0) > < x' , /0 ) . D'après la théorie des multi-applications
mesurables (cf. Rockafellar [2] ou Valadier), il existe une section mesurable
gp de F,, (donc de T) telle que < x', gp(t) > = cp(x', Fp(0) P-P-

Alors, d'après Fatou-Lebesgue,

< x% jgpp > = ƒ 9(x', r^oMdO -> ƒ?(*', rwKdo.

REMARQUE. — Un exemple où I F(/, n'est pas fermé sera donné après le

théorème 5.

2. Lemme. — Soit Cun cône convexe fermé saillant de Rw. Alors il existe une
base (el5...? e„) de R" telle que C soit contenu dans le cône convexe engendré
par cette base.

Démonstration. — Le cône polaire C° a un intérieur non vide. Donc il
contient une base (e'u ,.., e'n) de (R")'. Il existe une base (e l5..., en) de R" telle
que <e-, esy = — 8y . Cette base a la propriété requise, car elle engendre le
cône polaire du cône engendré par (e[9..., e'n).

3. Dans la suite de cette partie C désigne un cône convexe fermé saillant
de R".

Proposition. — On suppose qu'il existe / € £ R * telle que T(i) +f(t) C C
presque partout. Pour que F soit mesurable (pour la tribu complétée) il faut et
il suffit que, pour tout x\ cp(x', FQ) soit mesurable. Pour que F admette une
section intégrable (lorsqu'elle est déjà supposée mesurable) il faut que, pour tout
x', <p(x', F0)~ soit intégrable (*), et il suffit qu'il existe x' intérieur à C° tel que
<p(x', FQ)~ soit intégrable.

Démonstration. L'assertion concernant la mesurabilité résulte de
Rockafellar [2] et du fait que les parties de C ne contiennent pas de droites.
Si F admet une section intégrable, /0 , on a : <p(x', F0) > <x / , / 0 >, d'où
<p(x', F(*))~ ^ — < x'9f0 >. Réciproquement supposons l'existence de x' inté-
rieur à C° tel que <p(x', F(*))~ soit intégrable. On a

(1) On désigne par fy— la partie négative de la fonction numérique 4».
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de sorte que cp(x', F(*) + ƒ)" est encore intégrable. Posons F ' — F + ƒ.
Remarquons que, x' étant négative sur C, on a <p(*', F'(*))~ — — 9(x'> !"(•))
p.p. Remarquons aussi que F(?) est presque partout non vide, car
<p(;c\ F(f)) = — oo sur un négligeable. Comme les ensembles

Ca-= {x$C\ <*' ,*> S* a }

sont compacts lorsque a € R, x' atteint son maximum sur F'(0 p.p. Soit g une
section mesurable de F ' telle que cp(x', F'(0) = <*'>#(0> P-P- Comme il
existe une constante k > 0 telle que Ca soit contenu dans la boule de centre 0,
de rayon k |<x|, g est intégrable, et g—ƒ est une section intégrable de F.

4. Soit (Q, Ay P) et (Ù, Â9 F) deux espaces de probabilité dont les algèbres
métriques quotients A,(P) et Â(P) sont isomorphes (cf. Dunford-Schwartz
lemme 1 p. 158, ou Neveu ex. 1-3-1 p. 12). L'isomorphisme des fonctions
mesurables étagées se prolonge aux espaces ZR« (avec conservation de l'inté-
grale), puis aux espaces de fonctions mesurables non bornées à valeurs dans R\
Pour les fonctions à valeurs dans un polonais, cf. Castaing-Valadier lemme p. 5.
Comme nous nous intéressons plus aux fonctions qu'à leurs classes d'équiva-
lence, nous dirons que ƒ : Q -> R" et g : Ù —• Rn, supposées mesurables, se
correspondent si leurs classes d'équivalence se correspondent dans l'isomor-
phisme.

Lemme. — Soit (Q, A, P) et (Ö, jfc, P) deux espaces de probabilité dont les
algèbres métriques quotients sont isomorphes. Soit F une multi-application
mesurable de Q. dans les convexes fermés non vides de R+. Alors il existe une
multi-application mesurable F de Û dans les convexes fermés non vides de R+,
telle que :

1) ƒ est une section mesurable de F si et seulement s'il existe f correspondant
à ƒ qui soit une section mesurable de f ,

2) pour tout x\ <p(x', FQ) correspond à (p(xr, f (•)).

Démonstration. 1) Désignons par JG(F) l'ensemble des sections mesurables
de F. Pour chaque ƒ € JL(T) choisissons une fonction/: Ù —> R+, mesurable
correspondant à ƒ Soit (x'p) une suite dense dans (Rn)'. Il existe (d'après Neveu
démonstration de la prop. II-4-1 p. 43) une partie X de JKJ(F), dénombrable,
telle que, V p,jap{ < x'p, ƒ > | ƒ € X }j= sup ess {<*; ,ƒ> | ƒ € X(F) }. Po-
sons F(co) = co { f((ù) j /€3C }, où co désigne l'enveloppe convexe fermée.
Si ƒ € JL(T\ on a, V^, < x'p,_f > ^ <p(x̂  f(0) p.p., d'où (compte tenu de
Klee-Olech p. 296 (x)) /(cö) e F(w) p.p. Réciproquement si

g € Jtt(F) et si A : Q -> Rrt

(1) On y montre que si JST est convexe fermé et ne contient pas de droites, on a
K = { x 1 V/?} < xp, x > < (p(xp, X) }. On obtient le même résultat avec le corollaire du
lemme 6 de Debreu-Schmeidler.
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correspond à g, on a < x'p9 g > < <?(x'p, f (•)) = sup { < x'p, ƒ > | ƒ € X }, d'où
< x'p9 h > < sup { < x'p9 ƒ > | ƒ € X } p.p. ^ ?(*;, FQ). Finalement A(o>) € F(a>)
p.p.

2) Si (fp) est une suite de sections mesurables denses dans F (i.e. presque
partout {fplcù) } est dense dans F(G))) on a, V ;*:', <p(x', FQ) = sup < JC', fp >.
Et l'on a

<p(*', f (•)) ^ sup < x', fp > p.p., et sup < x', fp >

correspond à sup (x',fp} = <p(x\ F(-)). Par symétrie, pour les mêmes raisons,
<p(x', F(-)) est ^ à une fonction correspondant cp(x', F(«)). On en conclut que
ces deux fonctions se correspondent.

5. Théorème. — Soit F une multi-application mesurable de T dans les convexes
fermés de Rrt. On suppose qu'il existe ƒ € £R« telle que T(t) +f(t) C C p.p. et

que F admette une section intégrable. Soit A le cône asymptotique de I Ffi,. On a

I F[x = f FfjL + A. £a fonction d'appui de I F(x est x' i-> I 9(x', F(.))^.

Démonstration. Compte tenu de la prop. 1 il reste à montrer

f Ffjt + A = j Ffji. Posons F' = F +f On a j F > = j F[x + ƒ. On peut

donc faire la démonstration en supposant F(/) C C p.p. De plus, d'après le
lemme 2, on peut supposer C = R+.

1) Supposons T stonien et \i de Radon, normale, de support T (pour ces

notions cf. Dixmier). Soit (xp) une suite de points de F(x convergeant vers

x e Ffx. On a xp = / ^ où / p est une section intégrable de F. Montrons

que l'ensemble des fp est borné en norme dans £R« En effet soit (ej) la base

duale. On a < e\Jp > ^ 0 et J < e\Jp > fi, -* < ej, x > , donc la suite

I I | < ej, / p > | (Jt, L€N est bornée. L'ensemble des mesures vectorielles vp —fp\i

est borné en norme dans JL^nÇT). Soit X une valeur d'adhérence vague de (vp),
Xx la partie de X admettant une densité ƒ par rapport à y., et X2 la partie de X
étrangère à y*. On va montrer que ƒ est une section de F, et que X2(r) € A, ce

qui, compte tenu de l'égalité x = X(70 = I fy. + X2(7*), démontrera notre

assertion. On a, pour un filtre ad hoc, pour tout JC' et toute ^ € CR(T) :

lim ƒ 4 < * ' ,ƒ, > |i = ƒ 4 < x', ƒ > |x + ƒ x' <g> +(0Xa(d0. (1)
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Soit N un ^-négligeable portant X2. Soit e > 0. Il existe un ouvert U contenant N
tel que [i(U) < e. Comme Ü— £/est rare, et que fi, est normale, Zf— Uest
jx-négligeable, et Ü est un ouvert fermé (car T est stonien) contenant N, tel
que yu(Û) < s. Soit A un ensemble {x-mesurable disjoint de Ü. Il existe un
ouvert fermé B égal, à un ^-négligeable près, à A (car I e 0 = C(X)), et B est
disjoint de Ü (car B f\ Û est négligeable et ouvert fermé, donc vide). On a
alors

f <*',ƒ,>,* = f <*V,>|*-*f <x',/>jx = f <x',/>(x,
J .̂ JB JB JA

d'où I < % ' , / > | J L ^ I <p(x', F(»))|A. H en résulte que les ensembles
JA _ J^

{ / c T— t/ | < x', ƒ(*) > > <p(jc', T(0) } sont négligeables. D'après Klee-
Olech (corollaires p. 296. Déjà cité dans la démonstration du lemme 4), cela
entraîne/(r) € T(t) p.p. sur T— Ü. Comme (x(C/) < s, ƒ est une section de T.
En prenant pour § la fonction caractéristique de fj9 (1) nous donne :

< x ' , X2(T) > + f < *', ƒ > (i = lim f < x ' , / p > (x ̂  f <p(*', r(0){*(d/).
Ju Ju Ju

Avec les notations de la prop. 1, si on prend x' € dom <& = { y' J ̂ ( j ' ) < oo },
<p(x', P(-)) appartient à t1 , et l'intégrale de droite tend vers 0 avec s, ainsi

d'ailleurs que j < x', ƒ ) jjt. Donc x' €dom€> entraîne < x\ X2(r) > ^ 0. Or

on a A = (dom<D)0. En effet soit xoe FJI. D'après la prop. 1 on a

x € A o (V a > 0) x0 + ax € ! F|x

o (V a ^ 0)(V JC' € dom O)« x\ x0 + ax >
o (V x' € dom <D)« x', x > < 0).

2) Supposons (x abstraite bornée. Soit Ù le spectre de l'algèbre L™(T, 15, p.)
(cf. Bourbaki [2]) et jï la forme linéaire sur G(Ù) déduite de l'intégrale sur T
par l'isomorphisme entre Lœ(T9 *G, fji) et C(Ô). Alors Ù est stonien et jï nor-
male, ^ Ode support Ô. Grâce au lemme 4 et au 1) le théorème est vrai.

3) Montrons qu'on peut toujours se ramener au cas \i bornée. Comme y.
est cr-fînie il existe h : T —> ]0, oo[ intégrable. On pose

On a évidemment

ƒ Fjx = ƒ I V et ƒ <p(x', r(.))|* = ƒ
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EXEMPLE. Voici un exemple où T[i n'est pas fermé.

Soit

Ü = N - { 0 } , n = 2 (e t C - R2
+ ) e t, V p9 <x ( {p } ) = 1

et

Il est facile de voir que l'̂ x n'est pas fermé car il ne contient pas les points

de la forme (X, 0)(X > 0) qui lui sont adhérents, et que A = R+ x {0}.

REMARQUE. Si û = N et si ^ est bornée, on peut, dans la démonstration
du th. 5, se contenter d'introduire le compactifîé d'Alexandroff de N. Le
négligeable N sera réduit au point à l'infini, et on majorera « à s près » sa
fonction caractéristique par une fonction continue.

2. INF-CONVOLUTTON

6. Soit (r, 13, y.) un espace mesuré avec y. ^ 0. Soit (ft)t€T une famille de
fonctions s.c.i. sur Rn à valeurs dans ]— oo, oo]. On note/* la fonction polaire
de ƒ (cf. Moreau), et on note épi(/) l'ensemble { (x, X) € R" X R | X > f{x) }
(épigraphe de ƒ). On suppose dans toute la suite que la multi-application
11—•épi,/} est mesurable. (Il en résulte, lorsque les ft sont convexes, finies en
au moins un point, que (t, x) \-+ft(x) est un « normal convex integrand » au
sens de Rockafellar [1]). En utilisant les résultats de Rockafellar [2] et le fait
que f l->épi/f admet une suite de sections denses sur l'ensemble mesurable
{ t | épi ft T^ 0 }, on voit que t \—> épi ft est aussi mesurable. Enfin pour toute
fonction mesurable X : T~> R" t \->ft(X(t)) est mesurable.

Lemme. — Supposons que, pour tout x', les fonctions t \—> f f (x')+ sont inté-
grables. Alors il existe un cône convexe fermé saillant de R"+1, C, et une fonction
intégrable h tels que épi ft + (0, h(t)) C C p.p. Il existe To, a-fini, tel que t $T0

entraîne f t ^ So (*)• // est alors équivalent de supposer les fonctions t i—> f?(x')
intégrables ou que 11—* épi ft admet une section intégrable ; alors { t | ft ^ So }
est a-fini.

Démonstration. 1) Soit e' € (RB)', e* # 0. Comme

fî(e')+ft(x)> < * ' , * > ,

(1) On note s0 l'indicatrice de 0.
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l'ensemble épift + (0, ff(e')+) est contenu dans le demi-espace

JV={(* ,oc ) | <e',x> < oc}.

Il existe n + 1 vecteurs ei,..., e'n+x tels que C=f)i)e ;soit un cône saillant»
II suffit de poser h(t) = sup /f(e{)+.

2) Soit (ep une suite dans (Rn)' telle que tout point de (Rrt)' soit barycentre
d'un nombre fini de e'pC). Soit To or-fini tel que t <£ To => (V p)ff(e'p) < 0.
Alors / $ To => (V x')f*(x') < 0. Pour ^ To on a donc, ƒ, ̂  ƒ* * ^ So (car la
polaire de So est la fonction nulle).

3) Supposons que 11—> épi/i admette une section intégrable (X, A). Alors.
ft(x')+ft(X(t))> <*',^(0>, d'où ff(x')> <x\X(t)>-A(t), ce qui
prouve que t i—> ff(x') est intégrable. Réciproquement si r i—&- ff(x') est
intégrable, comme l'on a 9(0 ' , — 1), épi/f) =ft*(x')3 et qu'il existe un x' tel
que (x', — 1) soit intérieur à C°, il résulte de la prop. 3 que t !-> épi ft admet
une section intégrable.

4) Puisque t\—>épi/f admet une section intégrable, la partie de T— To»
{ t € T— To | ƒ,(()) > 0 } est a-finie. Cela établit que { t e T \ ft ^ So } est
a-fini.

7. On définit Pinf-convolution de la famille (ft)t€T par rapport à la mesure
H par la formule

(x) = inf { J/t(Jf(0)t*(d0 | Z € Ck-, ƒ ̂  -

où l'intégrale vaut + oo dès que \ft(X(f})+^(dt) == oo.

Cette convention est similaire à celle de Moreau. En fait, dans la situation
du théorème suivant, t \^ft(X(t)) est minorée par une fonction intégrable, ce
qui lève toute ambiguïté.

Théorème, — On suppose les fonctions ft convexes, et que pour tout x',
t \-*ft*(x') est intégrable. Uinf-convolution est exacte (Le., Vx, 3 JST^CR» tel
que

ƒ Xy. = xet jft(X(t)Mdt) = I" j Mât)] (*)).

C'est une fonction convexe s.c.L, à valeurs dans ]— oo, oo], non partout

égale à + oo, d'épigraphe j épift[i(dt)t La fonction polaire de Y/f(x(d0 est la
J J

fonction x' H* jf?(x%(dt).

(1) Si on identifie (R0)' à RD, il suffit de prendre pour les» e'P les points de Z°.
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Première démonstration. D'après le lemme 6, on peut supposer que jx est
cr-finie, car So est l'élément neutre pour l'inf-convolution. On a,

&», \ft(X(t))[i(dt) ^ — fƒ*(O)t*(dO > — oo, donc l'inf-convolution

est à valeurs dans ]— oo, oo].

Considérons K = épi fty.(dt). Il est non vide d'après le lemme 6. On a

K+ {0} X R+ = K trivialement. On va montrer, grâce au th. 5, que K est
fermé. Remarquons d'abord que si ƒ est une fonction convexe s.c.i. à valeurs
dans ]— oo, oo] non partout égale à + oo, on a :

+ oo si X > 0

sup { < x', x > | x e dom/} si X = O

En utilisant, comme dans la démonstration du lemme 6, une suite (e'p)
telle que tout x' soit barycentre d'un nombre fini de e'p, on voit qu'il existe un
négligeable N9 tel que si t ^ N9f;\x') € R, V x[ ce qui fait que ft est à valeurs
dans ]— oo, oo], non partout égale à + oo. On a

', X), K) = ƒ?((*', X), épi f

Si X < 0 on a <p((x', X), K) € R et si X > 0, <p((*\ X), K) = oo. Par suite :
R* x ]— oo, 0[ C dom cp(., f ) C R " x] — oo, 0]. Il en résulte (fin de la démons-
tration du 1) du th. 5) que le cône asymptotique de K est {0 } X R+, et par
suite (th. 5) K est fermé.

Montrons que K est l'épigraphe de y ft\i(dt). En effet
j

7ft[i(dt)] (x) - inf { jft(X(t)Mdt) | ƒ Xy. = x }

La borne inférieure de la dernière expression, si elle est finie, est atteinte. Soit Xo
le minimum. Soit (X9 A) une section intégrable de /1—• épi ƒ„ telle que

ƒ (X, A) - (x, Xo). Alors jft(X(t))y.(dt) < ƒ A(t)[i(dt) = Xo, et on a égalité.

Il ne reste qu'à calculer la fonction polaire de y ft&idt). D'après la formule

sur la fonction d'appui d'un épigraphe, c'est la fonction x' \—> cp((x', — 1), K).
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Or on a

<p((x', - 1), K) = ƒ <p((x', - 1), épi f

EXEMPLE. Soit, en dimension 1, pour p € N — { 0 },

!

oo si x i [0, 1]
x
-six€[05l].

Alors

i oo si x < 0

0 si x ^ 0

L'inf-convolution n'est pas exacte pour x > 0. On a

0 si x' ^ -

et S ƒ *(x') diverge pour tout x' > 0.

8. Nous allons maintenant donner une deuxième démonstration du th. 7.

Lemme. — Si les fonctions t i—>/*(x') ^o«f intégrables et si \L est a-finie, il
existe une fonction h : T-+]0, oo[ intégrable, un négligeable N et une fonction
convexe finie g*, tels que t^N =>f*(xf) ^ A(0^*(^0-

Démonstration. Soit (e£) une suite telle que tout point x' soit barycentre
d'un nombre fini de e'p. Soit une fonction h : T—>]0, oo[ intégrable telle que
Vi?5 3 k > 0 tel que f*(e'p) ^ ikA(f)p.p. (o n peut prendre pour h une fonc-

f*(e')tion > p.p. à S2"p - ' -— > où on prend la somme pour les fonctions non

p.p. nulles). Soit N un négligeable en dehors duquel l'inégalité a lieu pour

tout p. Posons g*(jc') = sup I ̂ ^ [ ti N | (si T — iV # 0 ? sinon le

lemme est trivial). On a, Vp, g*(«p) < oo, d'où, Vx', g*(x') < oo. Comme
pour tout x', g*(xf) > — oo, A, g* et N ont les propriétés demandées.

9. Proposition. — Sous les hypothèses du th. 7, en supposant [x <j-finiey il existe

une fonction convexe s.c.L, g9 telle que ̂ - ^ —*-co quand llxll —> oo, un négli-
H

geable N et une fonction h : T—^]0, oo[ intégrable tels que les fonctions gt

ff f f
d'épigraphe ̂ ^ vérifient gt > g si t i N, et W g^(dt) = Y f&(dt).

"W J J
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Démonstration. Prenons A, N et g* comme dans le lemme 8. Soit g la

polaire de g*. On a gt(x) = ^

On peut alors facilement vérifier que w gt(/t(i)(dQ = y /^(df). La polaire

de gt est T^T » de sorte que gt^ gsit $NAl reste à voir que la fonction polaire g
h(t)

d'une fonction convexe finie g* vérifie ^~ —»oo quand llxll —> oo. Or si g

Ml
ne vérifiait pas cette hypothèse, il existerait (xp) telle que \\xp\\ -> oo et

( "V \

—£- J A: ayant une valeur d'adhérenceIWI /
(x, k) avec x # 0, épi g contiendrait une demi-droite non verticale :
{ (x09 fc0) + X(x, ifc) | X ̂  0 }. Si x' est tel que < x', x > > k, on a

S*(*0 = ?((*', —1), épi*)
^ sup { < (x', — 1), (x0, fc0) + Hx9k) > | X > 0 }
= oo, ce qui est absurde.

10. Supposons y. finie. Le lemme suivant étend très légèrement le th. 11-22
de Meyer (p. 38).

Lemme* — Soit g une fonction sur Rn, s.c.i. à valeurs dans ]— oo, oo] telle

que ̂ y -*oo quand M| -> °°* ^0Mr ?ow^ M € R Vensemble
\\x\\

est équi-intégrable.

Démonstration. Il s'agit de montrer que V e > 0, 3 c tel que

f c

Soit a = i—- et c assez grand pour que llxll ^ c => ̂ -^ > #. On a
e 11*11
f \\X(t)\\y.{àt) < i f

11. Deuxième démonstration du th. 7. On a déjà remarqué que l'on peut se
ramener au cas y. a-finie. Prenons les notations de la prop. 9. Montrons l'exac-
titude de l'inf-convolution des gt par rapport à v = h\i9 en un point x9 où


