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ALGORITHMES TRONQUES
DE DECOUPE LINEAIRE

par F. ROBERT (1)

Résumé. — Un théoréme dit « de Stein-Rosenberg tronqué » est établi, qui permet d’étu-
dier la convergence d’un algorithme tronqué de découpe linéaire. Applicables mais onéreux,
pour des systéemes linéaires, ces résultats constituent en fait une base théorique pour des
algorithmes de résolution d’équations de point fixe dans R», non linéaires mais contractantes
en norme vectorielle.

INTRODUCTION

A partir des notions de découpe de matrice et de norme compatible avec une
découpe (*) est défini, dans [2], un algorithme dit « de découpe linéaire »
opérant de la fagon suivante :

Partant d’une équation de point fixe linéaire dans R", ’algorithme produit
une suite d’équations de point fixe équivalentes, et qui « convergent » vers une
équation limite

x=Ux-+nh

équivalente a celle de départ, et pouvant étre beaucoup plus simple a résoudre :
le choix de la découpe particuliére utilisée permet d’imposer a U d’avoir des
éléments nuls « ot I’on veut ».

La caractéristique de cet algorithme est de transformer, de fagon itérative,
I’opérateur linéaire dont on part. Il ne rentre donc :

— ni dans la classe des « méthodes directes » (Gauss, Jordan, Choleski)
qui transforment bien I’opérateur de départ, mais en un nombre fini d’opéra-
tions;

(1) Analyse Numérique, Département de Mathématiques, Université]lde Lyon I-Villeur-
banne.

(*) Notions rappelées bri¢vement 2 la fin de cette introduction.
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46 F. ROBERT

— ni dans la classe des « méthodes itératives » d’itération linéaire (Jacobi,
Gauss-Seidel, relaxation...) qui procédent bien de fagon itérative, mais dans
I’espace R" ou I’on cherche la solution, et non pas sur I’opérateur.

L’intérét principal de cet algorithme est de pouvoir s’étendre, quant aux
résultats de base, et de fagon trés naturelle, au traitement (formel) d’équations
de point fixe sur R", non linéaires mais contractantes en norme vectorielle [1].
L’algorithme obtenu a alors été baptisé « algorithme de découpe non linéaire ».
Précisément, dans I’algorithme non linéaire, c’est sur la matrice de contraction
de I’équation donnée que s’applique 1’algorithme de découpe linéaire, pour
produire la suite des matrices de contraction des équations de point fixe succes-
sivement construites.

Le but du présent travail est alors le suivant : définir et étudier la conver-
gence, pour le cas linéaire, d’algorithmes de découpe tronqués, basés sur la
remarque suivante :

L’algorithme de découpe linéaire consiste, 2 chaque pas, a calculer
(I — L)"U a partir de deux matrices L et U obtenues au pas précédent [2].

Dans le contexte de 1’algorithme, (I — L)~ U coincide avec lz L"] U.

k=0
L’algorithme tronqué de découpe linéaire, va consister a remplacer, dans un
but d’économie de calcul, (I — L)~ U par une approximation, égale a

I+ L+..190+ !

Vawts N
Ventier k’ cnpnmeur ou ngal a 1’ pr“nmnf \mﬂnr arh1frn1rpmpnf a Cha ]

La troncature maximum, qui consiste A prendre systématiquement
revient donc a remplacer (I — L)~ !U par I’approximation suivante

aue nas
e Sl e
tk =1,

I+ L)U + L2

Nous montrons alors, dans ce travail, que, sous la méme condition de
convergence établie pour I’algorithme de découpe linéaire [4 savoir :
N(G,) < 1, G, étant la matrice de départ, et N une norme compatible avec la
découpe utilisée] on obtient encore les mémes résultats pour 1’algorithme
tronqué, & savoir :

1) que cet algorithme produit encore une suite d’équations linéaires de
point fixe équivalentes a celle de départ;

2) que cette suite d’équations « converge » vers une équation limite, encore
équivalente a celle de départ, et dont la matrice U a des éléments nuls placés a
volonté, selon le choix de la découpe utilisée : l’équation limite peut donc étre
trés simple & résoudre, selon la forme imposée a priori a2 U : triangulaire par
exemple.

Cette convergence de I’algorithme tronqué sous la méme condition que pour
I’algorithme non tronqué prouve donc que dans le calcul de (/ — L)"!'U a
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ALGORITHMES TRONQUES DE DECOUPE LINEAIRE 47

chaque pas, on peut s’en tenir & une approximation méme trés grossiére (par
exemple L2 4+ LU + U) : on rejoint par,la un résultat valable pour d’autres
problémes résolus de fagon itérative : on peut souvent sans dommage s’en
tenir & une résolution tres grossiére du probléme posé & chaque pas, ’essentiel
étant de faire un calcul — méme trés approché — et d’itérer Je processus.

Enfin, I’étude de la convergence de 1’algorithme tronqué nous a amenés a
élaborer un « théoréme de Stein-Rosenberg tronqué » (théoréme 2 dans le
texte) dont on pense qu’il présente un intérét intrinséque : nous 1’avons établi
de fagon autonome en début de papier.

La encore, I'intérét réel de I’algorithme (tronqué) de découpe linéaire
n’est pas tant dans la résolution numérique d’équations linéaires de point fixe
(le coiit du calcul reste élevé) que dans son extension & des équations non linéaires
de point fixe sur R", contractantes en norme vectorielle, particuliérement pour
le cas, numériquement intéressant, de découpes implicites [1].

Pour I'immédiat, le présent travail se référe uniquement aux notions élabo-
rées dans [2], et que nous rappelons trés briévement :

M, désignant P’algeébre des matrices réelles (n, n), on appelle découpe de
M,en £ + U, toute décomposition de M, en la somme directe des sous-espaces
£ et W choisis ainsi : £ et WU sont engendrés par une partition de la base cano-
nique de M, en 2 sous-ensembles. Autrement dit, selon une découpe s donnée,
toute matrice G de M, se décompose (de fagon unique) en L 4+ U, ou L est
formée de certains éléments de G (au choix de la découpe s), les autres étant
nuls. U compléte L pour donner G = L + U. °

Une découpe s étant donnée sur M,, une norme N sur M, est alors dite
compatible avec s si elle vérifie les deux axiomes suivants :

1) N est sous-multiplicative : VA4, B € M,, N(AB) < N(A)N(B)
2) pour tout G de M, décomposé selonsen L + U, on a

N(G) = N(L) + N(U)

On renvoie, pour I’existence et 1’étude de telles normes, ainsi que pour les
résultats rappelés ici, a [2].

En ce qui concerne les notations, un vecteur de R” est dit > 0 si toutes ses
composantes sont > 0; = 0s’il est > 0et 7 0; > 0si toutes ses composantes
sont > 0. Un vecteur > 0 est dit non négatif; un vecteur > 0 est dit positif.

De fagon analogue, une matrice S est dite > 0 (non négative) si tous ses
éléments sont > 0. On ne considérera que des matrices carrées. Si .S appartient
a M,, o(S) désigne le rayon spectral de S, 2 savoir le module maximum des
valeurs propres de S. On rappelle que si N est une norme sous multiplicative
sur M, (et en particulier si elle est compatible avec une découpe donnée sur M),
on a, pour toute matrice 4 € M,, :

e(4) < N(4)
n° juil. 1972, R-2.



48 F. ROBERT

L. GENERALITES
§ 1. Rappels
Pour toute matrice carrée S > 0, et tout vecteur # % 0, on pose [3]
7s(#) = Sup (¢ > 0 au < Su)
ts(w) =Inf (B > 0 Su < Pu) (par convention, Inf(F) = -+ c0)
d’ou
0 < 9s(w) < Ts(w)
Pour u > 0, il vient
Ns(u) = Mm

[S:]' et  T5(u) = Max [Sul: _ Swo(U"1SU)

L3 l

avec U = diag (1), S, désignant la norme de matrice engendrée par la norme
du max.

On rappelle alors la formulation suivante du théoréme de Perron-Frobenius.

Théoréme 1 [3]

Soit S une matrice > O et carrée. Son rayon spectral p(S) est valeur
propre et il lui correspond un vecteur propre @ > 0. On a alors

1) —

ALQY ——
UpP sty = ) =

“

>
#*

N
"3

TInf ~ (1)
A Ty
>

-~
I
~

=
(=]
=
o

avec évidemment : n5(w) = p(S) : la borne supérieure est atteinte (1).

REMARQUES
1) Nous n’énongons pas de résultat plus précis concernant le cas ol Sest
irréductible : seul le résultat le plus général (1) interviendra dans la suite.

2) On retrouve, grace a (1) le résultat (classique) suivant : si S, matrice
carrée > 0, admet un vecteur propre » > 0, » est nécessairement attaché a une
valeur propre A égale au rayon spectral p(S).

En effet, il vient t5(w) == A
or a priori
Ts(w) > p(S) > [A|
donc
A= p(S)

(1) On peut montrer que la borne inférieure est atteinte si et seulement si il existe
u > 0 tel que Su<< o(S)u; c’est vrai en particulier si S est irréductible.
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ALGORITHMES TRONQUES DE DECOUPE LINEAIRE 49

Corollaire 1.

Pour toute matrice carrée S > 0 et tout ¢ > 0, il existe . > O tel que
Su, < [p(S) + €lu. @

En effet, puisque p(S) = Inf 14(x), on a, pour tout ¢ > 0, ’existence de
u, > 0 tel que w0
o(S) < 7sue) < p(S) +¢/2
Or
Ts(u) = Inf (B > 0 : Su, < Buy)
il existe donc B, > O tel que

Ts(ue) s 66 S Ts(ue) + 5/ 2
et
SuE S Beue
d’ou
Sue < [p(S) + €lu,
REMARQUE

On pourrait, de fagon analogue, démontrer, pour toute matrice carrée
S > 0 et tout € > 0, I’existence de v, = O tel que :

[e(S) — eve < Sv, 3)

Mais en fait il suffit de prendre w, vecteur propre 3 0 de S, attaché a la
valeur propre p(S) (théoréme 1) pour avoir :

p(S)w = Sw “@
ce qui redonne (3) avec en plus le fait que w ne dépend pas de ¢ (et I’égalité
au lieu de I'inégalité).

§ 2. Un théoréme du type « Stein-Rosenberg-tronqué »

Soient L et U deux matrices carrées > 0. On pose

So=L+U>0
et
Sk+1 =LSk+ U (k=0, 1..)

1l vient
S, =+ L+..IMU+ ¥ >0.

On pose p;, = p(Sy).
ne juil. 1972, R-2.
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On a alors le
Théoréme 2.

1) Si py = 0 alors, pour tout k, p, = 0, et toutes les matrices S; admettent
un vecteur propre commun > 0 attaché 2 la valeur propre 0 (!).

2)Si0 < p, < 1alors, pour tout k, 0 < k™! < o < po < 1.

3) Si py = 1 alors, pour tout k, g, = 1 et toutes les matrices S, admettent
un vecteur propre commun ¢« > 0 attaché a la valeur propre 1.

4) Si py > 1, alors, pour tout k, 1 < py < p, < pbt'.
Preuve
Pour tout £ > 0, il existe (Corollaire 1) u, > 0 tel que
Soue < [PO + s]ue

d’autre part, si © 2 0 est un vecteur propre de S, attaché 4 la valeur propre pq,
ona

po» = Sow
Alors

1) si po = O limitons € a varier dans ]0 1] et montrons que
Vi, Vee€l0l] Su, < su, ()
Ce résultat est vrai pour k = 0. Le supposant vrai pour k, il vient
Si+ 14e = LSu, + Uu, < eLu, + Uu, < [L + Ulu, = Spu, < ceu,
par récurrence, le résultat (5) est établi. D’ou il résulte que
0 < o < Tyue) < &

Aipsi pour tout k, et tout ¢ €]01] 0 < p, < € d’ou il résulte que, pour
tout k, p, = 0.
D’autre part, montrons que pour tout k, S = 0 : Vrai pour k = 0, ce
résultat se démontre par récurrence griace aux inégalités
0< 8410 =LS» +Uw =Uw < [L 4 Ulo = S =0

et le point 1) est établi.

2) Si0 < py < 1. Limitons ¢ > 0 a étre tel que p, + € < 1. Montrons alors
que pour tout k

Siute < [po + €lue ©)

(1) Et tous les Sk sont réductibles, une matrice > 0 irréductible ne pouvant avoir son
rayon spectral nul.
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Ce résultat, vrai pour k = 0, se démontre par récurrence de la méme fagon
que précédemment, grice aux inégalités :

Sie+ 1Ue = LSue + U < (po + )L,
+ U, < [L + Ul = Soue < [po + <lue
Montrons également que pour tout k
6 o < Sio Q)
Ce résultat est vrai pour k£ = 0. Le supposant vrai pour k, il vient
Sir10 = LS00 + Uo > pb" Lo + Us > ok YL + Ulo = okt 1So0 = pit 2w

Il en résulte que pour tout k, et tout € > 0 assez petit :
P " < Ms(0) < o < Ts (1) < o F €
d’ou
Po ! < pe < po

et le point 2) est établi.
3) Si po = l.
Montrons que pour tout k, et tout e > 0

Skue < (1 + s)k+1us (8)

Vrai pour k = 0, ce résultat se démontre par récurrence griace aux inéga-
lités :

Si+ 14, = LSu, + U, < (1 + )" 'Lu, + Uu,
A+ NL+ Ulu, = + )" 1Su, < (1 + ) 2u,
Montrons également que, pour tout k
Siw = )

Vrai pour k = 0, ce résultat se démontre par récurrence grice aux égalités
Sp+10 = LS00 4+ Uw = Lo + Uw = Sy = w. o est donc vecteur propre
commun a tous les S, et attaché a la valeur propre commune 1 (%).

11 en résulte que, pour tout k, et tout £ > 0

= N(®) < o < () < (1 + !

(1) On ne peut en déduire par ce simple argument que 1 est rayon spectral des Si
car o 5 0, n’est pas nécessairement > 0.

n° juil. 1972, R-2.
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d’ou, pour tout k

pe=1
4) Si po > 1.
Montrons que, pour tout k, et tout e > 0
Skuc < (PO + 5)k+lue (10)

Ce résultat, vrai pour k = 0, se démontre par récurrence grice aux inégalités
Sew1tte = LS, + Uu, < (po + ©)*" ' Lu, + Un, < (po + €)**'[L + Ui,
= (po + )" 'Sou. < (po + ©)**%u,

Montrons de plus que, pour tout k&

Po® S S0 1y
Vrai pour k = 0, ce résultat se démontre par récurrence grace aux inégalités :

Si+10 = LSS0 4 Us 2 polw + Uw 2 [L + Ul = Seu = pew

Ainsi, pour tout k et tout € > 0, il vient

Po < Msy(®) < pr < Ts1e) < (po + &)
d’ou, pour tout k

k+1
Po < Pr < Po

et le théoréme 2 est démontré :

REMARQUE. Si L = 0, ce résultat devient trivial, puisqu’alors tous les S,
coincident avec Sy, = U.

Autre cas élémentaire : si U = 0. On a alors S, = L***,

Notons que dans ces deux cas triviaux, le résultat est vrai méme si U,
(resp. L) ne sont pas > O : on peut les prendre quelconques.

Le théoréme précédent a pour conséquence le théoréme classique de compa-
raison des rayons spectraux de L + Uet (I — L)~ 'U pour Let U > 0 (Stein-
Rosenberg) [4].

En effet :
alors d’une part
O0S<pL)Sp(L4+U)=po=0<1

donc (I — L)~ ! U existe et coincide avec

©
> L'
i=0

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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autrement dit
lim S, =(—L)y'U

k- 0

Or p, = 0 d’od p[(/ — L)~ 'U] = 0.

b)Si0<py <1
on a encore I’existence de (I — L)~ 'U qui est limite des S;.

Or

Po S < po<1
d’ou
l—L)y W< p(L+U)< 1

C) Si Po = 1
et si p(L) < 1, (I — L)~ U existe et est limite des S,
or

pr =1 d’olr o[ —L)"'U]=1

d) Sigo > 1

et si p(L) < 1, (I — L)~ !U existe et est limite des S,.

or

1<po<pu<ps

dott1 < o(L + U) < o[ — L)~1U]

53

D’autre part, nous utiliserons le théoréme 2 dans I’étude des algorithmes

tronqués de découpe linéaire :

II. ALGORITHME TRONQUE DE DECOUPE. LINEAIRE

Soit s une découpe de M, en £ ® W et Gy € M,

Rappelons les résultats concernant 1°.

§ 1. Algorithme de découpe linéaire associé a s et partant de G, [2]

On envisage la suite suivante dans M, :
pour G, décomposé selon s en L, 4 U,, on pose, si elle existe,
Gur=(U—L) U, (r=01,2.)
n° juil. 1972, R-2.



54 F. ROBERT

On a alors le résultat suivant d’existence et de convergence :

Théoréme 3 [2]
Soit N une norme compatible avec la découpe s
si N(Gy) < 1 alors :
1) G, existe pour tout r (I — L, inversible pour tout r)
2) G, converge vers une limite U € W, et I’on a :

N(U) € ... € N(G,+,) € N(G,) ... £ N(Gyp) < 1
3)Si Gy = 0, G, est > O pour tout r et

p(U) < ... p(Gr+ 1) < p(G)) ... < p(Go) < N(Gp) < 1
Up< U, KUy <. U
d’ou
p(Uo) < ... o(U) < p(Upsy) < ... p(U)

p(U) est donc limite des deux suites (monotones) o(G,) et p(U,).

REMARQUE

Le calcul de (I — L,)~ U, est onéreux.

On se propose de modifier I’algorithme précédent en prenant comme
approximation de (I — L)~'U  (pour p(L) < 1)

k k+1 . z
A=+ L+ I U+ L k entier > 1 donné

Cette approximation est calculable de la fagon suivante :

So . L + U
So=LSy + U
Sp+1=LS, +U (r=0,1,..k—1)
alors
A = Sk
On définit 1'.

§ 2. Opérateur de découpe, tronqué au rang k, asscocié a s

La découpe s étant donnée sur M,, tout H de M, est décomposé selon s
en H=L + U.

k étant un entier > 0, on pose
F(H)=[I+ L+ ..MU+ L¥*? (12)

Cet opérateur F, est défini sur tout M,,; pour k = 0, il redonne ’application
identique.
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Pour étudier les propriétés de F;, nous avons besoin de résultats prélimi-
naires :

Lemme 1
Soient /, et u > 0 dans R.
Posons
O =0 +1+..Dut+F*"r  [0p=1+u]
alors

l)oubien/=0QetalorsVk 6,=0,=u

2) ou bien / > 0. Alors, pour tout k, 0, est > Oet’ona
x)si0 <Oy <lalorsVk 0<60,4,<0(<0y<1)
B)sify =1 alors V k 0, =1
Vsiby > 1 alorsVk Oy > 0(> 6, > 1)

Preuve
Le point 1) est évident; pour 2) remarquons que
O — Oy = — R+l g e+t ez feran — (I + w)]
d’ou «) f) 7).
REMARQUES
1) dans le cas 2 — «) les 0, décroissent strictement vers leur limite

L
1—1

dans le cas 2 — v) les 6, croissent strictement vers

0= < 6 (carp < 1=>1<1)

6=—1——fj>60 si I<1

+ oo si I1>1
2) Ce lemme est trés analogue au théoréme 2, mais n’en est pas cas parti-
culier. En appliquant le théoréme 2) aux matrices (1.1) /et ¥ > 0, on peut
compléter Je lemme par les indications suivantes :
w)si0< <1 alorsVk 6571 <6, <6,<1
y)sil < 6, alorsVk 1< 96, < 6, < 65*!
Lemme 2
Soit N une norme compatible avec la découpe s.
Alors si N(H) < 1, il vient pour tout entier k > 1

N(F(H)) < N(H) < 1 (13)
plus précisément :

oubien L=0etVkF(H)=H=UeWU
oubien L #0etVk > 1 N(F(H)) < NH) < 1

no juil. 1972, R-2.
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Preuve
N(F(H)) = N[U + LU + ... [*U + L**"]

< N(U) + NL)NU) + ... INIDFNU) + [INL)F

= (1 + N(Z) + ... INDPIND) + (NL)***.
Posons ! = N(L); u = N(U). 1l vient avec les notations du lemme 1

N(F(H)) < 6,
Or N(H) = N(L) + N(U) =1 + u = 0, < 1. 1l vient, d’aprés le lemme 1 :
ou bien / = 0 c’est-a-dire L = O et alors F(H) = U= HeW
ou bien / £ 0 c’est-a-dire L £ 0O et alors
N(F(H)) < 0, < 8o = N(H)

Définissons alors 1°.

§ 3. Algorithme tronqué de découpe linéaire

On se donne une suite { ko, k; ... k, ... } d’entiers > 1; alors, partant de H,
pris dans M, décomposé selon s en L, + U,, on définit

H,. = F(H) (r=0,1,2.)

Cet algorithme sera appelé algorithme tronqué de découpe linéaire, partant
de H,, et associé a la découpe s et a la suite { k, }. Le résultat suivant régle sa
convergence.

Théoréme 4

Soit s une découpe de M, en £ @ U, N une norme compatible avec s,
et H, pris dans M,

Si N(H,) < 1, alors, quelle que soit la suite kg, k4, ... k, d’entiers > 1,
’algorithme de découpe tronqué associé & s et aux { k, } et partant de Hy;
vérifie les propri€tés suivantes :

1) H, converge vers une limite U appartenant a W

2Q) NU)< .. NH,+y) < NH) < ...NH,) <1 (14)
3)si Hy, = 0, alors tous les H, sont > 0 et
e(U) < ... < p(Hp4y) < o(H) ... < p(Hop) < N(Hy) <1 5)
0<Uy<U;£..0, < U4, ..U (16)
d’ou
e(Uo) < p(Uy) ... < o(U) < p(Up+y) < ... (V) )]

p(U) est donc limite des deux suites (monotones) o(H,) et p(U,)
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Preuve
1) Puisque H,,, = F, (H,) et que N(H,) < 1, les inégalités
N(H,+,) € N(H,) < ... N(H,) < 1

résultent, par récurrence, du lemme 2. Comme on va montrer que H, converge
vers une limite U, les inégalités (14) seront acquises.

2) Démontrons cette convergence, et que la limite U des H, appartient & UW.
Pour cela, formons

H,—U=L,+ U, —U
=U+L,+..LF U + ¥ — U,
= LII+ L + .. LT, + L] = LP,
passant aux normes, il vient, puisque N est compatible avec s

N(Lr+ 1) + N(Ur+ 1 r) < N(Lr)N(Pr)
or

P, =F,_(H) et NH)<1
donc, par application du lemme 2, il vient, si k, > 2
N(P,) < N(H,) < N(H,) < 1
etsik =1 P.=H, d’ou N(P,) = N(H,) < N(Hy) < 1.
On a donc, dans tous les cas
N(L,;,) +NU,,,—U) < N(L)N(H,) avec N(H,) <1
Donc
N(L,.,) < N(L)N(H,) < [INH)T*'N(L,) avec N(H,) <1

ce qui montre que N(L,), donc L,, converge vers 0.

D’autre part

N(U,+y —U,) < N(L)N(H,) < [IN(H)T T'N(L,) avec  N(H,) < 1

ce qui prouve que la suite U, est de Cauchy dans U, qui est complet : donc U,
converge vers une limite U € U.

Alors H, = L, + U, converge vers U.

Ainsi les points 1) et 2) sont établis.

Si de plus Hy est > 0, Ly et U, de méme, d’aprés les propriétés d’une
découpe. Donc H, est > 0 et tous les H, de méme.
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On a alors
Hi, =L+ U4=U+LU + "'Lf'Ur + Lf'“
Ainsi
Hy =L4s +U 2 U,
d’ou résulte, d’aprés les propriétés de non superposition de L, , et U,,,, que
U412 0,20
et la limite U est > a tous les U,, d’ou (16).

On déduit les mémes inégalités sur les rayons spectraux de ces matrices
non négatives, d’ou (17).

Enfin, puisque L, et U, sont > 0 et que p(H,) < N(H,) < 1, on déduit du
théoréme 2 que

flH, ] = el + L, + ... LU, + Ly < p(H,) < 1
ce qui établit les inégalités (15).
Drailleurs, le théoréme 2 permet de préciser que, pour tout r
PHENM < p(H,+y) < o(H) < 1 18)
Le théoréme 4 est donc démontré.

REMARQUES
1) pour k, = 0, I’algorithme stationne en H,;

2) Soit iHo] la matrice obtenue en remplacant dans H, tous les éléments
par leur valeur absolue. Dans 1’algorithme ci-dessus, soit H, la suite de matrices
engendrée A partir de Hj = |Hy|, et H, la suite de matrices engendrées a
partir de H,.

Alors pour tout r 0 <|H,| < H/
ce qui s’écrit, pour H, décomposé en L, + U,, et H/en L] + U, selons
o< |L|<L ; O0<|U|<U

En effet, cette relation est vraie pour r = 0: |L,| = L} ; |Up| = U
Supposons la vraie au rang r, il vient :
0< |Hypy| = |+ L, + ... [¥U, + LY
< U+ L+ ... L9 U] + |L [+
U+ |L| + ... |L]"|U,| + |L]*!
SU+L+.0M0 + L = H,
c’est-a-dire
0< ILr+1| < Liyy ; 0< IUr+1| < Ulyye
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En particulier, si, relativement & une norme N compatible avec la découpe s,
on a 2 la fois N(H,) < 1 et N(Hj) < 1 (par exemple parce que N(H,) < 1et
que N est absolue; alors N(|Ho|) = N(H,) < 1), il y aura convergence de H,
vers U € W, de H' vers U’ € U, et I’on aura

0< |U| < U
d’ou, d’ailleurs, la méme inégalité sur les rayons spectraux de ces matrices non-
négatives; on a donc, finalement :

o(U) < po(|UP < p(U) < 1

EXEMPLES

1) Reprenons la matrice H, donnée dans I’introduction de [2].

4 —2 4 8 —3 1

—1 2 6 3 1 2

1 4 6 3 6 —4 —2

H, = ——

100 | —2 1 2 5 —5 1

5 2 1 —6 7 —3

—2 —1 1 3 —4 2

Sur My, on sait [2] que la norme N définie par
13 il;]j
est compatible avec toute découpe intégre, c’est-a-dire toute découpe ne scin-

dant pas la diagonale (ce qui revient a dire que la matrice unité s’y décompose
soiten I + 0, soit en 0 + I);

et on vérifie que N(H,) < 1 : les algorithmes tronqués de découpe seront
donc convergents pour toutes les découpes intégres. Voici quelques résultats
numériques, pour de telles découpes.

Dans tous ces exemples, la suite { k, } a été prise stationnaire en la valeur
(entiére, > 1) k. Différentes valeurs ont été essayées pour & : 1, 5, 10, 20, 4+ oo
(ce qui correspond alors a I’algorithme non tronqué de découpe linéaire).

A) Découpe de Gauss Seidel
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Pour toutes les valeurs de k testées, la matrice H, est stabilisée sur 6 chiffres
apres 6 ou 7 itérations selon les valeurs de &, sur la méme matrice :

4 -2 4 8 -3 1
0 2.02093 5.95833 291666 1.03125 1.98958

1 0 0 3.52647 6.50946 — 4.06272 — 1.83818
100 ) 0 0 4.99794 — 5.00991 0.96259
0 0 0 0 7.09471 — 2.98973

0 0 0 0 0 2.10541

Pour £k = 1, il a fallu 7 itérations

k =5, 10, 20, 4+ oo 6 itérations

Dans cet exemple, ou L, est triangulaire inférieure (6,6), on sait que L{ est
nul. Autrement dit pour k > 5

F(L +U)=U+L,.. + LU, + ;'Y

coincide avec (I — L,)” 'U,, d’ol1 un calcul identique pour k = 5, 10, 20 et + co.
B) Reprenons la découpe (utilisée dans [2])

Les matrices sont stabilisées sur 6 chiffres :

a) pour k = 1, en 5 itérations; on obtient, pour matrice limite :

0 — 208333  4.16666 8.33332 — 3.12500 1.04166
0 0 0 0 0.64259 1.95107

1 4.11754 0 0 632972 — 3.99518 0

100 — 2.35491 0 0 0 0 0
5.51035 0 1.07799 0 0 — 3.25552

226367 —1.10232 097779 3.30805 0 0
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b) pour k = 5, 10, 20, + oo, en 5 itérations aussi; on obtient la limite :

0 — 208333 4.16666 8.33332 — 3.12500 1.04166
0 0 0 0 0.79665 2.04590

1 4.17814 0 0 6.14326 — 4.07313 0

100 — 234478 0 0 0 0 0
5.53198 0 1.07759 0 0 — 3.19503

— 226956 — 1.02178 097769 3.06539 0 0

2) Pour une matrice H, (24, 24) et pour la découpe de Gauss-Seidel, le
calcul a été effectué, en double précision, en prenant la suite des k, stationnaire
en la valeur k, pour différentes valeurs de k. 11 est intéressant de comparer le
nombre d’itérations nécessaires et les temps de calcul correspondants pour une
méme précision machine (stabilisation sur 10 chiffres décimaux).

k Nombre d’itérations Temps de calcul
1 8 1m30s
5 7 3mS52s

10 7 Tm27s

20 7 14mO03s

On constate, sur cet exemple, que pour obtenir une précision donnée, le
nombre d’itérations nécessaires est pratiquement indépendant de I’entier de
troncature k. Il en tésulte que le temps de calcul total pour un méme résultat,
croit, pratiquement linéairement, avec k. Cette constatation numérique montre
que le calcul le plus économique correspond a la troncature maximum : k = 1

Si I’on fait Ie calcul pour k infini (algorithme de découpe non tronqué) en
calculant

k=

[Z L’]Uz I—D U
Jj=0

par inversion directe de (I — L) griace a la méthode de Gauss, et non plus par
une suite de schémas de Horner (S, = L + U; S;+1 = LS; + U), on obtient,
sur ce méme exemple :

oo]6|1m51s

Il ne faut donc pas trop compter sur un grand gain de temps : dans cet
exemple, il n’est effectif que pour la troncature maximum (k = 1) (et inférieur
a259%).
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OI. APPLICATION A DES EQUATIONS LINEAIRES
DE POINT FIXE

Pour H, donné dans M, et h, donné dans R", considérons I’équation de
point fixe
(Eo) x = Hox + ho

Soit s une découpe donnée sur M, et { k, } une suite d’entiers > 1.
Définissons alors les deux suites :

Hr+1 = Fk,(Hr) > hr+1 = [I+ Lr + oo Lf']hr (?' = 0’ 1 "’)
pour H, décomposé en L, + U, selon s.

Cet algorithme sera encore appelé algorithme tronqué de découpe linéaire,
associé a s et a la suite { k, }, et partant de (Hy, ).

Alors, pour tout r, on associe au couple (H,, A,) ’équation de point fixe (E,)
suivante dans R" :

(E) x=Hx +h,
On a alors le
Théoréme 5

Si N(H,) < 1, ou N est une norme compatible avec la découpe s, alors,
quelle que soit la suite { k, } (k, > 1).

1) L équation de point fixe (£;) admei une soluiion unique x,.
2) Toutes les équations (E,) sont équivalentes a (E,) : elles admettent la
méme solution unique x,.

3) H, converge vers une limite U € WU ; A, converge vers une limite A
dans R". :

4) Alors 1’équation limite :
(E) x=Ux-+h

admet pour unique solution la solution x, de (E,).

S) Si Hy est > 0, tous les H, le sont, et les inégalités (15) (16) et (17) sont
vérifiées.

Preuve

a) Puisque p(H,) < N(H,) < 1, (E,) admet une solution unique, que nous
notons Xx,.

b) D’aprés le théoréme 4, on sait que N(H,) < N(H,) < 1
d’ou
o(H,) < N(H) <1, (E,) admet une solution unique.
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Montrons alors par récurrence que x, est solution de (£,). C’est vrai pour
r = 0. Supposons que

xo = Hxo + h, 19
Alors
kr kr kr
Y IPxo= Y. IXL, + U)xo + 2, LZh,
p=0 p=0 p=0
soit

ky
Zo (L2 — L2 Y%y = (Hyyy — L% Vxg + hyyy

<c’est-a-dire
Xo = Hpp1X0 + hpyy

€t (19) est établie pour tout 7.
Toutes les équations (E,) ont donc méme solution unique x, que (Eyp).

¢) d’aprés le théoréme 4, on sait, puisque N(H,) < 1, que H, converge
vers une limite U € W. Or on a

h, = xq — H,x,
ce qui montre que h, converge; de plus il converge vers & tel que
h = xy — Ux,

ce qui montre que x, est encore solution de I’équation limite (E) ; d’autre part,
puisque o(U) € N(U) < N(H,) < 1, I’équation limite admet une solution
unique, qui est donc x,.

d) Enfin le point 5) reproduit les résultats du théoréme 4 dans le cas ou
H, > 0.

Le théoréme 5 est démontré.

REMARQUE : Dans le cas de la découpe triviale de M,en £ @ Wou W = {0}
et £ = M,, il vient
(E) x=Hx-+h, r=0,1,..)
avec
H.. = H"! et by =U+ H, + .. Hf']hr

Toute norme N sous-multiplicative sur M, est alors compatible avec la
découpe envisagée. La condition N(H,) < 1 entraine que p(H,) < 1 (et d’ailleurs,
e(H,) est I'inf des N(H,), pour N sous multiplicative). Il est alors simple de
démontrer directement dans ce cas les résultats du théoréme 5 : puisque
p(H,) < 1, H, tend vers 0, et A, tend vers (I — H,)~'h,. L’équation limite
s’écrit

x = (I — Hy)™ 'h,
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En particulier, pour la troncature maximum (k, constant et égal a 1) il vient
H =HY e h=[U+Hy+..H

ExeMPLE. On a traité ainsi, pour la découpe de Gauss-Seidel, un systéme
lindaire (24, 24)
X = H ox + ho

ou la matrice H, est celle utilisée dans 1’exemple (2) cité plus haut. En double
précision, et avec la troncature maximum (k, = 1) on obtient la stabilisation
de H, et h, sur 10 chiffres pour r = 8. Le traitement du second membre fait
passer le temps de calcul de 1 mn 30 s [cf. exemple (2)] 2 1 mn 38 s. Hj est alors
(a la précision indiquée) triangulaire supérieure.

A noter que la triangularisation du systéme linéaire par la méthode de
Gauss ne prend que 6 s! (1).

IV. CONCLUSION

Une premiére conclusion est négative : I’expérimentation numérique
prouve que l’algorithme tronqué de découpe linéaire n’est pas compétitif
sous le rapport du temps de calcul nécessaire, avec les méthodes classiques de
résolution de systémes linéaires (le contraire eut été étonnant).

Par contre, le résultat principal de convergence (théoréme 4), ainsi que le
théoréme de Stein-Rosenberg « tronqué » {ihéoréme 2) soni des outiis ihéo-
riques que nous pensons intéressants : ils constituent le matériel de base pour
I’extension de 1’algorithme présenté ici & des équations de point fixe dans R",
non linéaires mais contractantes en norme vectorielle, particuliérement pour
le cas de découpes implicites [1].
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(1) Ceci s’explique : pour une matrice (n, n), la triangularisation par Gauss nécessite
un peu plus de #%/3 multiplications ou divisions.

D’autre part, avec la troncature maximum, chaque pas de 1’algorithme tronqué coiite
une multiplication matricielle, soit #* multiplications.

Si r pas sont nécessaires, le rapport des temps est alors quelque peu inférieur a 3r, ce
que confirme notre exemple.
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