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R.AXR.O.
(6e année, décembre 1972, R-3, p. 23-68)

PROCEDURES OPTIMALES
POUR LE CLASSEMENT DES t

MEILLEURS ARTICLES PARMI n
AU MOYEN DE COMPARAISONS BINAIRES

par Milton SOBEL (*)

Traduction & adaptation (2)

Alain LAHOUTE, Gérard Lourr, Jean-Pierre ROUBELAT (3)

Résumé. — On veut ordonner les t plus grands nombres parmi n nombres tous différents
par le seul moyen de comparaisons binaires. Le but essentiel est de trouver une procédure
minimisant la longueur de cheminement du questionnaire de tri; un autre but est de trouver
une procédure minimisant le nombre maximal de tests exigés pour effectuer ce classement.
L'apport essentiel de cette étude repose sur la notion de couplage et sur Vévaluation de Vespé-
rance mathématique de Vincertitude* Une procédure semblant s'imposer est déduite de la
considération de la maximisation de l'information apportée localement par toute comparaison

AVERTISSEMENT

La traduction de certains ternies méritait une périphrase d'explication;
aussi en avons-nous proposé une traduction correspondante approximative.
Nous indiquons ici les termes originaux et leurs traductions approchées.

Knock-out tournament tournoi « K.O. ».
Binary errorless comparison comparaison entre deux éléments à

une alternative.
« E-goal », « M-goal » « E », « M »; (cf. chapitre 1).
Maximum length longueur du plus grand chemin.

(1) Université du Minnesota.
(2) Original : On an optimal search using binary errorless comparisons, oct. 1968,

Mineapolis.
(3) Équipe de Recherche « Structures de l'information », C.N.R.S., Paris.
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2 4 M. SOBEL

One step entropy procedure procédure entropique à un rang.
Fully-inductive récurrente : P(n) = fP(n — 1).
Semi-inductive . semi-récurrente : P(n) ~f(Pnf2),
Ordinary pairing couplage ordinaire.
Cycle pairing couplage cyclique.
Complete pairing couplage total.
Second best sous-vainqueur.
«avsb» comparaison, match, test, entre a & b.

CHAPITRE 1

INTRODUCTION

On veut ordonner les t plus grands nombres parmi n nombres tous différents,
par le seul moyen de comparaisons binaires (deux à deux); il peut s'agir égale-
ment de ranger des objets selon un critère de poids associé à chacun d'entre eux.

Dans certaines applications, on ne connaît pas ces nombres, dans d'autres,
par exemple le problème du tri, ils sont connus effectivement.

EXEMPLES :

— Une machine ou une personne peut avoir à ordonner de façon croissante
n nombres initialement distribués au hasard en n'utilisant que des comparaisons
binaires.

— Le problème du tournoi : il faut classer n joueurs de tennis selon leur
force. On suppose que les joueurs sont de valeurs différentes, que le meilleur
gagne toujours, et que la relation « plus fort que » est transitive.

— Le problème de pesée : on dispose de n poids inégaux et d'une balance
qui n'autorise qu'une seule masse sur chaque plateau; il faut ordonner ces
poids.

En termes de théorie des questionnaires (qui réunit à la fois les points de
vue de la théorie des graphes et de la théorie de l'information pour le problème
considéré) on parle de problèmes de tri.

Pour nous, tous ces aspects peuvent se formuler de façon unique en faisant

t = n (ou f = 77 — 1);

nous préférons appeler cela le « problème d'espérance de Steinhaus », pour
t = n — 1 en raison de l'intérêt que Steinhaus porta très tôt au problème du
minimax (voir plus loin).

Au départ, on suppose que les n nombres sont en ordre aléatoire, soit qu'on
ait rendu cet ordre aléatoire soit qu'on puisse le supposer tel

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROCEDURES OPTIMALES DE RANGEMENT 2 5

Pour expliquer notre objectif considérons le nombre T de comparaisons
binaires (ou tests) requis pour n = 3. T peut valoir 2 ou 3 et à partir de la
répartition aléatoire initiale, on obtient, pour la procédure optimale, l'espé-
rance du nombre de tests ou longueur de cheminement : E { T\n = 3 } = 8/3.

— Notre but essentiel est de trouver une procédure R qui minimise cette
longueur de cheminement. Dans cette étude on introduit plusieurs nouvelles
procédures ayant toutes des longueurs de cheminement plus petites que celle
obtenue par la procédure de Steinhaus définie plus loin. Certaines d'entre elles
ont des longueurs de cheminement plus petites que celles de toutes les procé-
dures que nous connaissions et parmi celles-là nous pouvons supposer qu'il
en existe d'optimales.

— Un autre but de cette étude est de trouver une procédure R qui minimise
le nombre maximal de tests exigés pour ordonner les t plus grands de n nombres;
à cet effet nous nous référons au « problème du minimax de Steinhaus », ou
de longueur minimale du plus long chemin.

Ces deux buts ne sont pas sans rapport et pour de petites valeurs de n
nous pourrons trouver des procédures réalisant à la fois la minimisation de
3a longueur de cheminement (notées ii-optimales) et l'obtention du plus petit
maximum (notées M-optimales).

Dans l'optique du minimax, Steinhaus [23] donne une procédure fondamen-
tale Rs, récurrente. En 1950 lors de l'édition de son ouvrage, il conjecturait que
cette procédure était optimale pour toute valeur de n; mais dans un autre
ouvrage [24] d'édition plus récente il abandonne ce point de vue et donne un
contre-exemple dans le cas où n vaut 5.

Bien que la procédure Rs soit en queue de notre gamme de procédures
pour t = n — 1 (plus grande longueur de cheminement et maximum le plus
élevé dans le tableau du chapitre 5), elle constitue une base de comparaison de
deux façons :

— D'une part parce que parmi les procédures récurrentes elle est à la fois

^-optimale et M-optimale [10].

—- D'autre part parce qu'elle est connue pour beaucoup de ses propriétés.

Pour cette procédure Kislitsyne trouva des bornes générales de la longueur
de cheminement [14]; par passage à la limite, il en déduisit une expression
asymptotique de la longueur de cheminement [15]. Cette procédure est bien
connue en informatique; on l'appelle « insertion binaire » ou « TID », « range-
ment par insertion » ou « recherche binaire », selon les auteurs. Malgré cela,
il est étonnant de voir combien d'auteurs supposent implicitement ou explicite-
ment (cf. page 236 de [13]), que Rs est soit ^-optimale, soit M-optimale, ou
les deux sans avoir étudié d'autres travaux.

n° décembre 1972, R-3.



2 6 M. SOBEL

Des deux points de vue « E » et « M », une autre procédure importante est
la procédure « semi récurrente » RF de Ford et Johnson [8], bien que l'étude
en question, ne concerne que le problème du minimax.

En fait, la procédure RF est Zs-optimale pour n < 5 et les valeurs de la
longueur de cheminement pour de faibles valeurs de w, (calculées par A. Hadian
et l'auteur) se sont avérées plus petites que toutes celles que Ton a pu faire
paraître en littérature jusqu'au début de cette étude. Cesari [4] et Hadian
[10] ont modifié la procédure Rp pour n ^ 6 afin d'obtenir une longueur de
cheminement plus petite sans changer la valeur pour « M ».

Picard [17] a donné une procédure pour n = 6 (et t = 5) qui est à la foi&
^-optimale et M-optimale. L'approche qu'il fait du problème au moyen de la
théorie des questionnaires lui permet de l'appliquer à de nombreux et inté-
ressants problèmes de recherche.

Pour être complet, nous devons également mentionner les travaux de
Bose et Nelson [1], Hibbard [11].

Nous n'en ferons pas état dans nos analyses car :

— elles nécessitent d'introduire des restrictions sur l'encombrement
mémoire,

— leur critère de comparaison diffère sensiblement du nôtre (nombre T
de comparaisons binaires), ou

— leurs résultats ne sont pas directement comparables aux nôtres.

Aussi, notre problème est-il lié à celui de la fusion de séquences ordonnées,
de nombres en une seule, à condition que le critère utilisé soit uniquement le
nombre T de comparaisons binaires requises et non comme le fait Burge [2], le
nombre total de transferts de clés.

On peut observer empiriquement que du point de vue de Burge, nos procé-
dures donnent d'aussi bons résultats que la sienne mais que, par contre, elles
lui sont supérieures du point de vue de notre critère.

L'apport essentiel de notre étude est fondé sur deux idées : le « couplage »
et l'évaluation de l'espérance mathématique de l'incertitude. Notre procédure
RE sélectionne à chaque étape le test qui maximise l'espérance de la réduction
d'entropie due à une comparaison unique.

De façon équivalente, elle détermine le test qui donne la plus faible valeur
d'incertitude (ou apporte le maximum d'information). En introduisant certains
types de couplage pour les premiers tests, on peut simplifier notablement la
procédure et, dans certains cas, l'améliorer réellement. L'idée de l'espérance
de l'entropie fut utilisée pour le problème de test de groupe (Groll et Sobel [22])
et par F. Dubail [7] dans d'autres problèmes de recherche, d'« Entropie géné-
ralisée ».

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROCEDURES OPTIMALES DE RANGEMENT 27

Notre principal intérêt réside dans les procédures entropiques à un rang.
Comme dans [22], pour le problème de test de groupe, on peut considérer une
généralisation évidente de RB, appelée RBg qui détermine le test maximisant
l'espérance de la réduction d'entropie des g( > 1) tests suivants. Toutes les
procédures sont telles qu'elles peuvent tenir compte de la répartition initiale
aussi bien que de l'information acquise à chaque étape.

La procédure RE — REX (type de procédure à un rang) fournit des valeurs
optimales de la longueur de cheminement pour de petites valeurs de n(n ^ 6
pour t — 2ctt ~ n — 1) partout où on peut trouver des procédures optimales.

De plus, chacune des trois procédures entropiques améliore considérable-
ment les résultats connus pour de faibles valeurs de «. En fait, il s'avère inté-
ressant de trouver des exemples où RE ne serait pas optimale. Tous nos résultats
empiriques confirment l'hypothèse qu'une procédure ii-optimale peut être
obtenue à partir d'une procédure REtl ou de la famille RE$g pour de faibles
valeurs de g.

Nous étudierons en premier lieu le cas t — 2 et ensuite le cas t = n — 1 ;
d'une part parce que le problème est plus simple et d'autre part cela permet de
montrer en même temps la complexité du cas général (1 ^ t < n — 1).

Le cas des petites valeurs de t s'apparente étroitement, en son début, à
l'étude de Lewis Carroll [3] qui traite de la manière « erronée » (Système de
coupe) d'accorder le deuxième prix au cours d'un tournoi de tennis.

Il fit remarquer que si les joueurs sont éliminés après une défaite, il y a alors
de fortes chances de ne pas trouver l'authentique « sous-vainqueur ».

Par exemple, pour n = 8 en utilisant le couplage complet (ou tournoi
« K.O. » opposant par paire tous ceux qui n'ont pas perdu), le « sous-
vainqueur» à la probabilité 3/7 d'être dans le groupe des 4 compétiteurs
contenant le vainqueur et, partant, de ne pas recevoir le 2e prix.

Steinhaus [23] a discuté le cas où t = 2; les rapports de J. Shreier [19] et
J. Slupecki [20] montrent la validité de notre conclusion sur deux de nos procé-
dures : elles sont M-optimales pour t = 2. C. F. Picard [17] a étudié aussi le
cas î = 2, et une de ses procédures, Rp figure à notre tableau de comparaison.
Nous considérons la procédure Rp, pour t = 2, analogue à la procédure Rs

de Steinhaus pour t = n — 1 ; nous ne retenons d'ailleurs que les procédures
au moins aussi bonnes que Rp des deux points de vue « E » et « M ».

Les travaux de David [5], Glenn [9] et Maurice [16] qui traitent des tournois
« K.O » s'apparentent à notre sujet mais pas avec cette étude-ci. Ils considèrent,
eux, aléatoire de supposer qu'un joueur plus fort qu'un autre ait une plus
grande probabilité de le vaincre. Dans notre cas, le meilleur joueur gagne
toujours et le hasard n'intervient seulement que dans la répartition initiale
des w joueurs. On conçoit que, connaissant les meilleures procédures qui
s'appliquent dans ce dernier cas, on pourrait en déduire, avec profit, des procé-

n° décembre 1972, R-3.



28 M. SOBEL

dures s'appliquant à des cas où le hasard intervient dans les résultats. David [6]
a donné une critique précise des travaux de David, Glenn et Maurice.

Bien qu'on n'ait pas essayé ici d'envisager de grandes valeurs de n, ni
de trouver les meilleures procédures pour le calcul sur machine, nous pensons
que notre procédure entropique, ou toutes celles qui en dérivent, peuvent être
compétitives de ces points de vue. On suppose que les résultats seront bien
meilleurs que tous ceux déjà publiés (cf. Bose et Nelson [1]) même si pour
comparer les procédures on utilise un critère autre que le nombre de compa-
raisons.

Avant de poursuivre plus avant, nous donnons au préalable quelques
définitions, qui seront plus amplement explicitées au chapitre 4.

— Couplage ordinaire

Lorsque n = 2k ou 2fc + 1, on fait un couplage ordinaire lorsqu'on associe
par deux les 2k premiers joueurs (ou items) et que l'on effectue alors seulement k
comparaisons (laissant éventuellement tomber le 2k + i«&ne).

— Couplage cyclique

Lorsque n = 2r + c, on associe par paire les joueurs de l'ensemble "2rff

et on trouve le vainqueur en effectuant 2r — 1 comparaisons.

— Couplage total

Lorsque n — £ 2ri
9 on fait les/? (cf. chapitre 4) comparaisons pour trouver

t= i

le vainqueur de chaque sous-ensemble rt.

— Tournoi K.O. (Knock Out)

Pour n — 2r, on fait un couplage ordinaire sur tous les vainqueurs du tour
précédent. On détermine donc le vainqueur en r tours et en 2r — 1 compa-
raisons.

CHAPITRE 2

PROCEDURES POUR LE PROBLEME

DE RANGEMENT AVEC f = 2

Nous présentons ici plusieurs procédures : toutes sont nouvelles, sauf
celle de C. F. Picard (notée JRP).

L'une d'entre elles, notée RF, est une adaptation de la procédure de Ford
Johnson pour t — 2.

REU Tune des procédures entropiques, est de façon générale aussi bonne
ou meilleure que toute autre procédure pour toutes les valeurs considérées,
2 < n < 10.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROCEDURES OPTIMALES DE RANGEMENT 29

D'après les travaux de J. Schreier [19] et Slupecki [20], deux de ces procédures
sont M-optimales. Chacune d'entre elles est décrite brièvement dans ce chapitre
et nous donnons un tableau comparatif des résultats pour chaque valeur de «.
Propriétés et dérivations des résultats sont données dans le chapitre suivant.

Nous utilisons le terme « récurrent » pour signifier que l'algorithme pour
n joueurs se déduit de celui pour n — 1 ; l'expression « semi récurrent » signifie
que l'algorithme pour n joueurs se déduit directement de celui pour [M/2]
joueurs, où « [x] » désigne le plus grand entier < x.

Tous les logarithmes sont à base 2, sauf indication contraire.

Procédure RE

C'est la procédure entropique à un rang pour t — 2; le principe de base
est de trouver le test qui maximise l'espérance de la réduction d'entropie après
une comparaison.

Procédure REtl

On suppose que n = 2r + c (0 < c < 2r) ; la procédure débute par
un tournoi «K.O. » effectué sur 2r joueurs et on achève le problème par la
méthode d'entropie à un rang.

Pour un couplage total et pour n = 2r + c, nous nous autorisons le couplage
parmi les c joueurs restants; nous écrirons alors n sous la forme :

n = 2r l + 21*2 + 2r3 + ... + 2rs

et rt > r2 > r3 ... > rs > 0, et réalisons un tournoi « K.O.» pour chaque
puissance de 2.

Procédure REt2

Pour cette procédure nous effectuons un couplage total et achevons au
moyen de la méthode d'entropie à un rang.

Procédure RF

Cette procédure est analogue à celle de Ford et Johnson appliquée au cas

Supposons que n vaille 2fc ou 2k + 1, la procédure se fait en trois étapes :

1° Utilisant un couplage ordinaire, nous prenons 2fc joueurs sur qui nous
effectuons k comparaisons, laissant de côté un joueur dans le cas où n est
impair.

2° Par récurrence, nous sélectionnons les 2 meilleurs joueurs parmi les
k vainqueurs de l'étape n° 1 (la procédure est évidente pour « = 2ou 3).

n° décembre 1972, R-3.



30 M. SOBEL

3° Si n est pair, on connaît le vainqueur à l'issue de la 2e étape et nous
avons 2 compétiteurs pour la 2e place, que nous départageons par une compa-
raison.

Si n est impair, notons par n = 2k +1 le joueur laissé de côté; notons
par 2k le vainqueur de la 2e étape, et 2k — 1 (resp 2k — 2) le compétiteur
pour la 2e place qui a perdu devant 2k à l'étape n° 1 (resp n° 2).

Dans la figure 1, ci-dessous, la branche de gauche (resp. droite) sous le
libellé a vs b indique que a. a perdu devant b (resp a a gagné devant 6); le
sommet pendant de l'arborescence El indique le résultat final suivant : a est
vainqueur et b est « sous vainqueur ».

2k-2 2K nvs 2k-2

2k-5
2k-3

2k-1

Figure 1

Procédure 7?7*

C'est une procédure semi-récurrente où l'on ne fait pas de couplages.
Comme ci-dessus écrivons n = 2k ou 2k + 1. Tout d'abord nous partitionnons
les n joueurs en 2 sous ensembles d'au moins k joueurs, sans faire aucune
comparaison.

Pour n ^ 4, nous devons effectuer alors 3 étapes qui consistent à :

1° Par récurrence, chercher le meilleur joueur de chaque sous-ensemble
(procédure évidente pour n = 2 ou 3) et garder la trace de tous les compéti-
teurs pour la 2e place.

2° Comparer les deux vainqueurs afin de définir le vainqueur; le perdant
devient alors un compétiteur pour la 2e place, mais pas ceux qu'il a vaincu.
Supposons qu'il y ait alors c ^ 2 compétiteurs en course pour la 2e place.

3° Effectuer un tournoi « K.O. » à c — 1 parties pour déterminer le « sous-
vainqueur ».

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Procédure RM

Nous utilisons, de nouveau, ici, le couplage total et le développement
binaire de n; 3 étapes :

1° Trouver le vainqueur de chaque sous-ensemble de 2ri joueurs (rt > 0).

2° Faire jouer le vainqueur du sous-ensemble rs (c'est-à-dire le plus petit)
contre celui du sous-ensemble rs_t (le deuxième plus petit). Faire jouer ce
vainqueur contre celui du sous-ensemble rs_2, etc. , jusqu'à déterminer le
vainqueur de tous. Soit c le nombre de compétiteurs pour la 2e place.

3° Faire un tournoi « KO. » à c — 1 parties pour déterminer le « sous-
vainqueur ».

Procédure Rp

Cette procédure récurrente est due à C. F. Picard [17]; pour t = 2, elle est
analogue à celle de Steinhaus pour t = n — 1. Notons par 1, 2,... n les joueurs
répartis en ordre aléatoire. L'algorithme itératif de la procédure se déroule
en 3 étapes.

1° 1 joue contre 2; supposons que 1 ait perdu.

2° 3 joue contre le perdant (1); si 3 perd, on l'élimine. Si 3 gagne, on
élimine / ; 3 joue alors contre 2, pour ordonner le couple (5, 2).

3° Dans l'un ou l'autre cas, nous obtenons une paire ordonnée; on répète
le processus ci-dessus pour tous les joueurs en liste.

Bien que cette procédure soit remarquable par sa simplicité et qu'elle soit
bien adaptée à l'analyse et au calcul sur machine, nous montrerons plus tard
qu'on ne peut pas en tenir compte. Elle est cependant utile en tant qu'élément
de comparaison standard pour le problème « E »; on la suppose optimale dans
la classé des procédures récurrentes pour i — 2.

Procédure RT

C'est une procédure «semi-récurrente», qui débute par la même étape
que RT* ; nous l'omettrons ici. Pour n = 2 et 3, nous utilisons les procédures
évidentes; supposons n ^ 4; les étapes suivantes sont :

2° Par récurrence, on détermine sur chaque sous-ensemble le vainqueur
et le « sous-vainqueur ».

Supposons que les 2 couples obtenus soient (a, b) et (c, d) où b et d désignent
les deux vainqueurs,

n° décembre 1972, R-3.



3 2 M. SOBEL

3° Pour n ^ 4 la 3e étape consiste en deux parties décrites figure 2.

bvs d

Figure 2

Bien que Rx soit pauvre du point de vue longueur de cheminement, nous
Fincluons dans notre tableau de comparaison; elle illustre l'importance de
subtiles différences entre procédures.

CHAPITRE 3

RELATIONS ET PROPRIETES

Puisque ce sont les procédures les plus simples qui fournissent les meilleurs
résultats, nous verrons ici les procédures dans Tordre inverse de celui du
chapitre précédent.

A) Pour la procédure R{, notons par f6(n) la longueur de cheminement
pour t = 2. De la définition de RIy pous tirons, pour m > 2, les formules de
récurrence qui suivent :

(3.1)

De l'équation (3.1) on obtient par récurrence pour n — 2m = 2P et r > 1

Pour n — 2r + c(0 ^ c < 2r) nous posons :

fe(n) - 3 X 2r~1 - 2 + £6(c) + A: • 2r dans (3.1)

i?cv«£ Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



Tableau de comparaison entre les 8 procédures

pour t = 2

Valeurs de la longueur de cheminement

BI*
BIC*

REI

RE
RE,
RF

Ri*

RM

Rp

Ri

Dénominateur
commun

(D)

BIS*

RF

RE

RI

Rp

BI* Borne
BIC* Borne

#i = 2

1
1

1
1
1
1
1
1
1
1

_

1

1
1
1
1
1
1
1
1

n = 3

2,584
2,5

2V)
22

22

22

22

22

22

22

3

3

3
3
3
3
3
3
3
3

n = 4

3,917
4,0

4°
4°
40
40

40

40

41

40

6

« = 5

4,922
5,0

5 8

58

58

58

51 2

518

517

520

30

« = 6

5,773
6,5

645

645

6 6 0

6 60

660

6 60

6 "
73O

90

« - 7

6,488
7,5

7170

7170

7170

7176

7I 80

7i80

8 3 9

gl40

210

Valeur du minimax

4

4
4
4
4
4
4
4
5

inférieure pour toutes les
inférieure conjecturée : r

6

6
6
6
6
6
6
6
7

7

7
7
7
7
8
8
8
9

8

8
8
9
9
9
9
9

11

n = 8

8,380
9,0

90

95

9°
9°
90

9°
9366

10°

840

9

9
9
9
9
9

11
10
13

* = 9

9,057
10,0

1084

N.C.
1084

10160

10420

10840

10829

11840

1260

11

11
11
11
11
11

N.C.
12
15

procédures utilisant le couplage cyclique.
1 - 2 + 0,5 [2 • log «].

BIS* Cette borne inférieure pour M est due à Schreier et vaut :

N.C. Non calculé.
n - 1 •+• [log(n - 1)].

(1) En tenant compte de la valeur de D pour cette colonne, lire 2 4- - , etc.

w - 10

9,668
11,0

nii2

N . C
11» 2

111008

ni512

1 1 2 2 6 8

H3243
J31260

3780

12

12
12
12
12
12

N.C.
14
17
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En utilisant une condition initiale pour montrer que k = 0, on obtient
les relations homogènes plus simples :

| g6(2c) = 2g6(c) 5

Par récurrence dans (3.3) on obtient :

£e(c) = x c et de là, pour tout n ^ 2 :
(3-4) 5c

h(n) = /6(2' + c) = 3 x r ' - 2 + | .

Pour la procédure Rt il est curieux de constater que tout hasard peut être
dépisté jusqu'à n = 3.

Soit f6(n) le nombre maximum de comparaisons requises dans Rt pour
t = 2; les équations pour f6(n) sont les mêmes que dans (3.1), la seule différence
est que la deuxième condition initiale devient /6(3) = 3.

Comme plus haut, g^(c) = 2c et de là, pour tout n > 2

3.5) h(n) = /7(2' +c) = 3 x r 1 - 2 + 2c.

Nous verrons plus lom d'autres procédures, qui pour n —> oo sont, de la

forme ?i + log n. Du fait que f6(ri) > -̂  2, il s'ensuit que iîj n'est pas

efficace pour de grandes valeurs de n. En outre, plusieurs autres procédures sont
meilleures que Rx pour « ^ 2 au sens de la longueur de cheminement. Des
remarques semblables peuvent être faites sur la longueur du plus long chemin.

B) Soit fs(n) = E { T \ Rp } pour t = 2.

Puisque le/ è m e joueur (y ^ 3 ) gagne son premier match (et de là joue un

match supplémentaire) avec la probabilité - » il s'ensuit que pour tout n > 2 ;

(3.6) f5(n)^n— 1 + J * = n — 4 + 2 J I « n + 2logen.
7 = 37 j=lJ

En clair, si les joueurs j = 2, 3,..., «, gagnent, nous obtenons la longueur
maximum f5(n) ; d'où pour tout n > 2;

(3.7) Mn) = 2n-3
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Bien que Rp ait une longueur de cheminement meilleure que JRJ, sa valeur
de chemin maximum est beaucoup plus mauvaise; ces résultats ont déjà
été mis en évidence dans notre tableau pour n < 10. Pour tout n et pour n ten-
dant vers Pinfini, nous avons :

(3.8) Fs(n)£n — 4 + il log. n + y + ^

où y — 0,577 est la constante d'Euler.

On peut utiliser ce résultat pour montrer que fs(n) est plus petit que -̂  2

et partant, plus petit que f6 (n) pour tout n ^ 2.

C) Soit Un) = E { T | RM } pour t = 2.

Soit n = 2ri + 2rs + ... + 2r* en notation binaire; ceci partitionne les
«joueurs au hasard en s sous-ensembles consécutifs de tailles 2ri(i = 1, 2 ... s)
avec rx > r2 > ... > rs ^ 0. Dans ces sous-ensembles nous avons besoin
d'un total de n — s comparaisons pour trouver les s meilleurs joueurs et entre
les s sous-ensembles il nous faut s — 1 comparaisons supplémentaires pour
trouver le plus fort de tous. Le vainqueur du j ' î è m e sous-ensemble a la probabilité
2P'
— d'être le meilleur. Puisque nous faisons un tournoi « K.O. » à l'intérieur
n
de chaque sous-ensemble et à cause de l'ordre au rang 2, ce vainqueur traîne
avec lui rj prétendants à la 2e place à l'intérieur de son propre sous-ensemble,
j — 1 autres venant des y— 1 sous-ensembles plus grands et 1 — SJa des sous-
ensembles plus petits.

Ici ijs =l$ij = setO$ij<3. Ainsi, si le ylème sous ensemble-produit est
le meilleur, il faut rj + (j — 1) + (1 — 8^) — 1 comparaisons supplémentaires.

De là, pour tout n ^ 2

(3.9) f4(n) - (n-s) + ( 5 - 1) +

Il n'est pas facile d'en faire l'étude asymptotique; nous pouvons déterminer
une borne inférieure pour Un) et utiliser la valeur maximum comme borne
supérieure : on obtient une borne inférieure en ne prenant que le premier terme
de la sommation dans (3.9).

On remarque que :

'1 = [logj et que rx — 8U = [log (n — 1)].
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D'où pour tout n > 2 :

(3. 0) f M >n-2 + ^ p ! (1 + [log (R - 1)]).

Ceci permet de montrer que, pour toute suite de nt valeurs.

(3.11) I

et donne une borne inférieure pour la forme asymptotique de /4(nf) quand
Mj —> 00.

Le maximum/4(/z) requis dans RM apparaît quand le vainqueur du 1er

sous-ensemble (de taille 21"1) est le vainqueur global. On en déduit :

(3.12)

Un) < Mn) = (n-s) + (s- 1) + r± - Sla = n—l+ [log(n- 1)].

Étant donné que Schreier [19] et Slupecki [20] ont montré que cette valeur
était une borne inférieure pour la valeur du minimax de n'importe quelle
procédure, il s'ensuit que JRM est une procédure M-optimale.

La procédure RM est importante aussi, parce qu'elle s'attache à traiter le
cas t = 2 en séparant le problème de trouver le vainqueur (en tenant compte
de l'information supplémentaire recueillie) de celui de déterminer ie « sous-
vainqueur ».

Bien que cette idée ait été déjà utilisée par C. F. Picard (Paragraphe 7.3.L
de la théorie des questionnaires), on pourra remarquer que notre procédure
diffère de la sienne. Soit RpX cette dernière. Il est relativement aisé de montrer
que pour tout n > 2 la procédure Rpl & comme espérance :

(3.12 a)

n Kj=i l ni

qu'il faut comparer à la borne supérieure n + log n obtenue pour jRM dans
(3.12). Nous devons dire que Rpl n'est pas admissible des deux points de vue
« E » et « M » puisque RM est au moins aussi bonne pour tout n et, en fait,
nettement meilleure pour n > 4. En particulier dans l'exemple où n = 5
envisagé par C. F. Picard Rpl donne 5,8 pour espérance et 7 pour valeur du
maximum alors que RM donne respectivement comme valeurs 5,6 et 6.

D) Posons f3(n) = E { T\Rj* } pour t — 2. Posons n = 2r + c et
(0 ^ c < 21).
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Soit g£n) la probabilité pour qu'il y ait r compétiteurs pour la 2e place
après l'étape n° 2 de la procédure Rx *. On veut montrer que

gM + gr+i(n) = 1.

Supposons, pour cela, que pour tout n' < 2r (c'est-à-dire n' associé à
r' < r) le nombre de compétiteurs pour la 2e place est soit r\ soit r' + 1 avec
la probabilité 1.

Ensuite pour n pair, n = 2m5 l'étape n° 3 donne :

(3.13) gr(2m) = gU i(m) + &_ x(m) • gr(m) = gr_ x(m)
gr+ x(2m) = ^r

2(m) + gr. x{m)

En additionnant les deux équations, nous trouvons encore 1.
De même pour n impair, n = 2m + 1 :

(3.14)

1) = gr_ x(m) • gr_ j(m + 1) + gr-

1)- ^ ^

( + 1)

En faisant la somme, nous obtenons :

(gP_ x(m) + gr(m)) • (gr„ x(m + 1) + gr(w + 1)) - 1.

Comme gx(2) = 1 et g2(2) = 0 ce résultat doit être valable pour tout
n ^ 2.

Puisque r est déterminé par m, nous supprimons l'indice r; de (3.13) et
(3.14) nous déduisons le résultat cherché :

(3.15)

g(2m) = g(m)

g(2m + 1) = <

2m + 1

et g(2) - 1 et g(3) = 1/3.

n° décembre 1972, R-3.
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Pour 2P ^ n < 2P+1 et r ^ 1, on vérifie aisément que la solution est :

(3.16) «(») = j j -5 - .

Sachant qu'il faut exactement n — 1 comparaisons pour trouver le meilleur
joueur et qu'il faut r — 1 ou r de plus, avec les probabilités respectives g(n)
et 1 •—g(ri), pour trouver le « sous-vainqueur » la relation (3-16) donne (dans
les mêmes conditions) :

(3.17) f M = n - 1 + (r - 1) • g{n) + r • (1 - g(n))

Dans la relation ci-dessus, la plus faible valeur que l'on ajoute an — 1
est r — 1 valant [log n] — 1 ; la plus grande est r — Sls = Pog (n — 1)]. D'où :

(3.18) n —2+Pog7z]</ 3 («)< » —1 +pOg(n —1)J.

Lorsque n tend vers l'infini f3(n) tend vers une expression de la forme
n + log w.

De (3.18), nous tirons la valeur du minimax :

(3.19) fM = n - 1 + [log (n - 1)].

Schreier ayant établi que ce devrait être, au moins là, la valeur du chemin
maximum, il s'ensuit que les procédures Rt * et RM sont toutes deux
Af-optimales.

E) Posons f2(ri) = E { T j RF } pour t = 2. Pour cette procédure nous
débutons par le problème du minimax, donc par f2(n). Les détails de la 3e étape
(chap. 2) nous permettent d'écrire, selon la valeur paire ou impaire de n :

(3.20) f2(2m) = f2(m) + m + l

J2{2m + 1) =Mm) + m + 3

f/2(2)= 1

t Â(3) = 3.

En posant g(n) =^f2(n + 1) —f2(n) et /2(1) = — 1 nous obtenons :

(3.21) g(2m) = 2

g(2m + l )=g(m) —1

où g(l) = 2 est la seule condition à la limite.
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Plus explicitement :

(3.22) g(4m + 1) - g&mj— 1 = 1 = g(3).

Si m = 2c + 1 est impair, (3.21) et (3.22) donnent :

(3.23) g{4m — 1) = £(8c + 3) - g(4c + 1) — 1 = 0 =

De façon générale, si m = 2P 2 • d où d est impair et/? ^ 2, (3.23) donne
par itération :

(3.24)

g(4m — 1) = g(2p* d — 1) = g(2 p~ *• d— 1)—l=g(4rf— 1) —(/? — 2) = 2—/>,

II est donc possible maintenant de formuler f2(n) de façon unique pour n pair
et n impair en sommant les valeurs g(j) pour j = 1, 2, 3,... n — 1 et/2(1),
Sans expliciter les calculs, on obtient :

(3.25)

Du fait de l'apparition de [log n]2 dans le développement limité, il n'est
pas évident de montrer que ceci est de la forme n + log w, quand n -+ oo.

Cependant pour n = 2P, il est facile de montrer (sans préciser tous les
intermédiaires) que f2(2

r) = 2r + r — 2 ; d'après les résultats de Schreier,
pour n = 2r, il résulte qu'il faut au moins :

(3.26)

n — 1 + [log (n — 1)] = 2' — 1 + [log (2r — 1)] = 2r + r — 2 comparaisons.

De là nous déduisons que la procédure iî f (pour ? == 2) est M-optimale,
lorsque n vaut 2r.

Le tableau de comparaison, nous montre que la procédure RF est légère-
ment inefficace pour n valant 23 — 1 = 7 . Ceci augmente pour n = 15, 31 et
63; il est tout à fait surprenant de trouver que fz(n) n'est pas monotone.

En fait £(15) - 19 > ^"(16) = 18.
Ceci signifie que dans un tournoi de 15 joueurs, il vaudrait mieux (au sens

du minimax) introduire un 16e joueur fictif (disons une fée bienfaisante) qui
perdrait tout le temps et ne serait jamais sélectionné comme vainqueur ou
sous-vainqueur.
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Pour n = 62, nous pourrions solliciter l'aide de 2 telles fées, car :

£(62) = 69 , £(63) = 71 , £(64) = 68.

Ce défaut de monotonie n'apparaît pas dans les autres procédures et nous
pouvons avancer que cela n'arrivera pas pour les procédures entropiques. Ce
résultat permet de prouver que RF n'est pas M-optimale pour t = 2, ni, comme
le montre notre tableau, is-optimale.

Par ailleurs, en ce qui concerne le problème du tri (t = n — 1) la procédure
analogue est tout à fait performante; on a montré [8], qu'elle était Af-optimale
pour n ^ 11 et pour n : = 20,21.

S. Johnson dans une communication personnelle a affirmé que M. Wells
avait aussi montré qu'elle était Af-optimale pour n = 12 (par calculs sur
machine).

Pour / = 2 (et t = n — 1) la procédure RF est aussi intéressante pour son
espérance relativement basse. Afin de trouver une expression exacte de la
longueur de cheminement f2(n), nous nous servons de l'étape n° 3 pour
n = 2k + 1 ; nous calculons les probabilités associées à l'arborescence de RF

du chapitre 2 (fig. 1).
Après l'étape n° 2, le nombre total de cas d'égale probabilité est :

(3.27) C =

Pour la lre comparaison (après l'étape n° 2) ils sont divisés en :

(3.28) Cj = I j ... I ~ \{2k — 3)(« — 3)(«— 1) et C—Ct

pour les branches de gauche et de droite; les probabilités respectives sont alors

n • \JÎ — z) n • [n — z)

On peut calculer de même les deux probabilités pour le seul embranchement
restant dans notre arbre de JRF (fig. 1) :

(3.30) P21=lp\ et P22=£pl.

Nous en déduisons ainsi la longueur de cheminement associée à l'étape
n° 3 pour n impair :

(3.31) 2{p "Z
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au lieu du 3 utilisé dans la 2e équation de (3.20). Nous devons ainsi soustraire
1 — (K| — l)/»i(»£ —• 2) pour chaque entier impair « ^ 3 apparaissant dans
la suite w, [n/2], [n/4]; supposons qu'il y ait t entiers de la sorte : nu n2,..., nt.
Alors nous obtenons :

(3.32) f2(n) = £ ( « ) — * + È „nfL~\^ ouT2{ri) est donné par (3.25).

Bien que nous ne prouvions pas que f2(n) soit strictement croissante avec w,
le tableau du chapitre 2 montre que ce n'est pas faux et le calcul le montre
pour n — 15, 16, 62, 63 et 64. En particulier, pour n — 2P, la relation (3.32)
nous donne :

(3.33) /2(2') =Tz(2r) = 2" + r - 2

On n'a pas prouvé que (2r + r — 2) était une borne inférieure de
E { T | « — 2r} pour toutes les procédures, mais on peut supposer que c'est
vrai. On peut montrer assez aisément que cette borne inférieure est valable
pour toutes les procédures d'une certaine classe (classe où l'on a sélectionné le
vainqueur par les n — 1 premières comparaisons) mais le résultat général
n'est pas encore certain.

On peut montrer que la procédure RF est la meilleure, chaque fois que l'on
doit utiliser les deux premières étapes de RF, à savoir le couplage ordinaire et
une procédure semi-récurrente sur les vainqueurs; Hadian dans [10] tient
compte de ces résultats.

F) Posons fx(n) = E { T \ RE }, pour t = 2. Pour les procédures entro-
piques, nous n'avons pas de formules exactes pour tout w, et partant, les
résultats sont moins complets. Les résultats numériques constituent la majorité
de l'information sur la valeur performante de telles procédures. Nous allons
décrire la procédure RE9 en détail, pour n = 6. Le tableau du chapitre 2 montre,
que pour n ^ 10, les meilleurs résultats sont obtenus par l'une des 3 procédures
RE; REtl apparaît en particulier être la meilleure de toutes.

Sans le secours de formules exactes, nous ne pouvons montrer que la
longueur de cheminement fx(n) de RE est de la forme n + log n, quand n —>
oo, comme pour RT* ; on peut supposer que c'est vrai. Dans le prochain
chapitre, nous en déduisons les bornes inférieures de l'espérance de REtl et REt2.
Dans le tableau, nous donnons comme borne inférieure de toutes les pro-
cédures où t = 2, la valeur n — 2 + 0,5 [2 log n], supposée vraie.

Voici maintenant, pour n = 6, les détails des calculs d'une étape de RE.

Nous avons vu auparavant que la procédure compare 1 à 2, puis (pour
tout n ^ 4) 3 à 4 et enfin, supposant que les vainqueurs soient les nombres
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pairs, 2 à 4. Après cela une procédure à « couplage total », définie plus loin,
compare 5 à 6 et comme le montrera le prochain chapitre, ceci réduit l'entropie
de 2 (2« — 3)fn(n — 1) (soit de 3/5 pour n = 6).

Nous désirons montrer que RE n'utilise pas cette comparaison, car la
comparaison 5 k2 procure une réduction d'entropie plus importante.

L'espérance de Pincertitude : E {I}. Après la comparaison de 2 à 4
(supposant 4 et 2 les vainqueurs précédents), en utilisant (4-7) ou (4-8) ou un
calcul direct on montre que cette espérance vaut :

(3.34) E {I} = log 30 - g = 2, 773 ...

La probabilité pour que 2 batte 5 (resp 5 batte 2) après que 4 ait battu 2,
est 8/15 (resp 7/15) ce que Ton peut calculer aisément.

Si 5 perd contre 2, les différents cas possibles restants sont :

1 sous-ensemble, noté D\, de 24 cas.

3 sous-ensembles, notés D*, D%, D%, ayant 8 cas chacun.

Pour la branche de gauche, nous avons 48 cas.

Si 5 gagne 2, les différents cas possibles restants sont :

2 sous-enî>cmbles, notés D% et B*, de 12 cas chacun.

3 sous-ensembles, notés D*, D%9 Z>£, de 4 cas chacun.

2 sous-ensembles, notés D% et D\ de 3 cas chacun.

Ce qui fait un total de 42 cas pour cette branche de droite. Nous avons
noté ici par DiJ, l'issue possible : j est le vainqueur et / le « sous-vainqueur »,.
d'où nous tirons la valeur de l'espérance de l'incertitude, après la comparaison
de 5 à 2 :

(3.35) E{I} = 8/15 x { 0,5 log 2 + 0,5 log 6 } + 7/15

X {— *l°S?2+2î X logy + ^log

- j + j l og3 + y5log7 - 2,144-

La réduction d'entropie vaut 2,773 — 2,144 = 0,629, ce qui est plus grand
que la réduction obtenue par la comparaison 5 à 6.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROCEDURES OPTIMALES DE RANGEMENT 43

Pour RE9 l'arborescence obtenue pour n = 6 est :

1vs 2

Figure 3

« S » ou « même » signifie ici que la branche droite est la même que la
branche gauche correspondante. Les nombres entre parenthèses montrent la
répartition des 6 ! = 720 cas initaux (ou états de la nature) ; ils servent à calculer
la longueur de cheminement. Le symbole E\ note un sommet pendant de
Farborescence où l'issue est D\ : j est le vainqueur et i le « sous-vainqueur ».

— Nous n'avons pas trouvé, pour n = 6 de procédure ayant une espérance
plus faible, mais trois de nos procédures ont un plus long chemin égal à 7.

— Pour n ^ 4, les procédures entropiques, comme 3 des autres procédures,
sont optimales.

— Pour n = 5, elles ont même valeur que la procédure RF : l'espérance
4vaut 5 T-3 et (*) la longueur du plus long chemin vaut 6.

— Pour n = 7, nous utilisons le couplage total, à savoir les comparaisons
successives de : 1 à2,3h492 h 4 et 5 h 6, étant convenu que le nombre de plus
grande puissance de 2 est le vainqueur.

A

Cl) Lire : 5 + r=, suivant la convention faite pour les tableaux.
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La fin de RE (ainsi que de RE1 et RE2) est donnée par :

6vs4

Figure 4

17 17
Valeurs de la longueur de cheminement : 4 + 3 — = 7 ^

Longueur du plus long chemin : 4 + 5 = 9.

Il est intéressant de remarquer que RE compare 6 à 4 (après 1 k 2, 3 k 4,
2 à 4 et 5 à 6) pour tout n > 7, alors que JREI1 et jR£>2 font la séquence : 7 à S,
puis 5 à 5, puis 4 à 8 pour tout /* ̂  8. La procédure RE diffère à la fois de
REtl et REt2 et est plus difficile à mettre en œuvre.

Pour n = 8, après la séquence, / à 2, 3 à 4, 2 à 4 et 5 à 6 la fin de la pro-
cédure i?F est :

(63

6 vs 4
. (1680) • (840)

7 vs 2
„(960)" ^(720)

"7 vs 8
(42O)'\J42O)

8 vs 2 ^ " ^ 7 vs 4
» ' \ (330) (480)' N240)

8 vs 4 8 vs 7 8 vs 4 (
(210)' \(12O) (315)'V (165) (180K \ (60)

0)* 8 vs 4 E* 8 vs 7
(105)' \ ( 6 0 ) '

^ ^ r . 8

(210)' \^ (210)

Voa)

\
8 .vs 6

(105)
/

S vs 7
(30]/\(3

,7X X

7 (
(30

Figure 5

Le symbole + j signifie ici qu'il reste encore j comparaisons évidentes
pour finir la procédure. Dans cet exemple on peut calculer rapidement la

longueur de cheminement et la longueur du plus long chemin : 9 - ^ et 11.
loo
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Pour n = 8, la procédure REA (identique à REa P o u r « = 2r quel que soit
l'entier r) n'exige que 9 comparaisons en moyenne et la longueur de son plus
long chemin vaut 10.

Pour toutes valeurs de n supérieures, on peut avancer que REtl sera au
moins aussi bonne que RE.

CHAPITRE 4

COUPLAGE CYCLIQUE, COUPLAGE TOTAL,
COUPLAGE ORDINAIRE

Le couplage ordinaire signifie que pour n — 2k ou n — 2k + 1, on ne
fait que k comparaisons; lorsque n vaut 2r, un tournoi « K.O. » pour déterminer
le vainqueur, consiste à effectuer un couplage ordinaire de tous les vainqueurs
du tour précédent. Ainsi le nombre de tours est r et le nombre total de compa-
raisons est n — 1.

Pour définir couplage cyclique et couplage complet (ou total), on utilisera le
lemme suivant :

Lemme 1

Soit/? la plus grande puissance de 2 que l'on peut mettre en facteur dans ni.

Écrivons
n ! = 2p(2c + 1), c ^ 0 et entier.

Soit s défini par :

(4.1) n = 2ri + 2'2 + 2Ps + ... + 2U où rx > r2 > r3 > ... > rs ^ 0.

Alors

(4.2) p = n-s=

Démonstration par récurrence sur n

— Pour n pair, le passage de n à n + 1 est évident caxp n'a pas changé et s
croît de 1 lorsque n augmente de 1.

— Pour n impair, rs = 0. Supposons que n + 1 remplace

1 + 2 + ... + 2J*"1 par 2S.

p s'accroît alors de la quantité j et s décroît dey— 1. Ce résultat est valable
pour n = 1 : le lemme est démontré.
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La dernière égalité de la relation (4.2) se démontre aussi par récurrence en
considérant les deux cas n pair et n impair.

Dans (4.2), la première sommation nous montre que p est exactement le
nombre de comparaisons nécessaires pour définir le vainqueur dans chacun
des sous-ensembles de taille 2r\ i = 1, 2, 3, . . . , s.

— Pour le couplage totale on définit les s sous-ensembles de la relation (4.1)
et faisons les p comparaisons nécessaires pour trouver le meilleur joueur de
chaque sous-ensemble; on a utilisé ce type de couplage dans REa et RM.

— Pour le couplage cyclique, on ne fait que les 2n — 1 comparaisons
nécessaires pour trouver le vainqueur du plus grand sous-ensemble de taille 2n

ainsi qu'il est défini en (4.1). Pour n~T ces deux types sont évidemment les
mêmes.

Parmi les procédures ^-optimales, nous supposons qu'il y a une procédure
à couplage cyclique; il est intéressant de voir quelles sont les propriétés d'une
telle procédure (nous la noterons Rc). C'est l'objet de cette 4e partie.

Lorsque n = 2r, les procédures à couplage cyclique (comme celles à cou-
plage total) nécessitent n — 1 comparaisons pour nous fournir le vainqueur
et r compétiteurs pour la 2e place. Par ailleurs, il nous faut encore exactement
r — 1 comparaisons supplémentaires pour déterminer le sous-vainqueur. Donc
pour toute procédure RC9 avec n = 2r nous avons :

(4.3) E { T | Rc } = 2r + r — 2 = Max { T j Rc }.

Nous obtenons ainsi une borne inférieure pour chaque type de couplage.
Si parmi les procédures ^-optimales, il y avait une procédure à couplage
cyclique, la borne inférieure pour tout Rc devrait aussi être borne inférieure
pour toutes les procédures.

Réduction d'entropie

On dit qu'une comparaison cs (ou cs (a vsb)) est de degré] si les 2 joueurs
a et b ont 2 J ~ l — 1 joueurs connus de force moindre, ces deux ensembles étant
disjoints, et si aucun des deux joueurs n'a rencontré un joueur de force supé-
rieure 0' = 1, 2, 3,... [log «]).

Nous voulons démontrer une propriété de la réduction d'entropie valable
pour toute comparaison de degré ƒ, sans nous soucier de savoir où cela apparaît
dans nos procédures.

Tout d'abord pour j = 1. Considérons Cx (a vs b) et supposons que nous
ne puissions pas connaître les résultats des comparaisons sur les n — 2 joueurs
restants.
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Lemme 2. La réduction d'entropie rv (a vs b) due à la comparaison du
1er degré Cx est donnée par

, .. 2(2« —3)
{4.4) ri(# vs o) = -^ T T ^ >

indépendamment de ce que Ton savait déjà sur Tordre concernant les « — 2
joueurs restants.

Démonstration

On prend par commodité a = 2k +1 et b = 2k + 2 < «; on suppose
que tout ce que Ton connaît ne concerne que les joueurs 1, 2, 3,... 2k.

Considérons un ordre défini sur ces 2k joueurs, noté par exemple :
1 < 2 < 3 ... < 2k, où < signifie inférieur à.

On écrit alors la partition en sous-ensembles restants des cas correspondant
aux issues possibles D\(iJ ^ 2k), /)?*, D\k(i > 2k) et J D ^ - I > o n obtient le
nombre de cas ou probabilité relative pour chacun avant d'avoir fait la
comparaison Cx :

(4.5) {n — 2k) {n — 2k — 1) sous-ensembles de -—577-r— cas chacun,

2 (n — 2k) sous-ensembles de -~^ ~^cas chacun,

W A O*" 2 ) !

1 sous-ensemble de - ^ =r-: cas.

La probabilité de chaque sous-ensemble est calculée comme le rapport
de son nombre de cas sur le nombre total de cas possibles; on trouve (nï)/(2k)l
cas possibles au total.

L'incertitude Ex { / } , avant de faire la comparaison Cu vaut donc :

(4.6)

(n — 2k)(n — 2k— 1), 2(n —

n(n— !

£,{/} = log «(«-!) —

)
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En supposant que 2k + 2 batte 2k + 1 (selon notre convention) après
avoir fait la comparaison Ct les deux sous-ensembles correspondants aux deux
premières lignes de (4.5) doivent être traités séparément car 2k + 1 est soit
mis en première, soit en deuxième place. Nous obtenons donc les 5 cas suivants :

(4.7) (2n — 4k —3) sous-ensembles de (n — 2) \[(2k) ! cas
chacun,

(n—2k — 2)(n — 2k —3) sous-ensembles de (n — 2) !/2 (2k) ! cas
chacun,

2 sous-ensembles de (n — 2)\/(2k — 1)! cas
chacun,

(2M — 4k — 4) sous-ensembles de (n — 2) !/2(2fc — 1) !
cas chacun,

1 sous-ensemble de (n — 2) !/2(2fc — 2) ! cas.

Le nombre total de cas possibles est donné par (4.7) = n\/2. (2k)l

Si d'autre part 2k + 1 bat 2k + 2, on engendre un ensemble symétrique
de résultats; on peut alors obtenir de (4.7) l'espérance de l'incertitude E2 {I},
après la comparaison Ct.

Comme dans (3.35), en soustrayant (4.6) on obtient le résultat cherché:

2(2n — 3)
(4.8) E2{I}-EX{I} =

n(n-\)

En faisant la moyenne des différentes valeurs du résultat pour diverses
valeurs possibles de l'ensemble {1, 2, 3 ... 2k }, on obtient le même résultat
(4.7) qu'en connaissant partiellement un sous-ensemble ; ceci démontre le
résultat.

Un calcul semblable pour toute comparaison Cj de degré 7(7= 1, 2,...
[log n]) donne un résultat plus général :

Pour j > 1, la démonstration de (4.9) est absolument identique à celle du
terme ci-dessus.

Pour n = 2r + c, (0 ^ c < 21), toute procédure Rc à couplage cyclique
a au moins 2r'1 couplages de niveau 1, au moins 2r~2 couplages de niveau 2,...
au moins un couplage de niveau r. On peut supposer que, parmi les 2r — 1
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premières comparaisons, elle a exactement ces nombres de couplages. La réduc-
tion d'entropie due à ces comparaisons est alors de :

f 4 1 0 ) f 2\2n-\-T)2^ t (2»- l > - y " + 2
(4.1U) Q - £ n(n—l) ~ \ n(n — 1)

Posons Tt = 2r — 1, le nombre de ces comparaisons et T2 le nombre des
restantes de façon que T= Tx + T2. Au départ l'incertitude totale valant
log n(n — 1), et au maximum, la réduction d'entropie à chaque étape valant 1
(en particulier pour les étapes suivant le premier T^)> nous avons :

(4.11) fi + (1 x E{T2)) ^ log«(« — 1).

On obtient ainsi la borne inférieure cherchée pour toute procédure Rc

à couplage cyclique

(4.12) E { T | Rc } = 2r — 1 + E { T2 } > 2r — 1

Pour n = 2r on améliore bien sûr cela en utilisant la relation (4.3).
En remarquant que les p — n — s premières comparaisons consistent en

—. comparaisons Cj de niveau j (j~ 1, 2, ... rt), en utilisant la relation

(4.1), on obtient le résultat correspondant dans le cas du couplage total.
En remplaçant dans (4.11) Q par Qt on obtient :

(4.13) ô i - 2 .

De la même façon, pour toute procédure utilisant le couplage complet
(comme RM)9 on a :

(4.,4, E l T 1 > . -

Comme dans (4.13), lorsque w-> oo, la somme peut être bornée. Ici aussi,
pour n = 2r on améliore en utilisant 2r + r — 2 d'après (4.3).

Pour le couplage ordinaire, on se sert de - couplages d'ordre 1 seulement

et de la même manière pour toute procédure utilisant le couplage ordinaire
(comme RF)9 on obtient :

(4.15) E{T};
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Ainsi le couplage ordinaire et le couplage cyclique sont tous les deux inclus
dans le couplage total; on en déduit que la borne inférieure dans (4.14) n'est
pas inférieure à celles de (4.12) et de (4.15). Cependant en avançant qu'il y a
une procédure à couplage cyclique parmi celles qui sont /^-optimales, la borne
inférieure dans (4.12) présente plus d'intérêt.

Dans le tableau du chapitre 2, elle est donnée sans amélioration pour

Dans (4.12), bien que la borne inférieure tende vers n lorsque r—>oo,
on pourra remarquer que pour n = 3 • 2 r~ l la limite pour r —> oo est seulement

CHAPITRE 5

PROCEDURES POUR LE PROBLEME DE RANGEMENT
AVEC t = n — 1

Nous décrivons plusieurs procédures qui sont toutes nouvelles sauf deux,
la procédure Rs due à Steinhaus [23] et la procédure RF due à Ford et Johnson
[8], Notre principal intérêt a porté sur le concept de maximum de Vespérance
mathématique de la réduction de l'entropie sur g rangs pour les petites valeurs
entières de g. Au chapitre 6 nous montrons que pour g = 1 ce maximum est
obtenu en choisissant la comparaison qui sépare l'ensemble des cas possibles
(états de la nature) en deux sous-ensembles de taille égale (autant que possible).
Dans la procédure entropique à g rangs, nous espérons obtenir G =2g sous-
ensembles de taille égale afin de maximiser l'expression :

— (Pi ]°ëPi +Pi logp2 + +pG \ogpG)

avec Pi = CJT Ct(i = / g) nombre de cas du i° sous-ensemble

T = Cx + + CG nombre total de cas.

Le concept de couplage complet (exposé aux chapitres 2 et 4) est utilisé
pour toutes les nouvelles procédures. Dans les chapitres suivants le terme de
longueur de cheminement ne sera plus cité en référence des procédures entro-
piques.

La procédure RN utilise le procédé qui consiste à insérer des items dans une
chaîne principale; on change Y item que l'on voulait insérer quand il est évident
que l'on introduit un «bruit» dans la procédure. Le concept de bruit, le
critère pour le détecter, et sa relation à l'espérance seront exposés au chapitre 6.

Procédure RE* : pour t = n — 1, c'est essentiellement une procédure entro-
pique sur un rang, c'est-à-dire, basée sur la recherche de comparaisons binaires
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qui maximisent l'espérance mathématique de la réduction de l'entropie après
une comparaison. En certains points isolés, nous permettons l'utilisation de
l'entropie sur 2 ou 3 rangs, sans donner de règle formelle sur ce fait. Un cou-
plage complet est effectué lors des premières comparaisons.

Procédure RE : procédure entropique à un rang qui utilise un couplage
complet lors des p premières comparaisons. L'entropie est utilisée sur un plus
grand nombre de rangs pour décider du choix entre deux comparaisons uni-
quement quand la réduction de l'entropie sur un rang est égale dans les deux cas.

Procédure RN : cette procédure aussi utilise un couplage complet lors des
p premières comparaisons; on établit ainsi une chaîne principale (indiquée par
les puissances de deux dans notre convention). Ensuite, des items sont insérés
dans la chaîne principale, c'est-à-dire, nous comparons uniquement un item
hors de la chaîne principale avec un item sur la chaîne. Nous tentons d'insérer
l'item choisi jusqu'au moment où il est évident qu'un bruit (indiqué par N)
entre dans la procédure (un critère est donné au chapitre 6). La décision d'in-
sérer tel item ou de faire telle comparaison, est essentiellement basée sur une
entropie à un rang, c'est-à-dire, étant donné un certain état de connaissance,
nous sélectionnons la comparaison qui maximise l'espérance mathématique de
la décroissance de l'entropie.

Ces procédures font clairement apparaître que des améliorations sont
possibles en utilisant l'entropie sur un plus grand nombre de rangs; le montrer
demande des calculs supplémentaires et n'a pas été tenté.

Procédure RG : cette procédure se base sur un rangement individuel des
sous-ensembles obtenus par le couplage complet, et utilise ensuite le critère
de l'entropie à un rang pour fusionner ces séquences dont la taille est égale à
une puissance de 2. Pour la différencier de Re dans le cas où n = 2r, nous
supposons que les deux moitiés de taille 2r~l sont rangées séparément puis
fusionnées.

Le tableau donne les résultats numériques de ces procédures et les compare
à ceux des procédures Rs et RF. Une omission importante a été commise :
la procédure optimale de C. Picard [17] pour n = 6 et celle de Césari [4] pour
n — 7 qui a 3 unités de bruit seulement, et sans bruit pour n = 9, n = 10;
aucune règle n'est donnée pour n quelconque, dans leurs travaux.

La borne inférieure du tableau est définie par l'expression :

où r et c sont définis par l'expression n ! = 2r + c(0 ^ c < 2r); ce résultat
provient des travaux de Huffman [12] et a été appliqué à ce problème par
Kislitsyne, d'une manière indépendante, et par l'intermédiaire de la théorie des
questionnaires, par Picard [17].
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Comparaison de six procédures de TRI

BORNE INF-
(LB)

PROCÉDURES

LB

RE*
RN

RE

RF

RG

Rs

Dénominateur
0»

RE*
RN

RE

RF

RG

Rs

« = 2

1

1
1
1
1
1
1

0
0
0
0
0
0

„ = 3

22(»)

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

3

71 = 4

4 2

4 2

42

4 2

4 2

4 2

4 2

3

VALEURS MOYENNES

« = 5

6 "

6 "
6»4

614

61 4

71

7»

15

n = 6

926

926

926

926

9 2 7

930

9 3 3

45

Bruit (multiplié par D]

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
rx

0
0
2
2

0
0
0
1
4
7

n ^ l

12 1 1 8

12»I

1 2 m
12 1 2 3

1 2144

12150

1 2186

315

)

3
4
5

26
32
68

15118

15121

1 5 1 2 2

1 5 1 2 3

1 5I44

15177

15186

315

3
4
5

26
59
68

« = 9

181574

181592

181608

181624

1 8 1 6 5 6

18I737

182304

2835

18
34
50
82

163
730

«-10

2jll966

N.C.
N.C.
N.C.

2 1 1 2 0 6 0

2113725

223015

14175

N.C.
N.C.
N.C.

94
1759
5224

Nombres de Comparaisons (min, Max)

MLB

RE*
RN

RE

RF

RG

Rs

1

(1,1)
(1,1)
(1,1)
(1,1)
(1,1)
(1,1)

3

(2,3)
(2,3)
(2,3)
(2,3)
(2,3)
(2,3)

5

(4,5)
(4,5)
(4,5)
(4,5)
(4,5)
(4,5)

7

(6,7)
(6,7)
(6,7)
(6,7)
(6,8)
(6,8)

10

(9,10)
(9,10)
(9,10)
(8,10)

(8,11)
(8,11)

13

(11,13)
(11,13)
(11,13)
(10,13)
(11,14)
(10,14)

(1) En tenant compte de la valeur de D pour cette colonne, lire 2 +

16

(14,16)
(14,16)
(14,16)
(13,16)
(14,17)
(13,17)

2
y etc.

19

(18,20)
(17,20)
(18,20)
(16,19)
(17,20)
(16,21)

22

N.C.
N.C.
N.C.

(19,22)
(20,23)
(19,25)
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La borne inférieure minimax MLB = 1 + log n ! pour n > 3 du problème
de minimax a été utilisée par Ford et Johnson [8] et aussi étudiée par
Steinhaus [25].

CHAPITRE 6

PROPRIETES ET DEMONSTRATIONS

La procédure « demi » est définie comme la procédure qui choisit toujours
la comparaison qui donnera (autant que possible) deux sous-ensembles de
cas de taille égale. Soit T le nombre total d'états de la nature possibles à
chaque étape, et soient x et y = T— x le décompte du partage résultant d'une
comparaison.

Lemme 1 : la procédure « demi » et la procédure entropique sur un rang
sont équivalentes.

Démonstration: la décroissance de l'entropie est donnée à chaque étape
par l'expression :

(6.1) log T— ^\ogx — j,\ogy = —(j>x logpx + py logpy)

x * y
avec px=j.etpy = j

Le second terme de (6.1) est maximum pour/? x = py soit x = y ce qui
démontre la proposition.

Ainsi, si nous pouvons toujours séparer les états de la nature en deux
sous-ensembles de taille égale, nous aurons la solution optimale. Les difficultés
viennent du fait que ce partage n'est pas toujours possible. Mais il n'est pas
nécessaire de séparer chaque ensemble en exactement deux moitiés pour obtenir
une structure optimale. Ce dernier point est traité ci-après.

Soit H(T) l'espérance mathématique du nombre de comparaisons nécessaires
quand le nombre des états possibles de la nature est T,

Soit x la taille du plus petit des sous-ensembles issus d'une comparaison.
Supposons que pour tout sous-ensemble nous pouvons choisir x à notre guise.
Alors H(ï) = 0 et pour T > 2

(6.2) H(T)=l+ m i n { ^H(x) + ( T X ) H(T—x)

Soit h(y) — yH(y). Alors (6.2) devient plus simplement

(6.3) h{T) - T + min {h(x) + h(T—x)}.
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Définissons r et c par l'expression r r = 2 + c avec 0 ^ c < 2r.

On peut démontrer comme dans le lemme 2 de [21] que le minimum de (6.3)
est obtenu pour x = T/2 et qu'une valeur exacte de H(T) pour T > 0 est
donnée [17] par l'expression :

(6.4) H(T) = r + ~ = r + ~(T- T).

Le résultat suivant est utile pour chercher les procédures où le bruit introduit
est minimum, en particulier il est utilisé dans la procédure Rn. Il correspond au
lemme 3 de [21], mais il faut remarquer ce dernier est, à cause des conditions
limites, complètement différent.

Lemme 2 (*) : pour tout T ^ 2 le minimum de (6.3) sera obtenu avec un
entier y si et seulement si aucune puissance de 2 est comprise entre y et T — j .

Démonstration: soit h(x, T) la somme entre crochets dans (6.3), à cause de
sa symétrie par rapport à T/2 nous supposons que JC < T—x. Considérons
différentes inégalités entre x, T—x, et les puissances de 2 qui encadrent la
moyenne T/2.

Cas 1 : 2r~* < x < T— x < 2 r .

Soit r(x) la valeur de x telle que r(x) = r{T—x) = r— 1. Pour vérifier
(6.3) on utilise (6.4) et on calcule

(6.5) T + h(x, T)=T+(r — l)x + 2(x — 2r~*)

+ (r — l)(r— x) + 2(J— x — 2r~ l) = rT+ 2(T—2r) - h(T).

Donc le minimum de (6.3) est obtenu pour une telle valeur de x.

Cas 2 A : 2S~1 ^ x < 2S , 2r < T— x avec 1 < s ^ r.

Cas2B : 2 S ~ 1 < x < 2S , 2r = T—x avec 1 ̂  s < r.

En posant r(x) = s—l et r(T—x) = r, et en faisant un calcul analogue
au précédent nous obtenons dans les cas 2A et 2B :

(6.6)

- h(T) + (T— x — 2r) + (2s — x)t

> h(T)

(1) Ce lemme apparaît dans [17] sous la forme de théorème (chap. 2, page 32-33),
dans l'édition de 1965; théorème 10-3 dans l'ouvrage de 1972. Picard appelle bruit propre
(déf. 12-3, op. cit.) ce qui est appelé, ici, bruit.
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Puisque t — r — s ^ 0 et donc 2* — / — 1 > 0. Dans le cas 2 A (resp.,
2 B) l'inégalité stricte vient du fait que T— x — 2r > 0 (resp., (2S — x)t > 0).
Donc pour de telles valeurs de x le minimum de (6.3) ne peut pas être atteint.

C a s 3 i l 8 ' 1 < x < 2 S ; 2 r ~ 1 < T— x < 2 r a v e c s ^ r — ï

Ici r(x) = s— 1} r(T—x) = r — l e t r — .s > 0. Comme ci-dessus nous
obtenons le résultat suivant :

(6.7) T+H(x9 T)=T+x(s~ 1) + 2(x — 2s~1) + (T~ jc)(r— 1)

+ 2(T— x — 2r"l) - h(T) + 2S(2' — t — 1) + (2S — JC)* > /ï(r)

Puisque t = r — 5 > 0 et 2' — / — 1 > 0, le minimum de (6.3) ne peut
pas être obtenu pour de telles valeurs de x.

: x = 2 s , 2 r ~ 1 < J — x < 2 r avec s ^ r

Ici nous avons r(x) = 5, r(T— x) = r — 1 et t = r — s ^ 2.

Comme ci-dessus nous obtenons :

(6.8) r + H(x, T) = T + J2S + (r— 2s)(r — 1) + 2(r~- 2S — 2r"

2s(2r — / — ! ) > h(T)

puisque 2* — t — 1 > 0 pour t > 2 le minimum de (6.3) n'est pas atteint.
Puisque ces quatre cas épuisent toutes les combinaisons entre x, T—JC

et les puissances de 2 encadrant la moyenne T/2, le lemme est démontré.
Il découle de ce lemme, qu'en sélectionnant une comparaison à chaque étape

de la procédure et en observant la taille des deux sous-ensembles résultants
(et leur position relative aux puissances de 2 les plus proches), nous pouvons
savoir si une comparaison particulière introduit ou non un bruit dans la pro-
cédure. C'est justement le critère que nous avons utilisé dans la procédure Rn.
On peut remarquer que le lemme 2 est lié au théorème de Sandélius [18] qui
n'emploie pas la même approche et n'obtient pas nos résultats subséquents.

Nous nous intéressons aussi au bruit total introduit dans la procédure, en
particulier quand une puissance de deux est strictement comprise entre les
tailles des deux sous-ensembles. Dans les cas 2 A, 2 B, 3 et 4 cela correspond
respectivement à t = 0, 1, 1 et 2.

Dans le cas 2 A nous ajoutons T— x — 2r à h(T), et :

(6.9) T— x — 2r < 2S — x puisque s = r et T<2r+1.

Dans les cas 2 B et 3 nous ajoutons 2S — x à h(T) et

(6.10) 2S — x^T— x — 2S puisque s = r— 1 et T>2\
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Dans le cas 4 nous ajoutons 2S = 2r~2 à A(r) et

(6.11) 2r~2 < T—x — 2r~i puisque x = 2r~2 et T > 2P" \

A partir de ces résultats nous pouvons démontrer le lemme suivant.

Lemme 3 : le bruit N dû à une comparaison telle qu'une seule puissance de 2
soit strictement comprise entre les tailles des deux sous-ensembles résultants,
Tx < 2° < T2 = T— Tu est tout simplement la différence minimum de cette
puissance aux tailles des sous-ensembles :

(6.12) N = Min (2* — Tu T2 — 2a).

L'apport de ce bruit N à l'espérance mathématique, si nous avons Tcas au
départ, est alors NfT. Si le nombre de cas au départ est plus grand : D > T,
alors l'apport est multiplié par la probabilité T[D de parvenir à cette partie de
Farborescence. Donc l'apport total à l'espérance mathématique pour cette
comparaison quelconque est NfD. Ce dernier résultat est un corollaire du
lemme 3, mais son importance est telle que nous préférons le citer comme
théorème. Soit les sommets « bruyants » d'une arborescence avec les bruits
Nu N2,..., NW9 un sommet bruyant est dit sommet bruyant simple si les tailles
des deux sous-ensembles résultant de la comparaison sont strictement séparées
par une seule puissance de 2. La valeur de l'espérance mathématique, pour une
arborescence sans bruit (qui n'a aucun sommet bruyant) avec à l'origine n
états possibles de la nature, est H(n). Nous pouvons énoncer le théorème sui-
vant :

Théorème : pour toute procédure R qui possède seulement des sommets
sans bruit ou des sommets bruyants simples, l'espérance mathématique est
donnée par l'expression :

(6.13) E{T\R} = H(n) + ± £ iV,

H(n) est donné par l'expression (6.4) et les Nt par l'expression (6A2).
Ce résultat permet de prévoir l'espérance mathématique d'une procédure

(espérance mathématique de la longueur de l'arborescence)sans la mettre en
œuvre. Il est très utile pour détecter l'existence ou la non existence de bruit
dans une arborescence. Il est employé dans la plupart de nos calculs du tableau
précédent et aussi dans les notes qui accompagnent les procédures décrites
ci-après.

L'analyse précédente présente uu intérêt général pour nos problèmes et
n'est pas seulement associée aux procédures entropiques, par exemple, l'expres-
sion (6.4) s'applique aussi à la procédure de Steinhaus Rs. Puisque la procédure
de Steinhaus effectue des insertions individuelles sans bruit, il en résulte que H(i)
est l'espérance mathématique du nombre de comparaisons nécessaires pour

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



PROCEDURES OPTIMALES DE RANGEMENT 57

insérer un item dans une chaîne de longueur *. Il en résulte alors, suivant (6.4)
que l'espérance, sous Rs, pour 2r < n < 2 r + 1 est :

(6.14) E{ T\ Rs } = £ H(i) = r(n + 1) + 2 ( « - 2 ' ) - ;
i=2 j=2 J

Une expression semblable a été obtenue par Trybula (communication
personnelle); les propriétés asymptotiques ont été étudiées par Kislicyn [14]
et Hadian [10].

Pour la procédure RF définie dans (8) et mise en œuvre par des formules
de récurrence différentes pour les valeurs paires ou impaires de n qui impliquent
des sommes compliquées, aucune expression détaillée n'était donnée pour
l'entier minimax U(n). Pour tout n > 1 une expression simple de U(n) est :

Où y = log -—-—- • Cette forme a l'avantage de donner rapidement une

évaluation asymptotique de U(n) pour n —>• 00, soit

(6.16) U(n) = ^ , _ ? Ç ! + Ilog»

où j =j(n) a été défini ci-dessus. Les résultats (6.14) et (6.16) sont dûs à
Hadian [10].

CHAPITRE 7

REMARQUES AU SUJET DU TABLEAU
ET DES ARBORESCENCES

Les arborescences ci-après ne sont qu'un exemple des arborescences
construites pour le tableau du chapitre 5. Seules les arborescences les plus
embrouillées, avec les résultats les plus originaux, sont montrées. Aucunes des
arborescences trouvées n'a de meilleurs résultats que la procédure entropique
modifiée : i?£*. Cependant on peut raisonnablement espérer que, des procédures
utilisant l'entropie sur un plus grand nombre de rangs peuvent améliorer nos
résultats. Ceci est basé sur le fait que dans plusieurs cas l'utilisation de l'entropie
sur deux rangs améliore franchement le résultat par rapport à l'utilisation de
l'entropie sur un rang. Nous en donnons une illustration pour RE avec

n° décembre 1972, R-3.



58 M. SOBEL

n = 9. Après 7 comparaisons, un des sommets de l'arborescence est associé
à 21 états possibles qui sont représentés par le schéma suivant :

7 5

(4) , (4) , (4) \ (3) , (3) , (3) \

Les obliques indiquent que 5 se place quelque part avant 69 et 7 quelque
part avant 1. Si nous insérons 5 le premier, il y a six emplacements où le ranger,
et le nombre de cas (ou probabilité relative) pour chacun est donné par le
nombre entre parenthèses. La procédure entropique à un rang nous amène
à comparer 5 avec 1 pour obtenir le partage (12.9) de préférence à 5 avec 9
qui donne le partage (13.8). Cependant, la procédure entropique sur deux rangs
compare le partage en quatre (6.6.3.6) (qui a une unité de bruit) pour le
premier coup, avec le partage en quatre (4.4.7.6) pour le dernier coup. Le
partage (4.4.7.6) est retenu quand nous utilisons l'entropie sur deux rangs,
puisque sa réduction sur deux rangs est alors

(7.1) ^iog?i + l l o g ^ + £ l o g | - = 1,957

supérieure à 1,952 pour le partage (6.6.3.6).
La procédure RN est une tentative d'utilisation des résultats précédents,

au sujet du bruit, dans la construction des procédures, et le résultat obtenu
est satisfaisant. En fait, si la procédure RN apparaît meilleure que la procédure
entropique à un rang R £,elle n'est pas aussi bonne que la procédure entropique
modifiée RE*.

Le symbole S utilisé dans les arborescences suivantes indique une branche
symétrique ou équivalente à une autre branche développée sur sa gauche. Le
symbole H, accompagné de l'entier j , sur un arc extrémal, signifie qu'à partir
de ce point les rangs suivants correspondent à des insertions sans bruit, l'espé-
rance mathématique de la longueur de l'arborescence correspondant à ces rangs
est H(j) (en comptant le sommet figurant sur le schéma). Le symbole Hx indique
que les étapes suivantes ne sont pas des insertions, mais sont évidentes, et sans
bruit, telles que le même résultat (6.4) s'applique; on peut considérer que H
et H1 indiquent des choses équivalentes. Les entiers dans les ronds placés entre
les arcs partant d'un sommet bruyant indiquent le nombre d'unités de bruit
de ce sommet.

Il apparaît qu'aucun bruit ne se produit aux sommets qui correspondent
à un nombre de cas inférieur ou égal à 8, mais ceci n'a pas été prouvé.
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Aucune des procédures utilisées ne contient un sommet bruyant qui ne soit
simple.

Chacune des arborescences débute après les p couplages du couplage
complet, p étant l'exposant le plus grand de 2 dans ni Donc le nombre total
de cas (états de la nature) est D = n \/2p ; qui est le dénominateur commun du
tableau du chapitre 5.

Puisque le nombre d'unités de bruit NU = 3, avec RE* et n = 7, l'espé-
rance mathématique est (fig. 6) :

121
4 + H(D) + (3/D) = 12 — = 12,384.

Pour n = 8 la procédure JR£* est exactement la même sauf trois couplages
nouveaux (7vs. 8, tfvs. 89 et 4vs. 8). Donc avec RE* et n = 8 l'espérance mathé-
matique est :

1 5 ^ = 1 5 , 3 8 4 .

On suppose que ce sont les meilleurs résultats pour n = 1 et 8, mais cela
n'a pas encore été prouvé. Césari [4] a montré qu'il n'existe pas de procédure
sans bruit pour n = 7. A l'aide de nos résultats on pourra essayer de montrer
qu'aucune procédure dans ce cas a moins de 3 unités de bruit ; ceci n'a pas
encore été tenté.

n=7

3NU 7vs 2 (D = 315 cas)

7vs1 7 vs 4

/
\ / \

\84 84/(T)\63
\ / \

3 vs 1 S S 6vs4

3 vs 7 S 6 vs 2 5 vs 2

16/ \17

55vs7 S 3vs6 3vs 2 5vs1 5vs4

/\° 8A 8/\ 8/\ 8 / \
5vs3 5vs1 H-j H-i H-i H-| H-i H-j H-j 6vs 7

H H H H-|

Figure 6
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Rj^ pour n = 9

9vs2 (2835 cas)

9vs1 9 vs 4

(672)1 ^ ^ 7 2 } (672J//](819)

3vs1 S S 9vs8

(336)1^X^36) (504) / \ ( 3

3vs9 S 6vs4

» jXfó8) (240) / \ ^ 2
6 vs 4 (D comme pour

~ le cas n = 8 )
(168)1 Xt1fi8) (2^)i \ (264)

6vs9

(10)/\(9)
/ A

6vs 3 6\/s 1

5vs 3 ^

(14).

7vs5

(45)^^-

^(26)

5vs 9

/ \ SÎJ2)
^<
7vs

7vs1 S

(84ifXs(84)

6vs 2 S

6 vs 2 (C)

(120) / \ (120)

(A) (B)

^J39)

6vs 4

(18)^X^^(21)
5 vs 9^ (5vs9)*

(8V/

9 5vs3

Vio) (&)/ x
5 vs 1 5 vs 3

(13)

5vs2

M H H H 7us 3

6) {4)/\(4)(4)/\(6) (4>/\(4)

S 1 H H H *v$2 H H7us 3 5 wS 1 H H H 5v$4

H H H HH H H H-j

Figure 7

H H H H H H

Le bruit total est de 34 unités et donc (fig. 7 à 12)

1 5 7 4 1 6 0 8 IR5 3 6 1RS672 — = 1 8 9 — = 18,567.

L'entropie est utilisée sur deux rangs uniquement aux endroits indiqués
par (*) pour éviter une unité de bruit,ou plus précisemment 32 unités de bruit à
cause des nombreuses branches équivalentes (S).

Le bruit total restant est 18 et donc (fig. 13 à 16) :
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Suite de RN pour n — 9

(A 14 NU) 7vs2 {120 cas)
{™)^^^^^^^^ (48)

7 vs 1 (§) ^ ^ ^ 7 vs 4

(36) / \ (36) (18)^/^\(30)

/ X >^ ^<
5vs7 S 3vs 2 7vs9

(isj/'/SsNSsti8) l12!/rsNL6) ( 1 5 )
J / / ^ \ ! ! 5 >

3vs7 3vs1 3vs1 3vs7 3vs1 S

(11) (9)/\(9) (6) A (6) (3)/\(3)(6)yAs(9)

\ / \ r X r X / \
3vs5 3vs1 6vs1 5vs1 H-| H-| H H H-j 5vs1

3) Al4)(4)/\(7) (4)A(5) (5)A(4) (5) A (4
H H H H-j H H^

(B Pas de Bruit)

(64)/

3vs1

(32)/X \ j32)

5vs7 S

(16) / \ (16)

5vs3 S

H H

(C 8NU)

128,

5vs 1

6 vs 9 £

32y \ 32

3 vs 1 S 5

16/ \ 16 24/i
/ t /

3 vs 5 S 6 vs r9

H 1 H

Figure 8

3vs 2 (120 cas)

5 y

/

64

vs'

3)

^\(56)

(32)^

S

<

Figure 9

^3vs6

^ \

(12)/

7vs1

l4)/\8)

H 7vs :

H

ŝ 2 (264cas)

\ 136

5 vs 4

6 4 / \ 2

s ' ^ 7

36^-^*^

9

\ -
7 vs 1

f vs 4
^ \

5

I

^24)

7vs6

2

H

^36

vs 7

Hl H

7vs4

(6)/\(6)

/ X
7vs 3 S

H H

7\s 9

/ \ -
S

8/ y 12/ Y y y 7 X
H H 7 v s 1 S H 7 v s 2 6 vs 7 5 vs 9

4 ƒ \ 8 4 / \ 4 3AiK6 6ÂÏA3

H H-| H H H H"| n i H

Figure 10
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(D: 4NU) 7 vs. 2 (315 cas)

168 *^^ ^ O 4 7

7 v s . 1 7 vs.

84/ \84 84/fî)\63
/ \ / ^ \

3 vs.1 S S 6 vs.4
42/ \ 4 2 30^^^Q) \33

3 vs. 7 S 6 vs. 2

21 15 \15

y x
5 vs.7 S 3 vs.1 3 vs. 2

{à suivre)

Svs.3 5 vs-1 6 vs.1 5 vs.1 3 vs.1 3 vs. 6

6/ \5 4/ \6 3/ \3 5/ \4 4/ \4 4/ \3

H H H H-j H-| H-j H-j H H H H H

Figure 11

(D1) suite de KN pour n = 9 (D)

5VS.2

5 vs.1 5 vs.4

6vs.7 S S 3vs,1

H

Figure 12

pour avoir le résultat avec RE nous prenons 18 + 32 = 50 NU nous obtenons :

5= 18,573...
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(A) suite de RE* pour n = 9

I
f

î

(110)

7vs 4 (218 cas) contient 10 unîtes de bruit

(108)

5 vs 2 6vs3 1vs6 S 6vs9 9vs 8

6vs4

5vs 1 6vs7

9vs7

S

6vs2 5vs2

!

9vs8 S 9vs8 9vs8
(7Ai6) (8/\8) (9)/®Ni6) {6)J^f) (6)/\6) l 6 ) / \ i 6 ) ( 6 j / \ ( 6 ) ( 1 2 / \ 9 ) (6)/\6) (9)/\6) ( 6 > / \ 6 )

H H 3vs6 S 6vs4 6vs4 H 5vs7 H-j H-| 1vs5 S 6vs4 S 6vs7 6vs7 6vs1 S 6vs2 6vs3 9vs6 S(4»/\ (3^\(3>A (5A l 3 ) A l3)/\ l 6 A ( 6 A ( 3 ) / \ ( 3 A ( 3 ) A l 3 A
H H H H H H H H H H H H H-| H-j H-| H-| H H H 1 H 1 H H H H

Figure 14
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