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DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
D'INTÉGRALES OSCILLANTES

LENTEMENT CONVERGENTES A L'INFINI

par A. HARAUX (*)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — En vue d'applications à la Physique, on cherche à estimer Pintégrale
'+OC

f{t)g(t)dt pour de grandes valeurs de x, la fonction f étant quasi périodique et nulle

en moyenne à Vinfini, la fonction g étant à signe très lentement variable et à module tendant
lentement vers zéro à Vinfini,

(i) Si g est convexe, et si f a des primitives bornées d'ordre supérieur à 2, on obtient un
développement asymptotique de l'intégrale.

(ii) Si g est le produit d'une fonction absolument monotone de classe Cw par un facteur
très lentement oscillant à Vinfini, et si ƒ est périodique, on obtient une approximation dont la
précision varie comme une exponentielle décroissante de x.

INTRODUCTION

Le but de cette étude est d'obtenir une estimation assez précise d'intégrales
généralisées de fonctions oscillantes, en vue d'applications à la physique.

En termes vagues, si ƒ est une fonction quasi périodique continue oscillant
à l'infini autour de 0, et g une fonction convexe non sommable tendant vers 0

us
p + OO

à l ' i n f i n i ( « f a c t e u r d ' a m o r t i s s e m e n t » ) , l ' i n t é g r a l e f(t ) g(t) dt e s t a u p i
Jo

semi-convergente.
Sa convergence est liée à l'existence pour ƒ d'une primitive bornée, et dans

Ç +CO

ce cas le « reste » f{t ) g(t) dt tend très lentement vers 0, ce qui rend

^ + 00

fast idieux le calcul n u m é r i q u e de ƒ (î ) g (t) dt p a r les m é t h o d e s c l a s s iques .
Jo

On va voir que sous des hypothèses raisonnables sur g, l'existence pour ƒ
de primitives bornées d'ordre supérieur permet un développement asympto-

(l) Analyse Numérique, Tour 55-65, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris VI, Paris.
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5 0 A, HARAUX

tique de ce reste, bien préférable à une simple majoration. Dans le cas où ƒ
est exactement périodique, et g une fonction C00, produit d'une fonction abso-
lument monotone par un facteur lentement oscillant à l'infini, c'est-à-dire
du type t ~P e*'Œ, 0 g a < 1, |3 > 0, on obtiendra un développement très
précis, avec décroissance exponentielle du reste à l'infini. Ce calcul contient
le cas modèle de l'intégrale

ƒ." keR*, oc>O.

Le problème qui est à l'origine de notre étude m'a été posé par M. Séchaud,
chercheur au laboratoire O.P.M. de l'École Polytechnique. Les majorations
obtenues ont déjà été utilisées sur ordinateur pour le calcul effectif d'intégrales
doubles faisant intervenir l'expression de l'exemple 3 (ÏI).

L FONCTIONS PÉRIODIQUES CENTRÉES

DÉFINITION : Une fonction/: /?—• C, périodique de période T, localement
intégrable, sera dite centrée si

o

Dans la suite," ƒ désigne une fonction T-périodique.

REMARQUES :

1° S'il existe a e R tel que ƒ,( / ) =f(t + à) soit impaire,/est centrée.

2° Si/est une fonction T-périodique, alors la fonction

est r-périodique centrée.

3° Supposons la fonction ƒ continue. Alors elle est centrée si et seulement
si elle admet une primitive T'-périodique, ou encore si et seulement si elle a
une primitive bornée.

4° Soit ƒ une fonction continue, 2 Il-périodique. Alors elle est centrée si
et seulement si la décomposition de ƒ en série de Fourier n'a pas de terme
constant.

PROPOSITION 1 : Si ƒ : R—> C est une fonction périodique centrée de période T,
elle possède une primitive centrée et une seule : notons-la /(1). On peut alors
construire par itération / ( 2 ) , / ( 3 ) ) . . .,/(n), . . .
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RESTES D'INTÉGRALES OSCILLANTES 51

(ii) D'autre part, si T — 2 II, on a j| f(1) ||L2 ̂  || ƒ ||L2, et en particulier la
suite (f(n) est uniformément bornée (puisque \\ f W^ ^ C(jj/||L2 + || ƒ ' ||L2).

ƒ(*)= I Cke
lk\ avec £ |Cfe

1 f + n

|2 = - U
211 J -n

Démonstration : D'après la théorie de la transformation de Fourier,

* + n
_ l Q | 2 = ^ |

p. p.feEZ* fceZ*

II vient facilement

ksz* (ik)n

d'où Ton déduit

keZ* k k<=Z*

ce qui démontre (ii).
On peut obtenir directement un majorant uniforme de i/(rt) rx en

remarquant que, pour n ^ 1,

Jt e Z*

L'application ƒ —^/(i} est linéaire. Quitte à remplacer ƒ par Re (u.f), où w est
un nombre complexe de module arbitraire, on peut supposer ƒ à valeurs
réelles. Dans ce cas, f(l) est aussi à valeurs réelles et centrées. Soit x e R un

Çx + tT/2) I^_
réel quelconque : les deux nombres f(i)(t)dt et /(i)(O dt

Jx Jx-(T(2)
sont opposés donc de signes contraires.

Çx + (T/2)

Si par exemple f(i)(t)dt est négatif, alors
Jx

/(nW-/(i,(0- r/Ce)^^^-^1!/^, VfeR,

et donc, intégrant de x à x+(r/2),

-rT rx+ (772)

2 / (

et

août 1976.
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Si c'est le cas contraire, on intègre de (x — (T/2)) à x, et on obtient le même
résultat. Finalement, changeant ƒ en —ƒ, on a aussi

-ƒ<„«* J l l - / IL -J ï l ƒ II-
D'où en définitive

ce qui démontre (i).

II. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES D'ORDRE FINI

1. Étude générale

LEMME FONDAMENTAL : Si y : [X, + oo]—• R* est une fonction continue
décroissante, et F : [X, + oo[ —> C une fonction bornée de classe C1, on a

Ff(t)y(t)dt ^ 2 Y (a) sup | F | pour X -^ a ^ b.
[X, +oo[

Démonstration : a) Toute fonction C° décroissante positive est limite uni-
forme sur tout compact d'une suite de fonctions C1 (et même C00) décroissantes
positives.

P) Dans le cas où y est de classe C1, on a

fV
S sup jV(O|*
= 2y(a) sup |

[X, +00[

pour X ^ a s b.

THÉORÈME 1 : Soit f F, $ trois fonctions continues de \A, + oo[ dans C

| F | ^ M < + oo sur [A, + oo[, F' = ƒ,

| O | g P < + oo sur [^, + oo[, >̂' = F,

et g : \_A, + oo[ —• iî une fonction convexe de classe C1 te//e ^we lim # (^) = 0.
x - * + oo

Alors :

(i) L'intégrale f(t)g(t)dt est convergente.
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(ii) On a

r
ou

g'00
g M

(on prend g > 0).

Démonstration :

(i) résulte trivialement du fait que ƒ a une primitive bornée.

(ii)

f(t)g(t)dt+g(x

Posant g' = — y, le lemme fondamental donne

I "k (Y\ I < v ? vf Y"Ï — 9

- J . '
g'M
g 00

REMARQUE : Dans les applications lim | g' (x)jg (x) j = 0. On aura même

en général | g' (x)/g (x) [ ̂  Kjx pour x assez grand.

COROLLAIRE 1 : Soit g : [v4, +oo[—•.# une f onction de classe C° telle que,
pour p e { 0, 1, . . ., n } , (— l ) p g ( p ) ^ 0, e/ fe//e r̂we la fonction | gM

décroissante. On suupose que

lim g (x) = lim
x-* + oo x-> + oo

«'(*) = . . . = lim
(«-D/

= 0.

Si alors f\ Fu F2, . . . , F B + 1 ^on? des fonctions à valeurs complexes bornées

sur [A, +oo[ telles que F'n+1 = Fn, F'n = Fn-U...,F'1 = f, la fonction

étant continue, l'intégrale

J
J: f(t)g(t)dt es* convergente, et

+ 00

OU

^""^W x sup
[A, + ^
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2. Applications

Exemple 1 : Prenons g comme dans l'énoncé, ƒ : i* —• C périodique centrée
de période T. Posons / ( 1 ) = F,/{2) = <î>; on sait que

Par suite,

j;
ou

«'(*)T
' II F

Exemple 2 : Soit k e /?*, a > 0. Le corollaire l donne immédiatement

eikx 1 " ékx

V 1k x" p + 1

où

(ifc)

2a(q+l)...(tt+B)

Notons E la fonction « partie entière », et soit

Il vient

En particulier,

ou

et

r

J x

çikt n (x)

f 0 X

-a(ot+l)

pour tout
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RESTES D'INTÉGRALES OSCILLANTES 55

dès que l'on a x ^ 1. Donc

n(x)+l / t \ « (x)

|fc|x/ \ n(x)

pour JC assez grand. Par développement en série de Fourier, on pourrait obtenir
un résultat analogue pour une fonction ƒ continue périodique remplaçant la
fonction elkx. De plus, il est également possible d'itérer le procédé et d'obtenir
des estimations asymptotiques des intégrales « itérées » :

p + o o / ' + o o / ' + oo p + oo ikt

. . . —dtdx.dx,.l...dxl.
JX JXi JX2 J Xn t

Exemple 3 ; Évaluation approchée de l'intégrale

+ fc2a-r0)
2)sincf—)dt (tànc(x) =\T0J V

dans un domaine où

To b

et dans les deux cas-limites

• - 1 | | > 1

On cherche le développement asymptotique de

pour x
P + oo ±it ±iz Va2+t2

e—^- -dt
Jx t + t0

Pour ramener cette étude au théorème 1, on peut écrire

_ J(±l±£)x+iz(Va2+x2-x)

et à partir de là chercher une primitive d'ordre 2 bornée,

août 1976.
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56 A. HARAUX

D'une façon générale, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2 : Si f est périodique de pulsation co > 0, et si X a un dévelop-
pement limite d'ordre n au voisinage de 0, f(x)X(\/x) a une primitive
d'ordre (n— 1) bornée pour x assez grand.

COROLLAIRE 2 : Si £ cn yn est une série entière de rayon de convergence

strictement positif, et si est différent de zéro, la fonction emx £ cjxn>

définie pour x assez grand, a des primitives bornées à tous les ordres.

Pour avoir des développements d'ordre supérieur, le corollaire du Théorème 1
est en pratique d'application assez malaisée, la recherche des majorants des
primitives successives comportant des difficultés de calcul non triviales. De plus
l'exemple 2 donne l'idée d'une possibilité de développement beaucoup plus
précis, si on prend vraiment les moyens de calculer. Cette étude, liée à une
régularité de type « analytique », nous amène à un deuxième Théorème.

in . DÉVELOPPEMENTS « D'ORDRE INFINI »

1. THÉORÈME 2 : Soit g : ]0, + oo[ —• C une fonction de classe C°° telle que

VneiV, Vfe[B, +oo[, |g ( n ) (0 | S AnpMnn\rnz'^\ \

avec inf{e, -q} > 0. \

Alors, si Von pose

-—- x } pour x > 0

Ç + QO

(kfixé dans R— { 0 }), Vintégrale eikt g(t) dt est convergente pour x assez
Jx

grand, et

i
n(x) ikx

eiktg{i)dt=-Z ^
n=l (ikf

OÙ

\k(x)\S e~{ky2Mx* pour x assez grand.

pour x assez grand.

Démonstration : (i) L'hypothèse implique que g *n) —> 0 à l'infini pour tout
entier m De plus, pour n assez grand, | g(n) (t)\ ^ K{n)t~2, donc en intégrant
un nombre suffisamment grand de fois par parties, on constate la convergence
de l'intégrale.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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(ii) Intégrant toujours par parties, il est facile de voir que :

\ :
e*'g(t)dt = -

avec

M

y eikx <„_
«=i (üc)ng

v-iVe-n+l

NPN\- dès que

En particulier si N e ^ 2, cette inégalité donne

M
NpN\x, x pour x assez grand.

Alors, pour TV assez grand, (\/N) N ! ̂  (N/e)N, et donc

Et si on choisit

N = n(x) =

d'où l'on déduit

M

alors

M y1
~(\k\/2M)x*

ce qui pour x assez grand est majoré par e~{

2. Applications

Notons que les fonctions g qui vérifient une inégalité de type (1) forment
une sous-algèbre de celle des fonctions C00 : ]0, +oo[—> C. Plus précisément,
si

\g\n\t)\^A,n^ M\n\Cn^\ els TU £ 0,

pour / ^ 5 ^ 1, on a

avec
M = max{Mls M2}, r|

= min{els s2}, P

août 1976.
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Par exemple, si cp est une fonction analytique dans un voisinage de 0 avec
q> (0) = 0, et P > 0, q> (r ~P) est une fonction de ce type. En effet, on a

p>0

Y v \v v ~r x) . . . yp p -+• n — i) | cp 11
p>0

Soit N = £ (P) + 1. On remarque que

p ( p P + l ) . . . ( p p + n - l )

d'où

Or pour t assez grand, l'expression

est bornée. Plus précisément, si on pose

on a pour r assez grand

\gin)(t)\ S

Pour 0 ^ a < 1, posons gt(t) = elt*. Alors, notant 8 = 1 —a, on obtient

gï° (0 = { "E K [(n - p) e] [(n - p) s +1] ...
IP=O

[ ( ) l] r ("-p)E-''je'"'",
où les coefficients K"p vérifidnt la relation de récurrence

K*X\ = - K j J + i a K r 1 (avec Kn
n = 0).

En particulier, Kn
p | ^ C( l +a)" indépendamment de /?, et donc

jgï°(O| ^ C n ( l + ot)"/i!f""£ pour t ^ 1.

Par suite, si g (t) = r"Pe" i t a , p > 0. on a
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Le cas 3 = 1, a = 1/2, par exemple permet l'étude de l'intégrale

*>JtJaV\t\

— du
t

a réel quelconque, lorsque x—• + oo o u x - ^ - o o . Bien sûr, l'exemple I permet
une étude plus précise de l'intégrale

r + oc ± if „ ± ie Va2 + t2

J x

en écrivant
.±it +ieVa2 + t2

_ ! _ _ _ _ = g( ± * ± i-e

t+t0

Par suite, l'expression

2 )

s'identiüe pour î > sup { , a |, r0 } à la somme d'urve série du lype étudié
dans l'exemple 1 (avec J3 = l).

août 1976.


