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EXISTENCE ET APPROXIMATION
DE POINTS SELLES )
POUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES ()

par B. SCHEURER (%)
Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé. — Sous une hypothése naturelle, la résolution d’inéquations variationnelles (cor-
respondant a des contraintes linéaires égalités ou inégalités, pour des opérateurs monotones
Sfortement non linéaires) est équivalente a la résolution de problémes de points-selles. Les résul-
tats d’existence et d’unicité pour ces problémes permettent alors de démontrer un théoréme
d’approximation. Nous obtenons ainsi un cadre assez large pour les méthodes mixtes et hybrides
d’éléments finis.

INTRODUCTION .

L’objet de ce travail est I’étude de deux types de problémes de points-selles :

Trouver (u, p*) tel que
CAW), v>+<p* Bv)=<{f,v), VYoveV, 1)
{Bu, q*> £<g, ¢*>, V ¢* dans un espace & préciser,
Trouver (u, p*) tel que
CAW), v>+<p*, Bv)=<{f,v), VYveV, (629)
{(Bu, q*> =g, q*>, Vg™ dans un espace a préciser,
ol A est un opérateur ‘(éventuellement non linéaire) de ¥ dans ¥ * (¥ est un

espace de Banach de dual V' *; ( .,. > désigne un produit de dualité) et B
un opérateur linéaire.

Ces problémes correspondent a I’inéquation variationnelle :

Trouver ue K, tel que

CAW), v—u)={f,v—u), VvekK,, %)

ou K, est un sous-ensemble convexe fermé non vide de ¥ de la forme :

K,={veV | Bv<g} (contraintes linéaires inégalités),
ou
K,={veV | Bv=g} (contraintes linéaires égalités).

(*) Manuscrit regu le 5 janvier 1977.

(*) Service Mathématiques Appliquées, Centre d’Etudes de Limeil, Villeneuve-
Saint-Georges, France.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis, vol. 11, n°® 4, 1977



370 B. SCHEURER

Des problémes du type de (%) ou (£%) interviennent lors de I’étude de
méthodes d’éléments finis mixtes ou hydrides [3, 4, 11, 12]. Nous étudions
Pexistence et 1’unicité pour les problémes (£%) et (#*) de fagon intrinséque,
¢’est-a-dire sans supposer qu’ils résultent d’un probléme d’optimisation. En
particulier nous ne supposons pas que A4 (u)—f est la dérivée (au sens de
Gaiteaux) d’une fonctionnelle convexe. Nous utilisons le cadre et les méthodes
définies par Ekeland et Temam dans [5] et Aubin dans [1]. L’outil essentiel
est un théoréme du type Kuhn-Tucker en dimension infinie, qui est appliqué
a une forme voisine de (£%) ou (£%). Nous généralisons ainsi des résultats,
obtenus par des méthodes différentes, de Raviart-Thomas [11, 12] et Brezzi [3].

Le plan est le suivant :

Dans un premier chapitre, nous étudions deux classes de problémes de
minimisation avec contraintes correspondant aux deux formes possibles de
K,. Nous obtenons des conditions suffisantes d’existence et d’unicité pour
les problémes dual et de point-selle associés et en déduisons alors des résultats
.d’existence et d’unicité pour (S%) et (S%). Nous concluons par un lemme
précisant le lien entre des propriétés « naturelles » (pour ’approximation
numérique) de ’opérateur de contrainte B.

Dans un deuxiéme chapitre, nous étudions les problémes (¥ ¥ et (I
en liaison avec leurs approximations (£%), et (£%),. Dans le cas du probléme
(F¥), nous énongons un résultat d’existence et d’unicité analogue & celui
du premier chapitre pour (#%) ainsi qu’une estimation a priori utile pour I’étude
de I’erreur et de la convergence. Dans le cas du probléme (S%), nous énon-
gons une condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité, des résultats
de stabilité et de dépendance continue de la solution en fonction des données.
Nous donnons enfin un théoréme de majoration d’erreur. Les hypothéses faites
sur ’opérateur 4 sont satisfaites par exemple si :

oul*"?ou
Au) = — o= 2.
w) l; 6x< 0x; 6xi> N

Enfin dans un troisiéme chapitre nous détaillons 1’étude de quatre exemples.
Le premier exemple est le probléme de 1’obstacle. Nous étudions ensuite les
cas correspondants aux problémes d’éléments finis hybrides et mixtes. Nous
terminons avec le probléme de Stokes pour lequel nous retrouvons un résultat
connu [5, 13].

1. RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE DE POINTS-SELLES

1.1. Problémes de minimisation sous contraintes linéaires

Nous considérons ici deux classes assez larges de problémes de minimisation
sous contraintes linéaires. L’étude du probléme dual et du lagrangien associés
a ces classes sera la base des résultats du paragraphe 2.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 371

Soient V et Y deux espaces de Banach de dual V' *, Y* (2). Soit € un cone
convexe fermé de Y définissant une relation de préordre = et ¥* son codne
polaire (notons que %* est un cone convexe fermé de Y *, dual de Y) :

¢*={q"eY" | (q* q>20,Vqe%}
et
ge¥ < q=20 < (g% q>=0, Vqg*e®*

On se donne enfin un opérateur linéaire continu B de ¥ dans Y.

1.1.1. Contraintes inégalités

Soit g un élément donné de ¥. A g on associe :

K,={veV| Bv<g}={veV|-(Bv—g)e¥}.
Considérons la classe de problémes :
Inf{{u* v) | veK,}, (?)

ol u* est donné dans V*.

Le lagrangien associé au probléme (£) est défini par L : ¥ x%* — R ou :

L(v, ¢%) = <u*, v>+{Bv—g, ¢*).
Le probléme (#) peut encore s’écrire :

Inf Sup L(v, ¢%). ()

veVg e®*
Par définition, on appellera probléme dual de (2) :
Sup Inf L(v, ¢%). (2%

e €*veV
Explicitons (2*) :
Inf L(v, %) = Inf {{u*, v)+{Bv, ¢*>~<g, ¢*>}.
veV veV N
Il est commode pour ce qui suit d’introduire I’adjoint B’ de B qui est un
opérateur linéaire continu de Y* dans ¥V *. On a alors :
Inf L(v, ¢*) =Inf {<u+B'q* v)>}—<g q*>
veV

veV
_{—<gq*> si ut+Bg*=0,
o —© si u*+Bqg*#0,

(?) Dans tout ce qui suit, ¢ .,. > représentera suivant le contexte le produit de dualité
V*, V)You(Y* Y).

vol. 11, n° 4, 1977



372 B. SCHEURER

et
Sup{<{—g, q*) | ¢*e%* u*+B q*=0}. (2%
Le lemme suivant caractérise les points-selles de L.

LemMe 1.1 : Le couple (u, p*) € Vx€* est un point-selle du lagrangien L
si et seulement si :

) uek,,
(ii) p*e®%* et u*+B p* =0,
(iii) Cu*, ud =<{—g, p*>.

Preuve : Par définition, si (u, p*) € Vx €* est point-selle de L :
L(u, ¢*) £ L(u, p*) £ L(v, p*), V(v,q"eVx%*

De l'inégalité de gauche en faisant ¢* = 0 et ¢* = 2 p*, on déduit,
%* étant un cOne :
(p*, Bu—g)=0 et <q%Bu—g)=<0, Vg*e®¥*, (1
c’est-a-dire (i).
De I'inégalité de droite en faisant v = 0 et v = 2 w, on déduit en utilisant la
définition de B’ :
(u*+B'p*,ud=0 et {(u*+B p* v) =0, YveV, ¢))
c’est-a-dire (ii). Enfin, grice a (2) et (1) :
<u*: u) =—<Blp*a u> =—<p*a Bu> = <_g’ p*>a
d’ou (iii). : _
Réciproquement si (u, p*) satisfait (i), (ii), (iii) alors on vérifie (1) et (2)
et on en déduit que (u, p*) est point-selle de L.

Le lemme 1.1 va permettre la démonstration, suivant un schéma adapté
de Aubin [1], de la :

ProPOSITION 1.1 : On suppose que le probléeme

Inf{<u* v) | vekK,}, ()

ou g est donné dans €, admet une solution u et que B’ €* est fermé. Alors le
robléme

? Sup{<—g, 4*> | g*e%* u*+B'q* =0} ")

admet au moins une solution p* et le couple (u, p*) est point-selle de L.

Preuve : 1° Montrons que ’ensemble { g* € %*| B’ ¢*+u* = 0 } est non
vide (cette assertion jouera le role de I’hypothése de qualification classique :
¢f. [5]). Par hypothése, u étant solution de (£), u vérifie :

(Bu—g,g*)<0, Vq*e¥*

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 373

Une condition suffisante pour que u+v appartienne & K est donc que
(Bv,g*) =<0,

Vg*e¥* < veB €Y’ ().
(En effet :

(B(u+v)—g,q*)>=<Bu—g,q*)+{(Bv,q*)<0,Vq €™
Dans ce cas I’élément u +v est alors admissible pour le probléme (£) et :

u¥,utvd = (u*ud, Voe(B €Y,
soit encore :

(—=u*,v> <0, Voe(B %"
D’ou, B’ ¢* étant fermé par hypothése :

—u*e(B' ¥*)°° = B'¥* =B ¢*.
C’est dire qu’il existe au moins un élément g¥* de ¢* tel que

. _ _ _ . _ PBgg=-u*, Bqtu*=0_

2° Montrons que le lagrangien L admet le couple (#, p*) pour point-selle
et que p* est solution du probléme (£*). D’aprés le lemme 1.1, le couple

(u, p*) sera point-selle de L si et seulement si :
p*e®* et B p*+u* =0,)
¥ % (3)
Cutuy=(—g p*>. |
Considérons 1’opérateur linéaire :

O: g*eY*—>(B'q* {(—g q*>)e V*xR,

dont ’opérateur adjoint est :
®: (v, \)eVxR—>Bv—Age.

Trouver un élément p* satisfaisant (3) équivaut donc a trouver un élément
p* de €* solution de I’équation :

D (p*) = (—u*, (u™, u)). )

Les deux conditions :
(@) ® €* est fermé,

b)) {—u*, v >+ru*,ud 20,V (v, A) tels que
{(Bv—-Ag,q*> <0, Vg*e¥*  AreR”

(qui généralisent les hypothéses du théoréme de 'image fermée) sont suffi-
santes pour l’existence d’une telle solution.

(® Sixestunconede Z X° = {z*ec Z*|(2z*,z) = 0,vze X}

vol. 11, n°® 4, 1977



374 B. SCHEURER

En effet (b) signifie, en introduisant le produit de dualité (¥ * x R, ¥ x R)
que : * 0
<'—u ,v)+7\.<u*, u>§03 V(U: }\.)E((I)%*),

(se rappeler que ® ¥* = B’ ¥*xR™ si ge %) donc que (—u*, {u*, u))
appartient 3 (® €*)°° c’est-a-dire 4 ® ¥* d’aprés (a).
Puisque g appartient 3 € :

®%* = B'¢* xR~ qui est fermé par hypothése.

La condition (a) est donc satisfaite. Vérifions la condition (b).
Soit (v, A) tels que :

{(Bv—Ag, q*> <0, Vqe¥%*, reR” %)
Supposons A > 0, alors :
{Bv—Ag, q*><0, Vg*e¥* < (BL 'v—g,q*><0, Vqg*e¥*
I’élément A~ ! v est donc admissible et puisque u est solution de (2) :
u¥,ud < u*, Moy e (—u* vd+Au*, u) L0.

Dans le cas ou A = 0, il existe d’aprés 1° au moins un élément g} de ¢*
tel que B’ g} = —w*. D’ou, puisque (v, A) satisfait (5), en faisant g* = g¥ :

(—u*,v)=(B'q5,v)=<q;,Bv)=<0;
et (b) en résulte.

Les conditions (a) et (b) étant satisfaites, 1’équation (4) admet donc une
solution p* telle que (u, p*) soit point-selle de L et en particulier p* est solution
de (22%).

1.1.2. Contraintes égalités

Considérons maintenant la classe de problémes :

Inf{<u* v> | veK,}, (@)
ou
K,={veV | Bv=g} pour gdonnédans Y.

Le lagrangien associé au probléme est ici défini par L : ¥x Y * — R ol :
L(v, %) = u*, v)+<{Bv—g, q*)
et le probléme (£) peut encore s’écrire :

Inf Sup L(v, ¢%). (P

veVqg*e Y*

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 375

Par des raisonnements identiques aux précédents, mais en remplagant #*
par Y *, on obtient le probléme dual (2*) de (#) :

Sup{{—g q*> | ¢*e Y*, u*+B'q* = 0} )
et la caractérisation suivante des points-selle de L :

LeMMe 1.2 : Le couple (u, p*) € Vx Y * est un point-selle du lagrangien L
si et seulement si :

(i) uekK;
(ii) pfeY* et u*+Bp*=0;
(iii) Cu*,uy={-g p*>.

Du lemme 1.2 nous déduisons alors I’analogue de la proposition 1.1.

PROPOSITION 1.2 : On suppose que le probléme :
{Inf<u*,v) | vekK,}, ()

ou g est donné dans Y, admet une solution u et que I’image R (B’) de B’ est
Jermé (*). Alors le probléme :

Sup{<{-g,¢*> | g*e Y*, u*+B'q* =0} 2%
admet au moins une solution p* et le couple (u, p*) est point-selle de L.

Preuve : 1° Montrons que I’ensemble { ¢* € Y * | B’ ¢*+u* = 0 } est non
vide.
Si u est solution de (#), u appartient 4 K, et

Bu—-g=0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que u-+v appartienne & K, est
donc que v appartienne a Ker B.
(En effet :

Bu+v)—g=0 < Bv+(Bu—g)=0 < Bv=0).
Dans ce cas I’élément u +v est alors admissible pour le probléme (2) et

(u*, u+vd = u* u), VveKerB, '
soit encore :
{u*,v) =0, VveKerB.
Changeant v en —v (Ker B est un sous-espace vectoriel de ) on obtient
de méme : .
{u*,v) L0, YveKer B.
(%) Si Vet Y sont réflexifs R (B’) fermé < R (B) fermé (¢f. Yosida [15]).

vol. 11, n° 4, 1977



376 B. SCHEURER
Il en résulte que ( u*, v ) = 0, Vv e Ker B, c’est-a-dire que
u*e(Ker B)*.
Mais R (B’) étant fermé, on déduit de Ker B = R (B)* :
(Ker B)* = R(B')** = R(B') = R(B).

Donc, u* appartient & R (B’) et il existe ainsi au moins un g* dans Y * tel
que B’ gf+u* = 0.

20 Montrons que le lagrangien L admet le couple (u, p*) pour point-selle
et que p* est solution du probléme (£*).
D’aprés le lemme 1.2 (u, p*) sera point-selle de L si et seulement si :
p*eY* et B p*+u*=0,)
utuy=(-g p*> |

En considérant toujours 1’opérateur linéaire :

Q)

®: g*eY*>(B'q* (-8 ¢*NeV*xR
dont I’opérateur adjoint est
D : (v,N)eVxR—->Bv—Agey,
I’existence d’un élément p* de Y * satisfaisant (6) revient a résoudre
i’équation : * . "
q)(p)=(_u,<uiu>)' (7)

L’existence d’une solution de (7) est assurée par le théoréme de I'image
fermée dont il suffit de vérifier les hypothéses :

(o) R (®) est fermé;
(B) (—u*, { u*, u ») appartient a ’orthogonal de Ker @'
Mais R (®) = R(B)x R qui est fermé par I’hypothése. D’autre part :

Ker® = {(v, \)e VxR, Bv—Ag=0}={(v, 0), Bv=0}.

Pour (v, A) dans Ker @', on a alors puisque grace a 1°, il existe au moins
un g¥ dans Y * tel que B’ g3 = —u* :

<(—u*s <u*’ u))’ ('U, )")>
=<(_u*, <u*’ u>), (U, 0)>=<_u*’ v>=<quz)k’v>=<q:! BU>=0

Les conditions (a) et (B) étant satisfaites, 1’équation (7) admet donc une
~ solution p* telle que (u, p*) soit point-selle de L et en particulier p* est solution
de (2%).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 377

1.2. Remarques sur I’existence et 1’unicité de points-selles

Les théorémes du type Kuhn-Tucker énoncés au paragraphe 1 (prop. 1.1
et 1.2) vont permettre d’énoncer des conditions suffisantes d’existence et
d’unicité pour des problémes de points-selles associ€s & certaines inéquations
variationnelles.

Le cadre et les notations étant les mémes qu’au paragraphe 1 on se donne
de plus un opérateur A (éventuellement non linéaire) de ¥ dans V' * et un
élément fde V *.

1.2.1. Contraintes inégalités

THEOREME 1.1 : On suppose que B' €* est fermé et que g appartient a €.
Soit K, = { veV|Bv =g } Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
(i) Le probléme
Trouver ue K, tel que ) )
<A(u)’v—u>g<f’ v—u), VUngs !
posséde au moins une solution.

(i1) Le probléme

Trouver (u, p*)e VX €* tel que
CA@W), v)+<{ B p*, 0> =<(f,v), VoveV D
(Bu,q*>=<<g q*> Vq*e¥”
posséde au moins une solution; si de plus Ker B’ = {0}, p* est unique.

Preuve : Soit u une solution de (f#,); posons u* = 4 (u)—f. Alors (#,)
peut encore s’écrire :

Trouver u € K, tel que
{u*,ud £ u*, v, Vvek,
et u est donc solution du probléme :
Inf{<u* v) | veK,}. (P

Nous pouvons alors, compte tenu des hypothéses, appliquer la proposi-
tion 1.1; nous en déduisons ’existence d’un point-selle (u, p*) € V'x €* du
lagrangien associé a (£), c’est-a-dire que

L(u,g*)<L(u, p*) S L(v, p*), V(,q*)eVx%*.

Il résulte de ces deux inégalités, sachant que ’on a posé u* = 4 (u)—f,
que (u, p*) est solution de (J%).

Réciproquement, si (v, p*) € ¥'x €* est solution de (F¥), u est solution de
(#,), d’aprés la définition de ¢* et K|,
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378 B. SCHEURER

Enfin notons que p* satisfait nécessairement, s’il existe :
B p*+u* =0.
Il en résulte (par 1’absurde) que p* est unique dés que Ker B’ = {0 }.

1.2.2. Contraintes égalités

THEOREME 1.2 : On suppose que R (B') est fermé et que g appartient a Y.
Soit K, = { veV|Bv=g } Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le probléeme :

Trouver ue K, tel que ! %)
CA), v—ud2{fiv-u), Vvek,) 2
posséde au moins une solution.
(ii) Le probléme :
Trouver (u, p*)e Vx Y* tel que l
CA@), v>+<{B'p*,v)=<{f,v), VoveV, (€29)
{Bu,q*>=<g q*), Vq*eY* s

posséde au moins une solution; si de plus Ker B' = {0 }, p* est unique.

Preuve : Elle s’effectue de la méme fagon que pour le théoréme 1.1 en
utilisant cette fois la proposition 1.2. '

Remarques : 1° Dans Je cas ot Ker B # {0} si (4, p*) est une solution
de J¥ (resp. %), tous les couples (v, p* +r*) ou r* décrit Ker B’ sont solutions
de S* (resp. S*). Cela résulte clairement des démonstrations des théorémes 1.1
et 1.2. )

2° Le probléme (£,) peut encore s’écrire :

Trouver u € K, tel que
CA@), vy =<{f,v>, VYveK,=KerB.

3° L’existence d’au moins une solution de (#,) ou (F,) est, sous certaines
hypothéses sur 4 et sur K, (satisfaites dés que B est linéaire continu), un résultat
classique (¢f. Lions [9]).

4° La démonstration du théoréme 1.1 a utilisé de fagon essentielle I’appar-
tenance de g &4 ¥. Cette hypothése peut ne pas étre satisfaite dans les exemples
(¢f. probléme avec obstacle, exemple 1 du chapitre 3).

Les résultats précédents s’appliquent cependant encore en partie si 1’on
suppose de plus que 4 (u)—f appartient & un espace de Hilbert H s’injectant
continliment et dense dans ¥ * : ceci sera détaillé dans ’exemple 1, (chap. 3).

1.3. Un lemme d’analyse fonctionelle

Terminons ce chapitre par un lemme qui sera utile lors de 1’étude de
I’approximation du probléme (£%) :

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 379

LeMME 1.3 : Soit V un espace de Banach réflexif.

Soit Y un espace de Banach réflexif, strictement convexe ainsi que son dual.
Soit B un opérateur linéaire continu de V dans Y.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est surjectif et admet un relévement continu (5) tel que

IRI|s . k>0,

s % |
(i) vB)= If B2
ser-o | p*|]

et Ker B admet un supplémentaire topologique ().

Preuve : Les espaces V et Y étant métrisables et complets, B est surjectif
si et seulement si Ker B’ = {0} et R (B’) est faiblement fermé c’est-a-dire
fermé. De plus dire que B est linéaire continu surjectif équivaut a dire que B
est un homomorphisme surjectif. Or un homomorphisme surjectif admet
un relévement continu si et seulement si Ker B admet un supplémentaire
topologique (¢f. Tréves [14], p. 543). Donc dire que B est linéaire continu
surjectif et admet un relévement continu équivaut & dire que Ker B admet
un supplémentaire topologique, Ker B’ = {0} et R(B’) est fermé. Mais ces
deux derniéres conditions équivalent a v (B’) > 0 (¢f. Kato [8], p. 231).

Notons alors que y(B') > 0 équivaut a dire qu’il existe une constante

k > 0 telle que ,
1B p*[| 2 k[ p*|l-

D’aprés les hypothéses sur ¥, il existe une application de dualité
J:Y— Y* admettant un inverse J ~!. Définissons 5 = RJ ~! (p*) ou
p*e Y * et supposons que || R|| £ 1/k, k > 0. Alors :

“B,p*” = sup<B'P*’ U>
veV ||~v||
> <B’p~*, vy _<p% BRJ'I(p"‘)>g llp*!l-llJ“(p*)H ’
liol] IRIEEHI TR @D

soit :
18 5% | = K[| 2* .
Inversement si (ii) est satisfait, B est surjectif et admet un relévement continu
d’aprés ce qui précéde et il résulte de 1’inégalité ci-dessus que

1
Ri|=]||R"||=~.
IRl= 1175 |

(%) C’est-a-dire un opérateur linéaire R continu tel que Bo R = Idy.
(6) C’est-a-dire qu’il existe un sous-espace x tel que ¥ = Ker B @ X; il revient au méme
de dire que la projection sur Ker B est continue.
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Remarques : 1° Si V est un espace de Hilbert, Ker B admet toujours un
supplémentaire topologique qui est I'orthogonal de Ker B; mais I’étude
des problémes non linéaires nous force & considérer des espaces de Banach.

2° (i) est une propriété de stabilité qui sera utilisée dans le chapitre 2,
paragraphe 2. ~

2. RESULTATS D’APPROXIMATION DE POINTS-SELLES

2 .1. Etude de I’approximation du probléme (.#,) : contraintes linéaires inégalités

Nous abordons dans ce paragraphe 1’approximation des problémes (#,)
et (7). )

Une approximation de (#,) est obtenue en se donnant :

— un sous-espace fermé V, de V;

~ un sous-ensemble convexe fermé K!* de V}, « approchant » K.

On considére alors le probléme discret associé a (#£,).

Trouver u, e K} tel que )
CAuy), v—uy ) 2 S, vp—uy ), VUhGK:-S

La formulation (/%) du probléme (#,) (qui est équivalente d’aprés le
théoréme 1.1) permet une démonstration simple et naturelle d’une estimation
a priori utile pour 1’approximation du probléme (£,). En particulier, cette
estimation, qui généralise un résultat démontré par Brezzi-Sacchi [4],
Falk [6] dans le cas oi B = —Id, est & la base de la majoration de I’erreur
u—u,. Nous avons cependant supposé que g appartient & %, ce qui peut étre
restrictif (¢f 1.2, remarque 3).

(J s

PROPOSITION 2.1 : Sous les hypothéses du théoréme 1.1, en supposant que
le probléeme (5,) admet une solution u et que le probléeme (#,), admet une
solution w,, estimation a priori suivante est satisfaite :

CA@W)—Au), u—u,y < CA@)—A(uy), u—v,>+< p*, Bu,—Bv)
+{p* Bu—Buv,>VveK,, Vv,eK}.

Preuve : Les hypothéses du théoréme 1.1 étant satisfaites, si u est solution
de (£)), il existe un élément p* de %* tel que (u, p*) soit solution de (£,).
En particulier, (u, p*) satisfait :

CAw), v)+{p*, Bv)={(f,v), VveV, _ ¢))
{Bu,q*><{g q*y Vqe&* ®

Dans la premiére équation choisissons v = v,—u, et soustrayons
(AW, v,—u, » = (f, v,—u, ) au résultat; il vient :

CA@)—A(), 4=y < < p*> Bu,—Buv,). )
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Mais puisque {(p*, Bu—g > =0 et {(p*, Bv—g > =0 (¢f. la preuve
du lemme 1.1) :

<p*aBuh_th>§<p*aBuh—Bv>+<P*’Bu—th>- @
L’estimation cherchée résulte alors de (3) et (4) et

CAW)—A(uy), u—u, > = CAW)—A(uy), u—v, >+ AW)—A(uy), v,~uy, ).

. \J
2.2. Approximation des problémes (.#,) et (#2) : contraintes linéaires égalités

Dans tout ce qui suit, nous étudierons exclusivement les problémes (.#,)
et (J%) c’est-a-dire les problémes correspondant au convexe :

K,={veV | Bv=g}  ougest donné dans Y.

On supposera également que V et Y sont des espaces de Banach réflexifs
Y étant uniformément convexe ainsi que son dual de fagon a pouvoir appliquer
le lemme 1.3.

La proposition suivante est un corollaire du théoréme 1.2.

PROPOSITION 2.2 : Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout (f, g) de V *x Y le probléme (F,) posséde au moins une solu-
tion u dans K, (resp. une solution unique) et B est surjectif.

(i) Pour tout (f, g) de V *x Y le probléme (%) posséde au moins une solu-
tion (u, p*) dans V x Y *, p* étant unique | resp. une solution (u, p*) dans Vx Y *
unique].

Preuve : On a vu (¢f. la preuve du lemme 1.3) que B surjectif équivaut a
R (B’) fermé et Ker B’ = {0 }. Nous sommes donc dans le cadre d’appli-
cation du théoréme 1.2 et (i) entraine (ii).

Réciproquement si (ii) est satisfait, pour tout g de Y il existera au moins
un u de V tel que Bu = g : B est surjectif; de plus si (u, p*) est solution de
(%), u est solution de (S,).

La proposition 2.2 énoncée dans le cas d’un opérateur A4 linéaire ou non
généralise un résultat de Brezzi [3] obtenu par une démonstration différente.
Elle ne précise cependant pas la dépendance de la solution (u, p*) en fonction
des données (f, g). Moyennant des hypothéses convenables sur 4 et B, nous
allons préciser cette dépendance et énoncer des résultats utiles pour I’approxi-
mation numérique. Nos hypothéses sur A4, correspondant par exemple a

des opérateurs du type : -
a—2
Ou ) on a=2

A(u)=—2i( a2

0x;

i=10x;

sont les suivantes :

(A,) A est hémicontinu de V dans V*;
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(A,) Il existe B> 0et a=2 tels que :

CAW—A@), u—v> 2 Bllu—vll®, Vu,veK,;
(A3) Tl existe y > 0 et a = 2 tels que :

la@=-A@ s vlall+llolplusl.  Vu,ver:

Remarque : On pourrait traiter de la méme fagon le cas 1 < a < 2 avec

Alull+llelD*™*<A@=-A@, u—v) 2 Bllu—v|*

et
4@ -4@)| < v]u—o|]~"
Nos hypothéses sur B sont les suivantes (¢f. lemme 1.3) :
Ilexiste k>0  tel que ||B p*|| =kl p*|| (By)

et Ker B admet un supplémentaire topologique dans V.

2.2.1. Existence et stabilité de la solution du probléme (%)

Les deux propositions suivantes précisent les propriétés de la solution du
probléme (S%).

PROPOSITION 2.3 : On suppose que (A4,), (4,), (43) et (By) sont satisfaits.
Soit (f, g) appartenant & V*xY avec ||f|| £ M, |lgll £ M,. Alors le
probleme (£%) admet une solution unique (u, p*) et

M. \u—l\l/uvl J\I‘f

ull <2 (0,49 ( M2 WMy
Bk k k ) ) k

Py S My +y s~ = 4.

1
k

Preuve : Grace a (B;), B est surjectif en vertu du lemme 1.3. Gréce a
(4)), (4,), (45) le probléme (F,) admet une solution unique u (¢f. [9]). 1l

résulte alors de la proposition 2.2 que le probléme (#%) admet une solution
unique (u, p*) dans Vx Y *,

1° D’apreés (B,) et le lemme 1.3, il existe w dans K, tel que
M,
-
Puisque u est solution de (#,), u appartient 3 K, et
CAW), vy ={f, v, VYveK, = KerB. (D
De (1), en prenant v = u—w, on déduit :

(A(u)—A(w), u_w> = <f5 u——w)—(A(w), u_w>a

1
Bu=g |lufls el s
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soit d’apres les hypothéses sur f et g et (4,), (4,) :
Bllu—wlf* < My [fu=w]|+]| @) .| u=w],

1 M 1/(z—1)
- M+ 2 .
etz ()

Il en résulte que :

1/(x—1)
“““énu‘wll-i-llw{lé;(M+y<Mk2>> M

k

d’ou :

2° L’élément p* satisfait :
<p*, Bo) =<fiv)—CA@), 0>, VveV,
soit d’aprés (43) et (2) :
<{p*, Bv) < M,||v||+y.*~"||v]|.
D’ou grace a (B,) :

B’ 1 B -
1%l = foup$ 2222~ Laup P B0 < Ly oy gy
v el ke o]
Considérons a présent le probléme :
Trouver (u, p*) tel que l B
CA@), v)+<{B'p* v)={f,v), Vvel, (#2)
(Bu,q*>=<g,q*> Vg*e Y*, S

ol (f; ) appartient & V*x Yet || f|| < M, |21l £
Sous les hypothéses de la proposition 2.3 le probleme (# ¥) admet une
solution (%, p*) unique et les estimations suivantes sont satlsfaltes :

1/(x—1) —
Ilﬁllél(le(Mz) ) Mg,
B k

k
- 1 —_ -
IIp* || s Mty =4
La proposition suivante montre que la solution de (£ %) dépend contini-
ment des données (f, g).

PRrOPOSITION 2.4 : Sous les hypothéses de la proposition 2.3, soient
(R)eV*xY tel que ||fI| < My, ||g|| £ M,. Alors il existe A et A"
constantes positives ne dépendant que de a, B, vy, My, M,, M,, M, telles que :

lu—ull+]|p*=p*|| = £ |If = fl|+ 2" || e—2]|,
ot (u, p*) et (u, p*) sont respectivement solutions de (F%) et (S »-
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Preuve : (u, p*) vérifie :

CAW), v)+<(B' (P, v>={f,v), VeV, ¢))
(B(u), ¢*>=<gq*>, Vq*e¥, ()

(u, p*) vérifie :
CA@), v>+<{B' (", vy =<f,v), VoV, ©)
(Bu),q*)=<g,4q%), Vq*eY™ 4)

Soustrayons membre a membre (1) et (3), on a
(B'(p*~p*), v) =Lf=fiv)—CAW)—A@),v), VveV.
Or d’aprés la proposition 2.3 et puisque
WA= M, gl S My, lull S A, 7| £ A,
donc grace a (4;) :
B (* =7 0> S || = fIl- ol +v (a+ar 2 [lu=a]|.|| o]
D’ou, d’aprés (B,) :
( - 1 ; - -
lp=p*{ = Alf = fll+y (32 |lu—ulD (5)
Mais
uekK, < B(u)=g,
uekK, < B(u) =g,
soit d’aprés (B,) et le lemme 1.3
- 1 - \
llu—ull < [le—gll (6)
Finalement :

O e L ) [E S

2.2.2. Approximation du probléme (¥ ’2“)

Soit ¥, et Y* deux sous-espaces fermés de V et Y * respectivement.
Considérons le probléme (S *)» approximation du probléme 62 -

Trouver (u,, pi)e V,x Y,* tel que,
CA(uy), v, >+ B (py), v, ) = {f, v, Vo,e ¥y, (fﬁ),.
(B(up, qs > =<8 ar> Vare¥.
Notons :
Kg = {meV, l B(v,) =0},
Ki ={veV, | Bv)=g}
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Précisons le lien entre le probléme (S%), et le probléme (5,), : (CHN

Trouver u,e K}, tel que }
CA@y), v =L, vy, VthK}:)-,

PROPOSITION 2.5 : Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout (f, g) de V*xY le probleme (F,), posséde au moins une
solution w, dans K" (resp. une solution unique) et B est surjectif.

(ii) Pour tout (f, g) de V * x Y le probléme (F%), posséde au moins une solu-
tion (u,, p¥) dans V,x Y, p¥ étant unique (resp. une solution (w,, py¥) dans
V, x Y* unique).

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.2.

La proposition 2.5 raméne ainsi 1’étude du probléme (£,), a celle du pro-
bléme (£%),. Pour effectuer ’étude du probléme (S%),, en particulier pour
énoncer un résultat de majoration d’erreur, nous aurons besoin d’hypothéses
supplémentaires mais naturelles sur le choix de ’approximation de (£3%).

Ces hypothéses sont les suivantes :

1l existe § > 0, indépendant de h tel que

CA(uy)—A(vy), ”h_vh>_2_|3|]uh"vh”a, Vuh,thK2§ o= 2. (A;’)
Il existe ¥ > 0, indépendant de h tel que

| A =A@ || < v uall+ 0w lD** lua—all, | (Ah
Yu,, v,eV,; a=2. f 3

1l existe k > O indépendant de h tel que
18" pill 2 ke || ¥ (BY)

et K admet un supplémentaire topologique dans V.

Remarques : 1° Si dim V, < +o0, K} admet toujours un supplémentaire
topologique.

2° L’hypothése (B") est une hypothése de stabilité qui peut &tre technique-
ment longue 4 vérifier dans les exemples (¢f. [12]).

Nous avons alors le résultat de stabilité suivant :

PROPOSITION 2.6 : On suppose que (A,), (4%), (A44), (BY) sont satisfaits.
Soit (f, g) appartenant @ V*x Y avec ||f|| = My, llgll = M,. Alors le
probléme (F%), admet une solution unique (u,, p}) et

: a—1\1/(a—1) ~
sl )

k

p—t

| pE|| < = (M +7 A5 = A

k
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Preuve : C’est une conséquence immédiate, compte tenu des hypothéses,
de la proposition 2.3.

Enongons enfin un résultat de majoration d’erreur.

THEOREME 2.1 : On suppose que (A,), (4,), (43), (By), (44), (4%), (B)
sont satisfaits.

Soit (f, g) appartenant a V*x Y avec || f|| £ M, |lgl| £ M

Soit (u, p*) la solution de (J%).

Soit (u,, py) la solution de (F%),.

Alors il existe deux constantes positives € et ¢’ indépendantes de h telles que

[lu—w|l+11p* = pi|l
< @(Inf||u—v,|)"* " +% Max {(Inf|| p*—g;f | )/~ Inf||p —ar ||}
Uh qn

Preuve : A) u, est solution de (#,), donc satisfait :

CA@u, vy =<{fy >, VueKs. 1)
D’aprés (B%), et le lemme 1.3 il existe w, dans K} tel que
M
Bw, =g, ||w|| S~Ilg|| =

Prenons alors v, = u,—w, dans (1) (ce qu1 est licite car v, € K¥) et sous-

trovang mamhra 3
irayoiis memore a m

|
N/

11 vient :
CAQu)—AQwy), uy—w, > = {f, uy—w, ) — A (Wy), u,—w, ). 2
Mais u,—w, € Kt= V et u est solution de (S3%) :

CA@), uy—w, >+ B (p%), uy—wy > = {f, uy—wy ). (3
Soit, par (2) et (3) :
CA®u)— A(wy), uy—wy > = CAW)— A(w,), uy—w, )+ B"(p%), uy—wy ). (4)
Or, pour tout g e Y}* :

u,—w,eKy) = B(u,—w,)=0
= <B,(q;r),uh_wh>=<Q:,B(uh“wh)>=0- )

Donc (4) s’écrit :

<A(“h) Awy), uy—wy,» = CAW)— A(wy), up—wy )
+{B'(p*—aq3), uy—w,>. (6)
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Mais
M
Hwhil<k2 et |lu]| <.,

grace a la proposition 2.3; alors, grace a (42), 4y :

Bll a0 |I* < ¥ CJ[ ]|+ || a0y D=2 =10 || || =04 |
+| B || [ p*—aif |} || wi~wwa |-
Soit encore :

ey 1 M ,
[ lsg{ (m k2> =[]+ B ||-||p*—q:n}.

D’ou grace a la relation (X4 Y )*~! < Max (1, 2¢~2) (Xe— 14 Yo-1) :

ll"—“hll“'léC(O‘—l){H“—wn||°’”+||uh—wh||“"}
gC(oc—l){Hu—w,,”“ L (/HMZ)“ ’
OBV K

B/I
x||u—wh||+”—6¢’|rp*—q:||}- ™

Soit, puisque
M
Hulléﬂ,llwhl!éf,

||u—u,,||"'1§C(a—1){[ <.¢/+M2)
B k
a2
+C(a—2)ﬂ“‘1+C(a—2)<$> ]
k

xuu—wh||+l35'—”||p*-q:||} ®

et cela pour tout w, de K} et tout g de Y.

B) Montrons que ||u—w, || £ C|lu—v,}| ou v, € V,.
Soit v, un élément de V,. Il existe un élément Z, du supplémentaire topo=-
logique de K [d’aprés I’hypothése (B*)] tel que

theYh {B'(qy 0, Z,>=<B’ (q ), u— Uh><“B H H‘IhH H“_UhH )
Soit, grace a I’hypothése (B*) :
BI
2l < L2 s (10)
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Mais de (9), puisque u est solution de (#3%), on déduit :

Vaie Y, (B (ar), Zy+u,)> =B’ (a;), u>=<4qy, 8>

et par conséquent Z,+v, appartient a K.
Posons w, = Z,+v,; quand v, décrit V,, w, décrit K et d’apres (10) :

=l s le=sall+122] < (1 LD ) an
Finalement de (8) et (11) il résulte :
lu—uill"™" < 2{|u—u ][+ 2| p* - g 12)
ou
Y MZ o —2
@=C(oc—1)|: (///+ ) +C(a—2) M
B k
=2 ’
+C(oc—2)(1\—f3) ]<1+ “li ”)
k k
et

o —ca-plZl
p

¥) est solution de (£%), :

C) Estimons || p* —p [|. Puisque (u,

KB (i), o) = {f, v > =< A(uy), vy ).
D’ou : ' _
B (pr —an)s v > = <f, va > =< A(uy), v, >—<B'(qp), v>. (13)
Mais (u, p*) étant solution de (%) :
yond> =< A), v, > +<{B"(p*), v, (14
Donc d’aprés (13) et (14) :
CB'(Pr—ai), vn)> = CAW)—A(uy), v, >+<B' (p*—ap), vy
On utilise alors I’hypothése (4%) et (¢f. propositions 2.3 et 2.6) :
ull <, |ju] s,
CB'GE-aD v
< V(72 Ju=w || ol |+ BN 2" =g |- el] 25)

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



POINTS-SELLES POUR DES PROBLEMES NON LINEAIRES 389
Gréce a I’hypothése (BY), (15) s’écrit enfin :
1 - ~ a— '
llpf—qfllé—z(v(/ﬂ+ﬂ)“ Hu—w||+l| B ]| p*—ax|])»  (16)
d’ou :
lp*=pi|| < || p*—ai ||+ o — i |

1 ~ o B’
S L (a+.dy 2||u—u,,||+(l+ I 4 I )np*_q:n an

et le résultat annoncé résulte de (12) et (17).

3. EXEMPLES

Dans tout ce qui suit, Q désignera un ouvert borné de R~ de frontiére
réguliére Q. On utilisera les espaces de Sobolev usuels (¢f. par exemple

[9D.
Exemple 1 : Probléme avec obstacle.
Considérons le probléme :

Au=— Y i(aij(x)éy_>=f dans Q,
i,j=1 0 0x;

i,j=1 0X; j
ulan =0,
u=Y, dans Q.

(1

On suppose que les coefficients a;; (x) appartiennent a L= (Q) et satisfont :

n

Z aij(x)&igjgv_i‘l & & &jeR_{O}, v>0, @)

i,j=1
pour presque tout x de Q. .
Introduisons ¥ = H{} (Q). Soit € le cone des fonctions positives de Hj (Q).

On suppose que f appartient & V' * = H ~1 (Q) et que \ appartient & € (en
pratique { est donc nul sur 9Q).
Le probléme (1) peut alors s’écrire :

Trouver ueK, ={veV | v2 ¥}, tel que )
CAu,v—ud = (fyv—ud, VoveK,. | !

Vérifions les hypothéses du théoréme 1.1; B est ici I'opérateur —Id,,
d’adjoint B’ = ~Id,.; I'image par B’ de ¥* cone fermé des éléments positifs
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de H 7' (Q) est donc fermé. Enfin on a choisi { dans % et Ker B' = {0 }.
Nous en déduisons que le probléme :

Trouver (u, p*)e Vx*, tel que
CAu, v>—<Lp* 0y =<f,v), VveV, 1)
Cu, ¢*> 2, g*> Vg*e®*

admet une solution unique [grace a (2) et Ker B' = {0} ].

Remarque sur I’hypothése Y appartient ¢ € :

Cette hypothése, nécessaire puisque le cadre abstrait du théoréme 1.1
suppose que g appartient & €, peut ne pas &tre satisfaite en pratique. Ce sera
par exemple le cas lorsque :

Y <0 sur oQ.

Nous ne pouvons plus alors appliquer le théoréme 1.1 ou la proposition 1.1
car le produit de dualité { 4 (w)— f, v > est le produit (H "' (Q), H o ()
alors que le produit de dualité { {, g* > est le produit (H ! (Q)', H! (Q)).

Par contre si nous supposons (ce qui est un résultat de régularité) que
A (u)— f appartient 3 L? (Q), nous avons :

CA@W)—f, v - (@), HE () = CAu)—f, U>L2(Q),L2(Q)a

car H! (Q) s’injecte continliment et est dense dans L* (Q).

Nous pouvons alors dualiser la contrainte u = { dans L? (Q), c’est-a-dire
choisir pour 2 le cone des fonctions positives de L? (Q). Plus précisément
posant u* = A (u)— f, le lagrangien associé a (£,) s’écrit :

L(U, q*) = <u*, U>—<v_‘l’7 q*>’

les crochets étant ceux de la dualité (L2 (Q), L? (Q)).

Par des raisonnements analogues a ceux faits au chapitre 1, paragraphe 1.1,
nous en déduirions alors un résultat partiel plus faible que ceux de la pro-
position 1.1 et du théoréme 1.1, mais suffisant pour obtenir encore une esti-
mation a priori analogue & celle de la proposition 2.1.

PROPOSITION 3.1 : On suppose que u* = A (u)— f appartient a L* (Q).
Soit D le céne des fonctions positives de L* (Q), D* son cone polaire. Alors u
est solution de (F,) si et seulement si :

(i) u* appartient a € = cone des fonctions positives de H} ().
(ii) il existe p* appartenant @ D* tel que { u*, u > = {p*, { ).
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Exemple 2 : Eléments finis hybrides (primaux).

Considérons le probléme :

o 0 *=2 u
Lol ) )
) al N (#2)
ou feL¥(Q) avec a’=—1~,a22,u|aﬂ=0,3
a_—
qui admet une solution unique. Plus précisément :
lue Wy *(Q)
tel que
a=2
zj ulou vy vadx, Voe WE*(Q).
i Ja|ox; ox; 0x;

Soit (Q,), <, <z une partition de Q (on peut supposer 2 < R"n = 2, 3 dans
les cas pratiques).

La méthode hybride consiste & supposer qu’il n’y a pas continuité de v
R
aux interfaces 0Q,. La continuité de ve [| W1-*(Q,) (seulement) aux inter-
r=1
faces apparait donc comme une contrainte pour que v € Wl-*(Q), que ’on
va dualiser. On retrouve ici un point de vue proche de celui de Bensoussan-
Lions-Temam [2].

Introduisons :
R
=[] W' *(Q,) muni de la norme canonique.
r=1
HY (div; Q) = {qe[ L (@ T, divgeL* (@)}

R N ,
Y*={ue [T w- " (5Q,) | 3geH" (div; Q);
r=1
a.;=usuraﬂ,,1§r§R},

Y * apparait comme 1’espace des traces sur dQ, des « dérivées normales »

@2 au
Ox;

i

ou

-
> ., ou ue Wh*(Q), n;=cos(n, x,).
X;

i=1
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Considérons alors le probléme :

Trouver (u, A)e Vx Y* tel que :

R ] a—2
Zj Y |— Oul™ "0 O gy VJ )»vdc=J‘fvdx, VoeV
r=1Ja,i=1 6xi ox; 0x; r=1J o0, Q (€29)
Z pudo =0, VpeY*
r=1J o0, /

(Notons que siue V, u |,q € W1/ (0Q,) dont le dual est W ~1/a"." (6Q,).)
Munissons H ¢ (div; Q) de la norme :

)2 115w v = 114 |5 o+ diva |7 o
et Y * de la norme :

y = Inf{ HaHH“'(div;Q) | ZleH“' (div; Q), 53
=psurdQ, 1 <r<R}.

1]

Les hypothéses du chapitre 2, paragraphe 2, pour 'opérateur 4 tel que

o,
0x; O0x;

ou

CAw), v) = Z ox,

r=1JQri=1

sont clairement satisfaites.
11 reste donc a vérifier que ’opérateur B tel que

(B0, 03 =+5 | rvdo

r=1/0Q,

satisfait I’hypothése (B;) de 2.2. En fait, on va montrer que

R
, + Avdo
”B,)\,”V'=SUP<B (M’v>=sup r=1/0Q,

veV ”U”y veV ”Uly h

R
Tout d’abord ) f Avdo S || A]ly-llv]l,, compte tenu de la défini-
r= 20,
tion de A et grice A la formule de Green. Par conséquent :

R
_ Avdo
||B'xny-=sup'=lLﬂr ssuplHllelle .

ol v lollv
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Pour montrer ’inégalité inverse, nous allons associer a8 A € Y * fixé I’élément
ueV tel que :

no 9 (| oul"? ou
e - —_ «—2_
i=zl axi( ox; 6_xi> +|u ] u=0 dansQ,,
| oul*?0 1<r<R; (1)
g —u-n,-=7» sur 0Q,, |
i=1|0x; 0x; )

Posons p = (py, ..., p,) ou

‘ (?xi axi 5x,- ! a
Alors
- R ’ - ’ hnd v
pe [[ H (div; Q) = {qeL; (Q),divge L*(Q,) 1 = r < R}
r=1
et vérifie :
—divp+|u[2u=0 dans @, < u=|divp|* *divp,] ®
;.2—:% sur 0Q,, 1<r=R ’
On a alors :
R R Ed End
ZJ Audo = ZJ p.nudc
r=Al a0, r=1,0Q,
R - -
=Y | gradu.p+u.divpdx,
r=1J9Q,
R R 5, S, R N ,
2| Audo= Zj lp[“+|divp[“dx = 2 |[Plfi~ @ivian- ()
r=1,0Q, r=1,JQ, r=1

Mais p étant solution de (2) :
|| 21l oivs 2y = INE{[| @ [l @iviany | 4€H (div; @), 9.1 =k sur 8Q,}  (4)

qui est une semi-norme sur W ~1/¢.2" (9Q,) notée | A [y -1/a. o (a0,

Par ailleurs si,
€ = {aeHu'(div; Q),;.;: AsurdQ,, 1 <r=<R},
%r = {aGH"(dIV, Q’), _é;; = A sur aQr}’
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on peut vérifier que :

R
€ ~ [] ¢, algébriquement et topologiquement.

r=1

En particulier :

R
Zl |17 @y = || 2] ]+ &)
Il résulte de (3), (4), (5) :
R
Zj Audo = || A|[5. (6)
r=1,J0Q,

Soit encore compte tenu du choix de u et p, et d’aprés (3) et (6) :

R - , (a'—1)/a"
Y'< Zl “ p “?{a (div,ﬂ,))
=

R
Y | rudo=|2]
r=1,0Q,

M

v =1l

R 1/
=2l 3 lulleas ) =Ia el
1l en résulte :
5 [n0a i hud
vac uac
e
R P Y I P %

D’autre part Ker B = W} ¢ (Q) admet un supplémentaire topologique

R .
dans V' = J] W' *(Q,). En fait il suffit de vérifier que la projection, pour la
r=1
norme de V, sur Ker B = W1.%(Q) est continu. Or si v est un élément de V

n’appartenant pas & Ker B, sa projection u, sur Ker B est la solution du pro-

bléme :
Min |lu—v|5.
ue Wi *(Q)

En effet W 1. (Q) est un sous-espace vectoriel fermé de V' Banach réflexif
et ’application v — || u—v ||} est strictement convexe, SCI, coercive. Mais
la projection P : v — u, est un opérateur lipschitzien donc continu.

Exemple 3 : Eléments finis mixtes.

Considérons le probléme ::

¥ 0 [|0u
i Ox;

ax;

a—2
gi) =f ol fe L¥(Q)(o conjugué de a),'
X; (

(+#2)
u |an =0. s
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On sait que (#,) admet une solution unique. Plus précisément :

),

De plus résoudre (#,) équivaut a résoudre le probléme d’optimisation :

Min{lz 0
oiJo

Jlue Wy *(Q)
tel que

— —dx=| fvdx, Yove Wy *(Q).

ax;

u
0x;

alx—Jv fudx|ue W(,""(Q)} ()
Q
dont le probléme dual (qui admet également une solution unique) est : '
l o - o’ .7
Sup{— ;,ZLIP,-I dx|p=(ps, ... p)e Ly (@), divp+f = 0} @%

La méthode mixte consiste, dans ce cas, a dualiser la contrainte d’équilibre :
divp+f=0.

Autrement dit, nous considérons le lagrangien associé a (2*) :
— 1 , r -
£ (p, u)=—,Zf | p:|* dx—J u(divp+ f)dx
a iJo Q

dont nous cherchons un point-selle. Celui-ci est caractérisé par les équations
d’optimalité suivantes :

ZJ‘ ]Pi ‘a'—-Z piq:dx —j “diV;l'dx =0, VZG v,
iJa . Q (,ﬁ:)
j v(divp+ f)dx =0, Yve Y¥,
o

ol V={peL¥ (Q), divpeL” (Q)}, Y*=L*(Q).
La condition suivante, qu’il va falloir vérifier, est cruciale pour 1’existence
et 'unicité de la 2° composante u du point-selle de £ (p, u), donc pourl’exis-

tence d’une solution (p, u) de (# %), elle correspond & ’hypothése (B,) de 2.2 :
il existe £k > 0 tel que

—J‘ v.divadxA
sup—=2 > k| v]| e o0 - (1)

qev Ila”v
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Vérification de (1)

La vérification consiste a définir un élément particulier p de ¥V tel que

—J vdiv;dx
— e = k||| oy -
Pl

On aura alors :

—J vdivadx —j vdiv;dx
sup 2 > =2 = kl[o]|ix @ -
iev lallv Il 21l

Pour cela, soit v un élément quelconque de L* (Q) et considérons le
probléme auxiliaire :
-2
* aw a—2 )
— =|v v,
JRIl (2)

0
Z‘&( 0x;

w lan =0. s
Sive L*(Q), | v|*~2 ve L*¥ (Q) et le probléme admet une solution unique w.
L’élément p = (p,, ..., p,) tel que

dw

ox;

x—2 aw

-
ax;
13

ow
dx,

PE

1<ighn

P =

va répondre a la question. En effet, il est clair que

_f udiv}dx=J‘ v(——div;)dx=J‘ v.(|v|"—zv)dx=j |vI°’dx= IE
Q Q o _ Q

De plus, toujours d’aprés Je choix de p :

o
L (Q)

151 =5l o+ vl = [ [eradiofans | JoFax @

Or la solution w de (2) vérifie :

’ (¢—1)/a . 1/a
f |gradw|“dx§(J |v|°‘dx> (f |w|°‘dx> ,
Q Q Q

soit d’apres 1’inégalité de Poincaré :

{(a—1)/a 1/
J |gradw|"dx§C(Q)(j |v]°‘dx> (J |gradw|°‘dx> ,
Q Q Q
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soit encore :
J‘ |gradw|°‘dx§_C(Q)J' |v|*dx. @)
Q Q

De (2), (3), (4) il résulte donc :
soit :

- , 1/a’ ,
| pl|lvy < Max (1, C(Q)"" <L|u|“dx> = Max (1, CQ)"™ || v||i= o -

Finalement :
__J‘nvdiv;dx ”U|l°£u(g) 1 ” ”
> = — ollerer
2l Max (L, C@)" |[v|lixte Max(l, C(Q)'™ @

d’ou le résultat en posant
. 1
Max (1, C(Q)'*"

Remargue : L’intervention de l’application de dualité v — |v|*=2 v de
L= (Q) relative & @ (r) = re—1 est indispensable et nullement fortuite.

Il reste & vérifier, pour appliquer le théoréme 2 que
KerB={peV | divp=0} ={pe LY (Q), divp=0} )

admet un supplémentaire topologique.
Pour cela remarquons que ’orthogonal de Ker B s’écrit (¢f. Pelissier [10]) :

(Ker BY* = {peL¥(Q), p = gradu ou ue W *{Q)}.
Introduisons alors I’application de dualité J de L2 (Q) :
Jp"=p avec p=|pf[*?pf, 1Zisn
et considérons I'image M par J de (Ker B)! :

du

X

1

M={EeL:’(Q), P =

a=-2
gil <i<nolue Wol"'(Q)}.
Xi

Il est clair que M est un sous-espace fermé de V et que :
MAN={0} M+N < Ven notant N = KerB.
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Montrons que V <« M+N.

Soit p € V. Définissons m = (my, ..., m,) élément de M par :
_|ou *=2 du
' 5xi 3x,-

ou u est la solution du probléme :
o 0

5
i=1 ax"

Par construction m € M. Définissons alors :

n=p—m.
Alors neL¥ (Q) et divn = div(p—m) = divp—divm = 0, d’aprés le
choix de 7. Donc n e N.
Tout élément p de V s’écrit donc de maniére unique :

p=m+n ol meM, neN,
M et N étant des sous-espaces fermés de V.

L’opérateur P : ¥ — N tel que P ( p) = 7 vérifie alors P o P = P et puisque

| n—p || = Inf || g—pll, P est un opérateur lipschitzien donc continu.
Nous avons donc défini un opérateur de projection sur N parallélement 3 M

qui est continu, ce qui équivaut a dire (¢f. note (¢), p. 379) que le supplémentaire
algébrique de N est aussi topologique.

En résumé I’hypothése (B,) de 2.2 est vérifiée. On peut montrer facilement
que ’opérateur 4 () = (|p; |*~2 p)1 <i<n satisfont les hypothéses (4,), (4,),
(45). Il y a donc existence et unicité de la solution (7, #) du probléme (S 9K
on peut appliquer la théorie de 2.2, notamment les propositions 2.2, 2.3
et 2.4.

Exemple 4 : probléme de Stokes.

Soit Q un ouvert borné de R” (n = 2 ou 3).

Considérons le probléme.

Trouver u = (uy, ..., u,) et p tels que

—vAa+gradp =fdans Q,
dive =0,

u=0 sur 0Q.
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Posons : '
Ko={ue[H)@T, diva =0}, V=[H)QT, Y=L*@Q)R,
A@) =-vAu, B(u)=—divu.

Nous allons dualiser la contrainte div # = 0, le multiplicateur étant ici la
pression p. Pour cela nous considérons le probléme :

Trouver (;;, p)e Vx Y*tel que, )
CA@), v>+<{p, B> =<f,v), VYoel, 3
(g, B@))>=0, Vqe; ‘
ou encore :
Trouver (Z;, p)e Vx Y*tel que,
ou; avidx—f pdiv;dx=Jf.;dx, VoeV, ) .
ij Jadx; Ox; 0 Q : (£2)

j qdiv;dx=0, VgeY. \
o ;

L’opérateur A4 est linéaire continu : les hypothéses du paragraphe 2 sont
clairement vérifiées. Par ailleurs K, étant un sous-espace fermé de V espace
de Hilbert, admet un supplémentaire topologique a savoir K ;. Enfin il reste a
vérifier que || B'p || = k|| p || c’est-a-dire :

il grad p -1 @ 2 k|| P ]2 @y -

Or cela résulte de Temam [13] avec k = C (Q).

Le probléme (#%) admet donc une solution unique. La théorie du cha-
pitre 2, paragraphe 2 s’applique et (%) équivaut au probléme :

\

Trouver ue K, tel que, '

, a—u‘-a& x=Jf.;|dx, V;)eKo. s
ijJedx; 0x; Q

(#2)

Remarque : pe L* (Q)/R; p n’est donc défini qu’d une constante prés :
il n’y a pas unicité de p dans L? (Q).

Au cours de la frappe de ce manuscrit est paru le travail de M. Bercovier (Thése, Jérusalem,
1976). Des problémes analogues aux ndtres y sont traités, par une méthode différente, avec
en vue I’étude de I’équation de Navier-Stokes.
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