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A PROPOS DE L'ALGORITHME QZ (*)

par J. P. BERLIOZ (X)

Communiqué par P. G. CIARLET

Resumé. — On étudie Ia structure de tous les itérés de ralgorithme QZ sous translation et
Ion montre qu'en un nombre fini d'étapes toutes les singularités ont été trouvées, en arithmétique
exacte.

Le problème de valeurs propres généralisées (Ax = XBx), a nécessité le
développement de méthodes particulières, la transformation au problème
standard pouvant engendrer des cas d'instabilité [6, 9], en particulier dans
le cas de matrices quelconques, Moler et Stewart [3] ont introduit l'algo-
rithme QZ, on se propose de donner d'importantes précisions quant aux
comportements liés aux matrices A et £.

Notations et Définitions

On considère C m l'ensemble des matrices carrées d'ordre n,

A = {aiJ), atjeC

DÉFINITION 1 : H = (h^) G C"" est dite Hessenberg supérieure si et seulement
si htj = 0 pour i > j + / et j = 1, 2, . . . , n — 1.

DÉFINITION 2: Une matrice HeCm Hessenberg supérieure est dite non
réduite si hH^x =£ 0 pour i = 2, 3, . . ,,n,

DÉFINITION 3 : Soient A e C"" Hessenberg supérieure et B e C"71 triangulaire
supérieure. On appelle décomposition QZ du couple (A, B) la double factorisa-
tion

f QA = R

l (QB)Z = T

avec Q matrice unitaire, Z matrice unitaire Hessenberg supérieure, R et T

triangulaires supérieures.

On notera par la suite Â = QAZ et B = QBZ.

(*) Manuscrit reçu le 24 mars 1978,
C) Centre de Calcul Scientifique, Celar, Bruz.
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22 J. P. BERLIOZ

PROPOSITION 1 ; Existence et construction, il existe deux matrices unitaires
Hessenberg supérieures Q* et Z réalisant cette décomposition.

Démonstration [3, 8] : On peut construire une matrice unitaire décompo-
sant A9 comme produit de n — 1 matrices de rotations élémentaires :

e = e ( n l ) . . . e ( 2 ) e ( 1 ) ,
où chaque Q(i) est une matrice de rotation complexe, on sait que Ö* est Hessen-
berg supérieure.

Q(1) modifie la première et la deuxième ligne de B en créant éventuellement
un élément non nul en position (2, 1) qui devra être annulé par une matrice
de rotation complexe Zx ne modifiant que la première et la deuxième colonne
de Q{1)B.

B = B
Notons

Bi2) est triangulaire supérieure.
Supposons B(k) triangulaire supérieure, soit Q(k) la matrice de rotation ne

modifiant que la feiéme et (k + l)ieme ligne de Bik) en créant éventuellement
un élément non nul en position-(k 4- 1, k) qui devra être annulé par une
matrice de rotation complexe Z w ne modifiant que les /cième et {k + l)ième

colonnes de Q{k)Bik\

Posons Bik+1) = Q^Bik)Zik)

B{k+l) est triangulaire supérieure; le processus s'arrête pour k = n — 1 et
Ton peut écrire

B - QBZ = B{n)

x Z ( 2 ) x . . . x Z*"-1*

Remarquons que Q ne dépend que de A et que par la suite l'étude portera
essentiellement sur Z [5].

Une classe particulière de matrice Hessenberg, celle des matrices non
réduites, a été considérée dans le cas de la décomposition QR habituelle.
Pour la décomposition QZ d'un couple de matrices (A, B) cette classe parti-
culière devient celle des matrices Hessenberg supérieures non réduite A et
des matrices triangulaires supérieures ƒ de première colonne non nulle.

PROPOSITION 2: Soit A non réduite et blt non nul, alors
1) g* et Z construites précédemment sont Hessenberg supérieures non réduites,
2) toutes les matrices réalisant la décomposition s'écrivent :
D^Q et ZD2 ; D1 et D2 diagonales unitaires.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



A PROPOS DE L'ALGORITHME QZ 2 3

Démonstration : Soit Q réalisant une décomposition unitaire et triangulaire
de A non réduite, g* est Hessenberg supérieure non réduite et toutes les
matrices ainsi construites sont de la forme DXQ avec Dx diagonale unitaire
(voir [1]).

Rreprenons la démonstration de la proposition précédente.

Notons que, pour tout k, Q(k) est différente de l'unité.

En effet :

g (1) différente de l'identité, modifie la première et deuxième ligne de B,
et crée un élément non nul en position (2, 1) car bxx est non nul, cet élément
devra être annulé par une matrice Z(1) différente de l'identité.

Rreprenons les notations :

- B

examinons le cas particulier b22 nul ; pour cela limitons les calculs aux sous-
matrices 2 x 2 concernées:

+

On voit que z^b^ - b^z^ = 0 implique aussi bfl = 0.

Comme 2?(2) et 5 ne diffèrent que par les premières et deuxièmes lignes et
colonnes, et ont même rang, comme b u est non nul, on peut conclure que :
b{22 est non nul,
et b[2l est nul si bty était nul.

Pour k ^ n — 1 soit

avec ft^ non nul.

Seules les lignes k et k + 1 sont différentes entre Qik)B{k) et 5(fc) ; l'élément
de Q{k)Bik) en position (k + 1, k) est non nul, car Q(k) diffère de l'identité et
b$ est non nul, toute matrice de rotation Z(k) annulant cet élément est donc
différente de l'identité, Z{k) ne modifiant que les colonnes k et k + 1, par le
même calcul, et le même raisonnement on peut conclure :

ftk+"iV+1 e s t n o n nul,
bjfk

+1) est nul si ftfilfc + 1 était nul.

vol. 13, n° 1, 1979



24 J. P. BERLIOZ

Remarquons que pour tout j ^ k + 1 la kième ligne de B(J>) est inchangée.
Considérons le produit :

Z = Z{1)Z{2) z{n~1]

où chaque Zfc est une matrice de rotation élémentaire différente de l'identité,
leur produit est Hessenberg supérieur non réduit et l'on a :

B = Bin) = QBZ.

Supposons maintenant qu'une autre matrice unitaire et Hessenberg supé-
rieure y décompose QB en une matrice T.

On obtient aisément les relations :

B = Q*BZ*
B = Ô*Ty*

en notant U = Z*y, on obtient :
BU = T.

La matrice B se partitionne de la façon suivante :

*i B2

avec B3 matrice inversible d'ordre P, 1 ^ P ^ n, on peut écrire :

les règles du produit par bloc imposent les relations :

'3^4 - 1 3
f3l/3 = 0

la matrice B3 étant inversible, on en déduit U3 = 0, F est unitaire, alors
[/2 = 0 et Uu U4 unitaires ; la relation C/4 = B3

 1T3 implique U3 triangulaire
supérieure unitaire donc diagonale unitaire, notons-la A. Y s'écrit :

IX Zziru, oi = rz1u1 Z2AI
Lz3 zJLo AJ lz3u1 Z4AJ

Zt est Hessenberg supérieure non réduite d'ordre m.
Z 4 est Hessenberg supérieure non réduite d'ordre p.
Z3 a un seul élément non nul celui de la première ligne et de la miême colonne
Zm+ lm*

Z3UX a une seule ligne éventuellement non identiquement nulle, la première,
elle s'écrit :

Z*. + 1 (u 1 , W w o , . . . . M „ t w )
MIT ini\ ml' niL' s mm./

R.AJ.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



A PROPOS DE L'ALGORITHME QZ 25

Y doit être Hessenberg supérieure ceci implique :

umk = 0 P O U r & = 1, . . -, Wî — 1

on montre alors que si ulk = 0 pour k = 1, . . . , / — 1, alors ut_lk = 0 pour
k = 1, . . . , / — 2 et pour / variant de m - 1 à 3.

Les / - 2 premiers éléments de la / — 1 ligne du produit Z1U1 s'écrivent

zH_iWj-ik pour Je = 1, . . . , / - 2 , Z 1 t / 1 Hessenberg supérieure implique
ui-ik = 0 pour k variant de 1 à { — 2.

L^ est donc triangulaire supérieure et unitaire donc diagonale.

REMARQUES : 1) Si B est inversible, il est évident que Q réalise une décompo-
sition unitaire et triangulaire de AB"1 et Z* une décomposition unitaire et
triangulaire de B~1A, en effet :

Z*B~XA = Z*B~XQ*QA = BQA

B et QA sont triangulaires supérieures.

2) La définition de la décomposition QZ avec Z Hessenberg supérieure est
restrictive, en effet si Ton se contente de QAZ Hessenberg supérieure dans
le cas A non inversible et bm nul, Z peut être unitaire de forme quelconque,
par exemple :

A =

0
1

0

0

0

0

0

1

0
0

1

0

1

0

0

0

0
0

0

1

0

1

0

0

0
0

0

0

0

0

1

0

B =

et Z =

1
0

0

0

/°
0

0

\l

0
1

0

0

0

0

1

0

0
0

1

0

0

1

0

0

0

0

o)
1

0

0

0

QAZ est Hessenberg supérieure et QBZ est triangulaire supérieure.

COROLLAIRE 1: Avec les mêmes hypothèses, A non réduite et b11 non nul,
quelles que soient les matrices de décomposition Q et Z alors :

1) Si A est inversible, A est non réduite inversible.
2) Si A n'est pas inversible, A s'écrit :

A =
0 . . . 0

A2

o"
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26 J. P. BERLIOZ

COROLLAIRE 2: Sous les mêmes hypothèses, A non réduite et btl non nul,
quelles que soient les matrices de décomposition Q et Z :

1) Si B est inversible, B est inversible.
2) Si B s'écrit :

- G 1 *;)
avec B3 d'ordre P inversible ;
alors B s'écrit :

avec B3 d'ordre P + 1 inversible.
Démonstration: II suffit de reprendre la démonstration de la première

partie de la proposition 2, et la suite

si bt ! est non nul nous avons montré que pour tout k = 2, . . . , n — 1, bfl u + x

est non nul

REMARQUES : En décomposant une matrice A Hessenberg supérieure non
réduite et une matrice B triangulaire supérieure de première colonne non
nulle, on voit que les singularités de A apparaissent dans le coin inférieur
droit de la matrice, comme dans une décomposition QR standard, et que les
éléments diagonaux nuls de B remontent d'un indice le long de la diago-
nale ([1,4]).

Avant de pouvoir conclure sur la suite des itérés par la décomposition QZ,
il faut donc étudier le cas où B est de première colonne identiquement nulle.

PROPOSITION 3 : Soit A Hessenberg supérieure non réduite et btl — 0.
1) II existe un indice k tel que pour tout facteur unitaire Q décomposant A,

toutes les matrices Z correspondantes sont réduites et zk+lk = 0.
2) Tous les Z peuvent s'écrire :

(I 0 \fW (T
\0 Zj\0 A

/ est la matrice identité.
W est Hessenberg supérieure unitaire d'ordre k.
A est diagonale unitaire.

Z t Hessenberg supérieure non réduite.
Démonstration de la proposition 3 : Soit une décomposition de Q en matrices

de rotations élémentaires :

Q - e o < - i ) . . . e ( 1 )

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Notons
. . . Qa)A

BU) =

pour j = 1, . . . , n — 1.
Chaque g0** diffère de l'identité par une sous matrice 2 x 2 sur la diagonale

en ligne j et j + 1, celle-ci s'écrit :

avec ç ^ + ^/Vi* = 1 et q{ # 0.
Si fcu est nul, 5(1) est triangulaire supérieure, de première colonne nulle.

Soit k le plus grand indicé tel que B{k) soit encore triangulaire supérieure,
alors k existe et k < n — 1, si k < n — 1, alors 2?(/c+1) non triangulaire supé-
rieure implique bfllk + 1 non nul car qf+1) est non nul.

Alors

o
avec B1 matrice nilpotente d'ordre /c.

Étudions le problème déflaté avec :

\ Ô 0 a(fc) 1

Dk+l,n

••un

Les résultats des propositions précédentes s'appliquent et toutes les matri-
ces Z t Hessenberg supérieures unitaires obtenues sont non réduites et définies
à une diagonale unitaire près.

Une matrice particulière décomposant le problème initial est :

ƒ 0

De plus on peut montrer que les éléments sous diagonaux de la (k + 1)

vol. 13, n° 1, 1979
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28 J. P. BERLIOZ

colonne de QB ne sont pas tous nuls, en particulier le dernier s'écrit au signe
près:

<?2 • • • #2 0fc+l,fc+l

QBZ a donc un élément sous diagonal de la kième colonne de la forme Xzk+ik

avec X non nul.
Une condition nécessaire pour que QBZ soit triangulaire supérieure est

= 0.
Toutes les matrices décomposant le problème initial sont alors de la forme :

ï 0 \ (W 0 \

p zj x Vo A/'

avec W Hessenberg supérieure unitaire d'ordre fc,
A diagonale unitaire,
Zx unitaire Hessenberg supérieure non réduite décomposant le problème
déflaté.

COROLLAIRE 1 : 'Soit A non réduite et bxi nul
1) Toutes les matrices Â s'écrivent :

(À, Â2\(W 0 \
A - Vo Àj\f> A)

A3 est d'ordre k triangulaire supérieure inversible.
Â3 est Hessenberg supérieure, non réduite si A est inversible, sinon Â3 est de
la forme :

3 0 . . . 0 : 0

avec A'3 Hessenberg supérieure non réduite,
2) Toutes les matrices B s'écrivent :

0
,0 Bj\0 A

Bx d'ordre k nilpotente.
La matrice W est Hessenberg supérieure non réduite d'ordre k, la matrice A

est diagonale.
Envisageons maintenant la suite des itérés d'un couple (A, B) ; A Hessenberg

supérieure non réduite, B triangulaire supérieure, par l'algorithme QZ:

Ax = A, Bt=B

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



A PROPOS DE L'ALGORITHME QZ 29

la (fe + l) ième étape s'écrit :
= Rk

Ak+i — QkAkZk

avec Qjf, Zk, Ak+1 Hessenberg supérieures, les deux premières unitaires
Rk, Bk, Bk+1 triangulaires supérieures.

Supposons que B soit de rang r, l'indice du dernier élément diagonal nul
étant /, on peut énoncer la:

PROPOSITION 4 : Après Uitérations, la matrice Bt s'écrit :

- _ (B\ \ B\\

Bl
3 triangulaire supérieure d'ordre r' inversible, avec r'^.r.

B\ triangulaire supérieure ayant 0 comme valeur propre de multiplicité
géométrique au moins égale à celle de B.

La matrice Ax s'écrit :

A\ d'ordre n — r', Al
3 d'ordre r' Hessenberg supérieure.

L'itération se poursuit alors sur deux couples distincts {Al
uB

l^)9 (Al
3i Bl

3).

Remarquons que la décomposition QZ de (A^B1^ n'est pas unique et pose
un problème de stabilité [7, 9].

Prenons par exemple,

une première décomposition est réalisée avec Z = I.
Soit

vol. 13, n" 1,
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30 J. P. BERLIOZ

on a
/l 0 0

A[W = 0 w v
\0 0 0

(0 w iA

0 - t > w

0 0 0/

c'est une seconde décomposition possible.
Bl

3 étant inversible, l'itération QZ sur le couple (A3B3) est entièrement déter-
miné par l'itération QR sur A^B^)'1 ou (Bl

3)~
1Al

3. Les théorèmes de conver-
gence du QR habituel et l'accélération de convergence par translation peuvent
s'appliquer [2, 8].

Cette étude a permis de se placer dans un cadre favorable à l'étude de la
stabilité de l'algorithme QZ, notamment de son comportement numérique
lorsque B est presque singulière, ceci fera l'objet d'un prochain article.
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