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SEMI-DISCRÉTISATION EN TEMPS
POUR LES ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION PARABOLIQUES

LORSQUE L'OPÉRATEUR DÉPEND DU TEMPS (*)

par Marie-Noëlle LE ROUX (X)

Communiqué par P A RAVIÂRT

Résumé — On étudie la semi-discrétisation en temps d'une équation d'évolution parabolique où
Vopérateur dépend du temps Cette équation est discretisée par une méthode multi-pas On obtient des
majorations d'erreur lorsque Vopérateur est maximal sectoriel et la méthode muîti-pas utilisée
d'ordre p ( p ^ l ) , fortement A{Q)-stable ( O ^ G ^ T C / 2 )

Abstract — We study the error due to the discretizatwn in time of a par abolie problem with time
dependent operator The discretizatwn is carned out by means of a multistep method Error estimâtes
are obtainedfor a maximal sectonal operator and a multistep strongly A (fy-stable ( 0 ^ 9 ̂ n/2) method
of the d ( )

1. POSITION DU PROBLÊME

Soit A{t) un opérateur linéaire, non borné sur un espace de Hubert H, de
domaine D(A) indépendant de t, dense dans / / . On suppose que A(t) est
maximal sectoriel et on considère l'équation

(i)

On se donne alors deux polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou
égal à q :

p{Q= ŷ  o^ç1 et CJ(Q== V ptÇ
l (otg>O).

L'approximation un de la solution u (tn) de (1) est obtenue au moyen du schéma

les valeurs de démarrage uo,ulf . . . , « , _ ! étant obtenues par une autre méthode.

(*) Reçu mai 1978
C) Université de Rennes, Département de Mathématiques Informatique, Rennes
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120 M.-N. LE ROUX

On suppose alors que l'opérateur A vérifie l'hypothèse

Vs, t = 0, \\A-1(s)A{t)\\^HH)SC> (3)

ce qui permet de définir un (n^O) de façon unique dans H si u0> . . .#, uq^x sont
dans H. D'autre part, si les P, (O^i^g —1) sont nuls, l'hypothèse (3) devient
inutile.

On suppose que la méthode (p, a) utilisée est d'ordre p, ce qui a lieu si et
seulement si, on a

î ' " 1 ^ f = 0 ,1 , . . . . p . (4)
i = 0

On suppose aussi que la méthode (p, a) est fortement ^4(0)-stable. On pose

= oo OU 0 ou

La méthode est fortement ^4(0)-stable (O<0^TC/2) si et seulement si pour
tout z intérieur à S9, les racines des polynômes w(,, z) et a sont toutes de
modules < 1. Dans le cas où 0 = 0, on dit que la méthode est fortement ^4(0)-
stable si et seulement si pour tout x>0, les racines de TU( ., x) et de a sont de
modules < 1 , les racines essentielles Çt de p sont simples et leurs facteurs de
croissance A,, vérifient ReA,t>0 où les Xt sont donnés par

On pose alors :

5,(2) =
CX. + P.

L(z) =

- 5 n

1

0 0
1

L(Z)6JS?(C, <?).

On définit l'erreur de troncature £„ :

= TT Z [ a , u ( t „ + . ) . A £ p 1 u ( £ n + 1 ) ]
Af I = 0
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SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES ÉQUATIONS PARABOLIQUES 121

et on pose

yn est alors solution de

Soient Yn et En les vecteurs de Hq définis par

Yn =

ou

,4 ('.

On note : I l'opérateur identité,

A„ =

n,q-l "

1

0

• • - A „
0

•. ô
1

, i-A»,o

0

0

. An =

~A»,«-i

1

0

A,.!
0

' •• o
1

-à
0

Ó

(5)

La relation (5) peut alors s'écrire :

Ya+1=AnYn n

et yn + 1 s'exprime alors en fonction des données initiales par la relation

(6)

Pour majorer Yn, il faut donc obtenir une majoration de

l lA„ . . .A„_J |
H9)i
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122 M -N LE ROUX

Admettons provisoirement les propositions suivantes

PROPOSITION 1 On suppose qu'il existe une constante a > 0 telle que A(t) — al
soit un opérateur auto-adjoint positif vérifiant

3ee]0, 1[ et M>0 tels que Vf, t'^0,

Vf, t', s^O, \\A i{s)(A(t)~A(tf))\\^{H H)^M\t-tf\ (8)

P i - p 2 = =P«-i=0 (8 few)

On suppose aussi que la méthode (p, a) utilisée est fortement A (0)-s table Alors il
existe des constantes positives C, \i telles que Von ait pour tout n^O,

< ^ > (CM-u)feAt

PROPOSITION 2 On suppose que A (t) est un operateur maximal positif vérifiant
les hypothèses (7) et (8) ou (8 bis), ainsi que Vhypothèse (10)

3a>0 et 0 o (o<e o<!j Vt^O, VueD(A), 1

((A(t)-aI)u,u)eSeo J

On suppose aussi que la méthode (p, a) utilisée est fortement A(Q)-stable
(Q0<Q<n/2) Alors il existe des constantes positives C, ja telles que Von ait pour
tout rc^O, lgfe^n+1

||A„ A^.^t | w H ^ C ̂ « - ^ ( i + | LogA^ (U)

PROPOSITION 3 On fait les hypothèses de la proposition 2 sur l'opérateur A et
on suppose que la méthode (p, a) est fortement A-stable Alors il existe des
constantes positives C, î telles que Von ait pour tout n^O, 1^/c^

De ces propositions, on déduit alors les théorèmes

THÉORÈME 1 On fait les hypotheses des propositions 1 ou 3 et on suppose de
plus que la méthode (p, a) est d'ordre p Alors il existe des constantes
positives Clt C, \i telles que Von ait pour tout n^ q

CM-^ max \us-u(Q\H

+ At" l" e^-^-'^u^^it^dtl (13)
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SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 123

Démonstration D'après la relation (6), on a la majoration

\u(tn+q)-un+q\HS\\Yn+1\\H^\\An Ao|U ( H , H Jr o | |

k=i

L'utilisation de la formule de Taylor nous permet de montrer que si la
méthode (p, a) est d'ordre p et si ueCp+1 (0, T, H), on a

1 P + V P + 1 )

J h
et on a la même majoration pour En dans Jï9

De plus,

|| yo||H-= max \us-u(ts)\H
0^s<q-l

On en déduit immédiatement la majoration (13) en utilisant les propositions 1
ou 3

THÉORÈME 2 On fait les hypothèses de la proposition 2 et on suppose de plus que
la méthode (p, a) est d'ordre p Alors il existe des constantes positives Cx, C, \x
telles que Von ait, pour tout "> q

^ " - * ' - max \us-u(ts)\H

} (14)

La démonstration de ce théorème est identique à celle du théorème 1

2. RAPPEL DU CAS OU A EST INDEPENDANT DE t

Si l'opérateur A est indépendant de t, on a

An=Ân = A = L(AtA) et F„+1=A"+1 Y0 + At f AkEn.k
k = 0

II faut donc majorer || Ak \\#iIP H^ Pour cela, on utilise les lemmes techniques
suivants

LEMME 1 Soit z0 un point intérieur au domaine de stabilité absolue de la
méthode (p, a) // existe un voisinage 'V de z0, une constante cx ( 0 < c x < 1), une
matrice inversible H tels que

\\H-1L(z)H\\^icqa)Sclf VzeiT (15)
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124 M -N LE ROUX

Démonstration Soit z0 un point intérieur au domaine de stabilité absolue de la
méthode (p, a), alors les valeurs propres Ç,(z0) ^ e ^(zo) Qul s o n t ^es racines
de m ( , z0) sont toutes de module < 1

De plus, pour tout £>0 , on peut trouver une matrice inversible H telle que

avec st = £ o u O ( O ^ i ^ ^ - l ) (forme réduite de Jordan)

Donc pour s suffisamment petit, on obtient

\\H-'L(zo)H\\2<l

Et par continuité, on en déduit qu'il existe un voisinage 'V de z0 et une
constante c1 (0<c1 < 1) tels que

LEMME 2 On suppose que la méthode (p, a) est fortement A(Q)-stable
// existe un voisinage Bo de 0 dans SQ de la forme

une application z -> H(z)eJ£ (Cq) avec H (z) inversible et une constante u > 0 tels
que pour tout zeBOi on ait

^e-^ (16)

Démonstration Notons d(0), , Çs(0) les racines de module 1
de ÜJ( , 0)= p( ), ces racines sont simples II existe donc un voisinage Vx de 0
dans lequel les racines Ç, (z) (1 :g i ̂  s) de m { , z) sont simples et sont des fonctions
holomorphes de z et de plus,

Le polynôme caractéristique xs{ , z) de L(z) s'écrit alors sous la forme

où le polynôme P(Ç, z) a des coefficients holomorphes en z dans i ^ On a,
pour zei^x

C ^ K e r ( L ( z ) - d (z)) 0 © Ker(L(z)-Ç,(z)) © Ker(P(L(z)), z)

R A I R O Analyse numenque/Numencal Analysis



SEMI-DISCRÉTISATION EN TEMPS POUR LES ÉQUATIONS PARABOLIQUES 125

Considérons alors la matrice H ' (z) dont les vecteurs colonnes sont des vecteurs
de base des Ker(L(z)-^(z)), . . . , Ker(Z,(z)-Çs(z)), (Ker P(Z,(z)), z); il est
possible de choisir ces vecteurs de façon que les coefficients de if ' (z) dépendent
de manière holomorphe de z dans un voisinage ^ 2 de 0 et on a

o
/

O ! /'(z)

où les coefficients de /' (z) sont des fonctions holomorphes de z. De plus les
valeurs propres de /' (z) sont Çs+x (z).. . Ç9 (z) et sont donc de module < 1; on peut
donc trouver une matrice he£C (C~s) telle que

et par continuité, il existe un voisinage i^3 de 0 et une constante c1 e]0, 1[ tels
que

, \\h-1lf(z)h\\ g c t < l .

On pose alors if (z) = if'(z)(^-j-?-] et/(z)-/!'1 rV ° ! h )
On a la relation

/(z)

d'où

Or il existe un voisinage Bo de 0 dans Se de la forme

Bo= {zeC/z = ̂  + re±lB, 0^r^Tio , O^Ç^Ç0

et une constante \if > 0 tels que

VzeBo, \^(z)\Se-^ (l^iSq) [4].

Donc il existe une constante positive (i telle que

V z e 5 0 n - r 3 , i f '1

vol. 13, n° 2, 1979



126 M.-N. LE ROUX

LEMME 3 : On suppose la méthode (p, a) fortement A(Q)-stable (O^0^7
Alors il existe des constantes positives R, \i, C telles que pour tout z tel que

si 6>0 et zeR, z = 0 si 0 = 0, on ait

si z = £, + e , ^ = , | | = , )

\\L"(z)\\ ^Ce-»" si \z\ K j

Démonstration : La méthode étant fortement A (0)-stable, il existe une matrice
inversible H telle que

e t p a r c o n t i n u i t é , i l e x i s t e d e s c o n s t a n t e s p o s i t i v e s R , \i t e l l e s q u e , p o u r \z\ = R ,

o n a i t

d'où on déduit

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ » , VzeS e ,

D'autre part, d'après le lemme 2, il existe un voisinage Uo de 0 dans Se de la
forme

Bo= {

une application holomorphe z -> H(z)E<£f(Cq) et une constante juo>O tels que

donc

Par ailleurs d'après le lemme 1, on peut trouver des points z} e 56i, 1 ̂ j = k, des
voisinages B} de z3, des matrices H} inversibles et des constantes \ij tels que :

k

(i) (J Bj recouvre l'ensemble { z e C, | Arg

(ii) on ait, pour tout zçBjy l^j^fe :

d'où, pour tout zeBj :

IIL-(z)|| g | | H , | | . | | H ; ^ l . | | f f ; >
et en posant

R A I R O Analyse numérique/Numencal Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 127

On a donc le résultat cherche en prenant

C = max{CJ, 0 ^ ; = /c}, ^ = min{|iJ, O^j^k}

LEMME 4 On suppose la methode (p, a) fortement A(Q)-stable Alors il existe
de constantes positives R, \i, C telles que, pour tout z tel que

si 0>O et zeR, z = 0 si 0 = 0, on ait

(18)||Ln(z)-Z/(oo)|| =C-r-T- pour
\z\

Démonstration Pour n = l, on a l'égalité

L (z ) -L (oo ) - -
0

0

0

0

donc

\\L(z)-L{ao)\\^ pour | z | =

Pour n> 1, on a l'égalité

d'où en utilisant le lemme 3,

||Ln(z)-L"(oo)|| S
n-l -\ik e-\i(n~l-k

= C '

PROPOSITION 4 On suppose qu'il existe a>0 te/ gwe A —al soit un opérateur
maximal positif et que la méthode (p, a) est fortement Astable oufortement A (0)-
stab/e si A est auto-adjoint Alors il existe deux constantes C et \i0 ne dépendant
que de p, a, a et At0 telles que, pour At^At0> on ait

W^h^H^Ce-^' (19)

Démonstration Si la méthode est fortement ,4-stable et A — al maximal
positif, on a

^ sup

vol 13 n° 2 1979



128 M.-N. LE ROUX

et d'après le lemme 3 :

|| Lk{Atz) || ^ C e-»
kAtR*z ^ C e-»kAta pour | Atz | SR

et
jJLk(Atz)j| ^Ce-** pour

On en déduit la majoration (19) avec \io = ïnf(\ia, \i/At0).

Si la méthode est fortement ^4(0)-stable et A auto-adjoint, on a

et le résultat se déduit de la même façon.

PROPOSITION 5 : On suppose que la méthode (p, a) est fortement A(<d)-stable
(0<Q<n/2) que l'opérateur A est maximal positif et vérifie :

3a>0 et 9 o ( 0 < e o < | ) : VueD(A), {(A-al)u, u)eS%. (20)

Alors pour tout Ato>O, il existe deux constantes C et ja0 ne dépendant que
de p, a, a, 90 et At0 telles que pour At^At0, on ait

D (21)

Démonstration : On a l'égalité

(Lk(Atz)-Lk{oD))(zI-Jy1dz,

où a' = fl/2f r0i est le contour orienté positivement défini par

__ _ / A °
(90 <ex <9) et Ae&{Hq) est définie par Â= I

\ 0 A

D'autre part, on a la majoration [4] :

On définit T1 et F2 par

\z\ g

R A LR.O Analyse numénque/Numencal Analysis
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On obtient en utilisant le lemme 3

H}'

129

6~Ô0 J o

R/At

en posant

en utilisant le lemme 4, on obtient

on en déduit donc la majoration (21)

+r(sin(e-e1)/sm) dr

3. ÉTUDE DU CAS OU L'OPERATEUR A DÉPEND DE t

Notations on notera Aœ = L(oo) et A(t) l'opérateur de J?(H9) défini par

A(t) 0

Â(t) =

0 A(t),

LEMME 5 On suppose qu'il existe a>0teî que pour tout t^0,A(t) — aI soitun
opérateur auto-adjoint positif On suppose que la méthode (p, a) est fortement
A(0)-stable Alors pour tout e, tel que O ^ e ^ l , il existe deux constantes C et \i
ne dépendant que de la méthode (p, a), a et 8 telles que

(22)

Démonstration La méthode étant fortement ^(0)-stable et A(t) — aI auto-
adjomt positif, on a

vol 13 n° 2 1979



130 M -N LE ROUX

Soit xeR, a^x^R/At où R est défini dans les lemmes 3 et 4, on a

avec /

Soit maintenant x^R/At, d'après le lemme 4, on a alors

Atx = Af = (kAtf

D'où, on déduit immédiatement la majoration (22)

Si la méthode est fortement ^4(0)-stable (O<0^TI /2 ) , on a un lemme
analogue

LEMME 6 . On suppose que A(t) est un opérateur maximal positif vérifiant

3a>0 et 6o(0<eo<^ V ]
V 2J } (23)

Vt^O, VweD(4 {{A(t)-al)u, u)eS% )

On suppose aussi que la méthode (p, a) utilisée est fortement A(Q)-stable
( 9 0 < 6 ^ 7 T / 2 ) Alorspour tout & telque 0 < e < l , il existe deux constantes Cet ja
ne dépendant que de la méthode (p, a), a, 0, 60, e telles que

||( ^ J J ^ (24)
Démonstration On a l'égalité

z^Lk{Atz)-Lk(ao))(zI-A(tn+q))-
1dzI

+rf l i

où a' = a/2 et r9 i est le contour orienté positivement défini par Arg2= ±0!

(0O<01<0)

D'autre part, on a la majoration

On définit Fi et F2 par

At ( z [ Bl'' ' — At

R A I R O Analyse numérique/Numencal Analysis



SEMI-DISCRÉTISATION EN TEMPS POUR LES ÉQUATIONS PARABOLIQUES 131

On obtient en utilisant le lemme 3 :

- ^ f z^Lk(Atz)-Lk(œ))(zï-A(tn+q)y
1dz

2ni Jr,

<C •r--*}
Dans la première intégrale, on fait le changement de variable y = (kAtrf. On
obtient alors :

1

-\ikAta'

en posant

=inf \ia„< v
'2At0

En utilisant le lemme 4, on obtient ;

1

SC , <
J R/àt At At 8 -1

On en déduit donc

(kAtf

LEMME 7 : On fait les hypothèses des propositions 1,2 ou 3, saujl'hypothèse (8)
ou (8 bis). Alors il existe une constante C, ne dépendant que de la méthode (p, a),
a, £ telle que pour tout a^O, pour tout fc^l, on ait

ViJI^W
<CM Kt û~^kùkt

*.m = C i V J A l e (25)

Démonstration : On démontre cette majoration d'abord dans le cas où /c= 1.
Si fe= 1, on a d'après la définition de An:

vol. 13, n° 2, 1979



132 M.-N. LE ROUX

et

d'où

ii
Or,

r i-e - in < c

et

d'après l'hypothèse (7).
On en déduit

Si k est supérieur ou égal à 2, on a alors :

p - 0

On majore ensuite séparément chacun des termes de cette somme

"-1 - Ai"'"1) \\X(H, m

x UI1 "E (t.+f) (AT p~1 - X i " ' - ̂
R A I R O Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 133

D'après le lemme 5, on a

et
_ _ _ e-ii{k-p-l)At

>— ((fc - n — 1) At)1 ~E

En outre

t = 0

et

{aq + te$qA{tn+q))-
1\\^H H)^CM M2

d'après l'hypothèse (7)

On en déduit

On majore ensuite le deuxième terme

HÂ5, (A„ + 1 - x „ ) ( X r '- » - Â * T ' - o

Or,

vol 13 n° 2 1979



134 M.-N. LE ROUX

d'après (7). Donc

de même

et

on obtient la majoration

- j i p

fc-ie-v

P=I

Jt-2

II reste donc à majorer la quantité : £ l/(pE(/c—1—
P=I

On considère pour cela la fonction

cette fonction atteinirson mrnimum en s, on en déduit

1

dx p

/ c - l =
et

\ l - e

dx p

x l 1 - ' P ° U r fc^
d'où

k-2 _ i w ^

— 1 - e ^ C pour 0 < £ < 1

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 1 35

et donc

+ 1 è CM Me »{k~X)At

Ce lemme nous permet alors de démontrer les propositions 1, 2, 3

Démonstration de la proposition 3 Pour simplifier les notations, nous nous
contenterons de faire la démonstration dans le cas k = n + 1, la démonstration se
généralisant sans difficulté au cas k±n+1 On a l'égalité

A0)

En outre,

X ^ A , - ! A0-Xpi
2r*Ap_2 Ao

d'où

<ltX"+1

Hq)= H / Y 0

+ î ||Â;+1-'-Â;ti-'|| HA,-! AO|
l

|AP_2 Ao | |

ï l | | | l l p ^ n î HA,., Ao||

X Â I I X o ) | | + ||X»œ|| ||A0-A0|

D'après la proposition 5,

i|T«+i
|| /V0 |

d'après le lemme 8,

| | T n + i - p _

d'après le lemme 6,

d'après le lemme 3 .

voï 13 n° 2 1979



I 36 M.-N. LE ROUX

II reste à majorer les quantités

Or,

et

Donc d'après l'hypothèse (8) ou (8 bis), on obtient

\\A~-*{tp

de même
\\

Posons alors :

aP = e^At\\A

On a alors :

Montrons par récurrence l'inégalité

|LogAt|)(l + CM At)n.

En effet, ce résultat est vrai pour n= l ; supposons que cette inégalité ait lieu
pour n; dans ce cas, on a

/
+ CMAt

d'où

+ CMAt)n+i ^

R A I R O Analyse numénque/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 137

On obtient donc la majoration

iA A II <(^ (CM-ii)nAt/i , I y n - Af\\

La démonstration des propositions 1 et 2 est analogue
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