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DERIVABILITE DE L'ERREUR
PAR RAPPORT A LA TRIANGULATION
DANS LES METHODES D’ELEMENTS FINIS (*)

by Paula de OLivera (1)

Commumque par P G CIARLET

Resume — On etudie la derivabilite par 1apport a la triangulation T de Ueviewr |u~u(T) Za,ouu
est la solution d’un probleme elliptique continu du deuxieme ordre et u(T) la solution du probleme
apptroche resolu dans un espace d’elements fims Cect permet d’etablu les conditions necessaires
d’optimalite et d’envisager apphication de methodes de giadient pow le calcul du maillage optimal

Abstract — The differentiability with respect to the mesh T of the ertor |u—u(T)|? o 1s analyzed
Here u stands for the solution of a second ot der elliptic boundar y value problem while u(T') denotes the
corresponding finite element discrete solution This allows us to give necessary conditions of optimality
and to foresee the use of gradient methods in order to compute the optimal mesh

1. INTRODUCTION

Pour résoudre le probléeme

{ —Au=f dans Q,

uicﬂ =0;

on calcule la solution d’un probléme approché

Yo(T)e V(T), J Vu(T) Vo(T)dx= J fo(T)
o Q

u(T)e V(T)

S1 V(T) est un espace d’elements finis, un probléme important est celur de
choisir au mieux les coordonnées des nceuds des éléments finis, afin de minimiser

(') Analyse numerique, Tour 55, Universite Pierre et-Marie-Curie, 4, place Jussieu, 75005 Paris
(*) Recgu juillet 1979
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292 P. DE OLIVEIRA

I’erreur |u—u(T)|fn. On ne s’intéresse pas ici au probléme de ’existence d’un
maillage optimal qu’on a traité dans [10, 11].

Dans la pratique, pour définir un maillage optimal il est important d’avoir une
expression de la dérivée par rapport a la triangulation, de ’erreur entre la
solution d’un probléme continu et la solution du probléme approché, résolu
dans un espace d’éléments finis. Cela permet d’établir les conditions nécessaires
du premier ordre et d’envisager I'application des méthodes de gradient pour le
calcul du maillage optimal. Dans ce qui suit on ¢tudie la dérivabilité (par
rapport a la triangulation) de erreur |u—u(T) |,2§2 ou u est la solution d’un
probléme elliptique continu du deuxiéme ordre et u(7) la solution du probleéme
approché résolu dans un espace d’éléments finis V' (T) construit avec des
triangles d’Hermite de type 3. Ce résultat se généralise & n’importe quel espace
d’éléments finis conforme, le cas des éléments finis de Lagrange apparaissant
comme cas particulier, beaucoup plus simple, du probléme étudié.

On utilise les méthodes de contréle par le domaine en suivant la présentation
de Murat-Simon [8, 9] (voir aussi [7]). L’essentiel de notre travail consiste a
construire un espace de triangulations J muni d’une structure de variété
différentielle sur lequel on peut définir |u—u(T)|fn; la définition de la
dérivabilité de 'application T'— | u—u(T) |7, est alors celle de la dérivabilité sur
la variété. On démontre ensuite la dérivabilité et on explicite la dérivée de
T — |u—u(T)|Z,. On exhibe aussi une méthode formelle de calcul de la dérivée
ce qui permet de comprendre pourquoi on a voulu arriver 2 certaines
expressions. Sans cela, quelques-unes des démarches faites dans les
démonstrations pourraient sembler inutiles.

Le probléme de la caractérisation des maillages optimaux a été déja résolu
dans le cas unidimensionnel pour une barre linéaire par Prager [12]. Comme la
solution de I’équation se calcule facilement dans ce cas, 1’erreur peut étre
complétement explicitée; Prager a démontré que dans le maillage optimisé
chaque segment contient la méme quantité d’énergie de déformation et que
Perreur est la méme dans tous les nceuds. Dans le cas d’une barre
unidimensionnelle non linéaire Tang et Turcke [14] ont démontré que la
« déformation moyenne » d’éléments adjacents est exacte a I’'optimum. Dans le
cas des problémes unidimensionnels on peut citer encore les travaux de Babugka
et Rheinboldt [2], McNeice et Marcal [5]. Dans le cas bidimensionnel, Babuska
et Rheinboldt [3] caractérisent les maillages « quasi-optimaux » 7*={ K* 1,
sous la forme suivante : 1’erreur |u—u(T")|fK. est constante pour tous les
K* e T*. Le probléme a été envisagé sous un autre angle par Arantes Oliveira [1]
et Turcke et McNeice [15]. A partir de I'observation d’un certain nombre
d’expériences numériques concernant le modéle de 1’¢lasticité les auteurs
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DERIVABILITE DE L’ERREUR PAR RAPPORT A LA TRIANGULATION 293

suggerent que dans les maillages optimaux les nceuds de la triangulation se
placent selon les courbes (Vu)?=Cte.

Enfin dans un article [6], étudiant un probléme de design optimal d’un électro-
aimant Marocco-Pironneau présentent aussi une étude de la dérivée par rapport
aux coordonnées des nceuds, de 1’énergie potentielle associée au probléme
approché, celui-ci étant résolu avec des fonctions linéaires par morceaux,
résultat que donne également la méthode suivie dans ce travail.

2. POSITION DU PROBLEME : L’ESPACE DES TRIANGULATIONS

Soit Q un ouvert polygonal de R? et f une fonction de L?(Q).
On considére le probléme

—Au=f dans Q, @.1)
ue Hg(Q),
dont la formulation variationnelle s’écrit :
YveH}(Q), Vu.Vvdx= vdx,
v 0 () L u Lf 2.2)

ueHy(Q).

On considére une triangulation T= { K }, ou K est un triangle contenu dans Q, a
laquelle on associe ’espace d’éléments finis V' (7) construit avec des triangles
d’Hermite de type 3 :

V(T)={u(T)eH},(Q);v(T)I,(eP3(K),VKeT}. 2.3)
Le probléme approché est alors défini par
Yo(DeV(T), LVu(T).Vv(T)dx= I fo(Ddx,
Q
u(Me V(D).

LeEmME 2.1 : Il est équivalent de minimiser par rapport a T, ’erreur l u—u(7) |12Q

2.4

ou de maximiser [ fu(T)dx.
JO
Démonstration : 1l suffit de développer le carré

|u—u(T)|fn=L(Vu)zdx—ZLVu.Vu(T)dx +L(Vu(T))2dx, 2.5)

et de remplacer j

Vu.Vu(T)dx etj (Vu(T)?dx, en utilisant (2.2)et (2.4). W
Q

Q

vol. 14, n° 3, 1980



294 P DF OLIVEIRA

Le probleme de la minumisation de lerreur |u—u(T)|?, peut alors se
formuler de la fagon suivante

(1) Trouver une triangulation 7% €., ensemble a preciser, telle que

VTe7, jfu(T*)dxg J Su(T)dx (2 6)
o o

() Demontrer la dérivabilite de’application de 7 dansR, T — J Ju(T)dxet
Q

calculer la derivee

Nous allons maintenant definit ’ensemble des triangulattons admissibles 7
que nous considercrons et le munn d'une structwe de varete

Soit Ty= | K | une tiiangulation fixee de Q On definit alors
®; ={0eC’(R? R?) V\eR*-Q 0()=0,VKeT,, gelP' (K)*} 2 7)

quon mumt par exemple de la norme de W' ®(R?, R%) L’ensemble des
triangulations admissibles est alors défim par

T={T, 00, ,II+¢)eB, T=(I+9) Ty},

ou B est ’ensemble des byections de Q dans Q

RemMaRQuE 2 1 D'aprés les definitions (2 7) et (2 8) les nceuds de toute
triangulation T'e 4 situes sur la frontiére de Q sont toujours ceux de Ty, puisque
stpe®, , 9=0sur 0Q Enmodifiant la defimition de @, on pourrait egalement
considerer le cas ou certains nceuds situes sur 9Q pourratent se deplacer, ’ouvert
Q 1estant toujours globalement conserve M

REMARQUE 2 2 Onachoisil’espace CD,.O constitué par des fonctions continues
et affines par morceaux pour garantir que I'image d’une triangulation est encore
une triangulation S1 T, a p nceuds alors tout T'eJ aura p nceuds, les
triangulations étant « topologiquement » identiques Wl

REMARQUE 2 3 S11+¢@ef avec pe®,, alors
I+¢o) *=I+V od Yed, ., W

REMARQUE 2 4 7 peut se representer a partir de nimporte lequel de ses
€léments W

Pour démontrer que Z a une structure de variéte on établit un résultat
preliminaire

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis
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Posons
Or={0e®; I+peP}. (2.9)

THEOREME 2. 1 : L’application A, qui d @ € Oy fait correspondre (I + ¢) T est une
bijection de O sur 7.

Démonstration : Posons §_,=0Q et pour tout n = 0 soit S, ’ensemble des
sommets des triangles de 7"dont deux sommets appartiennent a S,_,. Par des
considérations de géométrie élémentaire il est simple d’établir qu’il existe N fini
tel que tout neeud de T appartienne a I'un des ensembles S, (n < N). Soit alors
Se 7 . 1l existe donc @ € O, tel que S=(I + @) 7. On démontre que @ est unique
en calculant ses valeurs de proche en proche sur S, 54, S, et ainsi de suite. H

Tl est facile de voir que O, est un ouvert de ’espace vectoriel de dimension finie
@, et que l'application A, bijection de O, sur J est une carte locale.

THEOREME 2.2 : J muni de Patlas {(O;, A;); TeT } est une variété de
dimension finie, non plongée, et de classe C*.

Démonstration : 1l suffit de vérifier que si S et T appartiennent a3 4 alors
Ag ' oA, est un isomorphisme de O; sur Og. Cela est clair car A5 ' o A, n’est
autre que ’application

Q@—>{I+@)o(I+a)—1,

ou e Or est tel que (I+a) T=S. Cette application est affine donc C*. H

Puisque J est une variété, la définition de la différentiabilité d’une fonction
définie sur J et a valeurs dans un espace de Banach est classique. Compte tenu
de la définition des cartes locales A, on a :

DeFINITION 2.1 : Soit J une fonction définie sur 7 et a valeurs dans un Banach E;
J est dérivable au point T* si Papplication ¢ — J [(I + @) T*] est dérivable de O,
dans E au point 0 . On notera 8J/0T(T*) la dérivée 0J [(I+ @) T*}/0¢(0), qui
appartient d L (Op; E). B

ReEMARQUE 2.5 : Dans Murat-Simon [8, 9], pour étudier des problémes de

controdle par le domaine, ces auteurs ont introduit un espace de domaines défini
par

Z={Q=01+¢)Q; I+9)ep, pe W"*(R? R},

ou Q est un ouvert donné. L’ensemble & n’est pas une variété différentielle car
I’application qui & ¢ fait correspondre (I + @) Q n’est pas une bijection : par
exemple si Pea=0on a (I+¢) Q=0. Ce fait complique la definition de la
dérivation donnée par Murat-Simon. W

vol. 14, n"3, 1980
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3. LECALCULDE LA DERIVEE T - u(T) DANS LE CAS D’UN ESPACE ¥ (T) CONSTRUIT
AVEC DES TRIANGLES D’HERMITE DE TYPE 3

Avant de démontrer la dérivabilité et de calculer éu(7)/6T(T*) faisons un
calcul formel qui nous guidera dans la démonstration correcte. Soient w,(7),
j=1...sles{onctions de base de I’espace V' (T), espace d’éléments finis construit
avec des triangles d’Hermite de type 3. On dérive formellement par rapport a 7,
au point T*. I’expression

Vj=1...s, j(-Au(T)~f)wj(T)dx=0. 3.1

Si on pose, pour simplifier ’écriture, pour tout te ®,., ou(T)/0T(T*).t=Uzon
a, formellement

Vi=1...s, Yt1e®pn,

ow ;(T) 3.2

L—AU‘cwj(T“)dx+ J (-Au(T*)—f)(—ﬁ——(T“).t)=0.
o

Mais si T=(I+¢) T* ou ¢ € ®,. alors :
wi(DN=w;[I+9) T*] =w;[I+9) T*]o(I+¢)o(I+¢) ", (3.3)
de sorte que si @ — w;[(I+¢)T*]o(I+¢) est dérivable on a, d’aprés la

définition 2.1 :
Vj=1...s, Vte®n,

)
. 4 . 3.4
610](7)(1_*)’::610,{(14“@)7*] (I+@)(O),1—ij(7*).‘t-} -9
T ¢

Si ’on pose

Rc WU+ T o +9)

J a(p (O)T, (3.5)

et si on intégre par partie la deuxiéme intégrale on obtient que U t est solution de
I’équation

Vj=1...5, Vie®n,

j;—-AUtw,-(T*)+ Ldiv [(—Au(T*)— f)tlw;(T*)dx 3.6

+ j (—Au(T*)— f)R;1dx=0.
o

Passons maintenant au calcul correct de la dérivée de u(T) par rapport a la
triangulation T. Pour cela on transporte le probléme (2.4) sur la triangulation

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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fixée T*, ce qui est naturel d’aprés la définition de 7. Soit T€ 7. D’apres le
théoréme 2.1 on a

NI+ pePh, oedn tel que (I+@)T*=T. (3.7

Comme u (T)e V (T'), on peut ’écrire sous la forme

s

u(T)= 3, u'(T) wi(T), (3.8)

i=1
avec u'(T)eR,i=1.. 5.

Posons _
u(@)=ulI+¢) T*](I+¢),

w (@=w;[I+0¢) T¥o(I+9) et u(o)=u'[I+9) T*.
On a R
u(e)= ), u'(e) w'(e). (3.9)

i=1

Remarquons que w' (@) n’est pas en général dans V(T *) sauf dans le cas des
espaces V(T) construits avec des éléments de Lagrange [11]. Nous allons
démontrer que ¢ — u(¢p) est dérivable au point 0 et pour cela on démontre que
Q- w;(9),i=1...set @— [u'(p)]i-, sont dérivables.

Soient §;; le symbole de Kronecker, 94 et 0, les dérivées dans les directions e,
et e, respectivement et a;, i=1...p les sommets des triangles de T et c,,
I=1...q leurs centres de gravité.

On définit les fonctions de base de V(T') comme suit :
Vi=1...p, Vj=1...p, ViI=1...q, Ym=1...q,

wi(T), a=0,1,2, wi(T)eH} ),
w(T)|, @=0,1,2, wi(T)|(eP*(K), VKeT.
w?(T)(ai)=8ij’
a1 w (T)(a)=0,w} (T)(a)=wf (T)(c)=0,
0, wi(T)(a)=58, (3.10)
w,l (T)(a)=20, w} (T)(ai)=w} (T)(c)=0,
52“)12(T)(ai)=8ij,
w}(T)(a)=0, w} (T)(a)=wi(T)(c)=0,
wi(T) (Cm)=01m,
wi(T)(a)=0,wi(T)(a)=0,ui(T)(a)=0,

ol s=3p+gq.

vol. 14, n°3, 1980
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L’ensemble des degrés de liberté étant unissolvent il est bien connu (¢f. par
exemple [4]) que ces relations caractérisent les fonctions de base.
Posons

w(@)=w(T)o(I+o), a=0,1,2
et
wi(@)=wi(T)o(I+o).

LeMME 3.1 : Les fonctions @ — w? (¢), Vo=0,1,2,Vj=1... pet ¢ - wi(o),
Vi=1...qsont dérwables en0 ,de ¢,. a valeurs dans H§(Q) et ona, V1€ ®y. :

Vj=1...p, Vi=1...q,

ow?(9)

(13 —0r=
20 0).t=r] =0,

a"Zl((p) * ! !
O T=r =, v e) ) (T +(er, 7€) w] (T) 6.1

6_2
—w’—(,%i)lx— (0).t=r’1 =(e;,1"€y) w; (T*)+(e,y, T'e,) w?(T*),

—La’w’a(i) = (0).71=0,

ou le produit (., .) représente le produit scalaire dans R? et ou 1’ est la matrice

Aaasae S - P Y aA_ /A
dérivée de T, (e‘, L'ej)=unj/uxl,

Démonstration : On démontre seulement le résultat pour la lonction w) ().
On établirait de fagon analogue les résultats relatifs & w? (@), w? (¢), w§ (9). De
(3.10), de

T=(I+¢)T*, a,=(I+¢)ay, c=I+09)cf
et de

(Vi)o(T+@)="(I+ @) ' V{woo),
on déduit que u ! () est caractérisé par

Vi=1l...p, Vj=1...p, Vi=1...q,
w; (¢) (@¥)=0,
(I+0) "' Vw;(9), e)@H=3,, G 12)
(T +o) "' Vuw; (), e;)(aF)=0,
w; (9) (i) =0,

R ATR O Analyse numerique/Numerical Analysis
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On rappelle (¢f L Schwartz [13]) une variante du théoréme des fonctions
implicites que nous utiliserons plusieurs fois dans ce travail

Solent E, F, G des espaces de Banach et g une foaction,
g ExF - G vertfiant g (xq, yo)=0

Sl existe i E — F telle que
(1) g(x, h (x))=0, h (xq)=yq, h continue en x,,
(2) g est Frechet différentiable en (x4, yo), (3 13)
(3) é9/dy (x¢, yo) est un 1somorphisme de F — G,
alors h est derivable en x, et 6h/dx (x,) est definie par

( 0,)’0)+ ( o,yo) (Xo) 0

Notons que ce theoreme suppose comme a prior: I'existence d’une fonction
implicite 4 mais que I’hypothese (3) est un peu moins forte que celle qu’on fait
habituellement

On utilise ce théoréme en considérant la restriction de w} (¢) a un triangle K*
de T* Onaalors E=P'(K*), F=P3(K*),et G=R'® En utilisant le fait que
I’application ¢ — (I + @)’ ~* defimie de [P* (K *)]? & valeurs dans [L* (K *)]* est
derivable en 0 et a pour derivée

r=1
Vre[P!(K¥)?, @"L—a((f)—lw) T=—1, 3 14)
on obtient facilement que
o> wi (o), . (3 15)

est derivable de [P! (K*)]? dans P3® (K*) et que sa derivee

51
9—%’5(;?) ~0) t=rlt,

est donnée par,
Vi=1 p, V=1 p, Vi=1 q,
[r; 1 (@H=0,
(Vrytl(@¥)="1" Vw;(T*) (af)="t"e;d,,
[7 7] (cf)=0

3 16)

vol 14, n°3 1980
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On a donc
rit=(ey,t'e)) wi(T*)+ (e, t'e;) wi(T*) sur K* (3.17)
Notons R} t la fonction définie sur Q telle que
VK*eT* Rj

. §
TlK‘ ——rj T.

Nous allons démontrer que R} te H §(Q). Il suffit pour cela de vérifier que R} t
est continue sur les arétes de 7* puisque R t est un polygone de degré 3 sur
chaque K*.

Considérons deux triangles adjacents K* et K* (voir fig. 1).
Sited, ona

— 1 1
T =4 x+b’} (3.18)

let=A2x+b2’
ou A! et A2 sont des matrices réelles 2 x 2.

A

Qy

Fig. 1

Du fait que 1e[C°(Q)]? on déduit, en écrivant la continuité sur a¥ta%, que
A'(a% —a¥)=A%(at—a}). (3.19)
D’autre part, de
[Vritl(af)="t"e, 8,

[Vf} T] (a}")="t'e, 8,'}'
avec (3.20)

w!
f}t=——k—aw’a(::) = (0).7,

R.A.I R O Analyse numérique/Numerical Analysis
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on déduit que :

(Vrit, a3 —a})(@})=("e,, a} —a})d;;= (es, A (a3 —a}))d,;,

(3.21)
(V#jt, a3 —at) (a)=(e,, A*(af—a})) 3.

rjtet# tsont deux polyndmes de degré 3 sur a% —a¥ qui ont les mémes valeurs
en af et a% et dont les dérivées aux mémes points et dans la direction a% —a¥
coincident grice & (3.21). On a donc R} 1e H§(Q), mais R} 1¢ V' (T*) (cf. [11])).
Du fait que

ull?a= x. fl 2|7 & (3.22)

il est équivalent de démontrer que I’application ¢ — wj (@) est dérivable a
valeurs dans H{(Q) ou de démontrer que ¢ — w] (p),. est dérivable et que
Rl1eH}(Q). Cela termine la démonstration. W

LeMME 3.2 : V@€ ®;., [u'(@))i=, est solution unique du systéme linéaire,

Vj=1...s,

J‘(Hcp)’“l( Y, u' (o) w; q))) (I+) ' Vw;(p)|det (I +¢) | dx
(o) i=1

=Jfo(1+<p)u‘u(«p)ldetuw)'ldx- (3.23)
9]

Démonstration : On considére (2.4) avec
u(T)= Z wW(T)w(T) et oT)=wi(T), j=1...s.

(I + @) étant un difféomorphisme on applique a (2.4) la formule de transport de
Pintégrale

j gdx-—=j g.(I+¢)|det(I+o) | dx, (3.24)
I+9)Q Q

et la formule :
(VuyoI+@)="(I+0) " V(uo0). (3.24)
Remarquant que (I+¢)Q=Q on en déduit (3.23). MW

vol. 14, n®3, 1980



302 P. DE OLIVEIRA

Enongons un lemme qui jouera un rdle important dans la suite (¢f. Murat-
Simon [&. 9]) :
LEMME 3.3 :VueH'(Q), Vie[W'*( Q)% ona

— A(Vu.t)+div(Au. 1) =div [(t— 1’ +divT) V. (3.26)
Désignons par ( , > la dualité entre H ~*(Q) et H}(Q).

LemMe 3.4 : L’application ¢ — [u*(9)]$- , est dérivable de ®,. davaleurs dans R®
au point O et la dérivée
Cu'(o))=
Mr@lies o) gy,
cQ
est, pour tout 1€ ®,; | lu solution wuque de I'équation,

Vi=1...s5, Vied,.,

<—A[ i u'(T*) R,t+ Y'tw,(T*)]—A1¢(T*).r+div (=Au(T*)~ f)1], w,(T*))

=1

+j Vu(T*)VRjrdx—ijjtdx=0‘ (3.27)
o o

Démonstration : Commengons par vérifier que (3.27) a un sens; 1l suffit de
remarquer que grace au lemme 3.3 A(Vu(T*).1)—divAu(T*)teH 1 (Q).

Nous allons utiliser le théoréme des fonctions implicites énoncé en 3.13, et les
résultats techniques suivants (¢f- Murat-Simon [8, 9]).

Les applications
PP (p—>|det(1+(p)’|,

¢
(p —‘)fO (I + (P)7
sont dérivables (et donc a fortiori continues) de W' ® (R?, R?) a valeurs
respectivement dans L* (R?), [L*(R?)]* et L?(R*) eton a
Vte W= (R2, R?)

o|det(I+9)'|

a 0).t=divr,
3¢
G N —— (3.28)
20
L"gﬂw).x:v;.t
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[u' (@))S=, est la solution du systéme linéaire

[A(@)] [u' (@131 =0/ (@)5=1,

ou [4 (¢)] est la matrice des coefficients

f‘(1+<p)'-‘vt‘&.<cp> U+¢) ' Vw, (o)l det (I + )l
Q

et

Q

f’((p)=J fol+o) w,(e)|det(I+ @) |dx

303

(3.29)

(1) L’apphcation @ — [u'())S-, est continue de ®,. dans R* en ¢ =0. Il suffit
de remarquer que la solution [u'(@)]i-; du systéme (3.29) est continue par
rapport aux coefficients et au deuxiéme membre, et que ceux-c1 sont continus par

rapport & Q.
(2) L’applica

tion F : ®;. x R* — R® défini par
F (o, Wi )=[4()] [w]i=y = [/ (®));-1,

est deérivable en (0, u'(T#))
Cela résulte facilement du lemme 3.1 et de (3.28) et on a

oA (e) [u']i=1]

0[A (o) [w']i-1]

‘o

+

+ J Vu(T*).VR,t+ 3 ﬂ'j Vth.Vw,(T*)}
Q =1 Q

vol 14, n°3, 1980

V({');=1€R",

S (T @) = A(9)- [T

Vie®ds.,

0).1

=[ i {J (Tt =t +dive)Vw (T*).Vw (T*)

=1
s

j VR,©.Vw,(T*+ J le(T*).VR,t}E‘iI
Q

Q =1

- [J (=1 =" +dv) Vu(T*).Vw,(T*)

j=

1

(3.30)

(3 31)
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D’aprés le lemme 3.3, (3.31) devient :

Vtie®,.,

314 () @)=y

30 0).t= [( AVu(T*).1)—=div(Au(T*)1), w,(T*)) (3.32)

s

- <A< ) E'er>,w,(T*)> +JVu(T*).VR,t]
1=1 o}

=1

Vie®,.,

oS (@)5=1

S =L(0) T=<Vf~T,W,(T*)>+Lfdiv'cw,(T*) (3.33)

(3) Enfin

oF
0).[u (T -
s O T

est un 1somorphisme de R® sur R®

En effet, étant donné [¢']¢-, € R*, le probléme en dimension finie,
s s
(*A[ > X‘wl(T*):I, w,(T*) = (3 g'w,(T*, w,(T*) , (3.34)
1=1 =1

admet une solution unique [X']{_; e R®.
De (1), (2) et (3) on conclut la dérivabulité, et I’expression (3.27) de la
dérivée. B
D’aprés les lemmes 3.1 et 3.4 et puisque u(@)= Y, u'(¢)w, (), on voit que
1=1
Papplication @ — u (@) est dérivable et s10n note sa dérivée ¥ 1=0u(¢)/8¢(0).7,

on a

Y=Y Y'tw,(T¥+u' (THR,x, (3.35)

1=1
c’est-a-dire que I’on a le :

R A1 R O Analyse numerique/Numerical Analysis
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TueorREME 3.1 : L’application @ — u(@) est dérivable de ®,. d valeurs dans
H(Q) au point 0 et Y est la solution unique de

Vi=1l...s, V1ed,,,
(=AY T =Vu(T*).0)+div(—Au(T*) - )1, w;(T*)

+fVu(T*).VRjrdx—ijjtdx=0, (3.36)
Q Q
Yi— Y w'(THR;teV(T*. N
i=1
REMARQUE 3.1 : D’aprés le lemme 3.3, (3.36) a un sens puisque
ANVu(T*.1)—div(Au(T*) 1)eH 1 (Q). W

TutoreME 3.2 : L’application T — u(T) est dérivable de I dans L*(Q) au

point T* et si on note ou(T)/0T(T*).t=U1,0ona

Ut=Y1—-Vu(T*.1 (3.37)

et Ut est la solution unique de
Vi=1...s V1e®@.,
=AU+ div[(—Au(T*)— f)1), w;(T*))

—FJVuU*}VRfv—JfRﬂdx=O, (3.38)
Q Q

Ut— Y u'(T*)R;1+Vu(T*).teV (T*).
i=1

Démonstration : Si T=(I+¢@)T* on a u(T)=u(p)o(I+¢)~*. On conclut
(3.37) et (3.38) du théoréme 3.1 et du résultat suivant (¢f. Murat-Simon [8]) :

Si @ — u(o) est dérivable en 0 de W* ®(R?, R?)a valeurs dans H* (Q) alors
application ¢ — u(@)o(I4+¢)~ ' est dérivable en O de W' ®(R? R?) a
valeurs dans L2(Q) et on a

o[u()eI+ @)™
0o

0).1= aggp)

0).1—Vu(T*).t. W

On obtient alors I’expression de la dérivée de l'erreur |u—u(T)|2, comme
conséquence des lemmes 2.1 et des théoremes 3.1 et 3.2.

vol. 14, n"3, 1980
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THEOREME 3.3 : L’application T — | u—u(T) |21 q est dérivable de I dans R au
point T* etona,V1e®,. :

_ 2
%_;;M(T*).r= - LfUde’

U 1 solution de (3. 30).

(3.39)

REMARQUE 3.2 : Si I’espace V(T) était construit avec des ¢léments de
Lagrange on aurait (I =¢) V(T)=V[(I + ¢) T]. Dans ce cas on aurait, en faisant
un choix convenable des fonctions de base W;(T),

R;t=0, Vi=1l...s, YteV(T¥
et U 1 solution de _
=AU t+div(—Au(T*) - )1, w;(T*) > =0, Vi=1l...s.
Dans (3.38) on peut interpréter formellement { div(—Au(T*)—f)t, w;(T*))
comme un « reste » da a I’approximation par la méthode des éléments finis et

J Vu(T*).VR;tdx— Lij‘cdx
1]

comme un « reste » dii au fait que ¥ (T) est construit avec des ¢l€éments finis
d’Hermite. W

4. CONCLUSIONS

Le calcul de la dérivée de l'erreur par rapport a 7 (th. 3.3) nous permet
d’établir les conditions nécessaires d’optimalité.

TukoREME 4.1 : Si lapplication T — |u—u(T) |2 o définie de I dans R atteint
son minimum sur 7 , en un point T* on a

jfodxgo,
o

U 1 solution de (3.30). ®

@.1)

Le calcul de la dérivée par rapport 4 la triangulation est équivalent au calcul de
la dérivée par rapport aux coordonnées des nceuds, mais il a I’'avantage d’avoir
un cadre théorique assez général puisque les expressions obtenues sont valables
pour n’importe quel espace d’éléments finis V(T) contenu dans C°(Q).
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Supposons par exemple que ¥ (T) est construit avec des fonctions affines par
morceaux et calculons & partir de (3.39) la dérivée relativement au nceud a, . Si
nous supposons que seul ce nceud bouge, les autres étant fixés, la fonction t peut
s’écrire :

t=0o.w,(T) ou aeR?. 4.2)
Nous retrouvons alors I'analogue du résultat de Marocco-Pironneau [6] :
LEMME 4.1 : Ladérivée de 'erreur |u—u(T)|? o par rapport d a, est donnée par

6('[fu(T)dx>

= J (Vu(T*).Vu(T*))(VwK(T*). i)
A ||

da,
+2j (Vu(T*).L)(Vwk(r*).Vu(T*))dx

o ]a|

—2Jf(Vu(T*).—a—>wk(T*)dx. 4.3)
A o]
Démonstration : On a
jfUt=JfY't—iju(T*).r. 4.4)
Q Q Q

Du fait que Yte V(T*) (4.4) peut s’écrire :
LfUr=LVu(T*).V Yt—LfVu(T*).t. 4.5)
Combinant avec (3.36) on a
LfUtdx:(—A(Vu(T*).r)+div(u(T*).t)
+divfr,u(T*))——LfVu(T*).t. (4.6)
Utilisant dans (4.6) le lemme 3.3 on obtient :
LfUtdx:—-L[Vu(T*)]zdiwdx
+2Lr’Vu(T*).Vu(T*)dx—Zjfr.Vu(T*)dx. 4.7)

vol. 14, n°3, 1980
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Remplagant t par (4 2) on a le resultat W

Pour le calcul du maillage optimal on peut envisager ’application de
methodes de gradient a (4 3) comme ’ont fait Marocco-Pironneau dans [6]
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