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APPROXIMATION SPECTRALE D'UN OPÉRATEUR BORNÉ
ET NORMAL A L'AIDE DE SES FONCTIONS

DE LA DENSITÉ SPECTRALE (*)

par Krzysztof MOSZYNSKI (l)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On présente une méthode d'approximation des fonctions de la densité spectrale
$X(X) = || E(X) x ||?' d'un opérateur borné et normal A dont lafamillespectraie^est E(X)>

La méthode est basée sur la construction de certaines formules de quadrature approchée en deux
dimensions, à coefficients positifs. Les fonctions fyx sont utilisées pour Vapproximation du spectre o(A).

Summary. — This paper concerns a method of approximation of the spectral density functions
$JX) = || E(X) x \\2 of a bounded\ normal operator A with the spectral family E(X). The method is
basedon a construction of certain approximate quadrature formulas in two dimensions, with positive
coefficients. The functions <fyx are used to approximate the spectrum G(A).

1. INTRODUCTION

Dans [4] on a présenté une méthode d'approximation spectrale applicable
aussi dans le cas du spectre continu d'un opérateur autoadjoint. Ce papier
généralise certains résultats de [4].

Soit H un espace de Hubert complexe, muni du produit scalaire ( )H et

A = X dE(k) : H -+ H un opérateur borné et normal quelconque. Ici Q
Jn

est un rectangle borné et fermé dans le plan complexe C :

Q = { X = u + iv = (w, v) e C | at < u < a2, bx < v < b2 },

contenant le spectre o(A) de A. On dénotera :

=C\a(A).

(*) Reçu en décembre 1981.
O Instytut Matematyczny PAN uL Sniadeckich 8,00-950 Warszawa, Boîte postale 137, Pologne.
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94 K. MOSZYNSKI

Tout rectangle borné et fermé Q c C, dont les côtés sont parallèles aux axes
des coordonnées de C est appelé ici un rectangle normal. On fixe une fois pour
toutes le mode de numération des sommets ql9 q2i q3, qA d'un tel rectangle :

Qi = (<*, Y), q2 = (P, Y), 43 = (ft 8), q4 = (a, 5)

avec a < P et y < ô.
L'ensemble LB(Q) = [ql9 q2] u [ql9 #4] est appelé ici la frontière inférieure

(lower boundary) de Q [8].
La famille spectrale E de l'opérateur A se décompose d'une telle manière que

E(k) =El(u)E2(v) =E2(v)El(u) où El est la famille de la partie réelle
A -\- A* A — A*

R = = de A et E2 celle de sa partie imaginaire S = —^-.—. Il nous
sera convenable de modifier éventuellement la définition classique (voir [6]) en
posant Uitei) = 0 et E2{b^) — 0. Comme, d'une manière évidente E1 et is2.se
prolongent en dehors de [au a2] et [bl9 b2] respectivement, la famille spectrale E
de A devient une fonction définie sur C entier, dont les valeurs sont des projec-
tions orthogonales dans H. D'ailleurs E est continue (fort) de droite par rapport
à chacune de ses deux variables u et v dans Int (Q) et s'annule sur LB(£Ï).

Pour tout x e H fixé, on définit la fonction de la densité spectrale de l'opéra-
teur A c|)x : C -> R :

4>xa) = (E(X) x, x)H = II E(X) x \\l > 0 .

Soit Q un rectangle normal avec les sommets qu q2, q3, <j4 et ƒ une fonction
définie sur C. Mettons

àQf = f(qd + f(q,) ~ f(q2) - f(qj.

On appelle AQ ƒ la différence de ƒ sur Q. On dit que la fonction réelle ƒ est
entièrement croissante, si pour tout rectangle normal Q, AQ ƒ $s 0 et si ƒ est
croissante par rapport à u et v respectivement sur les deux segments [qu q2] et
[<h> 4d de LB(Q\ On voit facilement que §x est entièrement croissante.

Pour X = (w, iO e C et h > 0, définissons le rectangle normal Q(^, h) par ses
sommets q^ q2, <?3, q4 :

^x ={u - h,v - h\ q2 =(u H- h,v - h\ q3 = (u + h,v H- A),

q4 = (w - /Ï, Î; + h).

Le théorème 1.1 suit directement du matériel classique (pour la démonstra-
tion détaillée, voir [5]).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION SPECTRALE D'UN OPÉRATEUR BORNÉ NORMAL 95

THÉORÈME 1.1 : (i) Pour tout rectangle normal g c C :

— s'il existe xe H tel que AQ §x > 0, alors Q n a(A) ^ 0 ;
— si o(A) n Int (Q) ^ 0 , alors il existe xe H tel que AQ4>X > 0 ;
(ii) X est une valeur propre de A si et seulement si on peut trouver un tel élément

xe H que

AQ(k, h) <\>x -> v > 0 quand A -> 0.

D*ailleurs v = || A(À.) x ||£ où A(k) = lim AQiXJl) E (fort) ;

(iii) À, e^ dans le spectre continu de l'opérateur A si et seulement si pour tout
h > 0 on peut trouver un xh e H, tel que AQ(k h)$Xh > 0, tandis que AQa h)$x -> 0
quand h -> 0, /?öwr ?ÖW/ x e H. \\\

Soit Q un rectangle normal tel que a(A) c Q. Le théorème 1.1 permet de
classifier les points de Q de la manière suivante. Divisons le rectangle Q à l'aide
d'un réseau des axes parallèles aux côtés de Q pour obtenir sa décomposition
en un nombre fini de rectangles normanxrptusrpetitsrdBttiamètre <; k Soit Q
un tel rectangle. Si AQ§X > 0 pour xmxe H, alors on a g n a(A) ^ 0, Ainsi
on peut se servir de la fonction fyx afin d'approximer une partie du spectre o{A)
avec la précision définie par h. Mais en général on ne connaît pas de fonctions
c|)x. Donc l'approximation des fonctions $x paraît être un problème intéressant
du point de vue pratique. Pour avoir le spectre entier o(A\ il faut qu'on puisse
approximer (j>x pour tout x e H, ce qui, bien sûr, n'est pas exécutable. On peut
se servir à cet effet d'un réseau fini de points de //, au moins dans le cas où H
est séparable. Par exemple des bases des sous-espaces de dimension finie,
approximant H peuvent être appliquées (voir par ex. [1]). Certaines idées
concernant ce genre d'approximation sont présentées dans [4]. Les points (i)
et(ii) du théorème 1.1 peuvent être utiles pour la classification du spectre même
(valeurs propres, spectre continu).

Conclusion : L'approximation des fonctions de la densité spectrale c(>x per-
met d'approximer le spectre G(A) et éventuellement classifier les points du
spectre.

On présente ici une méthode d'approximation effective des fonctions 4>x. On y
trouvera également deux propositions d'algorithmes.

2. QUELQUES LEMMES SUR APPROXIMATION

On se donne une fonction cj) : Q -> U définie sur un rectangle normal Q,
telle que :

— 4> est entièrement croissante sur Q,

vol. 17, n° 1, 1983



96 K. MOSZYNSKI

— <|> est normalisée [8] ; c'est-à-dire que :
a) <|> est continue de droite dans Int (fi) par rapport à chacune de ses

variables ;
b) c|> s'annule sur LB(Q).

Exemple : fonction de la densité spectrale <j)v
Pour X, \i G C, X = (M, V\ \I = (r, s\ soit H(X, jn) = H(u, r). H(v, s) avec

f
l

0 pour x < y

1 pour x ^ y

pour tous x, y réels. Mettons pour tout d naturel :

N{d)

I fj (2.1)

où N(d) naturel, Bf > 0, nj e Ù\LB(Q)J = 1, 2,..., N(rf). On vérifie facile-
ment que :

(i) 4)d est entièrement croissante et normalisée ;

(ii) la variation totale V<J>a de c|)d sur Q satisfait V<t>d = dfyjfà = X JS/»
« « Jn J=I

(iii) f(X) d$d(X) = £ £ƒ ƒ(jij) pour toute fonction continue ƒ e C(Q).

La condition suivante (Q) nous sera utile.
Pour toute fonction réelle continue ƒ

(ö) \

quand d -• oo.
Rappelons encore ici la formule d'intégration par parts [8] : Soit Q un

rectangle normal, qu q2, q3, qA ses sommets, ÔQ sa frontière, ƒ continue sur Q.

Si ƒ d<|) et ƒ rf<|) existent, alors <J>dfet <)> ̂ existent, et :
Jö J^e Je JÔQ

f /rf(|) = AQ(/(|)) + f <J)d/ + f <\>df-

- f

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION SPECTRALE D'UN OPÉRATEUR BORNÉ NORMAL 97

LEMME 2 . 1 : Soit Q a Q un rectangle normal dont les sommets sont qu q2,
q3, qA. Si la condition (Q) est satisfaite, alors

4>d(r, s) dr ds -> <j)(r, s) dr ds quand d —• oo . (2 .2)

'Q h

Démonstration (l'idée de la démonstration : voir [6]) : Pour tout
X = (w, v) e Q, soit :

= { ( r , j ) e f i | r < M et s < v } ,

= f
M e t t o n s p o u r XeQ fixé e t \i — (Ç, Q e C

= Afe Q =
0 ailleurs.

Comme fx est continue par rapport à \ et Ç, la condition (Q) entraîne

= f
Jn

pour tout X e Q, quand d -> oo.

L'intégration par parts entraîne :

f«(A) = f A(n) ö?*d(n) = f

et de la manière analogue F(fx) = \|f(À,).

Donc v|/d(?i) -• \|/(X) quand d ^ oo pour tout
Pour avoir (2.2) il suffit d'observer que

f
(|>(r, s) dr ds = AQ\|/

4>d(r, j) rf
Je

% ̂ ) <ir ds = AQ\|/d.
Je

vol. 17, n° 1, 1983



98 K. MOSZYNSKÏ

LEMME 2.2 : (l'idée de la démonstration : voir [6]) : Si la condition (Q) est
satisfaite, alors pour tout X = (w, v) e Int (Q) on a :

§(u — 0, v — 0) — cj)(i*, v) ^ lim
d-*oo

^ l i m |_<()(X,) — ^dC^)] ^ 4*(̂ > *0 — (|)(w — 0, v — 0 ) .
d-* oo

Démonstration : Soit X = (w, u) e Int (Q). Comme <|> et 4>d sont normalisées et
entièrement croissaates, le calcul facile nous amène à la conclusion que

- ^ <|)(r, s)drds - \ <$>d(r, s) dr ds ^
L J « —ft Jv — k Ju Jv J

LJu Jv Ju~h Jv~k _1

Passons d'abord à la limite avec d -* oo, et puis avec (k, h) -> (0, 0). Il en
résulte l'inégalité voulue. |||

COROLLAIRE : Si <|> est continue au point X, alors

§d(X) —• 4>(X) quand d ~> oo .

LEMME 2.3 : Si la condition (Q) est satisfaite^ alors pour tout p e L2(O)

p(w, V) (J)d(w, Ï;) dudv -^ p(w, Ü) <))(M, D) rfw Ö?Ü quand d - • oo .
Jn Jn

Démonstration : Mettons ƒ (w, u) = p(r? 5) âfr rfs5 où (a l5 èĵ ) (a2, b{)
J"2 Jfr2

(^2' b2X {au b2) sont les sommets du rectangle normal Q. Intégration par parts

appliquée à ƒ (X) #(A) et f(X) # / A ) , la condition de normalité de Q et la

Jn Jn
condition (Q) entraînent que

f mdÇJiï = f p(r,s)Ur,s)drds^
Jn Jn

-> f ƒ(W # W = f P(r, s) <()(rs) rfr ds
Jn Jn

quand 0? -* 00. |||

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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LEMME 2.4 : (l'idée de la démonstration : voir [3]) : Soit S a C Vunion des
rectangles normaux et des segments fermés, bornés, parallèles aux axes des coor-
données de C.

Soit {$d } la suite des fonctions 4>d : C -> M, croissantes par rapport à chacune
de ses deux variables, telles que $d(X) -> <j>(X) Quand d -> oo, pour tout X e S.
Supposons que <j> : C -» IR est continue pour tout point XeS.

Dans ce cas §d converge uniformément vers § sur S.

Démonstration : Soit d'abord S, un rectangle normal. Étant donné e > 0,
divisons S à l'aide d'un réseau des droites parallèles aux côtés de S, pour
obtenir un système des rectangles Q l s Q2, ..., QN(e), dont les sommets sont
PI>PL>P*3

 et/^4>7 = 1> 2,..., JV(e) respectivement
On suppose, que la condition

| <K/>0 - *(P/> | < e k, / = 1, 2, 3, 4 et y = 1, 2,..., AT(e)

est satisfaite (4> est uniformément continue sur ^compact S),
Pour tout x e S trouvons un rectangle Qj tel que x e Qj.
On a

et

donc

Comme <$>d(k) -> ct>(X,) quand rf -> oo et À e S, on peut trouver Me, tel que

pour d > Mz et y = 1, 2,..., iV(s) ; c'est-à-dire que

- 2 e ^ <\>(x) - <\>d(x) < 2 £

si d > Mv Le raisonnement pareil s'applique dans le cas de segments, et en
conséquence dans le cas de l'union finie des segments et rectangles. |||

vol. 17, n° 1, 1983



100 K. MOSZYNSKI

COROLLAIRE : Supposons que §d(X) ^ Opour tout d et X = («, v) e Q. Mettons

= f 4>(r,s)drds, v|/d(X) = f $d{r,s)drds.
Jtt(k) JQ(X)

Les fonctions \|/(X) et \J/d(X) sont continues et croissantes par rapport à
chacune de ses variables. Il suit du lemme 2.1 , que \|/d(X) -• \|/(À,) quand d -> oo
pour tout X G Q. Donc

quand âf -* oo

uniformément dans O. |||

3. ALGORITHMES, CONVERGENCE

On présente ici deux algorithmes pour l'approximation de la fonction de la
densité spectrale <j)x de l'opérateur A,

Dans les deux cas on construit une suite des fonctions en escaliers {<J)Td }
de la forme (2.1), entièrement croissantes et normalisées, qui approchent §x

lorsque d -> oo. Dans les deux cas l'algorithme est basé sur la construction
d'une quadrature approchée sur un rectangle normal O contenant le spectre
a(A\ dont les coefficients sont non négatifs. Il faut souligner ici que cette der-
nière condition est d'une grande importance (voir la section précédente).

ALGORITHME 1 : Soit :

— d un nombre naturel. Mettons N(d) = (d + 1) (d + 2)/2;
— 915 92» •••> 9iv<d) une &ase quelconque de l'espace des polynômes réels du

degré ^ d, en deux variables réelles ;
— x e H un élément fixé.

a) Calculer les constantes ckik = 1, 2,,.., N(d)

où R et S sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de A.
Observons que les coefficients ck peuvent être calculés effectivement (au moins
approximativement) dans plusieurs cas intéressants.

b) Résoudre le problème suivant : Trouver

^ et Bf>Ot j = 1, 2,..., N(d)
tels que

N(d)

X $ / (3.1)

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION SPECTRALE D'UN OPÉRATEUR BORNÉ NORMAL 101

Mettre

<t\<A) = Z BfH&v*), ^ f i .

Commentaire : Observons que dans le point b) il faut résoudre un système de
N(d) équations non linéaires avec 2 N(d) inconnues Bd,..., B^{d) et \id

l9..., (i^(d),
satisfaisant aux conditions additionnelles

\id 6 fi\L5(fi) et £ƒ ^ 0, y = 1, 2,..., N(d).

En appliquant le théorème spectral, on voit que

ck = (<pk(# S) x, x ) H = f f <pfc(À.) d£(X) x, x ) = f <pk(X) #.x(A.) , ( 3 . 2 )

donc l'équation (3.1) s'écrit comme

(3.3)
vw) f
Z cpk(^)5f =
=1 Jn

Ainsi dans le point b) de l'algorithme, on cherche une formule de quadrature
avec des coefficients positifs, qui soit exacte pour tous les polynômes du degré
^ d. On sait qu'une telle formule existe toujours (voir [9]). Il faut noter ici,
qu'en élargissant éventuellement le rectangle fi, on s'assure que les noeuds
\idj = 1, 2,..., N(d) se trouveront en dehors de LB(Q).

Il reste le problème toujours ouvert d'approximation numérique de la
solution de b).

THÉORÈME 3 . 1 : Si tyx(k) = \\ E(k) x^et $xd sont définies par l'algorithme 1,
alors la condition (Q) est satisfaite. Donc dans ce cas :

f f
(i) p(w, i>) $xd(u, v) dudv -> p(w, v) <|>x(w, v) du dv quand d -> oo

J Q Jn
(ii) 4>x(w — 0, v — 0) — 4)x(w, v) <

< lim [61k) -

^ <|>>, y) - <|)X(M - 0, v - 0)

tout X = (u, v) e fi e* p e L2(fi).
En plus, si c()x ê ? continue au point X e fi, a/ors

^xdC^-) ~* ^.xC^) quand d -• oo .

vol. 17, n° 1, 1983



102 K. MOSZYNSKJ

Cette convergence est uniforme dans tout ensemble S <= Q qui est Vunion
finie des rectangles normaux et des segments bornés et fermés, parallèles aux côtés
de Q, pourvu que <$>x soit continue à tout point de S.

Démonstration : Observons qu'il suffit de vérifier que la condition (Q) est
satisfaite. Les points (i) et (ii) suivent directement des lemmes 2.2 et 2.3.

Soit Qm un polynôme quelconque, en deux variables du degré m ^ d. Les
formules (3.1), (3.2) et (3.3) impliquent

N(d)

£ f * (3.4)y*) = Qm(X)d<bxd(X) =

donc dans le cas particulier Qm(X) = 1 on a

|â. (3.5)
Nid) r r

X Bf = \ dÇJM - d$x(k) =

Soit ƒ une fonction continue, ƒ £ CR(Q). On dénotera la norme « sup » dans
l'espace des fonctions continues réelles CR(iï) par || . H ,̂ Étant donné e > 0,
on peut trouver un polynôme Qm£ de degré me tel que || ƒ — Qme Ĥ  < s.
Nous avons

f f(X)d<bx(X)- f f(X) dÇJ}.) =
Ja, Jn

= f [/M - Qm(}.y] d$JM - f lf(X) - Qm,

+ F j emA)^4>xa> - J

Si rf ^ m6, le troisième terme s'annule, donc (voir (3.4) et (3.5)) :

x(X) - f f(X) # .x^) <
JQ

- Qmt IL [ J * Wƒ

Cela prouve la condition (Q). \\\

ALGORITHME 2 : Dans F espace Ck(Q) des fonctions réelles continues sur Q
introduisons le produit scalaire quelconque, réel ( )0 , et la norme correspon-

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Anatysis
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dante ||.||0, tels que \\ ƒ ||0 < K || ƒ H^ pour toute f eCR(Q\ où K est une
constante.

Soit (pl5 q>2, ..., (p]v(d), N(d) = (d + ï)(d + 2)/2, w#e base quelconque des
polynômes en deux variables du degré ^ d, orthonormale par rapport au produit
scalaire ( )0.

Fixons un élément xe H.

a) Choisir une suite des nombres positifs e l s £2> —» t eUe W0 ed -* 0 quand
rf -• co».

b) A l'aide d'un réseau des axes parallèles aux côtés de Û, diviser le rec-
tangle Q en M(d) rectangles plus petits Qf, Q*9...» QM^ d'une telle manière
que le diamètre maximal de Qf converge à zéro, quand M{d) -» co. Choisir
lij e Qf, j = 1,2,..., M(d) d'une manière arbitraire.

c) Calculer ck = (q>fe(i£, S) x, x)H, k = 1, 2, ..., JV(d) où A = 1£ + iS.

rf) Pour rf fixé trouver :

— le nombre M(d),
— les coefficients Bf > 0, j = 1, 2, ..., M(d)9 tels que

N(d) TM(d) - |2

B^O Z 1 Z^<pfc(|i1)-cJ <e4. (3.6)

e) Mettre
M(d)

^(x . ) = Z ̂

Commentaire : II y a diverses possibilités du choix d'un système ortho-
normal q>l5 cp2,..., q>mr Par exemple les produits des polynômes orthogonaux
d'une variable peuvent être appliqués.

Dans le point d) de l'algorithme 2 on cherche une solution du problème
linéaire des moindres carrés avec la condition additionnelle de non-négativité
(NNLS — non négative least squares).

La procédure de résolution numérique de ce problème se trouve dans [2],
L'existence de M(d) pour td donné sera démontrée plus loin. Il faut remarquer
ici que le plus souvent M(d) > N(d), tandis que la procédure présentée dans [2]
s'applique sans aucune réserve au cas où le nombre des colonnes de la matrice
ne dépasse pas celui de ses lignes. On peut, quand même, ajouter la condition
de minimalisation de la longueur du vecteur [Bf, i?2, ..., B^{d)].

On voit facilement que cette modification ajoute de son côté M(d) lignes
nouvelles à la matrice du problème d). La nouvelle matrice est évidemment
du rang M(d), donc la procédure de [2] s'y applique sans aucun doute.

vol 17, no 1, 1983



104 K. MOSZYNSKI

THÉORÈME 3 . 2 : Étant donné ed, on peut toujours trouver M(d) d'une telle
manière que la condition (3.6) soit satisfaite.

Démonstration : Soit Qfj = 1, 2,..., M(d) un rectangle de la décomposition
de Q définie dans le point b) de l'algorithme 2. Mettons

Evidemment, Bf 5= 0, car la fonction $x est entièrement croissante. On voit
M(d)

que £ (pk(\ij)Bf, k = 1, 2, ..., iV(J) sont les sommes de Rieman-Stieltjes
I

de l'intégrale

Jn
Donc

!{d) V~M{d) ~|2

pourvu que M{d) soit suffisamment grand. |||

THÉORÈME 3 . 3 : Si <t>x(̂ ) = 1 E(K) x II H et §xdsont définies par l'algorithme 2,
alors la condition (Q) est satisfaite. Cela implique (i) et (ii) du théorème 3.1.

Démonstration : II suffit de prouver que la condition (Ö) est satisfaite. Soit
II ƒ IIƒ G CRCO). Pour e arbitraire mais tel que 0 < e < choisissons un

îc

polynôme Qm du degré ^ m tel que || ƒ - Qm IL < e < - .
K

JV(BI)

Nous avons Qm — j ] y} cp̂  pour Passez grand. L'orthonormalité du système
N(m)

{<Pj } implique y. = (Qm, q>j)0 et j y) = || Qm ||g.

Donc

6 K > K || ƒ - ö m I L > II ƒ - Qm Ho > II Qm Ho - II ƒ Ilo

d'où il suit que

T Yi = II Ôm Ilo < [iœ + II ƒ Ilo]2 < 4 || ƒ ||g. (3.7)
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Comme cpx est du degré zéro (q^ = Cte), donc ct = <px I d$x(X) et
Jn

f f <*fc*(*) - [ d^s(X)J = tâ\MfBj - f 4

^ Ë È Vk(i^) Bf - c k \ < ed

d'où

0 ^ 1 d$xd(k) ^ f <%(*,) + ^L5Ë < 2 f <%(*.) - 2 || x (IJ (3 .8)
Jn Jn ^>1 Ja

pour d suffisamment grand. Choisissons maintenant d ^ m et tel que les
conditions (3.7), (3.8) et ^/ë^ < e soient satisfaites.

Nous avons

f f(X) d<bx(X) - f f(X) d<\>xd(X) - I f [f(k) - Qm(X)-] d<\>x(X) -
Jn Jn I Jn

f r f
Jn Jn Jn

AT(d) fM(rf)

f N(d) N{d) \~M(d) -12
^" *\ El M 2 i J V^ 2 V"1 I V^ / d \ r»d I

où on met par définition yk = 0 pour tout fc tel que JV(m) < fc
Ainsi on arrive à la condition (Q) :

| f f(X) dbx(\) - f /(A.) ^
I Jn Jn

où X ne dépend pas de d.

||i s + 2 || ƒ ||0N/Td < Ke

Remarque : Nous avons déjà remarqué qu'en général M(d) > N(d); donc
l'algorithme 1 pourrait être considéré comme plus économique que l'algo-
rithme 2. Observons que l'algorithme 1 nécessite la résolution d'un système
des équations non linéaires, tandis que l'algorithme 2 est basé sur un classique
problème algébrique de moindres carrés.
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Le théorème 3.4 suivant concerne l'ordre de convergence dans le cas spécial :
X G p(A). Cette information est bien sûr seulement partielle, mais semble
être d'une certaine importance pratique. La convergence de l'algorithme dans
p(A) est la plus rapide (voir aussi [4]) et donc permet de nous informer relative-
ment vite si le point qui nous intéresse est dans p(A\

Dans [4] on trouve beaucoup plus d'informations sur l'ordre de conver-
gence dans le cas où A est autoadjoint.

Soit px(A) c C u n tel ensemble que X e px(A) si et seulement si il existe
un rectangle normal Q tel que X e Int (Q) et AQc|>x = 0. On voit que px(A)
est ouvert et que p(A) a px(A) (voir théorème 1.1).

Soit maintenant Q un rectangle normal. Si Q cr p(A) c= px(A), donc
AQcj)x = 0. On verra que AQcJ>xd satisfait cette relation approximativement
et que AQ$xd converge à zéro très rapidement quand d -* oo. L'application
du théorème 3.4 qui suit nous permet d'approximer l'ensemble p(A) en
prenant la partie commune des approximations de px(A) pour x convenable-
ment choisi et d assez grand.

L E M M E 3 . 4 (Élimination des faux éléments du spectre. Comparer [4]) :
Soit Q cz px(A) un rectangle normal. Pour tout p et d naturels

C (s)p
p pour l'algorithme 1 ,

s

(I 4- Cy/ed) —£- 1- Cuzd pour l'algorithme 2 ,
sp

où C est une constante, Cp(s) -> 0 quand s -+ oo pour tout p fixé, ed -* 0 quand
d - • oo (voir la définition d'algorithme 2), s = entier (d/2) et Bf > 0,y' = 1, 2,...
sont les coefficients définis par l'algorithme 1 ou 2.

Démonstration : Soit Q' <= px(A) un rectangle normal tel que

Il ex i s t e u n e f o n c t i o n fQ e C^°(Q) tel le q u e fQ(X) ^ 0 p o u r t o u t XeQ

fQ(X) = 1 p o u r X e Q e t fQ(X) = 0 p o u r X e Q \ Q'. Il es t c la i r q u e

1
Mettons

fQ(\)d4>x(X)=Q.

f N(d) pour l'algorithme 1,
r(d) — <

l M(d) pour l'algorithme 2.
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On a

r{d) r

o < Z BJ < Z Bf /fl(^> = /QW#xda) =

Jn Jn

Soit W un polynôme arbitraire du degré ^ d Donc

- f lfQW - w(ky]tfyx(X) + f w(k)d<^xd(X) - f
Jn Jn Jn

r r
Comme (la condition (Q)) d<\>xd(k) -> # x (^ ) quand rf -> oo, la suite

Jn Jn
< #xd(^-) f e s t bornée et on peut écrire
l Jn J

xd(X) - [
Jn

0 < I Bf<\\fQ-W\\mK + \[ W(X)d<\>
Un

où X est une constante.

Observons que pour l'algorithme 1 W(k) d<\>xd(k) = W(k) d$x(k).
Jn Jn

La méthode déjà appliquée dans la démonstration du théorème 3.3 nous
amène à l'inégalité suivante :

[ || W |f W(X)d<bxd(X) - [
Jn Jn

dans le cas d'algorithme 2. Comme || W ||0 ^ K || W - fQ IL + K || fQ ||œ,
nous arrivons finalement à la conclusion que

0 < Y Bd < 1 " ̂  ~ W "°°*X P O U r l a l g o r i t h m e l '
" /o - W II oo (K + K\/ëd) + K\/ëd Pour l'algorithme 2 .
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II nous suffit seulement de majoriser \\ fQ — W \\m. Choisissons d'abord
la fonction fQ d'une manière convenable. Soit

Q = fa, fî] x [y, 5] et Q' = [a\ PI x [7', 5'],

Q <= Int (ô') <= Q' a Q et mettons /ô(w, U) = gl(u).g2{v) où ^x 6 ^ ( « i , a2),
flf2 e Co00^!, ô2), 0 ^ gx(u) ^ 1, 0 < ^2(t;) < 1 et

1 pour M e [a, (3]

0 pour Me[û l 5a2]\[a ' ,P ']

1 pour y e [y, 5]

0 pour u 6 [ 6 1 , ô j \ [ y ' , 6 1 .

Soit W(tt, t?) = ^ ( w ) ^ 2 ^ ) °ù Ŵ i et W2 sont les polynômes optimaux
d'une variable, du degré < s = entier (d/2), choisis pour les fonctions gx

et g2 respectivement. On a

\ \ f Q - w IL <\\gx- w x IL + \\gt - w x IL II g2 - W2 \\œ +

+ 11 02-^2 IL

car II gx IL = II g2 IL = 1-Appliquons maintenant le théorème de Jackson [7]
(W î et P^2 sont optimaux !) :

II 02 - ^ 2 IL < ^p « 2 p W ( - ^ ^ .

Ici p est naturel quelconque, Kp est une constante qui dépend de /?, mais
ne dépend pas de s; (olp et ©2p

 s o n t quelques modules de continuité, donc
(ùip(s) -• 05 / = 1,2 quand s -> oo. Cela termine la démonstration. |||

T H É O R È M E 3 . 4 : So/7 Q c px(^4) M« rectangle normal. Si $xd est définie par
Valgorithme 1 ou 2, alors

p
p pour Valgorithme 1

(1 + Cyfzù - 4 ^ + C^fït pour l'algorithme 2
s

où p, C, Cp et s sont comme dans le lemme 3.4.
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Démonstration : Pour X fixé mettons

K(X) = { n e C | [Re(n) < Re(X)] et

Observons que

r{d)

(r(rf)— comme dans la démonstration du lemme 3.4), donc

\i*eQ\LB{Q) M? e G

L'application du lemme 3.4 termine la démonstration. |||

RÉFÉRENCES

1. A. K. Aziz, Mathematical foundations of the finite element method. New York,
1972.

2. C. L. LAWSON, R. J. HANSON, Solving least squares problems. Prentice-Hall, 1974.
3. S. tojASiEWicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych. PWN Warszawa, 1973.
4. K. MOSZYNSKJ, On approximation of the spectral density function of a self adjoint

operator, To appear in Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica, N° 14,
1979.

5. K. MOSZYNSKI, Approximation of the spectrum of a bounded, normal operator with
the help ofits spectral density functions. Preprint N° 249. Institute of Mathematics,
Polish Academy of Sciences, Warsaw, oct. 1981.

6. Sz. F. RIESZ, B. NAGY, Leçons d'analyse fonctionnelle. Akademiai Kiado. Budapest,
1952.

7. T. J. RIVLIN, An introduction to the approximation of functions. Blaisdell Publ.,
1969.

8. A. SARD, Linear approximation. AMS 1963.

9. A. H. STROUD, Approximate calculation of multiple intégrais. Prentice-Hall, 1971.

vol. 17, n° 1, 1983


