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PARAMÉTRISATION ET APPROXIMATION
DUIM PROBLÊME (MON CONVEXE;

APPLICATION A UN PROBLÈME DE GESTION DE PORTEFEUILLE (*)

par Odile LEFEBVRE (*)

Communiqué par J. CÉA

Résumé. — Cet article étudie la paramétrisation d'un problème non convexe et non différentiable.
On se place dans le cas où la paramétrisation revient à effectuer des coupes dans Vensemble des con-
Craintes de telle seHe que Ies~restr4etiens 4e kt fonction objective à ces-coupes soient convexes:

Le problème initiai est ainsi ramené à une famille de problèmes convexes dépendant d'un paramètre.
Une méthode, faisant intervenir un Lagrangien augmenté obtenu par perturbation, est ensuite étudiée
pour résoudre chacun de ces problèmes.

Une application à Vétude d'un problème de gestion de portefeuille est donnée en conclusion.

Abstract. — Th is paper studies the paramétrisation of a nonconvex and nondifferentiable problem.
One takes the case of the paramétrisation amounting to carry out cuts in the set of constraints so that
the restrictions of the objective function to these cuts are convex.

The original problem is thus reduced to a family of convex problems depending on a parameter.
A method, invohing an augmented Lagrangian obtained by perturbation is then studied to solve each
of these problems.

An application to the study of a porfolio sélection problem is given as a conclusion.

1. INTRODUCTION

Le problème d'optimisation considéré est le suivant

(P) Inf
xeK

K = {xe C/f(x) + g{x) = O }
avec les hypothèses (Hl) suivantes :

a) C est un ensemble fermé, non vide de IR", K est borné et connexe.

(*) Reçu en mai 1982.
l1) Laboratoire d'Analyse Numérique, U.E.R. M.I.P.C, Université de Dijon, 214, rue de

Mirande, 21004 Dijon Cedex,
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294 O. LEFEBVRE

b) f e t 0 sont des applications continues de IR" dans IR, s est continue de U
dans M.

c) q et r sont continues.

(P) est un problème ni convexe, ni différentiable. On peut remarquer que
les fonctions ƒ et g interviennent à la fois dans la fonction objective et dans les
contraintes. La paramétrisation étudiée dans le paragraphe suivant va per-
mettre de transformer (P),

Le plan de l'article sera le suivant :

2. PARAMÉTRISATION DU PROBLÈME (P).

2.1 Problème (g) équivalent à (P).
2.2 Transformation du problème (g).
2.3 Propriétés de la fonction h.

3. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME.

3.1 Discrétisation de (g).
3.2 Méthode de résolution des problèmes intermédiaires.

4. APPLICATION A UN PROBLÈME DE GESTION DE PORTE-
FEUILLE.

4.1 Formulation du problème.
4.2 Résolution numérique.

2. PARAMÉTRISATION DU PROBLÈME (P)

2.1. Problème (Q) équivalent à (P)

Posons pour a e U :

Q(a) = { x e C/f(x) - a }

F(a) = K n Q(a) = { x e C/f(x) = - g{x) = a }

cp(x, a) = q{x, a) + r(x, - a ) .

LEMME 2.1 :l)F(a) # 0 o a e [ a l 3 a2]oùa1 = Min f(x)et&2 = Max/(x)
xeK xeK

2) K = u r(a).
a e [ai,«2]

Démonstration : 1) D'après les hypothèses, K est compact, donc il existe
x1 et x2 dans K tels que :

fÇcx) = Min f(x) et /(x2) = Max / (x) .
xeK xeK

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PARAMÉTRÏSATION D'UN PROBLÈME NON CONVEXE 295

• Soit a e [/(Xj), /(x2)] alors il existe x G X tel que /(x) = oc car X est
connexe et ƒ est continue, donc F(oc) est non vide.

• Soit a tel que X n Q(oc) ̂  0 alors il existe x G X tel que /(x) = a donc
ae[a l 9 a2],

2) D'après ce qui précède X = X n [ U Q(a) ) d'où X = U T(a).
\ae[oti,a2] / oee[ai,a2]

Considérons le problème suivant dépendant du paramètre ot :

(QJ Inf cp(x, a) = fc(a)

et (g) le problème :

Inf {fc(a) + s(- a ) } .
ae[ai,a2]

PROPOSITION 2.1 :1) Soit x une solution de (P) alors /(x) est solution de (Q).

2) Soit â une solution de (g) alors toute solution de (Q- ) est solution de (P),
Les problèmes (P) et (g) seront dits équivalents.

Démonstration : 1) Soit x une solution de (P), x existe (X compact, fonc-
tion objective continue).

Posons â = ƒ (x), donc x G F(5t), g(x) = — â et

cp(x, 5) + s ( - 5) ̂  F(x) + s(g(x)) Vx G X

d'où, en particulier :

cp(x, ôc) + s ( - 5) ^ cp(x, â) -h s ( - 5) Vx e F(â)

donc x est solution de (g5) : /z(a) = q>(x, â).
De plus, pour tout a de [als a2] on a

fc(ô) + s ( - ô) < Inf cp(x, a) + s ( - a) = fc(a) + s ( - a) (car F(a) c X) ,

donc ôt est solution de (Q).

2) Soit â une solution de (g) alors â G [ocl5 a2] et il existe xïïeC tel que :

5 = f(xs) = - g{xs) et fe(5) = F(x^)

car pour tout ot, le problème ( g j a au moins une solution xa (F(a) compact
et q> continue).

vol. 17, n° 3, 1983



2 9 6 O. LEFEBVRE

D'OÙ

)) < h(<x) + 5 ( - a) Va G [al9 a2]

^ q>(x, a) + s ( - a) = F(x)

Vx G F(a) Va G [al9 a2]

donc x5 est solution de (P) [ K = U F(a)
a e [at 1,012]

2.2. Transformation du problème (Q)

Considérons les hypothèses supplémentaires suivantes, dans le but de
montrer que, pour certaines valeurs du paramètre a, le problème (QJ est
équivalent à un problème convexe.

Hypothèses (H2) :

a) ƒ est linéaire, g est convexe et 0(0) < 0

b) C est un cône convexe de sommet 0

c) les ensembles Q(l) et K = { x e C/f{x) + g{x) ^ 0 } sont bornés

d) l'application x -• cp(x, a) est strictement convexe, l'application
(x, a) -• q>(x, a) est homogène de degré 0, l'application s est croissante.

Remarques : î) K est un convexe, compact, non vide.
2) Q(l) est un convexe compact.

LEMME 2 .2 : Soit xe C alors il existe |i > 0 unique tel que \ix e K.

Démonstration : Soit X' = { x e R7TM + flf(x) < 0 }, K' est un convexe

fermé tel que 0 e Kf et K = C n Fr{K').

1) Soit x G C tel que x$ K', alors il existe y e Fr(Kf) n [0, x] unique donc
il existe jie]O, 1] unique tel que y = \ixeFr{K') (\i # 0 car 0 £ Fr(K')),
[0, JIX] c K' et ]UJC, x] c «"NX' de plus |ix G C donc \xxe K et Xx$ K si
X * ji [3].

2) Soit x G C tel que x G K\ alors il existe A, > 0 tel que Xx $ K' (car
K' n C = X est borné), on se ramène au cas précédent.

LEMME 2 . 3 :1 ) Soit z* la solution du problème convexe Inf cp(x, 1) alors
jcen<l)

az* est la solution de Inf (p(x, a).
xe«(a)

2) Soit a* te/ <?ue a* z* G X, a/ors a* z* est solution de Inf F(x).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Démonstration : 1) D'après les hypothèses (H2), z* existe et

(p(ocz*, a) = <p(z*. 1) < q>fe 1) Vz e 0(1)

ou q>(otz*, a) < <p( - , 1 ) = cp(x, a) Vx G Q(a) ( ƒ linéaire)

donc az* est la solution de Inf cp(x, a) (ocz* G O(a)).

2) a* existe d'après le lemme 2.2 et a* z* G K n Q(a*) donc

/ (a*z*)= -^(a*z*) = (x*

et

d'où
F(a* z*) < q(x, /(x)) + K*> ~ / W ) Vx e K

^ F(x) Vx G K

donc a* z* est solution du problème Inf F(x).
xeK

PROPOSITION 2.2 : 1) Soft x une solution de (P) telle que f(x) = a alors
S G [a*, a2] (a* défini dans le lemme 2.3).

2) Pour tout CL de [a*, a2], (6a) est équivalent au problème convexe (ga)
défini par Inf <p(x» a) = fi(a) OM f (a) = { x G C/ / (X) + g(x) ^ 0 et / (x ) = a}

x e f(a)

3) Va G [a*, a2], (ga) a une solution unique.

Démonstration : 1) Soit x une solution de (P) telle que / (x) = â alors

F(x) + S ( - SE) < F(x) + 5(^(x)) Vx G K

en particulier

F(x) + s ( - â) < F(a* z*) + s ( - a*) car a* z* G JC

< F(x) + s( - a* ) Vx G K d'après le lemme 2 . 3 ,

d'où s(— â) ^ s(— a*) et a* ^ â car s est croissante.
D'autre part fÇx) G [al9 a2] d'après le lemme 2.1 donc â G [a*, a2].

vol. 17, n° 3, 1983



298 O. LEFEBVRE

2) Soit a e [a*, a2].

a) Soit y la solution de (ga) qui est un problème strictement convexe
donc a une solution unique, alors

3? € F(a) et cp(y, a) ^ <p(y, a) Vy e f (a) .

Supposons que y £ F(a) alors (ƒ + g) (y) < 0.
Soit z* l'élément défini dans le lemme 2.3 alors

(ƒ + <?)(az*)^0 (oc^oe*)

donc il existe X G [0, 1[ tel que si z = Xy + (1 - X) az* on ait ( ƒ + g) (z) = 0
et ƒ (z) = a donc z e T(a) ;

• si X ^ 0 alors

, a) < X<p(j/, a) + (1 - X) <p(az*5 a)

d'où une contradiction donc y e F(a) ;

• si X = 0 alors

<p(3?, a) ^ <p(a* z*, a*) < cp(y5 a)

d'où a* z* est solution de (Qa*) donc
y = a*z*GF(a*).

Finalement y est solution de (QJ.

b) Soit y une solution de (QJ alors y e F(a) c f (a) et

cp(y, a) < <p(y, a) Vy e F (a ) .

Supposons qu'il existe y0 tel que y0 G F(a), y0 £ F(a) et

cp(y0, a) < cp(y, a)

alors (ƒ + g) (y0) < 0 et (ƒ + ^) (az*) ^ 0 donc il existe X e [0, 1[ tel que
si z = Xy0 + (1 - X) az* on ait ( ƒ + #) (z) = 0 et f(z) = a donc z G F(a) ;

• si X ^ 0

cp(y, a) < Àcp(y0, a) + (1 - A,) cp(az*5 a) ^ q>(y, a)

d'où une contradiction ;

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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• si X = 0

a = a* , q>(j;, a*) = 9(a* z*5 a*)

donc y = a* z*.

Dans les deux cas "y est solution de (QJ. Ainsi toutes les solutions de (QŒ)
sont confondues et (QJ a une solution unique pour tout oc de [a*, a2].

Considérons le problème (Q) suivant : -

Inf {S(a) + a ( - a ) } .
ot e [a*,a2]

PROPOSITION 2.3 : Les problèmes {Q) et (Q) sont équivalents; donc les pro-
blèmes (P) et (Q) sont équivalents au sens de la proposition 2 .1 .

Démonstration : Soit ôt une solution de (Q) alors d'après les propositions 2.1
et 2.2 5e[a*, ot2] donc

Inf { ft(P) + s ( - p)} = Inf { fc(P) + 5(~ p) }
Pe[ai,a2] p e [a*,a2]

= Inf { S(P) + s ( - P) } (proposition 2.2)'.
P e [a*,a2]

Les problèmes (Q) et (Q) sont donc équivalents.
Le problème (P) initial est ainsi ramené à une famille de problèmes convexes

(6a) dépendant du paramètre a.
Considérons le problème (P') suivant :

Inf { q(x, ƒ(*)) + r(x, - ƒ(*)) + s(- f(x)) }
XBK

/(x)6[a* a2].

PROPOSITION 2.4 : Les problèmes (P) et (P') sont équivalents.

Démonstration : Montrons pour cela que (P') est équivalent à (Q) (au sens
de la proposition 2.1).

1) Soit x une solution de (P') alors

xeC,
et

5) + r(x, - S) + s ( - 5) < ^(x, f(x)) + r<x,

V x e l , ƒ (x) G [a*, ot2]

vol. 17, n° 3, 1983



3 0 0 O. LEFEBVRE

en particulier, pour tout x de r(öt) on a :

cp(x, öc) + s ( - â) ^ cp(x, öt) + s ( - a)

donc 3c" est solution de (Qïï).

h{â) + s ( - ö) ^ q(x, a) + r(x, - a) + s(- a) Vx 6 f (a), a e [a*, a2]

< Inf q>(x, a) + s ( - a) Va e [a*, a2]
x e f(a)
= h(a) + s ( - a) Va e [a*, a2]

donc a est solution de (g).

2) Soit 5c une solution de ((?), â e [a*, a2] soit x5 la solution de (Q )̂ alors

a) + r(x, - a) + s(- a)

Vx e f (a) Va G [a*, a2].

Mais { x G K/f(x) e [a*, a2] } = U [K n Q(a)] = U f (a). Donc
^ est solution de (P'). ae[a*'a2] ae[a*'a2]

Cette proposition a ainsi permis de montrer que (P) est équivalent à un
problème dont l'ensemble des contraintes est convexe et où la restriction de
la fonction objective à chaque hyperplan d'équation /(x) = a est convexe.

2.3. Propriétés de la fonction h

LEMME 2.4 : La fonction h est croissante sur [a*, a2].

Démonstration : Soient a et P dans [a*, a2] tels que a < P alors

fc(P) = Inf cp(x, P) = Inf cp( |x, a

— Inf cp(y, a ) .

Mais 0 < a < P donc ^ G ]0,1[ et

(ƒ + g) (^X)<1 /M + (i -

)W (ôf(0)<0)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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d'où ~ F(P) c f(a) et

ï Inf q>(x, a) = h(a).
x 6 f (a)

La fonction h est donc croissante.
Soit :

f (a) - { x G C/f(x) + g(x) ^ 0 et f(x) = a }

f est une multi-application de [a*, a2] dans ^(R n) .

LEMME 2.5 : La multi-application F est semi-continue inférieurement et
supérieurement sur [a*, a2].

Démonstration : 1) Montrons que F est semi-continue inférieurement en
pG[a*,a 2] .

Nous utiliserons la propriété donnée par Huard dans [5]. La démonstra-
tion jest alors plus simple _que celle que nous avons donnée dans [6].

Soit { Pn } une suite telle que

pnG[a*,a2] Vn

et

Pn -> P quand n -> + oo

soit x0 G f (p).
Définissons une suite { xn } de la manière suivante :

P
# si B < B x — —— x

n ^ « p 0
• si Pw > P xn = Xn b + (1 — ?cn) x0 où Xn = jj et b G X tel que

oc2 = Max / (x) = /(b) (b existe d'après la démonstration du lemme 2.1).
xeK

Alors { xn } converge vers x0 quand n tend vers l'infini ; montrons que
x„Gf(p„) Vn.

a) Soit n tel que Pn ^ P alors xne K car par hypothèse 0 G K, x0 G X et
K est convexe, de plus

_ R

3 - B
b) Soit n tel que Pn > P alors p ^ a2 et Xn = — £ e ]05 1] donc xn G K

a 2 — p

/(x.) = KU(b) - ƒ(*<>)] + /(x0) = Pn donc xn € f(p.) .

vol. 17, n» 3, 1983



302 O. LEFEBVRE

La multiplication T est donc semi-continue inférieurement en P e [a*s oe2],
tl, 4, 5, 7].

2) F est semi-continue supérieurement en p € [a*, a2] en effet; [1, 4, 5, 7] :

à) F est uniformément bornée près de P car U f (a) <= K borné (hypo-
a e [a*, ai]

thèse H2).
b)T est fermée en p car f (P) = Q(P) n K où Q est une multi-application

fermée en p et K est un ensemble fermé.

LEMME 2.6 : La fonction h est continue sur [a*, a2].

Démonstration : fc est continue en P G [a*, a2] car [4] :

• F est semi-continue inférieurement et supérieurement en p.
• f(P) est compact dans R".
• 9 est continue sur F(P) x { p }.

Remarque : L'application a -* xa est continue sur [a*, a2].

3. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME

3.1. Discrétisation de (Q)

Le problème (Q) est de la forme :

Inf [/i(a) + s( —
a e [at*, ctzl

s(- a)] = Inf f" Inf 9(x5 a) + s ( - a)"|.
ae[a*,a2] x 6 f (a) I

En général, la fonction h n'est pas convexe, nous utilisons pour résoudre (Q)
une méthode de discrétisation.

Pour p fixé, posons

% = ^ ^ e t Pi = «* + j9p 0 < j < />.

Nous déterminons alors, par une méthode exposée dans le paragraphe sui-
vant, les valeurs de h en un nombre fini de points. Soit Pp défini par :

MPp) + s ( - Pp) = Min [h($j) + s ( - pj)] .
o ^ j ^ p

PROPOSITION 3.1 : La fonction s est supposée lipschitzienne de constante a.
Soit â une solution de {Q\ alors

h(â) + s ( - S) < h(fip) + s ( - pp) < /i(5) + 5(- ô) + a0p.

valeur d'adhérence de la suite { Pp } est solution de (g).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Démonstration : Soit a e [a*, a2[, alors il existe j tel que a e [Pj-, $j+1[ donc

a = |iPj+ (1 - n ) P J + 1 où ne]0, 1] et 0 ^ j </>.

Par définition de Pp et sachant que h est croissante sur [a*, ot2], on obtient
pour tout a de [Pj5 PJ+1[ :

- p J ) - s ( - a ) ] Vj.

De plus s est croissante et lipschitzienne, par hypothèse donc

s ( - p,) - s{- a) ^ a(l - |i) 0p < a6p.

Soit â une solution de (g), alors

*(5) + 5(- â) ^ fc(Pp) + s ( - pp) ^ h(â) + s ( - â) + a0p

(si â = a2 les inégalités sont évidentes.)
D'autre part, quand p -> + oo, $p-+ 0 donc

lim [fc(pp) + s ( - pp)] = fc(5) + s ( - â ) .

La suite { Pp } étant bornée, elle admet une valeur d'adhérence p dans
[a*, a2]. D'après le lemme 2.6, h est continue, s est continue par hypothèse
donc

(~ â)

et p est solution de (Q); on en déduit, d'après la proposition 2.1 que x̂  est
solution de (P).

3.2. Méthode de résolution des problèmes intermédiaires

Le problème (Qa) est de la forme :

Inf <p(x, a)
xeC

gi{x)^0 où g1(x)=f(x) + g(x)

g2(x, a) = 0 02(x, a) = /(x) - a .

On fait les hypothèses supplémentaires suivantes :

(H3) a) Va G ]a*, a2[, 3z G C tel que gxÇz) < 0 et gf2(2, a) - 0.

b) g est lipschitzienne de constante M et lim g(x) = + oo.
I l * I I - * + oo

vol. :7 ,no3 , 1983



304 O. LEFEBVRE

c) x -> <p(x, a) est fortement convexe, Gâteaux dérivable de gradient noté

Soient S = { A - (\i, v) e U2/\i ^ 0 }

G : 1R" x M -> M2

(x, a) (ôfi(x), g2(x9 a)) = G(x, a) .

Le Lagrangien classique est défini par :

L(oc ; x, A) = cp(x, a) + ^ ( x ) + v#2(x, a)

= (p(x, a) + (A, G(x, a)).

La méthode d'Uzawa utilisée pour résoudre (Qa) dans un cas particulier
(problème de gestion de portefeuille) n'ayant pas donné de résultats satisfai-
sants, nous avons introduit une modification du Lagrangien qui nous a permis
d'améliorer notablement les résultats numériques.

Cette modification a été obtenue en perturbant convenablement le pro-
blème (ga) :

Inf cp(x, a)
xeC

gx(x) < -p où (p,q)eU2.

g2(x9 a) = - q

Le Lagrangien JSf(a;x, A, x) de (g j , relativement aux perturbations
considérées, est défini à partir de la fonction <D de perturbation donnée par [2] :

<b{x\p, q) = <p(x, a) + x{x9p) + %{x, q) + x{p - q)2

où T est un paramètre positif donné :

\j si G•* i x i ^^ — p \ \j s i doyXy oci ^— — q

+ oo sinon ' l + oo sinon

alors ^f (a ; x, A, x) = — (3>J* (\i, v) où (OJ* est la polaire de l'application
(p9q) -• <S>{x;p,q) :

; x, A, x) = — sup { p\i + qv — O(x \p9 q) }

= <p(x, a) + jiflf̂ x) + vflf2(x, a)

+ Inf {PVL + x(p + flfi(x) - ^2(x, a))2 } .
p ^ 0

R.Â.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On pose g3(x, a) = gx{x) - g2{x, a) :

JS?(a; x, A, t) = <p(x, a) + \igx{x) + vg2(x, a) + J - i -g3(x, a)

Öf3(x,a)+ - ^ -flf3(x, a) l

= L(a;x> A) + \|/(a ; x, A, x).

Ce Lagrangien apparaît donc comme un Lagrangien «augmenté», que
l'on utilise pour résoudre par dualité ( g j .

Il est distinct du Lagrangien augmenté de Rockafellar [10].

Description de Valgorithme de résolution de (ga).

® Soit A0 = (n°, v°) 6 S donné, ainsi que x0 > 0.

(D Ap et xp étant déterminés, yp est défini comme étant solution du pro-
blème :

± i i i tsZj lut , vV, i v j i i .
xeC

(3) Ap+1 est alors défini par :

1+ et vp+1 = vp
 H

où w et p sont des constantes positives fixées.

PROPOSITION 3.2 : 1) II existe 5 > 0 tel que

|| G(x, a) - G(y, a) || < 5 || x - y || Vx, Vy .

2) Pour tout p, yp existe.

3) La suite { yp } converge vers la solution xa du problème (QJ /?owr p

fiant 0 < p < ^ .

Démonstration : 1)

|| G(x, a) - G(y, a) ||2 = | g^x) - g^y) \2 + | g2(x, a) - g2(y, a) |2 ^

^ (I f(x-y)\ + \g{x)-g(y)\)2 + \ f(*-y)\2 ^ [(II ƒ | | 2 + M ) 2 + M 2 ] || X - :

donc S2 = ( | | / | | 2 + M)2 + M 2 ,
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2) So i t

l(x) = <?(OL;X9 A, X) OÙ A e S et x > 0

= L ( a ; x , A) + v|/(a ; x , A, x)

o ù

A x r u 1+ / f - u TV\|/(a;x, A, x) = n - g3(x, a) +TU3(x,a) + h r - ^ - ^ f e a ) ^ 0|_ 2x J ^ |_2x J ;

• / est continue sur C,
• lim l(x) = + oo car q>(x, a) est fortement convexe par rapport à x,

ƒ est linéaire et lim g(x) = + oo (fi ^ 0 et t > 0).
II X || - + 0O

Le problème Inf Z(x) admet donc une solution pour tout A G S et x > 0.
xeC

De plus on peut remarquer que / est convexe car l'application

0> : Un x U2 -• U est convexe [2].

3) yp solution du problème Inf £?{<x; x, Ap, xp) vérifie
xeC

cp(x, a) - cp(y", a) + ^ [ ^ ( x ) - ^(y1*)] + v^[^2(x, a) - 0 2 ( ^ , a)]

+ v| /(a;x,A^x^)-^(a;^,A^xp)^O VxeC. (1)

Soit (xa, Aa) un point selle de L(oc ; x, A) sur C x 5, ce point existe [9] et
xa est solution de (Qa) donc

^(x a) = 0 et ^2(xasa) = 0 donc ^3(xa)a) = 0 et x|r(a;xa, À', T*) = 0

car ^ ^ 0 et xp > 0 d'où \|/(a ; x, Ap, xp)-\|/(a ; xa, A
p, xp) ^ 0

Vx e C. (2)

De plus g1 et g2 étant convexes par rapport à x, cp étant convexe et Gâteaux
dérivable par rapport à x, (xa, AJ vérifie

(Vxq>(xa, a), x - xa) + J I * | > I M - ^^x j ] + va|>2(x, ex) - g2(x^ a)] ^ 0

VXEC. (3)

On ajoute membre à membre les inégalités (2) et (3), on remplace x par yp

dans l'inégalité obtenue, x par xa dans (1) et on ajoute membre à membre :

x*, a) -

+ (v. - vp) [g2(y
p, a) - ^2(xa> a)] » 0 . (4)
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D'après l'hypothèse (H3) c), il existe y > 0 telle que

cp(/>, a) - cp(*a> a) - (V^x. , a), yp - xa) > 1 \\ y* - xa\\
2 .

En ajoutant cette inégalité à l'inégalité (4), on obtient :

(A. - A", G{y', a) - G(xa, oc)) > 11| j , " - xa ||2 .

D'autre part L(a ; xa, A) < L(a ; xa, AJ VA e S
donc Aa = Ps{\ + pG(xa, a)) Vp > 0 (Ps : opérateur de projection sur S)
et par définition : Ap+1 = PS(A

P + ç>G(y", a)) d'où

+ 2p(A*-AŒ,G(y,a)-G(xa,oc))

^ I A? - A„ t2 + p2s2 JU P - x.Il2 -mlyp - xA2 •

On choisit p tel que p(y — p82) soit positif (0 < p < -~ | alors
\ /

A .. . ... Il A0 - A. Il2

YP
f f o " ' " " P(y-p52)

donc la série converge, et la suite { yp } converge vers la solution xa du pro-
blème (QJ quand p -> + oo.

4. APPLICATION A UN PROBLÈME DE GESTION DE PORTEFEUILLE

4.1. Formulation du problème

On considère un problème de révision de portefeuille sur deux périodes :
un investisseur ayant déterminé dans une première période un portefeuille
optimal (c'est-à-dire les sommes à investir dans n titres de manière à maximiser
sa fonction d'utilité) cherche à le réviser dans une 2e période car les cours des
différents titres ont changé.

Les frais nécessaires pour ajuster le portefeuille existant sont supposés
proportionnels aux montants des transactions, ils sont donc de la forme :

où 0 < c < 1 et bt représente la valeur dans la 2e période de la somme investie
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dans le titre i au cours de la l r e période. xt représente la somme à investir dans
le titre i dans la 2e période.

La somme totale qu'il est possible d'investir dans la 2e période est donc :

Le problème est alors de maximiser l'utilité tout en minimisant les frais de
transactions, c'est-à-dire maximiser

sous les contraintes
r

xt ^ 0 i = l,..., n

Ce problème n'est ni convexe, ni différentiable. Reprenant les notations
des paragraphes précédents, on obtient :

F(x) = X-—î—}- - ^— - où a est une matrice symétrique définie posi-

( ) Xç « ) rXi tive'
ƒ ( * ) = I x, g{x) = cZi\xi-

i i

C = { x e RVXj > 0 Vi}

. . (CTX, X) (e5 x) t

q(x, a) = A -—5 fonction quadratique par rapport a x .
a a

Les hypothèses (Hl), (H2), (H3) sont vérifiées.

4.2. Résolution numérique

Pour déterminer yp défini dans l'algorithme de résolution de (Qa), on utilise
une méthode de relaxation. A chaque étape, on doit minimiser une fonction
d'une variable et on peut calculer explicitement la solution.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PARAMÉTRISATION D'UN PROBLÈME NON CONVEXE 3 0 9

Pour déterminer z* défini dans le lemme 2.3 on utilise la méthode du gra-
dient avec projection. La projection sur Q(l) est effectuée à l'aide de l'algo-
rithme très performant de C. Michelot [8].

Pour des résultats complémentaires sur l'étude du problème et les essais
numériques nous renvoyons à notre thèse de 3e cycle [6].
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