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APPROXIMATION NUMÉRIQUE DE CERTAINES ÉQUATIONS
PARABOLIQUES NON LINÉAIRES (*)

par C. BERNARDI (*) et G. RAUGEL (2)

Communiqué par M. CROUZEIX

Résumé. — Nous prouvons, pour une catégorie générale de problèmes paraboliques linéaires,
la convergence d'une famille de solutions approchées vers la solution exacte sans aucune régularité
des données. Ce résultat nous permet d'établir un théorème abstrait d'approximation de problèmes
paraboliques non linéaires, dont nous donnons quelques exemples d'application. Dans tous les cas,
des estimations d'erreur optimales sont obtenues.

Abstract — For afairly gênerai linear parabolic problem, we prove the convergence of afamily
of approximate solutions to the exact solution without any regularity of the data. This resuit allows
us to state an abstract theorem about the approximation of nonlinear parabolic problems ; we give
some examples of application. In every case, optimal error estimâtes are derived.

I. INTRODUCTION

Soit V et H deux espaces de Hubert tels que V soit inclus dans H avec
injection continue et dense. Dans toute la suite, on identifiera l'espace H avec
son dual H' et on notera (., .) le produit scalaire sur H aussi bien que le pro-
duit de dualité entre V et V'.
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238 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Notre but est de résoudre numériquement des équations d'évolution non
linéaires de la forme

^ 4 - Au + g&u) = 0, (1.1)

où

1° A est un opérateur linéaire continu symétrique de V dans V\ que nous
supposerons de plus coercif, i.e.

\ f v e V , ( A v ^ v ) ^ a \ \ v \ \ ^ a > 0 . (1.2)

On notera a la forme bilinéaire symétrique sur V x V définie par

VueV, Vr e V , a(u, v) = (Au, v) . (1.3)

2° # est une application continue de R x V dans K', astreinte à certaines
conditions de régularité que nous préciserons par la suite.

Soit T un nombre réel > 0 donné. Nous voulons résoudre l'équation (1.1)
munie de Tune des conditions suivantes :

1 ° condition de périodicité
u(0) = u(T) (1.4)

2° condition initiale nulle

M ( 0 ) = 0 ; (1.5)

3° condition initiale quelconque

u(0) =u0 (1.6)

(resp.(I.7)tt(0)=«o(*))< fl.7)

où uQ est un élément de H (resp. u0 est une fonction continue de M dans H,
dont la régularité est à préciser).

Dans le paragraphe II, nous ferons sur l'approximation numérique du
problème parabolique linéaire

^+Au^f, (1.8)

muni d'une des conditions (1.4), (1.5) ou (1.6), une hypothèse dont nous véri-
fierons sur de nombreux exemples qu'elle est satisfaite. Dans le paragraphe III,
utilisant le théorème des fonctions implicites discret de [5], [6] ainsi que les
résultats du paragraphe II, nous définirons et étudierons, sous certaines hypo-
thèses concernant les fonctions g et M0, une approximation numérique de
l'équation (1.1) munie d'une des conditions (1.4), (1.5) ou (1.7) ; nous don-
nerons des exemples de fonctions g satisfaisant ces hypothèses.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS PARABOLIQUES NON LINÉAIRES 239

H. LE PROBLÈME PARABOLIQUE LINÉAIRE

II. 1. Rappels de résultats sur le problème continu et hypothèse d'approxima-
tion

On définit l'espace //# /2(0, T\H) comme l'adhérence dans / / 1 / 2 (0 , T; H)
de l'ensemble des restrictions à (0, T) des fonctions de ̂ ^ ( R ; H) périodiques
de période T; on désigne par i/#1 / 2(0, T ; H) son dual. De même, on définit
l'espace H^/2(0, T ; H) (resp. //^ /2(0, T ; ƒƒ)) comme l'adhérence dans
ƒƒ 1/2(0, T ; if) de l'ensemble des restrictions à (0, T) des fonctions de 2{U ; H)
nulles sur ( - oo, 0) (resp. (T, + oo)); on désigne par //0~1/2(0, T ; H) (resp.
H f 1/2(0, T;H)) son dual.

On notera désormais

1° 9C# l'espace L2(0, T\V)n HXJ\% T\H)\

2° 9CQ (resp. 9ET) l'espace

L2(0, T;V)n //0
1/2(0, T ; / / ) (resp. L2(0, T;V)n i/r

1/2(0, T\H))\

3° ^ l'espace L2(0, T ; K) n Hl(0, T; Vr).

Les résultats suivants sont dans [14, chap. 3].

PROPOSITION II. 1 : L'opérateur sé# : u -> ƒ, c?w w es/ /a solution de (1.8),
(1.4) est un isomorphisme de &# sur (S/# = %#. U opérateur stf0 : u - • ƒ, où u
est la solution de (1.8), (1.5) est un isomorphisme de &0 sur %/0 = 9£'T. Vopéra-
teur sél : « - > ( ƒ w0), où u est la solution de (1.8), (1.6) est un isomorphisme de
9£l sur <3fj - L2(0, T; Ve) x ƒ/.

Notation : Par la suite, on notera J / : SE -• ^ l'un des trois opérateurs
J / # : ̂ # -• ^ #

J , stf0 : iïo^> ®/0 ou st1\X1^ 9l9 et on désignera par
TS : ̂  -^ SE l'opérateur inverse de se.

On utilisera également le résultat de régularité suivant (cf. [15]).

PROPOSITION II.2 : Les opérateurs TS# et T50 ,SÖ«/ linéaires continus de
L2(0, T ; / / ) rfa«5 Hl(0,T; H). L'opérateur 15/ ejf linéaire continu de
L2(0, T ; / / ) x F

Dans toute la suite, on considère un paramètre d'approximation ƒ* dans (Rd,
rf = 1 ou 2, destiné à tendre vers 0. On suppose qu'il existe un sous-espace
fermé 9E^ de 9E et un opérateur *G% : <3f -* SEj; approchant V au sens suivant

(HA) V F e ^ , lim || OS - T5JE) F |U = 0 .
h->0

vol 18, n° 3, 1984



2 4 0 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Nous allons vérifier sur de nombreux exemples que l'hypothèse d'approxi-
mation (HA), suffisante pour aborder les problèmes non linéaires, est facile
à satisfaire.

Dans la plupart des cas, en supposant un peu plus de régularité sur la solu-
tion u = TSF du problème continu, nous obtiendrons des majorations d'er-
reur pour || (T> — *%) F \ec. Une méthode classique de dualité, utilisant la pro-
position II . 2, donnera une meilleure estimation pour || (T? — T^) JF \\L2{0>T;H).

II.2. Semi-discrétisation en espace

Pour discrétiser en espace l'équation (1.8), nous allons utiliser une méthode
de Galerkin.

Dans ce paragraphe, on choisit le paramètre h = h réel. On considère
un sous-espace de dimension finie Vh de V et on pose : Xh =3C n L2(0, T ; Vh).
L'opérateur ¥>h est défini de la façon suivante :

1° Soit ƒ un élément de ^ # (resp. <Sf0). La fonction uh = *S#h ƒ (resp. *$Oh ƒ)
est l'unique solution dans 3C#h (resp. 2£oh) de

a(Mh ' ^ - C / ; » » ) p.p.dans(0,T). (II. 1)

2° Soit F = (ƒ M0) un élément de ^ . La fonction uh = TS/ft F est l'unique
solution dans 3Cïh de

(dUu \
ue Vu, I -r£ .Vu 1+ût(w,, t?J = ( f. Vu) p.p. dans (0. T) 1

V<*r 'V l (II. 2)

JQfc «0 i

où Qh désigne l'opérateur de projection sur Vh dans ƒ/, défini par

Démontrons maintenant l'hypothèse (HA), On a les :

PROPOSITION II. 3 : Pour chacun des opérateurs T5 = T3# et TS = TS0, *7
^Xî5fe wwe constante C indépendante de h telle que, pour tout élément ƒ de <&,

II-G, ƒ HACHIS/H*. (II. 4)

Si u = T>/, on a

II OS - -6*) ƒ |U < C J n f ̂  II u - vh H,. (II. 5)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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La première démonstration de ce résultat pour TS = TS0 est due à [10].
Le cas TS = 75# a été étudié dans [2].

PROPOSITION IL 4 : On suppose qu'il existe une constante C indépendante de
h telle que

\ \\QHV\\V^C\\V\\V. (IL 6)

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout élément F

11 T° F II ^ {"* II T° F 11 /TI *7\

|| Gĵ  r Wg ^ C || 6/ t ll̂ - . 1̂ 11. /J

S/ u = X$i F, on a

|| (7S, - TSlfc) F H^ < C J n f ^ || M — wfc II*, . ( H . 8 )
Démonstration :

1° On commence par prouver que l'opérateur âëh = TS/fc sfj : w -> wft est
borné de "̂7 dans %s indépendamment de h. D'après (IL 2),

On en déduit en intégrant sur (0, T)

C o m m e || Qh u0 \\H < || u0 \\H, \\ uh \\L2lOtT;V) ^ C \ \ u | | r j . D ' a u t r e p a r t ,

= S u p ^ -

D'après (II. 6), on obtient

dt V'

\\v

< C ( | | / | | F . + \ \ U h \ \ y ) ,

d'où :

dt C(U ƒ

En regroupant les deux résultats, on a : || uh ||r, < C || u \\Tl.

vol. 18, n" 3, 1984



242 C. BERNARDL G. RAUGEL

2° Pour tout élément vh de SEm

u~uh=(I - mh) u - (1 -

En appliquant le résultat précédent,

II « - "fc I I * , < II / - # * ll II

Remarque IL 1 : Dans la proposition II. 3, on ne précise pas la dépendance
en T de la constante C de (IL 4). Par contre, on note que la constante C de
(IL 7) est indépendante de T. Réciproquement on peut prouver que, si la
majoration (II. 7) est vérifiée avec une constante C indépendante de T, alors
l'hypothèse (IL 6) est satisfaite.

COROLLAIRE IL î : Sous l'hypothèse

Vue F , lim Inf || v - vh\\v = 0 , (IL 9)
fc-»O vhsVh

la condition (HA) est satisfaite à condition de supposer en outre (II. 6) dans le
cas 15 = 15/.

Démonstration :

1° Le cas 15 = T># a été étudié dans [2],

2° Dans les cas 15 = 150 et 15 — T5/; soit F un élément de <3f. Soit e un nombre
réel strictement positif fixé. Comme ®(]0, T] ; V) et ®([0, T\\ V) sont denses
respectivement dans &0 et 9£u il existe une fonction uz de ^(]0, T] ; V) dans
le cas TS = TSo et de 0 ([0, T] ; F) dans le cas TS = TS7 telle que, si u = 15F,

II w — uz lia1 ^ C£ •

En utilisant (II. 5) et (II. 8), on a pour toute fonction vh de 3TA,

II " - "* Ha- «S II M - «e I ls + II "e - ^ Ha- •

Or, sous Fhypothèse (IL 9), on sait que, pour h assez petit, il existe une fonc-
tion vh de 0(]O, T] ; Vh% donc de #O h , dans le cas 15 = 150 et de 0([0, T] ; P J ,
donc de %Ih, dans le cas 15 = TSf telle que

Sup I ME(0 - i;h(/) || K < 8,

Sup

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On en déduit

II « e - Vh | |^ < C || Me - î?h HH i ( 0 ,T;V) ^ C £ •

En regroupant les majorations précédentes, on démontre le corollaire.

Nous allons maintenant préciser les résultats précédents et établir des
majorations d'erreur dans un cadre particulier. Soit Q un ouvert borné de RD,
D = 1, 2 ou 3, que pour simplifier on supposera polyédrique. On choisit
pour V l'espace i/™(Q) muni de la semi-norme | . |m n , où m est un entier ^ 1,
et pour H l'espace L2(Q) muni de la norme || . ||0 n . On pose : Q — Q x ]0, T[.

Pour chaque h, on considère une triangulation Sfh de l'ouvert Q par des
D-simplexes K, où h est la borne supérieure des diamètres de K. On définit

Vh = {vheW-i(Q)nH%(Q); VKeP* % e P K } , (II.10)

où PK est un sous-espace de dimension finie de Hm(K) contenant tous les
polynômes de degré inférieur ou égal à g + 2m— l , # ^ 0 .

On supposera toujours la famille de triangulations (^h)h régulière au sens
de [8], i.e.

1° en dimension D = 1, le rapport hK/hK. des diamètres de deux segments
adjacents K et K' de £fh est borné indépendamment de X, K' et h ;

2° en dimension D ̂  2, le quotient hK/pK du diamètre d'un D-simplexe K
de «Ŝ , par la borne supérieure des diamètres des sphères qui y sont contenues
est borné indépendamment de K et de h.

LEMME II. 1 : Si la famille (S^h)h est uniformément régulière, Le, si le rapport
h/hK, où hK est le diamètre d'un D-simplexe K de 5^, est borné indépendamment
de K et de h, Vhypothèse (II.6) est vérifiée.

Démonstration : Pour tout élément v de HQ(Q), pour tout vh dans Vh,

I Qh v L , n < I vh |,M>n + \ Q h v - v h \nhÇÎ.

La famille (^h)h étant uniformément régulière, on a l'inégalité inverse

V ^ e F h , \vh\nKQ^Ch->»\\vh\\OtQ. (11.11)

D'où :

I QH V L , n < I ̂  L . n + C^"'" { II » " »fc llo.n + II » ~ 6 * » llo,n } -

Comme || i; - Qh v | | o n = Inf || i; - t^ | | o n , on a

vol. 18, n° 3, 1984
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On choisit alors pour vh l'interpolé de v défini par régularisation locale dans [9]
pour le cas m = 1, D = 2 et généralisé dans [4] aux autres cas. On obtient

I Ö * i > L n < C\v\mSï.

On déduit de la théorie classique des éléments finis (cf. [8]) le :

COROLLAIRE 11.2 : La condition (HA) est satisfaite, à condition de supposer
en outre (II.6) dans le cas 75 = 75/.

Pour obtenir des majorations d'erreur, nous aurons besoin d'hypothèses de
régularité. On notera pour tout / > 0 :

1° #*#(/) l'intersection de %# avec l'espace

L2(0, T;Hl + 2m(Q)) n 7/1/2(0, T; Hl

2° X0(t) l'intersection de %0 avec l'espace

L2(0, T ; Hl + 2m(Q)) n # 1 / 2 (0 , T ; /fl

3° # , ( 0 l'espace L2(0, T ; H /+2m(ft)) n H^O, T ;

THÉORÈME II. 1 : On suppose que u = TxF appartient à 2£(l) pour un entier /,
0 < / < q. A lors, o« a to majoration d'erreur

WCG-^FU^Ch'^WuW^, (11.12)

à condition de supposer en outre (II. 6) <&7is le cas TS = 15/.

Démonstration :

1° Le cas 75 = 7S# a été étudié dans [2].

2° Dans le cas 75 = 75O, on utilise (II.5) :

||0S - 'S*) / |U 0 < C Inf \\u-vk\\Xo.

Pour tout élément v de #*0, on note v le prolongement de v par symétrie
par rapport à T sur (T, 2 T) et par 0 sur ( - oo, 0) u (2 T, + oo), puis v la
transformée de îT par rapport à /, i.e.

V(T)

On a alors
JR

- -gft) ƒ |||o ̂  C Inf f { || « (T) - Ûfc
f h e a oh J K

+ | x | || Û(x) - vh(t) \\ln } di.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On choisit alors pour vh(x) l'interpolé classique de w(x) si / ^ 1 (cf. [8]) ou
l'interpolé de û(x) défini par régularisation locale si / = 0 (cf. [9], [4]) :

f
JR

D'où :

3° Dans le cas V = T5/9 on utilise (II.8) :

C E - ï ^ ) F 11, s: C Inf \\u-vh\\%I
ve3t

D'après l'hypothèse (II.6) :

II u - Qh u \\mja ^ C Inf || u - rh ||M(Û
VheVh

D'autre part, pour tout v dans Hl(Q),

. - e » » i - . „ „ - s„p

,n } <h .

du 2

— m,fi

Chl+m
| | / + 2 m > n .

On en déduit :
/'T0

(15 -

Remarque II. 2 : On suppose que la forme a est définie par

du dv v öwu
^ 7 jrr + L fl,W 3 7 +

(11.13)

où les_ fonctions al} = aJt, 1 < i^ j ^ D, et ap 0 ^ / '^ Z), appartiennent
à 0(O).

Alors, d'après la proposition II.2 et les résultats de régularité classiques
des problèmes elliptiques (cf. [14]), pour / = 0 et m = 1, si l'ouvert Q est
convexe, u = TSF appartient à L2(0, T;H2(Q)) n i/^O, T; L2(Q)), donc à

vol 18, n° 3, 1984



246 C. BERNARDI, G. RAUGEL

#•(0) dès que F = f appartient à L2(Q) dans les cas 75 = 7S# et 15 = 150

ou que F = (ƒ, u0) appartient à L2(Q) x HQ(Q) dans le cas 15 = 15/.
Dans le cas m = 1, une méthode de dualité permet d'obtenir une meilleure

majoration pour || (^ — TŜ ) F |L2 (Q).

PROPOSITION 11.5 : On se place dans le cas m = 1, /?owr w« ouvert Q. convexe,
la forme a étant définie par (IL 13). On a

|| (15 - 15,) F ||L2(Û) ^ Ch || (15 - 15,) F ||* . (II. 14)

On suppose que u = 15F appartient à #*(/) pour un entier /, 0 < / ^ q. Alors,
on a la majoration d'erreur

|| (15 - 15,) F ||L2(C) ^ Chl+2 || u \k(l), (IL 15)

à condition de supposer en outre (II. 6) dans le cas 15 = TS/.

Démonstration :

1° Le cas 15 — 15# a été étudié dans [2].

2° Dans les cas 15 = 150 ou 15 = 15,, on a en posant uh = 15ft F,

(u - uh, g) dt

| | ( ^ - ^ ) F | | L 2 ( Q ) = Sup j ° | | f l | . , _ •

Soit gf une fonction quelconque de L 2 ( 0 . Le problème consistant à trouver v
dans 3CT vérifiant

Vw e Hè(£l), ( - J ^ ) + «(u> w) = (fl, w) p.p dans (0, T)

admet une solution unique et, d'après la remarque II. 2,

li V Wl2(0,T;H2(n))nHH0,T;L2(n)) ^ C II 0 IIL2(Û) ' ( ^ • ^)

O n a a lo r s

(M - MA, flf) A = i - ( ̂  , M ~ MA j + a{l\ U- Uh) Idt.
Jo Jo l \ / J

Dans le cas TS = T50, on en déduit pour tout vh dans S£oh,

i (u - uh,g)dt ^ C \ { | x | (û — ûfc, o — û,) + a(û - ûh,v - vh) } rft
0 JU

<C\\u-uh ||ro II v - vh ||a-o.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Dans le cas 1S = T3/n on en déduit pour tous vh dans L2(0, T ; Vh) et vOh dans Vh,

+ ( M 0 - Qfc «o* Ü ( 0 ) - uOh)

C || w - Mfc IU, ( II r - vh | | L 2 ( o ( T î v , + II v(0) - t?Ofc ||Ojn } .

Dans les deux cas, on en déduit en utilisant (11.16)

(u - uh9 g) dt ^ Ch\\u - wft ||^ || g

d'où :

La majoration (II. 15) s'obtient à partir de (IL 14) et du théorème IL 1.

IL 3. Exemples de discrétisation totale

Exemple IL 1 : Approximation spectrale dans le cas T? = TS#.
On choisit le paramètre h égal à (/z, 1/N), où A est défini comme précédem-

ment et N est un entier ^ 1. On pose

R = X ^ üte e x p ( - y - J , vhn

Soit ƒ un élément de ^ # . Si l'approximation wh = 7?#^ ƒ de u = T5# ƒ définie
par (IL 1) s'écrit

Z /2 m/iA
wftn exp - — ,

où uhm n G Z, sont les coefficients de Fourier de uh, on définit ŵ  = TS# ̂  ƒ par

Z /2 /7cnA f

Wh„exp (—=— . (IL17)

Les résultats suivants ont été démontrés dans [2].

PROPOSITION IL 6 : Sous Vhypothèse (IL 9), la condition (HA) est satisfaite.

THÉORÈME IL 2 : On suppose que u = TS# ƒ appartient à

L2(0, T ; / /<+ 2 ' "(a)!n H^ + \o, T ; L2(Q))

vol. 18, nü 3, 1984



248 C. BERNARDI, G. RAUGEL

pour un entier L Alors, on a la majoration (Terreur

15*àf II,, ^ C {
x II u

PROPOSITION II . 7 : On se place dans le cas m = 1 pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On suppose que u = TB# f appartient à
##( / ) pour un entier /, 0 ^ / ^ q, et à JT(0, T ; L2(Q)) pour un entier r ^ 1.
Alors, on a la majoration a"erreur

|| (T5# - 7 W ƒ ||L2(Q) se C { hl + 2m || u | | ^ ( 0 + A T ' || u \\HriOtTi»m } .

(11.19)

Exemple II. 2 : Méthode à un pas dans le cas 13 = TS,.
On choisit le paramètre /* égal à (h, fc), où A est défini comme précédemment

et k vaut T/N pour un entier JV ^ 1. On choisit comme espace dC^ l'espace
des fonctions continues sur [0, T] et linéaires sur chaque intervalle
[nk, (n + 1) k], 0 ^ n ^ JV - 1, à valeurs dans Vh\ en d'autres termes, si cp"
est la fonction continue sur [0, T] et linéaire sur chaque intervalle \_pk, (p + 1) /c],
0 ^ p < JV - 1, et égale à 1 en nk et à 0 en pk, 0 ^ p ^ N, p ^ «, on a

On se donne un nombre réei 6, 1/2 < 6 ^ i, et pour tout ensemble (un)0^n^N,
on note

un + Q =(\ - Q)un + Qun+1 .

Soit JF = ( ƒ w0)
 u n élément de ^ . On définit ŵ  = 15^ i7 par

«K= £ «"9", (H.20)
«=o

le coefficient w° étant défini dans J^ par

VvA € F , , (tt°, üfc) + ka(u°, vh) - (tt0i vh) (II. 21)

et les coefficients w"+1, 0 < « ^ JV — 1, étant solutions dans Fft de

Vu, e Vh, I (W"+1 - M», i;fc) 4- a(un+e, vh) - (ƒ», ÜA), (II.22)
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OU
i &+1*

= k \ ( n • 2 3 )

(x" est la fonction en escalier égale à 1 sur («fe, (« + 1) fc) et nulle ailleurs).
Notons que, d'après la F-ellipticité de la forme a, le schéma (IL 21), (11.22)
définit les u\ 0 ^ n < AT, de façon unique.

PROPOSITION II. 8 : Sows l'hypothèse (II. 6), z7 existe une constante C indé-
pendante de h telle que, pour tout élément F de <&h

"Bitf llfrx< C | | S , F H , , . (11.24)

Démonstration :

1° En choisissant vh = M"+1 — if dans (II. 22), on a la majoration classique

(11.25)

En sommant sur n, on en déduit

Y ii "n+i
O

+ * Y
«=0 i V - 1

D'après (11.23), on a : k £ || ƒ" \\2
V. < C || ƒ ||£Î|O>T;K.,.

D'autre part, d'après l'initialisation (11.21),

I! u° \\2
H -f te(tt°, u°) = (Mo, «°) < j II «o IIH + 5 I

ce qui entraîne : /ca(w°, u°) ^ 1/2 || w0 ||£.
O n obtient finalement

Y II U»+1 - U» \\2
H + fc Y || U"+1 - U" \\2y < C(|| ƒ ||2i(Oir;K') +

n-0 n=0

(11.26)
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2° D'après (II.22), on a en posant uF = VlJiF:

VvheVh9 ^ . t

Y= (Y F XB, vs) + a(u-h -
\n = O \

D'après la proposition II.4, on en déduit

N-l

C{\\ f

Or on remarque que

N-l

M=0

N

n=0

vh ) p.p. dans (0, T)

« O H H

ce qui avec (11.26) entraîne la proposition IL 8.

THÉORÈME IL 3 : On suppose que u = *SjF appartient à i / x (0 , T\V) n

/ / 2 ( 0 , T ; K') ^? qwc Au(Q) appartient à H. Sous Vhypoîhèse (IL6), s« Ü! la

majoration d'erreur.

Il CE/ - Inf

+ Ck { II U |lHi(0T;K)nHa(0(T;K') + \\H } • 27)

Démonstration : O n pose : # = ^ un cp", le coefficient w° é tant défini dans
« = o

F par

VU G V, (2 °, ü) + fca(w °, v) = (M0, U) (II - 28)

et les coefficients w"+1, 0 ^ n ^ N ~ 1, étant solutions dans F de

' , £(w"+ 1 - «"' v) + «(w"+e, Ü) = (ƒ", Ü). (IL29)
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On remarque que, d'après la proposition (IL 8), l'opérateur <%•% : iï
vérifie

251

Calculons main tenant \\u — \\2Cl :

II « - «h lia-, ^ II « - « hj + \\u-uE Ha-,.

En remarquant que : Vi>fî e SC^, Mj, v% = v& on en déduit

II u — uJi Wsd ̂  || M — M Wsd + In f || (^ — &a) (fi — vïd

< C { || M - ü \\SCj + Inf || u - us | | ^ } .

Il reste à évaluer II w — w IL. :

" 2 (2" ~ «

1° D'après la théorie de l'interpolation classique,

du
Ck dt

On pose : e = £ en q>" = f (wn - w(/iik)) (pn- On a
n=0 n-0

e°=ü°~ u°

et

i(e«+1 - e\ v) + ^(e"+e, v) = (ƒ", Ü) - i(tt((n + 1) k) - u{nk\ v)

- a((l - 0) u(nk) + 9w((n + 1) k\ v)

Or, en intégrant l'équation (1.8) sur (nk, (M + 1) k), on obtient

l (u((n + 1) k) - u(nk\ v) + </ I j «(/) A, 17 ) = ( ƒ », «0 .
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Par consequent,
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~(en+1 - <?", i) + a(en+e, v) =

.(n+l)fc
u{t) dt~{\ - 6) u(nk) - Bu{(n

nk

Posons

u(t) dt-{\- G) u(nk) - Qu{(n 4- 1) k)
nk

Le même raisonnement que dans la démonstration de la proposition II 8
prouve que

k
N-i

I
l /2

+ H 2° -

Or, en utilisant la formule de Taylor, on a

u(t) = w

d'où

^(s)ds = u((n + 1) fc)

et
rt

du
dt

On obtient
N - l l/2

J(n+l)k

LHnk (n + 1 )k V)

L2(0 T F)

$
Ul

(II 30)

Enfin, on remarque que, d'après l'initialisation (II 28),

VueF, (5° — M0, r) + ka(u° - M0, u) = — ka(u0, v),

ce qui implique

II £° - w0 ||H ^ Ck || Au0 \\H

La majoration (II 27) s'obtient en regroupant les résultats précédents
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Remarque II. 3 : On démontre facilement en"dérivant l'équation (1.8) que
u = 'GIF appartient à H\0, T;V)n H2(0, T ; V') dès que F = ( ƒ u0) appar-

tient à H\09 T; F') x F avec /(O) - ^w0 dans H. On a en outre

llH1(0)r;î
/)nH2(0îT';K')

11/(0) -

COROLLAIRE II.3 : Sous les hypothèses (II.6) et (II.9), /a condition (HA)
est satisfaite.

Démonstration : Soit F =(f> u0) un élément de <3̂ . Soit s un nombre réel
> 0 quelconque. Il existe une fonction uz de 0([O, T] ; F), avec 4̂we(0) dans //,
telle que, si u = 15/ F,

En posant F£ = l/e = - — + 4̂wE, WOE = w£(0) j , on a

|| 06, - T^) F 1 ^ < 1 ÇGj - *JK) (F - F£) H^ +

1° D'après la proposition II.8, on a

II CE, - Vin)(F - F , ) \\tl ZC\\F-Ft

2° D'après le théorème II. 3,

I CS, - -Erf) F£ H^ ^ C Inf || «£ - v-h \\Xl +

Ce .

Or, sous l'hypothèse (II.9), pour h assez petit, il existe une fonction vh de
] ; j g telle que

- Vh \\HH0,T;V)

Puis, en choisissant ufc(wfe) cp", on obtient

ck

dt
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En regroupant les majorations, on a

dvh
Ck

dt 3Ci

Ut | | H i ( o , r ;

On peut choisir fc assez petit pour que

On suppose maintenant que F est l'espace HQ(£1) et que l'espace Vh est
défini par (11.10).

THÉORÈME II. 4 : On suppose que u = TS7 F appartient à S£j(l) pour un entier /,
appartientn H2(0, T ; //~m(Q))

à L2(Q). SÖW5 rhypothèse (II. 6), Ö« a /a majoration d'erreur

0? / - ^/ft) F ||ffjr ^ CA || M || f f j (0 +

+ C/C { || U ||HMO,T;Ho-(Q))nH2(O,r;W—(H)) + || Au(°) ||o,n } • (H . 32)

Démonstration : D'après le théorème IL 3, il suffit d'évaluer

Inf \\u-vn \\Xr

Or, en raisonnant comme dans la démonstration du théorème II. 1, on a

Donc :

Inf || u - vh Wsdd)

D'après la théorie classique de l'interpolation,

n=0
Qhu(nk)q>" Ck

D'après l'hypothèse (IL 6), on sait déjà que : || Qh ||^(jïm(n)iW(n)) ^ C De
plus, l'opérateur Qh étant auto-adjoint dans L2(Q), se prolonge en un opé-
rateur de H~m(ÇÏ) dans Vh et on a : || Qh \\<rm-mmtH-mm ^ C

On en déduit

du
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Par conséquent,

Inf il u - Chl+m II u ||ri(i) + Ck
du
dt

(11.33)

Dans le cas m = 1, on obtient une majoration pour || ÇGt — TS^) F \\L2iQ)

sous des hypothèses de régularité plus faibles.

PROPOSITION II. 9 : On se place dans le cas m = 1, pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (II. 13). Sous Vhypothèse (II.6), on a

II C E , - - B r t ) F \\L2 ( 0 < C(h + k112) || 7 5 , F \ \ X l . (II. 34)

Si on suppose en outre que u — TSj F appartient à L2(0, T ; H2(Q)) n
/ /3 / 2(0, T-H-x(Q)l on a

(7Sj - T5jfc)F | |L2(Q) ^ C ( / z 2 + fc) || M llL2

Démonstration : On a en posant u^ =

CE, - • E i K ) F | | I . 2 ( û ) = Sup

( 1 1 . 3 5 )

(M - «À,

Soit g une fonction quelconque de L2(Q). La fonction Ü étant définie comme
dans la proposition IL 5 et vérifiant (11.16), on calcule

(u - MS, g) dt =
o Jo

-j-(u- «£>, v) + a(u- Mff, v) }dt + ( M 0 - u 0 , v ( 0 ) ) .

D'après (11.21) et (11.22), on a

= ( ƒ -
J W - 1

(u°,vh) = 0 .

p.p. dans (0, T),
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