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APPROXIMATION NUMERIQUE DE CERTAINES EQUATIONS
PARABOLIQUES NON LINEAIRES (*)

par C. BERNARDI (!) et G. RAUGEL (%)

Communiqué par M. CROUZEIX

Résumé. — Nous prouvons, pour une catégorie générale de problémes paraboliques linéaires,
la convergence d’une famille de solutions approchées vers la solution exacte sans aucune régularité
des données. Ce résultat nous permet d’établir un théoréme abstrait d’approximation de problémes
paraboliques non linéaires, dont nous donnons quelques exemples d’application. Dans tous les cas,
des estimations d’erreur optimales sont obtenues.

Abstract. — For a fairly general linear parabolic problem, we prove the convergence of a family
of approximate solutions to the exact solution without any regularity of the data. This result allows
us to state an abstract theorem about the approximation of nonlinear parabolic problems; we give
some examples of application. In every case, optimal error estimates are derived.

I. INTRODUCTION

Soit V et H deux espaces de Hilbert tels que V soit inclus dans H avec
injection continue et dense. Dans toute la suite, on identifiera 'espace H avec
son dual H' et on notera (., .) le produit scalaire sur H aussi bien que le pro-
duit de dualité entre V et V',

(*) Regu en novembre 1982.
(*) Analyse Numérique, Tour 55-65, Université Pierre et Marie Curie, 4, place Jussieu, F-75230
Paris Cedex 05.

() UER de Mathématiques, Université de Rennes, Rennes Beaulieu, F-35042 Rennes Cedex.
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238 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Notre but est de résoudre numériquement des équations d’évolution non
linéaires de la forme
du

7+ Au+ 90w =0, I.1)

ou

10 A est un opérateur linéaire continu symétrique de ¥V dans V', que nous
supposerons de plus coercif, ie.

VeeV, (Avv)=afv|i, a>0. (d.2)
On notera a la forme bilinéaire symétrique sur ¥V x V définie par
YueV, YveV, au ) = (Au, ). (1.3)

29 g est une application continue de R x V dans V', astreinte a certaines
conditions de régularité que nous préciserons par la suite.

Soit T un nombre réel > 0 donné. Nous voulons résoudre I’équation (I1.1)
munie de 'une des conditions suivantes :

1° condition de périodicité

u(0) = w(T) 1.4)
20 condition initiale nulle
u0) =0; (1.5)
30 condition initiale quelconque
u(0) = u, (1.6)
(resp. 1.7) u(0) = ug(A)), a1$.7

ol u, est un €lément de H (resp. u, est une fonction continue de R dans H,
dont la régularité est a préciser).
Dans le paragraphe II, nous ferons sur I'approximation numérique du
probléme parabolique linéaire
du

dr

muni d’une des conditions (1.4). (1.5) ou (1.6), une hypothése dont nous véri-
fierons sur de nombreux exemples qu’elle est satisfaite. Dans le paragraphe I11.
utilisant le théoréme des fonctions implicites discret de [S], [6] ainsi que les
résultats du paragraphe II, nous définirons et €tudierons, sous certaines hypo-
théses concernant les fonctions g et u,, une approximation numeérique de
I'équation (I.1) munie d’'une des conditions (1.4), (I.5) ou (I.7); nous don-
nerons des exemples de fonctions g satisfaisant ces hypothéses.

+ Au ={, (1.8)

RALRO. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS PARABOLIQUES NON LINEAIRES 239

II. LE PROBLEME PARABOLIQUE LINEAIRE

I1.1. Rappels de résultats sur le probléme continu et hypothése d’approxima-
tion

On définit I'espace H¥*(0, T ; H) comme I'adhérence dans H'?(0, T ; H)
de 'ensemble des restrictions a (0, T) des fonctions de ¥ *(R; H) périodiques
de période T ; on désigne par Hz'/?(0, T ; H) son dual. De méme, on définit
Pespace Hy/*(0, T: H) (resp. H}'*(0, T; H)) comme [ladhérence dans
H'Y(0, T ; H) de I'ensemble des restrictions a (0, T) des fonctions de 2(R; H)
nulles sur (— oo, 0) (resp. (T, + o0)); on désigne par H, (0, T ; H) (resp.
H; 20, T; H)) son dual.

On notera désormais

1o &4 Tespace L0, T; V) n HY*(0, T H);

20 ', (resp. &) l'espace

L*0, T; V)~ H)'*(0, T; H) (resp. L*(0, T: V) n H{/*(0, T; H));

30 &, Tespace L*(©0,T;V)n H,T: V).

Les résultats suivants sont dans [14, chap. 3].

ProposITION 11.1 : L'opérateur 4 : u — f, ou u est la solution de (1.8),
(1.4) est un isomorphisme de & » sur %4 = Xy Lopérateur Ly : u — f, ot u
est la solution de (1.8), (1.5) est un isomorphisme de %, sur %, = Zr. L’ opéra-
teur ;. u — (f, up), ou u est la solution de (1.8), (1.6) est un isomorphisme de
%, sur %, = L*(0, T; V) x H.

Notation : Par la suite, on notera & : & — % l'un des trois opérateurs
Ay Xyp > WYy, Lo Zo>%, ou A, : %, > %, et on désignera par
T : % — & Topérateur inverse de .o7.

On utilisera également le résultat de régularité suivant (cf. [15]).

ProOPOSITION 11.2 : Les opérateurs Gx et B, sont linéaires continus de
L*0, T: H) dans H'0, T; H). Lopérateur G, est linéaire continu de
L*0, T; H)x V dans HY0, T; H).

Dans toute la suite, on considére un paramétre d’approximation 4 dans R¢,
d =1 ou 2, destiné a tendre vers 0. On suppose qu’il existe un sous-espace
fermé % de Z et un opérateur G; : % — & approchant G au sens suivant

(Hy) VFe®, lim|(8—B)F|, =0.

h—-0
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240 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Nous allons vérifier sur de nombreux exemples que I'hypoth¢se d’approxi-
mation (H ), suffisante pour aborder les problémes non linéaires, est facile
a satisfaire.

Dans la plupart des cas, en supposant un peu plus de régularité sur la solu-
tion u = BGF du probléme continu, nous obtiendrons des majorations d’er-
reur pour || (G — Gp) F |- Une méthode classique de dualité, utilisant la pro-
position 11.2, donnera une meilleure estimation pour || (6 — G;) F || L2010

11.2. Semi-discrétisation en espace

Pour discrétiser en espace I'équation (1.8), nous allons utiliser une méthode
de Galerkin.

Dans ce paragraphe, on choisit le paramétre # = h réel. On considére
un sous-espace de dimension finie V, de V eton pose : Z,=% n L*(0, T; V).
L’opérateur B, est défini de la fagon suivante :

1° Soit f un élément de %4 (resp. #%,). La fonction u, = By, f(resp. By, f)
est 'unique solution dans Z'g, (resp. Zo,) de

di
Vo, eV, (;t—" v,,) + a(u, v,)) = (fiv) pp-dans(0, 7). (I.1)

20 Soit F = (f, uy) un élément de #,. La fonction u, = G, F est 'unique
solution dans %, de

d
Yv. e V,. (ﬂ uk\+a(uh. v)=(f.v) p.p.dans (0. 7))
\a )

(11.2)
w(0) = Qp ug,
ou Q, désigne I'opérateur de projection sur V, dans H, défini par
|4
VoeH, {Q"”e h (1.3)
Yv,eV,, (v-Q,v,v,) =0.

Démontrons maintenant 'hypothése (H,). On a les :

PROPOSITION I1.3 : Pour chacun des opérateurs G = Gy et G = B, il
existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout élément f de ¥,

| B flleg < CITS g (1.4)
Siu="Tf ona
@ =B fle <C Inf Ju= vl (I1.5)

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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La premiére démonstration de ce résultat pour G = G, est due a [10].
Le cas G = By a été étudié dans [2].

ProOPOSITION 11.4 : On suppose qu'il existe une constante C indépendante de
h telle que
VeV, |Quvly<Cluvly. a1.6)

Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout élément F
de %,,
I B Flla, S CUGF g, - a1.7)

Siu="T6;F,ona
” (T, - T F ”af, <C u,.lgg,.. l#— v, llg, - (I1.8)

Démonstration :

1° On commence par prouver que lopératéur &, = G, &; : u — u, est
borné de Z; dans &, indépendamment de h. D’apres (II.2),

1 d
5 g7 | e i + ol I3 < 1S Ny oy -

On en déduit en intégrant sur (0, T)
I 4 207wy < CU S Vizorvy + 1 @ntto Ua) -

Comme || @, uo lu < Il o s Il 4 20,77y < C |l ¢ llg,- D'autre part,

du,, du,,
@) (o)

du, - Su
dt v’ veV ” "V - ve‘l’) ll v ”V
S (fs Qwv) — alu, Q,v)
= dSup .
veV " v "V

D’aprés (I1.6), on obtient

du
2 1 S CUS My + T lly)
"
d’ou :
du
7; < C(I| f 20,75 + 1l | L2c0,7:v)) -
|L2(0,T;V")

En regroupant les deux résultats, on a : || u, [lq, < C || ¢ ||g,-

vol. 18, n° 3, 1984



242 C. BERNARDI. G. RAUGEL

2¢ Pour tout élément v, de &,
u—u,=U—-R)u—U—-RB)v,.
En appliquant le résultat précédent,

| u — u, ”52’1 < 1-%, !‘_?(a,,a',) | v — v, ”x, <Clu-—uv, ”fz,

Remarque 11.1 : Dans la proposition II.3, on ne précise pas la dépendance
en T de la constante C de (I1.4). Par contre, on note que la constante C de
(I1.7) est indépendante de 7. Réciproquement, on peut prouver que, si la
majoration (I1.7) est vérifiée avec une constante C indépendante de T, alors
I’hypothése (I1.6) est satisfaite.

COROLLAIRE 11.1 : Sous I’hypothése

YoeV, lim Inf o —v,|, =0, (I1.9)

h—>0 wvpeVn

la condition (H ,) est satisfaite a condition de supposer en outre (11.6) dans le
cas G = G,

Démonstration -

1o Le cas B = B a ¢été étudié dans [2].

20 Danslescas G = G, et B = Ty, soit F un élément de #. Soit € un nombre
réel strictement positif fixé. Comme 2(]0, T]: V) et 2([0, T]; V) sont denses
respectivement dans %, et &, il existe une fonction u, de 2(]0, T]; V) dans
le cas G = B, et de Z([0, T]; V) dans le cas B = G, telle que, si u = GF,

lu—ully <Ce.
En utilisant (I1.5) et (I1.8), on a pour toute fonction v, de %,

hu =y llg < lu—ully + [l ue— 0y llg-

Or. sous 'hypothése (I1.9), on sait que, pour A assez petit, il existe une fonc-
tion v, de 2(]0. T]; V,), donc de Z . dans le cas © = G, et de 2([0, T]; V,),
donc de %, dans le cas G = G, telle que

Sup | u(2) — v,(?) “V < E,
1€[0,T]

du, dv, |
FO-Z0 ”V <e.

Sup

1e[0,T)
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On en déduit

Il u, — v, g < Cllu — v, Hnl(or V) < Ce.

En regroupant les majorations précédentes, on démontre le corollaire.

Nous allons maintenant préciser les résultats précédents et établir des
majorations d’erreur dans un cadre particulier. Soit Q un ouvert borné de R?,
D =1, 2 ou 3, que pour simplifier on supposera polyédrique. On choisit
pour V Tespace Hy'(Q2) muni de la semi-norme | . |, o, oU m est un entier > 1,
et pour H lespace L*(Q) muni de la norme | . lo.- On pose : Q=Qx]0, T[.

Pour chaque A, on considere une triangulation &, de P'ouvert Q par des
D-simplexes K, ou 4 est la borne supérieure des diameétres de K. On définit

Vy={0,€6" Q) n H})Q); VKe%, vyxePc}, (1.10)

ol Py est un sous-espace de dimension finie de H"(K) contenant tous les
polyndémes de degré inférieur ou égala g+ 2m — 1, g = 0.

On supposera toujours la famille de triangulations (%), réguliére au sens
de [8], i.e.

1o en dimension D = 1, le rapport hg/hy. des diamétres de deux segments
adjacents K et K’ de &, est borné indépendamment de K, K’ et 4;

20 en dimension D > 2, le quotient hy/pyx du diametre d’'un D-simplexe K
de &, par la borne supérieure des diameétres des sphéres qui y sont contenues
est borné indépendamment de K et de A.

Lemue 11.1 : Si la famille (&,), est uniformément réguliére, i.e. si le rapport
h/hg, ou hy est le diamétre d’un D-simplexe K de &, est borné indépendamment
de K et de h, ’hypothése (11.6) est vérifiée.

Démonstration : Pour tout élément v de H{'(QY), pour tout v, dans V,,

! Qh v ‘m Q= I Uy |m Q + I Qh — Uy lm,Q .

La famille (%,), étant uniformément réguliére, on a I'inégalité inverse

Vo,e Vi, |0 lua < Ch™" [l v llog- (I1.11)
D’ou :
|th|mﬂ | V4l + Ch™ "'{Hv_vhnon“" \\U“thnon}

Comme |v—Quvloq= Inf v —1v,lloq on a
theVn

lth’lmﬂ |1’h ImQ+ Ch™™ ” U — 0, ”0(1

vol. 18, n° 3, 1984



244 C. BERNARDI, G. RAUGEL

On choisit alors pour v, 'interpolé de v défini par régularisation locale dans [9]
pour le cas m = 1, D = 2 et généralisé dans [4] aux autres cas. On obtient

I Qh v |m,ﬂ < C I v Im,ﬂ -

On déduit de la théorie classique des éléments finis (cf. {8]) le :

CoROLLAIRE I1.2 : La condition (H ,) est satisfaite, a condition de supposer
en outre (11.6) dans le cas B = G,.

Pour obtenir des majorations d’erreur, nous aurons besoin d’hypothéses de
régularité. On notera pour tout / > 0 :

1o Z4()) Pintersection de %, avec 'espace

L*0, T; ‘H’”'"(Q)) N HY0, T; H*™Q));
20 Zo(D) Tintersection de Z, avec 'espace

L*Q0, T; H'**"Q)) ~n H'*0, T; H"*™Q));
30 & (l) Tespace L*0, T; H'**(Q))n H'(0, T; H'Q)).

THEOREME 11. 1 : On suppose que u = GF appartient a Z (I) pour un entier 1,
0 < I < g. Alors, on a la majoration d’erreur

| (6~ B)F |z < CH*™ |t 4. (1.12)

a condition de supposer en outre (11.6) dans le cas G = ;.

Démonstration :
1o Le cas G = By a été étudié dans [2].
20 Dans le cas G = B, on utilise (I1.5) :

168 =60/ lleo < € Juf 1w = o1l

Pour tout élément v de &, on note ¥ le prolongement de v par symétrie
par rapport @ T sur (T,2 T) et par 0 sur (— 0,0) U (2 T, + o), puis ¥ la
transformée de © par rapport a ¢, ie.

(1) = J o(H)e " dr.
R

On a alors

L R M RIECEL Y
hE€Zon R

+ 1Tl a) — 9,0) 13 } dr.

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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On choisit alors pour 9,(t) I'interpolé classique de #(t) si / = 1 (¢f [8]) ou
interpolé de #(t) défini par régularisation locale si / = 0 (¢f. [9], [4)) :

| G=6) 1 2, < Ch2e* j {180) 1+ 2mat 1T E) (124 } de.
R
Dou :
1(B = B f oo < C*" || 1t llgrgqy -
30 Dans le cas T = TG;, on utilise (11.8) :

|@-B)F[i, <C Inf |u~nu,li,

T
< J{I|u~Qhu'|;rrﬂ+‘
0

D’apres Phypothése (I1.6) :

du
dr Q" dt

2
}dt.
-m,Q

" u— Qh u ”mﬂ C Inf ” Uu—u, ”mﬂ Chl+m ” u ||I+2mQ

D’autre part, pour tout v dans H'(Q),

(v — 0,0, w)
“ v — Qh v ”—m,Q = Sup “Twl -
we HF'(Q)) | w |m,ﬂ
v — v,w — w
= Sup ( O Q%) SCh"lv—Quvlog
we HZH(Q) ‘ w |m,Q

SCh*™ | vq-
On en déduit :
“ (C—-TGyYF ”5{, < Ch'*m | “31”,(1)

Remarque 11.2 : On suppose que la forme a est définie par

a(u, v) = J- { Y a,® gu 66;) + Y a® gixv + ao(x) uv }dx ,
n ]

1<i<;<D 1<:<D

(11.13)

ou les fonctions a,, = a
a 2Q).

Alors, d’aprés la proposition I1.2 et les résultats de régularité classiques
des problemes elliptiques (cf. [14]), pour / = 0 et m = 1, si Pouvert Q est
convexe, u = GF appartient a L*(0, T: H*Q)) n H(0, T ; L*(Q)), donc a

w1 Si<j<D,eta,0<i< D, appartiennent

vol 18, n° 3, 1984



246 C. BERNARDI, G. RAUGEL

Z(0) dés que F = f appartient a L*(Q) dans les cas T = TG4 et G = B,
ou que F = (f, u,) appartient 2 L*(Q) x HJ(Q) dans le cas G = TG,

Dans le cas m = 1, une méthode de dualité permet d’obtenir une meilleure
majoration pour || (6 — B,) F |20

PROPOSITION I1.5 : On se place dans le cas m = 1, pour un ouvert Q convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On a

| (G — B F |Lag < Ch|(B—TB)F |- (1.14)

On suppose que u = GF appartient a Z (I) pour un entier [, 0 < I < q. Alors,
on a la majoration d’erreur

| (& — B F |2g) < CH 2 [ u lgqy (1.15)

a condition de supposer en outre (11.6) dans le cas G = T;.

Démonstration :
10 Le cas G = B, a été étudié dans [2].
2° Dans les cas T = G, ou G = G, on a en posant u, = G, F,

T
(u - uh, g) dt

(€ — B)F = Su .
[l W) F |2 geL%) g Il

Soit g une fonction quelconque de L(Q). Le probléme consistant a trouver v
dans Z; vérifiant

Vwe H3(Q), <— %, w) + a(v, w) = (g, w) p.p dans (0, T)
admet une solution unique et, d’aprés la remarque II.2,

[ v HL2(0,T;H2(Q))nH‘(O,T;LZ(Q)) <Clg HLZ(Q)- (II.16)
On a alors

T T dv
j (u—u,,,g)dtzj {— <?;,u—u,,>+a(v,u~u;.)}dt-

Dans le cas T = B, on en déduit pour tout v, dans %,

J (u—uh,g)dtSCJ {Itl@— @, 0 —0,) +al@g — 4,0 — b, } du
0 R

<C||u—uh||§[0 lv—u1, “g[o-

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Dans le cas G = G,. on en déduit pour tous v, dans L*(0, T; V) et vy, dans V,

T T
T I [y R P

0
+ (uo — Q) uo, t(0) — L'Oh)

< Cllu—uy, {:,z, { e = v, lip20,7v) + Il v(0) — vy, lo.o }

Dans les deux cas, on en déduit en utilisant (I1.16)

T
J W —wu,@dt <Chllu—ullgllgli-
0

d’ou :
| (B~ B F |2 < Ch[| (T = T)F |y

La majoration (II. 15) s’obtient & partir de (I1.14) et du théoréme 1I. .

11.3. Exemples de discrétisation totale
Exemple 11.1 : Approximation spectrale dans le cas G = Gg.

On choisit le paramétre 4 égal & (h, 1/N), ol h est défini comme précédem-
ment et N est un entier = 1. On pose

2 innt
R"#ﬁz{u,—lz Z vhnexp< T >,v,,,,eV,,}.
|nj<N

Soit f un élément de #. Si Papproximation u, = Gy, f de u = Ty f définie

par (I1.1) s’écrit
=Y up exp<2 mnt),
neN T

ou u,,, n € Z, sont les coefficients de Fourier de u,, on définit u; = Bxy; f par

=y u,,,,exp<2 l;”’). 1i.17)

|n{<N

Les résultats suivants ont été démontrés dans [2].
PROPOSITION 1.6 : Sous I’hypothése (11.9), la condition (H ,) est satisfaite.
THEOREME 11.2 : On suppose que u = G4 f appartient a
L0, T; H* @) H™ (0, T; L@)

vol. 18, n° 3, 1984



248 C. BERNARDI, G. RAUGEL
pour un entier l. Alors, on a la majoration d’erreur

i+m

[ (Cs — B4 f o, < C{AMEE*T" £ N 27"} x
X | u o 1o mm@yn bt o1y - (1.18)

PROPOSITION I1.7 : On se place dans le cas m = 1 pour un ouvert S convexe,
la forme a étant définie par (11.13). On suppose que u = G4 f appartient a
Z4(1) pour un entier I, 0 < | < q, et @ H'(0, T ; L*(Q)) pour un entier r > 1.
Alors, on a la majoration d’erreur
| (B — B f lL2igy S CLA T N utllgyuy + N77 1 st liario,ms 2260y § -
(11.19)

Exemple 11.2 : Méthode & un pas dans le cas G = G;.

On choisit le paramétre & égal a (4, k), ol  est défini comme précédemment
et k vaut T/N pour un entier N > 1. On choisit comme espace Z; 'espace
des fonctions continues sur [0, T] et linéaires sur chaque intervalle
[#k,(n + 1) k], 0 < n < N — |, a valeurs dans V,; en d’autres termes, si ¢"
est la fonction continue sur [0, T] et linéaire sur chaque intervalle [ pk, (p + 1) k],
O0<p<N-—-letégalealennketaOenpk, 0Sp< N,p#n,0ona

y ]
X = {v,—l= Y v'"'(p”.v"eV,,j.

On se donne un nombre réei 6, 1/2 < 6 < 1, et pour tout ensembie (%) <, <
on note

W =1 - 0)u" + Bt

Soit F = (f, uy) un élément de %,. On définit u; = G; F par

N
up= Y uo", (11.20)
=0

n

le coefficient u° étant défini dans V, par
Vo,e Vi, (@ v,) + ka(u®, v,) = (uo, v3) (1.21)
et les coefficients «"*!, 0 < n < N — 1, étant solutions dans V, de
Yv,eV,, -]lz(u"+1 —u" ) + aw*® ) = ("), (I1.22)
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ou

(n+ 1)k T
=z J f(o) dt =% J f@ x"(@) ar (I1.23)

nk 0

(x" est la fonction en escalier égale a 1 sur (nk, (n + 1) k) et nulle ailleurs).
Notons que, d’apres la V-ellipticité de la forme a, le schéma (I1.21), (II.22)
définit les #", 0 < n < N, de fagon unique.

ProposITION 11.8 : Sous I’hypothése (11.6), il existe une constante C indé-
pendante de h telle que, pour tout élément F de ¥,

I CiFllg;, < CITGF g, - (I11.24)

Démonstration :

1o En choisissant v, = «"*' — " dans (I1.22), on a la majoration classique

%” un+1 —u" ”?1 + (9 _ %)a(un+1 _ u", un+1 _ un) +

+ %a(u"“, wtl) — %a(u", u") (11.25)

n 1\ a "
SCIf" I+ (8—5)50"t —u"}.
272
En sommant sur n, on en déduit
N-1 N-1
Ylhwtt =g+ kY Tt —w ) <
n=0 n=0
N-1
< C{k Zo 1% + ka(uo,u")}-
N-1 _
Drapres (I1.23), on a : k Y || f" I3 < Cl f 20,757
n=0
Dr’autre part, d’apres l'initialisation (II.21),
Lo 1 1
hu® 1 + ka®, u®) = (o, 1) < 51t I + 5 14 1,

ce qui entraine : ka(u® u°) < 1/2 || u, ||3-
On obtient finalement

N—-1 1

N_
X lwtt—w g+ kY Nt = ) < CU S R0y + 4o 1) -
n=0 n=0

(11.26)
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20 Dr’apres (I11.22), on a en posant u; = G F
d —
Yu,eV,, (% v,,) + a(uz, v,) =

N-1 N-—1
= (Z S vg) + a<u; - Y uteyn, v,,> p.p. dans (0, 7).
n=0 n=0

D’apres la proposition I1.4, on en déduit

g llg, < c{

< C{ I f ||L2(0,T;V')‘+' %o lls }+C

+

N—1 i
DA &
. n=0

N-1
n+8 n
Up— Z u X
n=0

+ 1 ug ”H}
[L2(0.T;V)

! N-1 )
n+
up— Y, Uty
n=0

[L2(0,T;V")

L2(0,T;V) *

Or on remarque que

N—1 |2 N—1 e+ Dk 2
t—(n+0) k
up— Z u +0 Xn — Z “ un+1_un “‘2/ _(_)_ dt=
n=0 L2(0,T;V) n=0 k k

n

_ 3 3 N-1
=k(_1_e)3_—i—_9_ Z “un+1_un“%’,
n=0

ce qui avec (II.26) entraine la proposition II.8.
THEOREME 11.3 : On suppose que u =G, F appartient a H*(0, T; V) n
H2O, T; V" ot apparticnt @ H. Sous Phypothése (11.6), o

v o la
Cree Ade DU othese \A4 .Uy, Te e e

majoration d’erreur.

[(Br—B@F o, < C Inf u—vgly, +

vhe LI

+ Ck{llu laso,rwvynnzoryy + | Au) iy }. (IL.27)

Démonstration : On pose : i = i ii" @", le coefficient %° étant défini dans
V par "
YoeV, (@°v)+ ka(@® v) = (u, v) (11.28)
et les coefficients #"*!, 0 < n < N — 1, étant solutions dans V de

YveV, (N'lH a"v) + a@"* v) = (f",v). (I1.29)
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On remarque que, d’aprés la proposition (I1.8), Popérateur %; : ii — u;
vérifie

| Zrillg, < Cllalg,-

Calculons maintenant || u — uj ||y, :

| —uzlly, <lu—idlg, + 17— uzllg,.

En remarquant que : Vvz € &5, %5 vz = vg, on en déduit

lu —wgllg, < lu—dlg, + Inf [[(I— %)@ - vp) g,

vhe LR

SC{lu—ilg, + Inf [u~—vilg,}.
vhe LR
Il reste & évaluer | u — i | g, :

u— i u(nk) ¢" i (@" — u(nk)) @

n=0

lu—iilly, < C

Zr-

1o D’aprés la théorie de Pinterpolation elassique,

N . du
u— Y ulnk) o < Ck 7
n=0 x: Ll
N N
200npose:e= )y € @"= Y (#"— umk)) ¢" Ona
n=0 n=0

0

e =% —u°

et

L@ =) + al@ ™, 0) = (7 0) — 2l + 1) K) — unk), o)

— a((l — 8) u(nk) + Ou((n + 1) k), v).

Or, en intégrant I'équation (I.8) sur (nk, (n + 1) k), on obtient

(n+ 1)k
%(u((n + 1) k) — u(nk), v) + a(%f u() dr, v) =(f"v).

nk
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Par consequent,

1 +
I_z(en+1 _ en’ b) + a(en‘e, U) —

(n+ 1)k
=a <E J u(t) dt — (1 — 8) u(nk) — Ou((n + 1) k), b)

nk

Posons

(n+ 1)k
g = %J w(t) dt — (1 — 0) u(nk) — Ou((n + 1) k)

nk

Le méme raisonnement que dans la demonstration de la proposition 11 8

prouve que
N-1 1/2 o
lelly, < C{<k 2 e |l;2/> + 47 — uo HH}
n=0

Or, en utilisant la formule de Taylor, on a

t t

u(t) = u(nk) + J‘ g?(s) ds = u((n + 1) k) + f Z—I:(s) ds,
nk (n+ 1)k
d’ou
(n+ 1)k 73 t
o= oo “easro| Hal
* Jnk ( Jnk Jonr e # )
et il
e |, < Ck2 | 2L
Il dr %Lz(nk n+ 1)k V)
On obtient
N-1 12 |
(k 2 e H%) < Ck [ z—t‘ g (11 30)
n=0 ; L2 T v)

Enfin, on remarque que, d’apres I'mitialisation (II 28),
YoeV, @@°— uy v) + ka(@® — uy, v) = — ka(uy, v),
ce qui mmplique
13® = up | < Ck || Aug Iy
La majoration (Il 27) s’obtient en regroupant les resultats precedents
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Remarque 11.3 : On démontre facilement en’dérivant ’équation (I.8) que
u = G, Fappartienta H*(0, T; V) n H*(0, T; V') dés que F = (f, u,) appar-
tient a H'(0, T; V') x V avec f(0) — Au, dans H. On a en outre

” ‘81 F ”Hl(O,T;V)ﬁHZ(O,T;V') <

< C{ Hf”Hl(o,T;V') + fuo lly + l!f(o) — Aug |y } (IL.31)

COROLLAIRE 1.3 : Sous les hypothéses (11.6) et (11.9), la condition (H ,)
est satisfaite.

Démonstration : Soit F = (f, uy) un €élément de %,. Soit € un nombre réel
> 0 quelconque. 11 existe une fonction u, de 2 ([0, T]; V), avec Au,(0) dans H,
telle que, siu = G, F.

lu—1ully, <t

En posant F, = <fE ——+ Aug, uy, = u€(0)>, ona

1B =T F lla, < || (81 = B (F — F) g, + [ (B — Bp) Fe ||, -
1° D’apres la proposition II.8, on a

| (8 = B (F — F) |z, < CI F — F, |, < Ce.
20 D’apres le théoreme 11.3,

“ (G, — TR F, Hsr, < C Inf [lu, —vglg, +

vhe X 1R

+ Ck { || e 0. 7;vynm201v + || Attge I } -

Or, sous I'hypothese (II.9), pour % assez petit, il existe une fonction v, de
2([0, T]; V,) telle que

I w, — v, Hfr, SClu — v, ”H‘(O.T:V) < Ce.
N

Puis, en choisissant v;(¢) = Z vy(nk) @", on obtient
n=0

I d
Il 49 I Ck | h
il Uy Uy ]l.”l’x < | d |
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En regroupant les majorations, on a

+
Xr

| do
I (B — B F, |z, < Ce + ck. %,

+ Ck { | 4 lmo,r:vynm20.rvy + I Ao |y } -
On peut choisir k assez petit pour que
| (Br — B Fe |la, < Ce.

On suppose maintenant que V est 'espace Hy'(€2) et que l'espace V, est
défini par (I1.10).

THEOREME 11.4 : On suppose que u = G, F appartient a Z (I) pour un entier I,
0<I<gq,etd H(0, T; H}Q)~ H*0, T; H ™)) et que Au(0) appartient
a L*(Q). Sous I'hypothése (11.6), on a la majoration d’erreur

“ (‘BI - "GIE) F “:r, < Ch'*m | u ”zx,(l) +

+ Ck{|lu le0,7: @) A H20, T3 ~migy) T ” Au(0) ”o,g }. (I11.32)

Démonstration : D’aprés le théoréme 11.3, il suffit d’évaluer

Inf | u— v;llg,.
o i e,

Or, en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme I1.1 on a

b

lu— Qu Hzr, < Ch'™™ Il |i3r,(1)-

Donc :

| N
Inf = o, lg, < CH*" |t g, + ” Quu = Y, 0utnk) ¢"

vheZ 1 Xy

Drapres la théorie classique de I'interpolation,

h Quu— Y. Qyutk) ¢”

| d
SCk”EQhu

Zr Zr

D’aprés 'hypothése (I1.6), on sait déja que : || @, | ¢mp @y uza) < C. De
plus, lopérateur Q, étant auto-adjoint dans L*(Q), se prolonge en un opé-
rateur de H "™(Q) dans V, et on a : | Q, | g -m@u-may < C.

On en déduit

| du
@

d
EQhu SC

S 121
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