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MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(vol 19, n° 2, 1985, p 235 a 283)

ETUDE DANS HB x BD D'UN MODELE
DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES
COMPORTANT UNE NON-LINEARITE GEOMETRIQUE (*)

par Taileb HADHRI (1)

Communiqué par R TEMam

Résumé — On présente dans ce travail un modéle de plaques constituées de matériau élastoplastique
non écrouissable et contenant une non-linéarité géometrique

L’hypothése mécanique essentielle est celle que les fibres normales a la surface moyenne, restent
normales d celle-ct aprés déformation.

Le cadre fonctionnel adopté est celu des fonctions de L' a déformation mesure

Les conditions aux limites sont partiellement relaxées et une « certaine équivalence » entre le
probléme wnitial et le probléme relaxé anst introduit est démontrée Un résultat d’existence pour le
probléme relaxé est obtenu lorsque I’on suppose les efforts plans agissant sur le bord de la plaque nuls

Abstract — In this paper we present a mathematical model for the bending and the compression
of a plate constituted by an elastoplastic material (without hardening) A geometric nonlinearity is
taken into account

The displacements considered here are integrable functions The correspondant deformations are
bounded measures The boundary conditions are partially relaxed This leads to a relaxed problem
and we prove an equivalence in some sense between the two problems Finally, an existence result for
the relaxed problem is given

INTRODUCTION

Le probléme des plaques minces d’'une maniére générale et celui des plaques
élastoplastiques pius particuliérement nécessitent encore un grand effort de
modélisation. A ce propos, nous pouvons citer le paradoxe contraintes planes-
déformations planes évoqué dans le cours de J. Barbe [1]. La majeure partie
des modéles connus restent donc approximatifs. Le modeéle présenté dans ce
travail fait partie de cette classe de modeles. Il est basé sur des hypothéses
mécaniques communément admises mais qui ne sont pas exploitées de la méme
maniére.

(*) Regu en mars 1984, révisé en mai 1984
(*) Centre de Mathématiques Apphiquées, Ecole Polytechmque, 91128 Palaiseau, Cedex.
MAL UTC, BP 233, 60206 Compiégne
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236 T. HADHRI

Nous commengons par présenter et formuler 'hypothése fondamentale, a
savoir, que les fibres normales & la surface moyenne de la plaque, restent
normales a celle-ci aprés déformation, puis nous introduisons les approxima-
tions nécessaires qui nous conduisent au modéle étudié. En plus de la non-
linéarité rhéologique, nous tenons compte d'une non-linéarité géométrique en
vue d’étudier dans un travail ultérieur le probléme de la bifurcation et de la
stabilit¢ du systéme.

Le tenseur des déformations adopté est donc relié aux déplacements par
une expression non linéaire. Cette expression est différente de I'expression
adoptée dans un modéle étudié précédemment [10]. La définition des défor-
mations prises en compte dans le présent travail semble acceptable d’un point
de vue mécanique [2, 13].

Nous montrons ensuite comment le cadre fonctionnel des fonctions L, () a
déformation mesure pour les déplaccments plans et des fonctions de L'(Q)
a dérivées secondes mesures pour la déflexion permet d’avoir un probléme
coercif tant quun paramétre de chargement A ne dépasse pas une valeur
critique A,.

Remarquons que le modéle présenté ici permet, dans le cadre fonctionnel
adopté, d’avoir un probléme coercif sans qu'un terme d’écrouissage ne soit
nécessaire comme c'était le cas pour le modéle étudié précédemment [10, 11].

En ce qui concerne les conditions aux limites sur les déplacements, elles ont
ét¢ partiellement relaxées suivant la démarche de Temam [16], Demengel [6].

Une certaine équivalence entre le probléme relaxé ainsi introduit et le
probléme initial est démontrée. En fait, si on annule la non-linéarité géomé-
trique dans le probléme initial et dans le probléme relaxé, les deux problémes
ainsi obtenus ont le méme dual

Nous terminons par un résultat d’existence pour le probléme relaxé avec
non-linéarité géométrique dans le cas ou les efforts plans agissant sur le bord
de la plaque sont nuls.

CONVENTIONS ET NOTATIONS

Q = ouvert borné régulier de R?

E R: = {(Taﬁ) € R4, Tup = Tﬂu }
MY(Q) = {4(Q) }' = espace des mesures bornées sur Q
dual de €,(Q2) espace des fonctions continues a support
compact dans Q

[M Q] = { (1) € [M' @, g = Ty, )

I

MY(Q, E)
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ETUDE D'UN MODELE DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES 237

o, B = indices variant entre 1 et 2

r =Y

4 X

VVE = x(§) désigne le lecteur de composantes — & .
Par ailleurs, nous ferons la convention de sommation sur les indices répétés.
Nous utiliserons les notations classiques pour désigner les espaces de
Sobolev.
Lorsque le contexte permet de le faire sans ambiguité, on notera :

L7@) = [LA@]
HA(Q) = [H/@]".

1. PRESENTATION DU MODELE MECANIQUE

On considére une plaque élastoplastique dont la géométrie, les liaisons
et le chargement vont étre précisés plus loin. Le probléme est de déterminer
le déplacement de chaque point a 'équilibre mécanique.

Dans le § 1.1, nous allons préciser les hypothéses cinématiques et méca-
niques qui nous permettent de ramener le probléme physique initial tridi-
mensionnel a un probléme bidimensionnel formulé sur la surface moyenne de la
plaque. Ce sont essentiellement I'hypotheése de normalité et ’hypothése des
contraintes planes.

Pour traduire 'équilibre nous utilisons au § 1.2, directement une formulation
mécanique variationnelle qui est le principe des travaux virtuels : P.T.V. Nous
n’utilisons donc pas la formulation E.D.P. qui est en fait présentée comme une
conséquence du P.T.V. dans la majeure partie des manuels de mécanique ([9]
par exemple).

L’application du P.T.V. dans le cadre de nos hypothéses mécaniques et
cinématiques nous permet d’introduire les moments fléchissants et les efforts
normaux qui sont les moments d’ordre un et d’ordre zéro des contraintes de
Piola-Kirchhoff.

Nous décrivons ensuite la loi de comportement retenue pour la plaque.
11 s’agit d’'une loi globale portant sur les moments fléchissants et les efforts
normaux. Ces lois globales, bien que nécessitant encore un travail mathéma-
tique de justifications a partir des lois tridimensionnelles [3, 4, 12], sont les
lois le plus souvent utilisées par les mécaniciens et surtout par les ingénieurs
et les numériciens.

Enfin, au § 1.3, nous donnons la formulation mathématique variationnelle
sous la forme d’un probléme de minimisation d’une fonctionnelle.

vol. 19, n° 2, 1985



238 T. HADHRI

1.1. Formulation des hypothéses

On considére une plaque qui occupe un domaine © de I'espace affine R?
muni d’un systéme d’axes orthonormés Ox, x, x;.
On note A I’épaisseur uniforme de la plaque et Q sa surface moyenne de

sorte que :
h h
Q)=Q>(i|—§,§|:. (11)

Le chargement de la plaque, précisé plus loin, va engendrer des déplacements
plans :

U1(x1: X2 .X3), Uz(xp X2, x3)
et un déplacement normal :
Uj,(xy, x5 X5) .

Afin de se ramener a un probléme posé sur 'ouvert Q de R? et de tirer profit
de la forme géométrique du domaine ® caractérisé par le fait que I'épaisseur
est trés petite devant les dimensions de Q, on va formuler certaines hypothéses
sur la dépendance des déplacements (U,, U,, U;) de x5 € ]— g, %[

Suivant [1, 15], on fait 'hypothése classique que les fibres normales & la

2 2

leur longueur 4 et restent normales 4 la surface moyenne aprés déformation.
On définit les déplacements de la surface moyenne :

h h
surface moyenne de la plaque, {(xl, X, X3) / — =z < x; <% p,conservent

ua(xl’ x2) = U(z(xla X35 0), a=12 } a.2)
E(xy, xz) = U3(x1> X5, 0) ‘
L’équation de la surface moyenne déformée est donc :
xy = &(xy, X,) .
La normale unitaire est donc donnée par :
_ 1 - &,
(1.3)

N = ——[1 T &,7 a,Y]1/2 —1‘:,2

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ETUDE D’UN MODELE DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES 239

L’hypothése faite sur les déplacements se traduit par :

U, U 1 - & 0

Uy | (x4, X35 X3) = | 4 | (X1, X5) + X3 {[I—W &2 — |0

U, 3 1 1
(1.4

De I'expression (1.4) on tire 'expression du tenseur de déformation linéarisé
de Green-Lagrange :

Xuﬁ(g)
[L+¢&,80"

ﬁ é,y(g,a &,7[3 + g,ﬁ é,yu)
2 [ +E,E P (1.5)

.p(U) = g5(0) + x4

ou
Xap = — Gqp estle tenseur de courbures avec
<o, p<2.

Par ailleurs, utilisant les notations classiques o;;, 1 < i, j < 3, pour
désigner les composantes du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
nous ferons les deux hypothéses :

£, (U) =0 a=12 (1.6)
c =0 i =1,273. 1.7

i3

En fait, les deux hypothéses (1.6) et (1.7) ne sont pas indépendantes. En effet,
pour un matériau élastique, ou pour un matériau élastoplastique avec un
domaine d’élasticité de Von Mises, 'hypothése des contraintes planes (1.7)
implique que les composantes (1.3) et (2.3) du tenseur des déformations sont
nulles ; une approximation de ces composantes par leurs parties linéaires donne
alors 'hypothése (1.6). Nous pensons que cette approximation n’est pas trés
grossiére devant 'hypothése classique (1.7) qui, dans la pratique n’est vérifiée
que trés approximativement [1].

Les identités (1.6) et (1.4) donnent

Ea

U, =~-U,, = ———.
3,a a,3 [1 + é,y 5’711/2

(1.8

Finalement, en introduisant, comme dans [14], ’hypothése
IVE]l <1

vol. 19, n° 2, 1985



240 T. HADHRI

on garde de (1.5) et(1.7) les expressions approchées :

gaB(U) = Sag(u) + X3 Xa[i(é) }

Uy, = EJ1 + £, EJ12. (1.9)

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange incomplet
Yas(U) = (U +3 U, Uy
a donc pour expression approchée :
Yap(th §) = €,p(4) + @,4(E) + X3 Xep(E) , avec (1.10)

0p(8) = 3E Bl +E,E])

Xaﬂ = - &,uﬁ .

1.1y

1.2. Principe des travaux virtuels

Pour un déplacement virtuel v,(x,, x,), 8(x,, x,) & partir de la position
d’équilibre u,, &, la variation des déformations v,, est donnée par

Ay (5 (1 £)-(v, ) = £,5(0) + d,p(E).0 + X3 X0p(6) (1.12

oo, (8.0 = 35,05 + E4 011 +8,E,] —
— BB, 0,11 +E, 87, (1.13)

Le travail des efforts intérieurs a alors pour expression
dw, = f o, dy, dx, dx, dx, ,
soit en utilisant (1.6), (1.7)et(1.1) :

1/2
aw, = J‘ { J Cup Hop dX3 } dx . (1.14)
Q —H2

On définit alors les efforts résultants : efforts de membrane ou normaux

M? AN Modéhsation mathematique et Analyse numernque
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N,q et moments fléchissants M, par :
h/2
N ap = J Gﬂﬁ dx3

—h/2

1.15)

B2
Mﬁ,3 = J X3 Cug dx,
-h2

Avec ces notations et (1. 12), 'expression (1. 14) donne :

dw, = j { Mg %0g(0) + Nogleas(0) + dogg(®).081 dx.  (1.16)
Q

Si on appelle dW, le travail des efforts extérieurs lors du déplacement virtuel
(v, 8) le principe des travaux virtuels s’écrit :

dW, — dW, = 0. 1.17)

Il nous reste donc & définir le chargement de la plaque et les conditions
aux limites du type déplacement.

Pour cela, on donne une partition 1_"1 ) fz =Tdubord"'deQ(l"; n T, =),
ceci nous définit une partition du bord de » :

6a)=§1u§2uS+uS_ avec

B, =< (x4, x,, x3), (x, x,) €T, — -g- < X3 < .il }

2
S = + - 2
xl, x2, 2 s (xl, X ) € Q .

Les parties S, seront libres afin que les hypothéses (1.6) et (1.7) soient
plausibles.
Le chargement, proportionnel & un paramétre A, est constitué par :

—t—

(1.18)

— une densité volumique de forces Ap = M@y, ¢y, @3)
— une densité surfacique de forces AT = MT,, T,), parall¢les au plan
moyen et agissant sur la partie B, de la frontiére de .

Pour simplifier, on supposera T et ¢ indépendantes de x, et on posera
grx=h(Pu’ Fu=hTa: f=h(P3.

vol. 19, n° 2, 1985



242 T. HADHRI

En ce qui concerne les fixations de la plaque, celle-ci sera, pour fixer les idées,
en encastrement a la déflexion lelong de I et en encastrement total lelongde T',.
Soit, en appelant v la normale unitaire extérieure 3 Q) :

E=¢&, et —2—%:&1 sur I } (.19

U= u, sur I').

Maintenant on peut donner l'expression du travail des efforts extérieurs

dm=_xjfedx+xjgavudx+xj F,0,dT.  (1.20)
Q Q )

Utilisant (1.20) et (1.14), le P.T.V.(1.17) se traduit par :

Q

Jv { MaB Xuﬂ(e) + Naﬁ[suﬂ(v) + dmuﬂ(&)' 9] } dx + A J' fe dx -

— )»j Gy U, dx — XJ F,v0,d'=0
Q Iy
(1.21)
pour (8, v) vérifiant les mémes C.L. que (&, u) soit (1.19).

L’équation (1.21) traduit ’équilibre de la plaque. Il reste a décrire la loi de
comportement du matériau. On a choisi une loi de comportement globale
de la structure qui porte sur les résultantes M, N définies par (1.15).

Suivant [12], on décrit le comportement élastique parfaitement plastique
par la loi (1.22) qui relie le couple moments fléchissants, efforts de membrane
(M, N), au couple courbures, déformations dans le plan { x; = 0} :

[(tap)s (4p) + (0,6)] par:

(M, N) = ITg(y, ¢ + o)

I1, projection sur B

B={(QReR xR, [(QR)| <k}
k>0.

(1.22)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ETUDE D’UN MODELE DE PLAQUES RLASTOPLASTIQUES 243

1.3. Formulations variationnelles et orientation

Les équations (1.21) et (1.22) peuvent s’écrire d’'une maniére plus pratique
pour la suite du travail en posant :

E = R* = espace des matrices (2.2), symétriques
Pour (X, Y) eE x E’ h(X3 Y) = <(X’ If)’ HB(X> Y) >R3><R8 -

— S 1

(1.23)

Le convexe B étant fermé borné et contenant 0 en son intérieur, on sait que :

h est convexe, continue (1.29)
h0,0)=0, >0 (1.25
Vh(X’ Y).(S, t) = < HB(Xs Y)9 (S, t) >R5xR8 > (Cf [19]) (1 26)

Iy, ky) € [REL (| X, Y [gs — 1) S (X, Y) S by X, Y [gs + 1) (1.27)

Avec ces notations et ces définitions, (1.21) et (1.22) s’écrivent

j<wm&4m+mmuwdw+m@m»w+ )
Q

+ka9dx—XJgavudx—kJ F,ov,dI'=0.
Q Q I
V(6, v) vérifiant comme (€, ») les C.L. (1.19) .

(1.28)

On reconnait dans (1.28) la différentielle de ’énergie :
r

~M§@=Jhwadw+ﬂﬁ»ﬂ—luw—kh@)

Q
avec

L(u) = J Go U, dXx + J F,u,dt (1.29
Q Ty
A@=—jﬁﬁ.
Q
Dans la suite, on cherchera les solutions de (1.28) parmi les (€, #) qui mini-

misent J, dans un cadre fonctionnel que I'on va préciser.

vol. 19, n° 2, 1985



244 T. HADHRI

Le cadre classique des espaces de Sobolev consiste a formuler le probléme
de la maniére suivante :

Inf J, (&, u). (1.30)
& we H(Q) xHY(Q)

E=2¢&, et %=§1 sur T

u = u, sur T, .
Nous pouvons définir une valeur X telle que pour A dans [0, A[ I'Inf (1.30)
est fini mais les suites minimisantes ne seront pas nécessairement bornées

dans H%(Q) x H'(Q). En revanche, nous pouvons démontrer qu’elles le seront
dans W21(Q) x LD(Q). Ceci nous conduit 4 introduite le probléme :

Inf J, (&, u) (1.31)

(& w)e W2 Q) x LD(Q)
g
=&, et a—\}:é’;1 sur I
u = u, sur T .
ou nous avons utilisé les notations classiques :

W2HQ) = {£Ee LYQ), £, L1 (Q); § g€ L'(Q) pour 1<a,B s(?i }32)
LD(Q) = {uel @), e, e L' @) pour 1<ouB<2}.

Le probléme formulé dans le cadre ci-dessus est coercif mais les espaces
fonctionnels considérés ne sont pas réflexifs et des suites bornées on ne sait
pas extraire de sous-suites faiblement convergentes (dans W*(Q) x LD(Q)).

Le cadre adapté a ce probléme semble étre celui des fonctions & déforma-
tion mesure bornée pour le déplacement plan, et a Hessien mesure bornée pour
la déflexion.

Plus précisément, on introduit les espaces de Banach :

BD(@Q) = {uel'(Q), e w)eM(Q),1<ap<2} }(1 33)
HB(Q) = {£eL'(@Q), VEe [L'@)P, x,p&) e M' (@), 1 <, B<2}f
munis des normes suivantes :

lullppey = lullog + 3 [ €p0) |y
1<a,B<2 (1.34)
” & H HB®Q) = ” &a ”Ll(n) + “ V& ” 1) + Z ” Xus(i) ”M‘(Q) .
1<a,Bp<2

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Draprés Demengel-Temam [7], les propriétés (1.24), (1.25) et (1.27) de A
permettent de définir A(X, Y) comme mesure bornée lorsque (X, Y) e MY(Q, E)
x MY(Q, E). Ceci nous permet d’étendre la définition (1.29) de I'énergie
J, (€, ) au cadre (&, v) e HB(Q) x BD(Q) et d’'introduire le probléme :

Inf J,(& 1)
(¢, u) e HB(Q) x BD(Q)
0
&lr =E.»o, 5%r=§1 (1.35
Ul, = Uy .

En examinant ce probléme de plus prés, on se heurte a la difficulté des
conditions aux limites 6_&_,
ov Ir
suites minimisantes. Ceci nous ameéne a relaxer certaines conditions aux
limites comme dans [16, 6]. Cela revient 3 éliminer une partie des conditions
aux limites et & en tenir compte de maniére plus faible en rajoutant un terme
approprié¢ a la fonctionnelle énergie. L’introduction du terme de relaxation
est justifiée non seulement par Pargument mathématique mais aussi par un
argument mécanique évoqué dans la conclusion.
A cette fin on introduit 4, la partie principale de 4 donnée par (1.23), en
posant

et u | qui «ne passent pas a la limite » dans les

h(X,Y) = lim Sh(X, 1Y), (1.36)

t=+ o0 t

Le lemme suivant explicite la fonction 4, et établit certaines de ces pro-
priétés.

LEMME 1 : La fonction h définie par (1.36) peut sécrire
p

h(X,Y) = (QS‘ng {(Q,R),(X,Y)>. (1.37)

En outre h, vérifie

h, est convexe et continue (1.38)
h0,0) =0, h, >0 (1.39)
Hpys p) e RE1..py | X, Vigs S B (X, Y) < p, | X.Y]pe  (1.40)
h,, est positivement homogéne de degré 1 et vérifie (1.41)

h(X,Y) +(Z, 1) < h(X,Y) + h(Z T). (1.41)

vol. 19, n° 2, 1985



246 T. HADHRI

Démonstration : Le convexe B étant borné, I’expression (1.23) de / donne

hp(Xa Y) = lim < HB(tX’ tY)’ (X7 Y) >E><E :

t=+ o
Nous pouvons alors trouver une suite #, qui tend vers l'infini et telle que :
(1, X,t,Y) > (X, Y, )eB.
Or, Il étant le projecteur sur B, nous avons
V(Q, R)eB, {(t,X,t,Y)—Tut X, t, V), I, X —t,Y)—(Q,R)> > 0.

Nous divisons I'inéquation ci-dessus par ¢, puis en faisant tendre f, —» oo,

nous obtenons
<(X7 Y): (Xm: Ym) - (Q, R)> > 0

Ceci donne l'expression (1.37).

La propriété (1.38) résulte du fait que 4, est I'enveloppe supérieure d’'une
famille de fonctions continues. Elle est donc convexe et continue a l'intérieur
de son domaine qui est R} x R} entier.

La propriété (1.39) résulte du fait que (0, 0) € B.

Pour prouver (1.40), nous utilisons le fait que (0, 0) est dans l'intérieur
de B. 1l existe donc p, tel que :

I(X7 Y)l < pl—:’(X’ Y)EB
d’ou
h(X,Y) > Sup {(QRL(X,T)>=p |[(X,T)]|gs-

|Q,R| <p;
Par ailleurs, B étant borng, il est inclus dans une boule du centre 0 et de

rayon p, > 0 approprié. On a donc

h(X,Y) < Sup {(QR),(X,Y)) =p, [(X,Y) [gs.

1Q.R| <p2

Maintenant, revenons a I'expression (1.36). Elle montre immédiatement
que A, est positivement homogeéne de degré 1.
Par ailleurs, grace a la convexité, nous avons

< 3h (X, V) + 1 h(Z T))
< h(X,Y) + h(Z,T).

Ceci achéve la démonstration du lemme. m
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Maintenant, pour une fonction scalaire p et une fonction vectorielle # données
sur I, on définit les tenseurs G(p) et F(u) par leurs composantes :

CualP) = PV vy } (1.42)

F o) = 3(u, vy + Uy v,)

ou (v,, v,) représente les composantes de la normale unitaire extérieure a Q.
La tangente a I" sera notée t et orientée de la maniére suivante :

t=}_v2. (1.43)
vy

La composante tangentielle u, d’'une fonction vectorielle u sera définie par

u, =W.10T.

Disposant des notations et définitions données ci-dessus, nous introduisons
le probléme relaxé :

0
o Aneo s [ n(o(F -5 ) s w)ar +
(€, u) e HB(Q) x BD() r;

Elr =& s
g

Orientation : Nous allons démontrer dans le § 3 une certaine équivalence
entre le probléme initial (1.35) et le probléme (1.44). En fait, en linéarisant
le tenseur des déformations y défini par (1.10), on introduit un autre pro-
bléme 4 déformation linéaire que I’on appellera probléme de la flexion-compres-
sion linéarisée d’une plaque élastique.

Enfin, dans le § 3, on donne un résultat d’existence pour le probléme (1.44)
comportant la non-linéarité géométrique.

Remarquons que le probléme de la flexion-compression linéarisée dune
plaque élastoplastique n’est pas un simple outil intermédiaire. Il modélise
une plaque élastoplastique soumise a des efforts de flexion et de compression
dans un cadre linéaire pour la déformation. Ce dernier modéle est le plus
couramment adopté pour déterminer les déplacements et les contraintes dans
une plaque élastoplastique en petite déformation.
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2. QUELQUES RESULTATS MATHEMATIQUES

Dans cette partie, nous allons rappeler certains résultats concernant W21
et « 'espace des moments fléchissants », démontrés dans [6] et d’autres résul-
tats de [16] sur 'espace LD d’une part, et établir des résultats concernant LD
et «l'espace des efforts normaux » d’autre part.

Dans les propositions 2.4 et 2.5, nous donnons un résultat de relévement
des traces de LD, un résultat de trace sur I'espace des tenseurs symétriques
L> & divergence dans L? et une formule de Green sur ces deux espaces.

Dans le théoréme 2. 1, nous démontrons I'existence d’un relévement continu
des traces normales R, n, des tenseurs 1> symétriques a divergence dans L2

Par ailleurs, nous démontrons dans le théoréme 2.3 un résultat d’approxi-
mation dans lespace des couples (M, N) de tenseurs symétriques, L2, tels
que My, ,el? et Ny el

Nous commengons par rappeler certains résultats sur les traces des élé-
ments de W21(Q) démontrés dans Demengel [6].

L’espace W21(Q) est défini par

WaHQ) = {Ee LY(Q), & ,e LYQ),§ pe L'(Q) pour 1 <o, B<2}.
PROPOSITION 2.1 : Il existe une application trace :
W2HQ) — yo(WH(Q) x LXT)
& = (Y0(®), v1(8))
linéaire continue surjective telle que pour & dans C 2(Q), on ait :

Yo) = & Ir

v, = g—% (v normale unitaire extérieure) .

En outre on a linclusion :

Yo(W2(Q)) =« WHY(ID).

Afin de rappeler une formule de Green [6] utile dans la suite, nous définis-
sons 'espace

#,@) = { MeL=Q, E), ¥, My e LQ) } | @
a,p
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PROPOSITION 2.2 : Il existe une application linéaire continue surjective :

L, H > v (WHHQ)) x L)
M - (by(M), b,(M))
telle que pour & € W*Y(Q), M € 5, on ait la formule de Green :

0
J Myt — j Mgy = (bo(M),ES — <b1(M),a—§ > 2.2)
Q
Lorsque M e C¥Q, E), b, et b, ont pour expression :

d
bo(M) = Mggv, + 8_s(M“" Ve Tp)

bl(M) = Muﬂ Va VB

ou T =(1,7) =(— vy vy)

2.3)

et 0/0s désigne la dérivée par rapport a I’abscisse curviligne s le long de T.

Avant de démontrer une formule de Green sur LD(Q) et 5 ,(Q) défini par
(2.5), nous commengons par rappeler un résultat démontré dans Temam [16].

PROPOSITION 2.3 : On rappelle la définition
LD@Q) = {uelY(Q), (e,) e L'Q, E), 1 <o, B <2}. 2.9
Il existe une application linéaire continue surjective :
Yo : LD(Q) - LX)
U — Yo(W)
telle que pour ue CXQ) on ait
YoW) = ulp.

Maintenant nous allons démontrer un résultat de « relévement non
linéaire » (¥).

PROPOSITION 2.4 : I] existe une constante C telle que
Vuy e LX), Jue LD(Q), vyo(W) = u,
et | u llLD(Q) < Cllu, “L‘(I‘) .

(*) 11 ne s’agit pas d’'une application linéaire continue comme on P'entend usuellement.
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Démonstration : L’application vy, est d’aprés la proposition 2.3 linéaire,
continue surjective du Banach LD(Q) vers le Banach LY(Q).

Le résultat découle donc du théoréme de I'image ouverte. Pour une démons-
tration plus détaillée, voir la proposition A.3 de [20]. =

La formule de Green sur LD qui nous servira dans la suite va étre énoncée
et démontrée dans la proposition suivante.

PROPOSITION 2.5 : On définit I'espace
Hy={(RpeLQE), Ry =Ry, RyscL*Q)}. 2.5)
Ul existe une application linéaire continue surjective
&L, H,— L)
R — by(R)
telle que pour u dans LD(Q) et R dans # ,(Q) on ait la formule de Green :

I Ropptty + f R,p ,5) = Cby(R), U Dy py p1ry - (2.6)
Q o

Lorsque Re C 1Q, E), les composantes de b,(R) sont données par
[6,(R)], = Ry v - 2.7

Démonstration : On considére un élément R € 5, et on lui associe un élé-
ment de L*(I"), dual de LY(T") de la maniére suivante :

Soit uy € LY(I") et ue LD(I') donné par la proposition 2.4 : y,(u) = u,.
On définit alors

Alug) = j

R,p €,4(0) + f Ryp.p the -
Q

Q
En utilisant la densité de [2(Q)]* dans
LD(Q) = {ue LD(Q), yo(w) = 0}

on montre facilement que Agx(,) ne dépend pas de I’élément u choisi.

On a donc défini une application 4y de L}I") dans R.

La linéarité de A, découle du fait que si u est un représentant de u, et o’
un représentant de ug

Yo) = uy et yo(u) = u
alors Au+pu' est un représentant de Auy+ pug et cela pour tout (A, p) € R
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La continuité de Ay résulte de la proposition 2.4. En effet, on a
|AR(u0) I <R ”,;fz [l u “LD <C|R “yfz I Uy [ L) - (2.8)

L’application Ay est donc un élément du dual L®(") de LX) et on en
déduit l'existence d’un élément b,(R) e L*(I") tel que

Ag(ug) = Cby(R), U D= ry,1(r -

Ainsi la formule de Green (2.6) se trouve démontrée.

La linéarité de %, provient de la définition de Ay et la continuité résulte
de I'inégalité (2.38).

Il nous reste & démontrer la surjectivité. Pour cela, nous considérons un
élément L de L°().

L’application : LD(Q) —» R

u— L, 'yo(u) >|L°° T)x LYI)
est linéaire continue.

La définition 2.4 de LD(Q) permet de trouver un isomorphisme entre
LD(Q) et un sous-espace de L1(Q) x LY(Q, E).

Nous pouvons donc prolonger / en une forme linéaire continue sur
LYQ) x LYQ, E) de méme forme que [ et ceci en utilisant le théoréme de
Hahn-Banach. Finalement, il existe un élément

(r, R)el=(Q) x L*(Q, E)
tel que
71l =1L ”!L‘”(r) =|rnR ”Lw(g)wa(QE)
et tel que

Yue LD(Q), <L, v Dporyx 11y = J‘ riu+ Rge,0().
o

En prenant u quelconque dans (2(Q))?, la formule précédente donne
Ryp=r1,eL2(Q) = L¥(Q)
dou
Re #,(Q)
et la formule de Green (2.6) donne :
L, yo() i ox LM = b,y (R), vo(u) )y 0, 110 -
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La surjectivité de y, énoncée dans la proposition 2.3 permet alors de
conclure que L = b,(R), et ceci termine la démonstration de la proposi-
tion2.5. m

Les opérateurs traces que nous avons définis sur 2 (Q), (2. 1) et sur J,(Q),
(2.5), ne possédent pas forcément des relévements continus. Afin d’établir
un résultat de prolongement continu, puis d’approximation par des fonctions
réguliéres, nous allons définir deux espaces #,(Q) et #,(S), plus grands que
H, et H,, mais dans lesquels les opérateurs traces admettent des relevements
continus.

Nous définissons donc I'espace J_fl(Q) par

H#y = {MeL*Q,E), M,,ecLl*Q)}. 2.9)

o

Nous avons sur 5, le résultat de trace et de relévement continu suivant
démontré dans Demengei [6].

PROPOSITION 2.6 : 1l existe une application linéaire continue et surjective
L, #, > H X)) x H™VX(D)
M — (bo(M), by (M)

telle que pour v dans H*(Q), M dans _971 on a la formule de Green

J MaB,aB'v - f MaB Vop = < ];o(M), vlp > — <Z1(M), %1\/7> (2.10)
Q Q

Lorsque M est dans C 2(5, E), b, et b, coincident avec les expressions :

0
bo(M) = Mg, vy + EE(M"B Vv, 'cB)

by(M) = Mg v, v,.

En outre, I'application ,71 posséde un relévement continu.

Démonstration : Voir Demengel [6]. =
Nous allons établir un résultat analogue a celui donné par la proposition 2.6,
concernant I'espace des efforts normaux :

#,={ReL¥QE), Ry,eL*Q), 1 <a<2}. (2.11)
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THEOREME 2.1 : Il existe une application linéaire continue surjective
%, #y ~ H VAT
R - by(R)

telle que pour ve H'(Q) et R € #, on a la formule de Green

f Raﬂ,li v, + J‘ R‘IB eu,,(v) = < EZ(R), 'Yo(l)) >H‘1/2(F),IH‘/2(I‘) . (2 12)
Q Q

Lorsque R est régulier, on a I’expression :
[bz(R)]u =RV,
Par ailleurs, I'application .72 posséde un relévement continu.

Démonstration : Pour n € H?(Q), on prend un antécédent par I'application
trace de H(Q) :

ue H'(Q), 7, =n
% i@y < C Il lwizy, C constante. (2.13)

Nous posons alors

Lg(n) = J Rygpt, + J R,p e, .
o} o

On vérifie, par densité¢ de 2(Q) dans H{(Q), que Lg(n) est bien indépen-
dant du relévement u choisi dans H*(Q).
Maintenant, nous majorons Lg(n) comme suit

| Le) | < C | R lig; Il ¢ sy -

Soit en utilisant (2.13),

‘ LR(n) | < C() | R ”972 l nl H/2(T) - (2.14)

L’application Ly est donc linéaire continue sur H'/(T') et il existe donc
un unique élément de H™Y%(T") noté b,(R) tel que

Ly(n) = <by(R) M D=1y ey -

La linéarité de b, découle de la linéarité de Ly(n) considérée comme fonc-
tion de R, quant & la continuité, elle découle de la majoration (2.14).
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Pour prouver la surjectivité de 52, prenons un élément ¥ dans H™V(T).
Nous pouvons alors définir une forme linéaire continue sur H'(Q) par

HY(Q) - R
v = (W, 7o) du- 120y, M V(T -

Par I'inégalité de Korn, la forme bilinéaire définie sur H*(Q) x H'(Q) par

Ay, v) = j uv + J €,p(1) £,5(v)
Q Q

permet de définir sur H* une structure Hilbertienne équivalente a sa structure
usuelle.

Par le théoréme de Riesz, il existe donc un élément ue H(Q) tel que

J Yo) ¥ = j U, U, + j Eqp(1t) £45(0) -
r Q Q

Si maintenant nous posons r,; = g,,(4), nous avons pour tout v e Z(Q)

j (U v, + 1y Elp(0)) = 0.
Q

D’ou I'on déduit que
Tupp = Uy € LHQ).
Donc L
re i,
et
¥ = by(r).
Ceci achéve la démonstration de la surjectivité et montre en méme temps,

I'existence d’un relévement linéaire grace a I'unicité du représentant dans un

Hilbert H, donné par le théoréme de Riesz, d'une forme linéaire continue
sur H.

La continuité du relévement se voit sur la construction précédente. Nous
avons en effet,

I 7%, = J Uy Uy + &,5(1) 8,5(w) = j Yu
Q

r

7 12,0 < CUY e Il tt iy < CUY s | 7 | 0 -
Ceci achéve la démonstration. =
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Nous définissons donc I'espace
H(Q) = #,(Q) x #,(Q) (2.15)

et nous allons démontrer un résultat de prolongement des éléments de # (Q)
dans # (R?), suivi d’un résultat d’approximation.

THEOREME 2.2 : Il existe une application prolongement, linéaire continue :

P:#(Q) —» #(R?
telle que

V(Q, R)e #(Q),[P(Q, R)] |oa = (Q, R).

Démonstration : Soit Q' un ouvert borné de R? ayant la régularité C2-uni-
forme et tel que

ONnQ =g
QNQ =00.

9'

Nous notons
Fr=0Q, Q=0uQ, I'=00 et I,=0Q,
si(Q,R)e A (Q), nous considérons les traces
(56(2), 5,(Q), by(R) € H™*X(T) x H™'/X(T) x H™'X(T).
Nous pouvons alors définir I'élément

Mo> Ny M) € H™¥") x H~YX(I") x H=Y*(I")
par
(0,0,0) sur I'y,

(Tl » M1 M ) = — — —
o 5 0), (@), By(R)) sur T
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La proposition 2.6 et le théoréme 2.1 permettent, par la continuité des
relévements, de trouver un élément

(M, N)e #(Q)
tel que

(Bo(M), by (M), b,(N)) = (g, M35 M) -

Grace a légalité des traces 50, —b-l, 52 de (M, N) et de (Q, R) sur I', nous
pouvons voir que I'élément

QR sur Q
(M, N) sur &

M, N) =

est dans £ (Q,).
De ia méme maniére, on peut voir que

(M, N) sur Q,

P(Q, R) =
0, 0) sur R2\Q,

est dans 5 (R?) et répond a la question puisque la continuité des relévements
invoqués ci-dessus permet d’établir la continuité de P. =

Le résultat de prolongement ci-dessus permet d’établir un résultat d’approxi-
mation par des fonctions réguliéres et ceci en utilisant les produits de convo-
lution. Un tel résultat ne permet pas de conserver I'information sur la norme
L>(Q, E) et ne nous sera donc pas utile pour la suite.

Un résultat d’approximation sur les ouverts strictement inclus dans Q sera
donné par le théoréme 2.3 ci-dessous :

THEOREME 2.3 : Soit Q un ouvert borné de R?, de classe C? et #(Q) I'espace
de Banach

# (@ = {(Q R elXQ E) x L*(Q,E)

tel que
Qap,uﬂ € LZ(Q)

Ry.eL¥Q), 1<B<2}.

muni de la norme

“ (Qa R) ”5?(0) = “ Q lle(n,E> + " R ”LZ(Q,E) + ll Qub,aB "LZ(Q) + ; ll RaB,a ”Ll(n)-
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Soit ® un ouvert de classe C* tel que

ocQ.
Alors pour tout (Q, R) dans #(Q), il existe une suite :

(@, R) e 9(a, E) x 2(o, E)
(@ R) |, — (Q R) ||y > O lorsque n— co.
En outre, si (Q, R) vérifie .
(@ R)(X) |gs <k, pp. x€Q

alors on a
[(Q,, R)(X) ||gs < k pour tout xew.

Démonstration : Soit (g,), ., une suite de réels positifs tendant vers zéro
et telle que ® + E(O, g,) < Q(B(0, &,) est la boule ouverte de R? de centre 0
et de rayon ¢,).

Nous considérons une suite régularisante p, telle que

P., € 2(B(0, €,)

P, =0 et J.

P, (x) dx = 1

et nous définissons le produit de convolution

Q. R)(x) = (p,, *(Q, R))(x) pour xeam.

La définition ci-dessus veut dire

(Qn)uﬁ = pa,, * aff et (‘I{n)al} = pe,, * RaB .

11 est aisé de voir que

(@, R) € Z(, E) x Z(o, E)

et que
[(Qn R) ~ (2, R) |, sy = O
car
Y (Qlpas =P* Y Qupup QOupap dans L2(w)
1<a,p<2 1<a,8<2 1<a,ps2
et

Y R)pa =0 * Y Rypo— Ry, dans L*Q).

1<a€2 1sax2 1<a€2
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Il nous reste a démontrer 'inégalité sur la norme L*(Q, E). Nous avons
pour x dans ®

[ (2,5 R) (%) [[as = || (pe, * @, p,, * R) (%) || s =
2 231/2
- { » [ f 0. (7 — x) Quy(¥) dy] + U 5. (y = X) Ry() dy] } ”
1<€a,ps2 Q Q

Or, par Cauchy-Schwarz, on a

2
[ J p.. (¥ — X) Qup(y)] < J VP, (y — x)]* dy x

X J [VP:, (¥ — %) Qus(»)]* dy < f p.. (¥ — X) QZ(») dy.
R ®,

Soit

1 (@ R () [ e < [ j

Q

1/2
by — ) [ (@ B) [207) dy]

< kJ‘ Ps,,(J’“x)dJ’=k
Q

et ceci achéve la démonstration. m
Le théoréme d’approximation sur les ouverts intérieurs a Q ci-dessus sera
utilisable dans la suite grace au résultat suivant.

THEOREME 2.4 : Soit Q un ouvert borné de R? de classe C?. Pour § réel stric-
tement positif assez petit, nous posons :

P ={xeQ,dx0Q) >3} et I’=00.

Soit (Q, R) € #(Q) et sa restriction a O, (Q°, R®) e H# (QF).

Alors, pour n dans HY/'*(T"), et p dans H/*(T') il existe (£, v) e HX(Q) x H(Q),
dont la restriction a Q¥ notée (%, v°) est donc dans H*(Q®) x HY(Q®), tel que
lorsque & tend vers zéro, on a les convergences

j BB E), F (o) — f h(B(), F (1) .16

r

< 51(Q5); 'Y1(§8) >H—1/2(r5)x31/2(r'ﬁ) -< 51(Q)’ n >H‘1/2(1")xH1/2(1") (2.17)
DR, Yo(0®) D - vrasyx wirgsy = < Bo(R) 1 Do ey wpinsy . (2.18)
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Démonstration : L’application trace :
H*Q) » H¥XI") x HYXI)

= (1 = L 1 = )

admettant un relévement continu, nous pouvons trouver un élément & de
H?*(Q) tel que :

Yo(€) =0 et y,(§) =n.
De la méme maniére, nous choisissons un élément v de H(Q) tel que :

Yov) = 1.

Nous allons démontrer que le couple (£, v) répond a la question.
La formule (2.10) donnée dans la proposition 2.6 permet d’écrire :

I Q:B,aﬂ g2 — J Qfa &.-,ip =< Eo(Qs)a Yo(&a) o — < E1(Q8), 71(E®) dre .
QE QG

Or, nous avons

| <Bo(2%, ¥oED) D | < || Bo(@%) [la-s20%) || Yol&®) Jararaqrey

<
< Co 1 Q° ) | Yo&®) [[rrar
< Cl Q%0 | Yo(€?) “HB/Z(I"') :

Par ailleurs, nous avons

tim | 40 [y = 170 s = 0
D’ou
gg<%@a%@»ﬁéo

Par ailleurs, nous avons en notant I la caractéristique de Q°

8§20

lim J (an,ap g — Q:p ia) dx = lim j I&'(Qab,uﬁ € — Qab a,ua) dx
o 520 o

=fgm¢—&ﬁmw-
Q
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Nous en déduisons finalement que

lim € 5,(0%), 1, > = <5,(@, 1® r-

Pour traiter le terme en EZ(R), nous utilisons la formule (2.12) donnée
dans le théoréme 2.1 qui permet d’écrire :

J R:B B va + J uB aB(vs) = <b (Ra) 'Yo(vs) >r* (219)
(04 Q°

On fait tendre & vers 0 dans (2.19) puis on utilise a nouveau (2.12) :

y_{% < EZ(RB)’ Yo(®) D = < b_z(R), Yol¥) O -

Il nous reste a démontrer la convergence de l'intégrale de £,
Les propriétés de A, données dans le lemme 1, et la définition (42) de B
et & permettent de voir que

lim j (B D), F (o) = f (G0 ), F (7o)
e r
et ceci achéve la démonstration. m

3. PROBLEME DE LA FLEXION-COMPRESSION LINEARISEE D'UNE PLAQUE

ELASTOPLASTIQUE

Le probléme discuté dans ce paragraphe est celui présenté ci-dessus (1.29),
(1.32), dans lequel la partie non linéaire @ du tenseur des déformations v,
(1.10), est prise égale a zéro.

Cela revient & définir

T = [ MU, o) e = 1140~ AL, 6.1
Q
ot les applications L et L, sont définies par (1.29), et a considérer le probléme
Inf jl(g, u)
(& 1) e W2Q) x LD(Q)
o (3.2
&lI‘:gOr a_VI_:EA

u|r1=“o'
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En suivant la méme méthode de relaxation des conditions aux limites
utilisée pour introduire le probléme (1.44) en partant de (1.35), on fait cor-

respondre 4 (3.2) la formule relaxée (3.3)

Inf {'—];"(g’ U + j hp<‘6(%§' - E)l)s 9'-(“ - uo)) dr +
(& w) e W(Q) x LD(Q) r, v

Elr = &o- 0
+ Lz hp<“6<a—v - §1>, 0) dI"} (3.3)

Pour dualiser le probléme (3.2) on commence par introduire les notations

suivantes :

V = W{(Q) x LD(Q)
Y = LYQ, E) x LY{Q, E)
Y* = L*(Q, E) x L*(Q, E)
Y* est le dual de Y, muni de la topologie faible de dual o(Y*, Y)
AV-oY
(& 0) — (x(E), =)
F:VoRU{+ o}

— AL(W) — AL,®) si G u)ed,
G- + © sinon
g
€, = {({’,,M)EV,Q}F = go,_a_\;r =&, ulp, = uo}
G:Y->R
(Q R) —»J h(Q, R) dx
Q

K ={(Q,R)eY* (Q,R)e Bpp.xeQ}, B étant défini par (1.2 )

3.9

Les notations introduites ci-dessus permettent d’écrire (3.2) sous la forme :

Py): In'f{ F(@) + G(Av) }.

D’apres Ekeland-Temam (8], le probléme dual de (3.5) est

(P)*: Sup { — F*— AXQ, R)) — GX(+ (2 R)) }.

(Q,R)e Y*
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Le calcul de G* se fait de maniére classique [8] et donne

J‘ h*(Q, R)dx si (Q,R)eK
Q

G*Q, R) = 3.7

+ o0 sinon

ou h* est la fonction conjuguée de la fonction convexe A.
Le calcul de F*(— A*(Q, R)) fait I'objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1 : La fonctionnelle F étant définie par (3.4), les fonctions f
et g qui définissent L et L, par (1.29) étant supposées dans L*Q), nous avons

— Cby(R), ug dporpyexrrry? + < 01(Q), & D
FH— AXQ R)) = — (b(Q), & > si (QR)e¥, (3.8

+ o0 sinon
ou I'ensemble ¥, est défini par :

Se={(@Q R eY* Qu,=MN dans Q
Rypp +Ag, =0 dans Q 3.9

[b,(R)), = AF, sur I,}.

Démonstration . Nous avons, par définition de la conjuguée d’une fonction-
nelle

F*(— A%Q, R) = (gSl)lpV{ =G W, AMQR) dyye — FE W}

En utilisant les définitions de F et de ¥, données en (3.4), le Sup ci-dessus
peut étre restreint a4 %,. _
Or, en choisissant un élément (€, u) € €,, nous pouvons écrire :

g41=%0+.IRX(E’Q

98

ou gO:{(é’u)eV’all‘=0’8_V =0’u|1‘1=0}

L"
et il vient donc que

F*(— A*(Q, R)) = — ( (€, @), A¥(Q, R) Dy y. — FE ) +
+ Sup { — <(& W, AMQ R) dyye — FEW}. (3.10)

(&.u)e%o
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Considérons alors (&, u) € 2(Q) x (2(Q))*> < %,, nous avons

(&, AN, B) Dy pe = CAG w, (D, R) Dy ye
= < ((®), &), (Q. B) Dy,vs

= — j (Qaﬁ,aﬁ £ + Raﬁ,a u,) dx .
o

Or nous avons d’apreés (3.4) et (1.29)

Fi&uw = —XJ

Q

g, 4, dx +XJ f&dx.
Q

Ceci nous donne que le Sup intervenant en (3.10) vaut + oo si 'on n’a
pas simultanément

Qap,ag = kf}

(3.11)
et Rygp +2g, = 0.

Si maintenant les deux conditions ci-dessus sont satisfaites, les hypothéses
de régularité fe L*(Q) et g, € L*(Q), les définitions (3.4) de Y* et (2.1), (2.5)
de s, et #, nous donnent alors :

Qe#, et Rest,.

Nous pouvons donc appliquer les formules de Green (2.2) et (2.6) qui
nous donnent pour (£, ) € €,

- <(§’ u), A*(Qs R) > - F(&a u) = - < (X(E,x), 8(”))5 (Q5 R) >Y,Y* +
+ KJ g, U, dx + XJ F,ou, dI' — XJ fEdx = f (Qupap — M) E dx
Q 2 Q o
+ J (Rypp + Mg, u, dx
o
—Cbo(@,8> + < b,(@), g_§>
— (b R), u dpary iy + A f F u, dr

T2

d’ou nous tirons

— (G, AYQ R) ) — F&u) = (A — by(R), 4 ) e myx 13y -
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Ceci nous donne que le Sup intervenant dans (3.10) vaut + oo si 'on n’a
pas

by(R)y =AF sur T,. (3.12)

En rapprochant (3.11) et (3.12) on voit que F*(— A*(Q, R)) vaut + o
si (Q, R) ¢ €, défini par (3.9).

Supposons maintenant que (Q, R) e ¢,, le Sup intervenant dans (3.10)
est alors nul, et nous avons :

F¥— AXQ, R) = — (& ), AXQ, R) >y . — FE u);

d’ou et en utilisant les formules de Green (2.2) et (2.6) et la définition (3.9)
de ¥,, nous tirons que

F¥— AXQ R)) = — (bo(2), & > + < 5,(0), & >
= (By(R), Ug Doy, uirn -

L’expression de F*(— A*(Q, R)) ci-dessus nécessite en fait une hypothése
sur fl N Fz et on supposera comme dans [16] p. 55 que la partie fl g Fz
est une sous-variété de I' de dimension nulle ; cela achéve la démonstration. m

Maintenant on peut donner le dual de (3.2).

THEOREME 3.1 : Le dual du probléme (3.2) est

Sup { - J R¥(Q, R) dx + { bo(Q), & >r — C64(D), & Or
Q

(Q.R)eFanK

+ (by(R), g D, } (3.13)

Démonstration : Ceci découle de (3.2), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) et de (3.8).
|
Maintenant, nous allons dualiser (3.3) et comparer le probléme ainsi
obtenu avec (3.13).
A cette fin, nous introduisons les notations suivantes :
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V = W2Y{Q) x LD(Q)

Y=Y, xY, avec Y, =LYQ E) x L'(Q, E)
Y, = L) x LXT))

A=A xA: VY

AL ) = (1(0). o)
M = (5

& H ull";)

F=V->Ru{+ o}

F ) = { — AL(w) _‘}"Ll(é) si (§,ue%,
+ 00 simnon (3.14)
% ={GwWeV,Ir=8}
G: Y=Y, xY,->R
((Q’ R), (ml’ W)) - GO(Q, R) + Gl(ml, w)
GyQ R) = j WO, R) dx
Q
G,(m;, w) = J h(B(my — &), F(w — uy)) dl +
+ I h(B(m, — &,),0)dI.
K est défini comme en (3.4).
Avec les notations ci-dessus et (3.1), le probléme (3.3) s'écrit :
Inf {G(AGE W) + FE W}, (3.15)

@Eu)eV
son dual est donc

Sup { = F¥[= A%(Q R), (my, w)] — G*((Q, R), (my, w) }
(Q,R),(m1,w)) e YT x Y2
(3.16)

ou Y} est 'espace dual de Y; muni de la topologie faible de dual o(Y}, Y))

Yf = L°@Q E) x L@, E) } 617

Y3 = L=() x L2(T")).
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Le calcul de F*[— A*((Q, R), (m,, w))] fait I'objet de la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 3.2 : Lafonctionnelle F étant définie par(3.14), pour(Q, R)e Y§
et (m,, w) e Y¥ et sous les hypothéses de régularité fe L*(Q), g, € L¥Q), nous
avons

F*[~ A%(Q, R), (my, w)] ={_<b°(Q)’ So> i (QR),(m, W)e 7

+ o sinon
(3.18)
ou 'ensemble &, est défini par
Lo ={UQ R),(m,w)e Yy x Y}, Oy, =N dans Q
Rypp +Ag, =0 dans Q
b,(R) =AF sur T,
bRy +w =0 sur T,
b,(Q) =m, sur T'}. (3.19)

Démonstration : Nous avons par définition de la conjuguée de F :

F*[— A*(Q, R), (my, w))] =
= Sup { ~ (& uw), AY(Q R),(m;,w)]> — FE&u}.

&u)eV

En utilisant les définitions de F et de ¢, données en (3. 14), le Sup ci-dessus
peut étre restreint & €. _
Or, en choisissant un élément (£, 0) € ., nous pouvons écrire

=% +Rx{E0}
Oﬁ (56={(§,u)eV,§|r=0}
et il vient donc que

F*[—A*(Q, R), (my, w)] = — < &, 0), A¥[(Q, R), (m, w)] > —F(E, 0) +S

ou S= éS;lI; { —p&, w}
et p(&’ u)=< (§> u)’ A*[(Qs R)a (ml’ W)] >+F(§’ u) .

(3.20)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ETUDE D'UN MODELE DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES 267

Considérons alors (€, w) € 2(Q) x [2(Q)])? = €}, nous avons
P(g, u) = < A(E.n u)9 [(Qa R)) (ml’ W)] >Y,Y* - F(&) u)
<(X(£)a S(M)), (Q’ R) >Y,,Y’: - A j Go Uy dx + A J‘ ft; dx

Q

- J &Qa[&,m[}dx— J Raﬁ,ﬁuqu_)\«‘[ guuadx +7\«J fﬁdx
Q Q Q Q

Ceci nous donne que le Sup intervenant en (3.20) vaut + oo si I'on n’a
pas simultanément

Qupep = M dans Q } 3.21)

Rgp +Ag,=0 dans Q.

a

Si nous supposons maintenant les deux conditions ci-dessus satisfaites,
les hypothéses de régularité fe L*(Q) et g, € L*(Q), les définitions (3.17) de
Y et (2.1), (2.5) de #, et #, nous donnent : Q € #, et Re #,. Nous
pouvons donc appliquer les formules de Green (2.2) et (2.6) qui nous donnent
pour (£, u) e Gy :

P(qu)= <g_%’m1 >r+<u:w>r1 +

+ ((x®), &), (@, R) Y — A j

Q

gauudx—XI

I

F.udl' + xj 1% dx,

Q
soit

o(&, 1) = j (= Qupup + M) Edx — Jf (R p + 19 4, dx +
Q Q

+ b, 8> = <bl«z),§—§>r + Cby(R), udr — A j Fudrl

I
0
+ <m1’a_§>r + (w,u),-l
d’ou il vient que

p& w = <m1 - b1(Q)sg_€> + <b2(R) - 7"Fau>rz + <b2(R) + W:”)rl-
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Ceci nous donne que le Sup intervenant en (3.20) vaut + oo si 'on n’a
pas en plus de (3.21) :

by@Q =m, sur T
b,(R) =AF sur T, (3.22)
by(R) +w=0 sur I,.

En rapprochant (3.21) et (3.22) on voit que F*(—A*{(Q, R), (m,, w)])
vaut + oo si [(Q, R), (m,, w)]¢ &, défini par (3.19).
Supposons maintenant que [(Q, R), (m, w)] € ¥,, nous avons alors

— < (&, 0), AH(Q, R), (my, w)] >
— A J‘ f¥ dx

Q
— (bo(Q), & >

F*(A*[(Q: R)’ (ml’ W)])

cette derniére égalité étant obtenue en appliquant la formule de Green (2.2)
et en supposant (3.21) et (3.22) satisfaites.

Ceci achéve la démonstration de la proposition. m

Maintenant, nous allons faire le calcul de G*.

PROPOSITION 3.3 : L'application G étant définie par (3.14), pour ((Q, R),
(m,, w)) € &, défini par (3.19), nous avons

G*(Q, R),(my, w)) = GF(Q, R) + Gf(my, w) (3.23)
ou

J- *(Q,R)dx si (Q,R)eK
G(,)k(Q: R) =)%
+ oo sinon
et (3.29

GHmy, w) = {my, & >p + w4 Dp,

Démonstration : L'expression de G§ est facilement établie [8]. Par ailleurs,
la définition de la conjuguée de G nous donne :

G;k(mls W) = Sup { < (mla W), ((P, lP) > - G1(m15 W) } .

(9. ¥)eY>

M? AN Modelisation mathématique et Analyse numénque
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ETUDE D'UN MODELE DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES 269
Soit
G¥m,w) = Sup {f m, ¢ + J‘ w¥ — J h(Bo — &,), F(¥ — u,))
r T, T,

(@,¥)eY;

Nous faisons le changement de fonctions suivant :
=& +n
Y =u, +p
qui donne

Gf(my, w) = J‘

m, & +j wu, +
r r,

+ Sup {J mm + f wp — J h,(B(M), Z (W) (3.25)
T r; Ty

(mweY,
—J h,(B(n), 0) } /
r;

Il nous reste donc a démontrer que le Sup ci-dessus est nul. Nous savons
quil est > 0 car

0,0eY,, B0 =0, F(0)=0 et ~(0,0) =0.

Il suffit donc de démontrer qu’il est négatif ou nul. Nous rappelons la
définition de Y,

Y, = L\(T) x LiT,).
Le Sup figurant dans (3.25) peut donc s’écrire
r T

M. weLX D) xLYD)
pl, =0

Par ailleurs, comme S, > 0, l'expression de G*(Q, R) donnée dans (3.24)
montre que G*((Q, R), (m,, w)) vaut + o si (Q, R) ¢ K.
Dans la suite, nous allons donc supposer

QO ReZ nK
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ou, rappelons-le, K est défini par :
K = {(Q R)e L*(Q E) x L®(Q, E), [ (2(x), R(x)) |gs < kp.p. }.

La définition de &, nous permet d’écrire
A= j mym + J i — j A B, F W) = <Br(@) 1D — < by(R), 1o —
r r r
r

Nous allons maintenant supposer
(n, W e H2(I) x HYX(I) (3.26)

puis nous appliquerons un raisonnement de densité pour conclure.
Utilisant le théoréme (2.4), nous pouvons trouver (€, v) e H*(Q) x HY(Q)
dont la restriction (£%,v%) 4 Q® = { xe Q, d(x, dQ) > § } vérifie pour

Ay = A(Q% R = < 5109, 12 re — < bR, 1oo®) Sy
- f h (1, ), F (oY)
1"5

lim Ay = 4.
80

Ci-dessus R® et Q3 sont les restrictions a QF de R et de Q.

11 suffit donc de montrer que pour 3 assez petit 4; est < 0.

Pour cela, nous utilisons le théoréme 2.3 qui nous permet de trouver pour
chaque valeur de & fixée :

(Q,, R) € 2(%%, E) x 9(Q, E)
tel que

Jgg [ (@ R) = (% RY) |y = 0
| 2.0, R [gs < k.

Or, 0, et R, étant réguliers, la proposition 2.6 et le théoréme 2.1 permettent
d’écrire
l_)l(Q") = Qg Ve Vi } sur 0Q°.
bZ(Rn) = (Rn)aB Va
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Les tenseurs Q, et R, étant symétriques, nous pouvons expliciter :
4@ R) = [ @y ulr@) — [ By #lrut) +
ré o

+ J hy(B1, (D), F(ro(0) .
e

Or nous avons pour tout x e I'%, (Q,, R,) (x) € B, soit par (1.22)(Q,, — R,) (x)
€ B. Par ailleurs nous avons par (1.37)

h (6, #) = Sup <(Q, R), (8, F) dpxk-

(Q,R)eB
Nous avons donc
AQ, R) <0
et lorsque n —» o©

4, = A(Q%, R) < 0.

Maintenant, nous faisons tendre 8 vers 0 et nous obtenons

A<0.

Un résultat de densité classique permet de s’affranchir de I'hypotheése (3.26)
et achéve la démonstration. m
Nous pouvons maintenant donner le dual du probiéme (3.3).

THEOREME 3.2 : Le dual du probléme (3.3) est identique au dual de (3.2)
soit le probleme (3.13).

Démonstration : Nous avons vu qu’avec les notations (3.14), le probléme
(3.3) pouvait s’écrire sous la forme (3.15) et que son dual est alors donné
par (3.16).

D’aprés la proposition 3.2 et 3.3, nous pouvons réécrire (3. 16) de la maniére
suivante

Sup { .—_[ hXQ, R)—{my, & Dr—< W, Ugr, +<bo(@): Eodr
Q

((Q, R),(m, w)e¥, nKxY3}
3.27)
Or, d’apres la définition (3.19) de €, nous avons
bRy +w=0 sur I'; et m =5b(Q) sur T
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d’ou
— w1y, >r, = ( by(R), uy >r,
< m,, &1 >r = <b1(Q)a &1 >r~

Il Sensuit donc que (3.27) est identique 4 (3. 13) et ceci achéve la démonstra-
tion. m

En conclusion, la technique de relaxation partielle des conditions aux
limites qui permet d’introduire le probléme (3.3) partant de (3.2) se trouve
justifiée par le fait que ces deux problémes admettent le méme dual.

Dans la suite, nous utiliserons ce méme procédé de relaxation pour le
probléme de flexion-compression des plaques élastoplastiques a déformation
non linéaire. L’introduction du probléme (1.44) se trouve, d’'une certaine
maniére, justifiée. Dans le paragraphe suivant, nous allons donner un résultat
d’existence pour (1.44).

4. RESULTAT D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME RELAXE AVEC NON-LINEARITE
GEOMETRIQUE DANS HB X BD

Nous commengons par définir une charge limite A, en dessous de laquelle
I’énergie intervenant dans (1.44) est minorée. Pour cela nous définissons la
&, =J,(Ew + f

fonctionnelle énergie
g pe
N hl’(r;(av - .21), F(u— uo)) dr

08
[ (G- )0)er @

et nous introduisons I'’ensemble
A = {AeR,, &, est minoree } . 4.2

Nous pouvons alors démontrer la :

PROPOSITION 4.1 : L’ensemble A défini par (4.2) est un intervalle et nous
poserons

A, =Sup A.

Démonstration : Soit Ve A et Ae]0, 1.
Il nous suffit de montrer que A € A.
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L’expression (2.29) de J, nous permet d’écrire

660 = 5660 + (1= ) { [ M@, 00 + 00) +
Q

+ L h,,(“G(%% - };1), Fu— uo)) ar + L h,,(‘@(‘;—% - §l>, 0) dr }

Notons I = Inf &,., nous avons alors

660> 51+ (1= )| [ M@0 + o) +

|l -ap o)« [ (@ -u) o)

La propriété (1.27) de h et (1.40) de h, nous donnent alors

669 > Co+ (1= ) | 660, 50 + 48D o +
(=2l ERECRDS

4.3)
Ceci montre que &, est minorée et achéve la démonstration. m
Dans les propositions 4.2 et 4.3, nous allons rappeler quelques résultats
utiles sur le prolongement et sur la restriction d'une mesure bornée [5].

‘G(g—% — é‘;1>, F(u — ugy)

PROPOSITION 4.2 : Soient Q et o deux ouverts de R" tels que o < Q. Soit
v une mesure bornée sur  : ve MY (w).
Alors I’application

V:C(Q)-R
w~<w%w>=JwW

©
est une mesure bornée sur Q : Ve MY(Q) qui vérifie
“ \% “Ml(ﬂ) < ” v HMI((,,) .

Démonstration : Elle repose sur le fait que toute fonction continue et bornée -
sur o est v-intégrable si v est une mesure bornée sur ® [5]. =
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PROPOSITION 4.3 : Soient Q et © deux ouverts de R" tels que ® = Q. Si pn
est dans M'(Q), alors sa restriction | & o est dans M*(w) et vérifie
” ﬁ “M‘(m) < “ 43 ”Ml(g) .
Si u est une suite d’éléments de MY(Q) faiblement convergente vers un élé-
ment p de M'(Q)
- uMY Q) faible

alors sa restriction §* a@ o est faiblement convergente dans M'(w) vers y la

restriction de | d o.

Démonstration : Soit ¢ € C (o) (continue & support compact). On a [5] :

J(pdﬁ‘= J@du
@ Q

D’ou l'on tire la premiére partie du résultat.
Par ailleurs on a

|<ﬁ9(P>ml= <|||J."M1(Q)”(P|lw.

im (¢ D, = lm Cpp @ Do = (@ Do = (it @ Dy -

n—+oo n—* o

Ceci achéve la démonstration. m

Avant de donner le résultat d’existence, nous allons définir sur Pespace des
déplacements cinématiquement admissibles, une norme équivalente a la norme
induite.

Soit donc

HB® = {£e HB(Q), v,(&) =0}.

Nous allons prouver le théoréme :

THEOREME 4.1 : Sur HB® x BD(Q), lapplication

“6(%), F ()

est une norme équivalente d la norme induite par HB x BD pourvu que T, ne
soit pas rectiligne.

& uw - " x(&), e(w) “M‘(Q,ExE) + j 4.4
r

1

Démonstration . Les expressions de G et # sont données par (1.42). I
est clair que (4.4) définit bien une norme car si || x(§), &(u) ||, = 0.
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& e P, et u est un déplacement rigide. Si en outre

43 _
I
alors
o
vl 0 sur Ty
et

u=0 sur I, donc u=0.

I, étant non rectiligne, nous en déduisons que £ est constante. Mais £ € HB®,
donc forcément £ = 0.
La continuité des applications traces

HB x BD — LX) x LX)
&0~ (5 uk)

montre que si une suite est convergente pour la norme de HB, elle I'est aussi
pour la norme (4.4).

Réciproquement si (", u") converge vers (€, u) pour (4.4), alors d’aprés
Demengel [6] et Temam [16] &" — & dans HB®/#, et u, — u dans BD/#
espaces quotient de HB par les polynémes de degré 1 et de BD par les dépla-
cements rigides.

Autrement dit, il existe deux suites p, dans 2, N HB® et r, € Z telles que

E"—p" — & -0 dans HB°

W —r"—u—0 dans BD.
Or
p,€?' A HB® donc p,=0.

Nous pouvons donc écrire par continuité de la norme (4.4) pour la topo-
logie naturelle de HB x BD que

Hﬂ?—&dw—wmp+J S0,
r

t@%@—&fw—w—m

Soit { | #(™) | > 0 ce qui implique que r* — 0 car j | #(r) | est une
1"1 rl
norme sur l'espace des déplacements rigides.
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Maintenant nous allons énoncer et démontrer le résultat d’existence.
Afin de pouvoir traiter convenablement les conditions aux limites sur les
déplacements, nous allons introduire les ouverts Q' et Q] tels que

QNnQ =g
Q' ~Q =0Q etnousposerons Q, = QU Q @.5)
Q cQ et Q,cQ, '
5’1 nQ = I'y etnousposerons Q, =QuUT, uQ)
nous appellerons
I'y=09,T =0Q
Iy, = 0Q,\I'y,
I'| est non rectiligne, comme indiqué sur la figure ci-dessous :
Nous allons supposer donnés deux éléments
e W2i(Q)
4.6)
U e LD(Q))
tels que
Eo sur T
Y0(0) = { W
0 sur I’y
E, sur I
= >
1O =14 wrr “.7

U {uosurl‘1
Y0 =1 sur Ty . |

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ETUDE D’UN MODELE DE PLAQUES ELASTOPLASTIQUES 277
Nous pouvons alors démontrer le :

THEOREME 4.2 : On considére la fonctionnelle &, définie par (4.1) ou J, est
définie par (1.29), et ou on prend A dans [0, A[, A, étant défini par la proposi-
tion 4.1. Si nous supposons que les efforts extérieurs sont tels que

feL*Q), g,eL¥Q) et F=0.
Alors le probléme

Inf LA 4.8)
(&, w) e HB(Q) x BD(Q)
Yo(é) = éo

admet au moins une solution.
Démonstration : Nous commengons par prendre une suite minimisante
&, u") e HB(Q) x BD(Q)
Yol6") =& sur T
lim &,(&", «") = Inf(4.8). “.9)

D’aprés (4.6), (4.7) et un théoréme de Demengel [6], nous pouvons définir
les deux suites

{ " sur Q
i =
U sur Q

{gn w0 (4.10)

et nous savons que

i e BD(Q,)
& e HB(Q,)
et que

e(@) lm = g(u") lg + &(U) Im +F ('Yo(u") - “o) 51‘1

VV(E”) |ﬂo = VV&" Iﬂ + vVo |Qy + ‘B(aagvn _ &1) 61'* (4 11)

ou & est la distribution de Dirac répartie sur la ligne T, et les tenseurs &
et G sont définis par (1.42).
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Or, dans la démonstration de la proposition 4.1, nous avons établi (4.3)
qui nous permet de voir que

| (€M, e@™) + 0E) |mr@exp < C, constante

et
J;'l

Soit, puisque m,4(§) € L*(Q) pour tout & de L'(Q) :

” (X(‘t:"): e(un) "M'(Q,EXE) <C

[ ()
I

ov
En utiiisant ie théoréme 4.1, I', étant supposé non rectiligne, nous avons

< C, constante.

97(%% - gl), F (' — ug)

<C.

RS

I & gy < €

I #" lppy < C o C est une constante .
Maintenant, la continuité des applications traces :

BD(Q) - LY(Q)

u — yo(w
et HB(Q) - L'(T)

g
g_)a_v’

et les deux égalités (4.11), permettent de voir que

" 8(17') “M}(Ql,E) < c

- 4.12)
| VVEM |lat@om < C, o C est une constante .

Maintenant nous allons prolonger &(#") sur €,. Pour cela on définit la
suite

g(@) sur Q,
0 sur Q,\Q, .
On sait alors que | " [ e M1(Q,, E) et que

| p ”Mi(Qo,E) < H e(ir") “M‘(QnE) <C.
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Or d’une suite bornée de M, on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente : il existe donc une sous-suite (§*, u"*) telle que

pt —» p dans M(Q,, E) faiblement

(4.13)
VVE" » p dans M*(Q,, E) faiblement

En outre, la proposition 4.3 donne la convergence faible dans M'(Q, F) :
e(i) — W, u étant la restriction de p a Q, . 4.14)
Par ailleurs, la suite (E", ™) vérifie d’aprés (4.12)

| €@ [ @ < €
| VVE" llygseomy < €

@', =0 daprés(4.10) et (4.7)
GE'”

| =0

I'o

Or, une démonstration analogue a celle du théoréme 4.1 permet de voir
que

| @ sy + j |

r,

est une norme sur BD(Q,) équivalente 4 la norme naturelle de BD dés que
I', est non rectiligne et d’autre part que

9%

| VVE ”M‘(Qo,E) + J' ov

To

est une norme sur HBQ,) = { & e HB(Q), & |, = 0} équivalente 4 la
norme induite par la topologie naturelle de HB.
Nous avons donc les deux estimations

” ﬁnl HBD(Ql,E) g C
I € | gpepey < C, C constante .
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Nous pouvons donc extraire une sous-suite (€2, i7'?) telle que

VVE™= - VVd dans MY(Q,, E) faible
€= > d dans W(Q,) fort

4.15
g(i) — e(p) dans M'(Q,, E) faible @.15)
2 —p dans L'(Q,) fort
ou de HB(Q,) et p e BD(Q)).
Il est aisé de voir que (4.13) et (4.14) impliquent alors que
egp) =n
g .16)
vvd = p
Par aiileurs, d’aprés (4.10), nous avons
p=U sur Q
' 4.17)
d=0 sur Q dou yid) =&, sur T
Nous pouvons donc tirer (4.19) en posant
§=d|
8 (4.18)
u=7plg
49
VWVd|o, = VVE o + VVO o + B vl €, )0
4.19

&(p) |a, = &) lo + &(U) |, + F @ — up) 8,

Nous allons maintenant démontrer que (€, ) défini par (4.18) est une
A solution de (4.8).
Nous savons d’aprés Temam [18] que I'application

MYQq, E) x M'Q, E) > R
(ps IJ') - I h(P, u')
Qo

est faiblement s.c.i..
Puisque | @,4(§) | < 1, nous avons la convergence dans tous les LP(Q,),
1 < p < oo de w,(E™) vers w,4(d).
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Ce qui nous donne alors

J hp,p + o(d) dx < lim I, , (4.20)
ou %
I = j AVVE", u* + oEm). (4.21)
Qo

L’additivité de J h( ) dx par rapport au domaine [18] nous donne
Q,

I, = j h(VVE", e") + o(§")
Q

r

+ | Vv, e(U) + o(8)) dx

v Q4
r
+ HVV, (8))
Jo o
r agn
+| h{B(F - &) F@ —up))dr
JI

+ hp(t‘;’(%é- - 1), O) ar.
v
vI
Soit d’aprés (4.1) et (1.29)

I = &(E" u") + AL(u") + AL, (E") +

+ f hVV8, &(U) + o(B)) dx + J h(VV6, o(8)) . 4.22)
1411

o\

Le méme raisonnement utilisant 'additivité de I'intégrale d’une fonction
de mesure par rapport au domaine nous donne

j hp, p + o(d)) = &,E w) + AL(w) + AL (§) +
2

+ j VY8, £(U) + o(8)) dx + J HVV8, w(6))
@

o\,
+ J h,(0, p) dT". (4.23)
30,
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Par ailleurs, la convergence (4.15) et 'expression (1.29) de L, nous donnent

lim Ly(&™) = Ly(®). (4.24)

nz=* oo
De méme, puisque nous avons supposé F = 0, nous avons

lim L(x*) = L(u). 4.25)
Pour conclure, nous rassemblons (4.15), (4.18), (4.20) et (4.22)... (4.25)
qui nous donnent

J h, (0, p) + &(& u) < Inf(4.8).

D’ou grace a (1.40)
/(5 u) < Inf (4.8) .

Comme & vérifie y,(§) = &, d’aprés (4.17) et (4.18), ceci acheve la démons-
tration et montre donc l'existence d’une solution pour (4.8). =

CONCLUSION

L’introduction des ouverts Q' et Q) définis par (4.5) n’est pas, comme il
peut sembler a premiére vue, purement un artifice mathématique.

En effet, dans la réalité physique, lorsque I'on veut réaliser une plaque Q
encastrée le long de sa frontiére I, on prend une plaque plus grande Q, conte-
nant Q dans son intérieur, et on impose des liaisons sur « la partie qui dépasse »
Q, \Q. La modélisation mathématique de ce systéme consiste donc, en toute
rigueur, a minimiser 'énergie potentielle du systéme formé par la plaque Q,,
plus grande, sur 'ensemble des déplacements statistiquement admissibles.
Dans ce cadre, 'encastrement ne se traduit pas par 'annulation d'une dérivée
normale, mais plutét en imposant a tous les déplacements § cinématiquement
admissibles de vérifier £ = 0 sur Q,\Q.

Drailleurs, nous pouvons voir dans la démonstration du théoréme 4.2, que
le résultat d’existence est obtenu en prolongeant les déplacements de Q a
tout Q.
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