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M l

SUR L'ERREUR D'INTERPOLATION a^ %
PAR FONCTIONS SPLINES (*) <% O

par R. ARCANGÉLI (X) et C. RABUT (2) < ^

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On établit une majoration de Terreur d'interpolation par fonctions splines plaques
minces pour des fonctions appartenant à F espace de Sobolev d'ordre non entier H1 + Q(Q\ avec
0 < 8 < X.On généralise ainsi les résultats obtenus par J. Duchon dans le cas de Vespace H (£ï).

Abstract. — Boundsfor the thin plate spline interpolation error are derivedfor functions belonging
to the fractional-ordre Sobolev space Hi + \Q\ with 0 < 0 < 1. This is a generalization of the
results which J. Duchon had obtainedfor the space H2(Q).

L INTRODUCTION

Pour tout ouvert non vide Q, de IR2 et pour tout meN, on désigne par
Hm(Q) l'espace de Sobolev (d'ordre entier) des (classes de) fonctions v qui

appartiennent à L2(Q) ainsi que toutes leurs dérivées partielles dav =

(où a = (ocls ot2) et | a | = OLX 4- a2) d'ordre | a | < m, muni de la norme
/ r \i/2

II u !lm,n = ( E I dav \2 dx) . On utilise également les semi-normes

( v r i a. .a ̂  \m
 f M / v ^ ! r . » & A V / 2U . 1 • ]

Pour tout ouvert non vide Q de M2 et pour tout s G U% tel que 5 = m + 9,
avec m G N et 0 e ]0, 1[, on désigne par HS(Q) l'espace de Sobolev d'ordre non

(*) Reçu en janvier 1985, révisé en juin 1985.
l1) Département de Mathématiques, Université de Pau et des Pays de l'Adour, Avenue de l'Uni-

versité, 64000 Pau.
(2) Service de Mathématiques, IN. S. A. de Toulouse.
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192 R. ARCANGÉLI, C. RABUT

entier (cf. par exemple Adams [1] et Lions-Magenes [6]) des (classes de) fonctions
veHm(Q) telles que

. . / ^ f I d«v(x) - d«v(y) I2 , , V / 2

\l«l = »Jnxn I * - - H /

(| x — y | désigne la norme euclidienne de x — y), muni de la norme

/ m \l/2

II v \U = f I I t> l'a + I » |S
2,J .

Notons que, si Q.1 et Q2 désignent deux ouverts disjoints de M2,

Vü e #'(Qi u fi2), \v |2Ql u a 2 > | v \lQl + | v \2
s>n2 (1.1)

et que si 5' et 5 désignent deux réels tels que 0 < s' < s et si Q est borné,

Enfin pour tout compact 1£ d'intérieur K non vide à frontière lipschitzienne
et pour tout 5 e R + , entier ou non entier, on note HS(K) au lieu de H$(K) et
II • Ikio I - II,K> 0 < / < s et | . |SJJK au lieu de || . \\s£, \ . \tj et | . | s j respecti-
vement

Aux paragraphes 2, 3 et 4, on désigne par Q un carré ouvert à côtés parallèles
aux axes de coordonnées. Soit Jf une suite dans U% convergeant vers 0. Pour
tout h e 3^, on suppose donnée une « triangulation » ^h de Q, au moyen de
carrés fermés égaux K de côtés h et on note Ah l'ensemble des noeuds de lSh.
Pour toute fonction ƒ continue sur Q, on note alors fA}ï la fonction spline
« plaque mince » interpolant ƒ sur Ah> i.e. (cf. Duchon [4]) la fonction de
l'espace D~2 L2(U2), espace des distributions sur U2 dont toutes les dérivées
partielles d'ordre 2 appartiennent à L2(U 2\ qui minimise [v]2t u

2 dans l'ensem-
ble des fonctions v de D ~2 L2(U2) qui interpolent ƒ sur Ah,

On sait (cf. Duchon [4]) que si ƒ G H2(Q\ OÙ Q est un ouvert borné assez
régulier de 1R2, alors la suite des (restrictions à Q des) fonctions ƒAh converge
vers ƒ dans H2(Q) quand h -> 0.

Dans ce travail, nous montrons la convergence de la suite ( fAh) lorsque ƒ
est moins régulière : on suppose seulement que ƒ G Hi+\Q), avec 0 < G < 1
(rappelons que, d'après le théorème de Sobolev, H1+e(Q) c^ C°(Q)). Pour cela
on introduit au paragraphe 2 une fonction polynomiale par morceaux
fih f e H2(Q) interpolant ƒ sur Ah et, aux paragraphes 3 et 4, on majore sépa-
rément les deux termes de la décomposition

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



FONCTIONS SPLINES 193

où pour simplifier ah est mis à la place de ƒAh. Au paragraphe 5, on obtient ainsi
une majoration de l'erreur ƒ — aft en norme || . ||1+lbfi, avec 0 < r| < 9
lorsque Q est un carré et on généralise le résultat obtenu au cas où Q est un
ouvert borné connexe de U2 frontière lipschitzienne.

On montre ainsi la convergence de (ah) vers ƒ dans H1+\Q) et par consé-
quent aussi la convergence de (aft) dans C°(Q).

2. DÉFINITION DE L'INTERPOLANT Uh ƒ

Soit h€jf9 fixé.
Soit Vh l'espace des fonctions polynomiales par morceaux ainsi défini : Vh est

l'espace de type « éléments finis » d'élément générique « Bogner-Fox-Schmit »
(en abrégé B.F.S.) associé à l'ensemble de degrés de liberté { v h-> d"v(a) ;
a G Ah, a e J }, où J désigne l'ensemble {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) }.

L'élément fini de B.F.S. (cf. Ciarlet [3]) est le triplet (K, PK, HK\ où K désigne
ici un carré appartenant à T5h9 PK l'espace Q$(K) des fonctions polynomiales de
degré ^ 3 par rapport à chaque variable et TK l'ensemble {v\-> ô*v(a) ;
aeK n Ah, aeJ}.

D'autre part, l'élément fini de B.F.S. est de classe C \ donc on a l'inclusion :
Vh cz H2(Q).

Enfin le 7^-interpolant d'une fonction v suffisamment régulière s'écrit

Uhv= X ?v(a)wa„, (2.1)
aeAh
cteJ

°ù { wflïOt; aeAh,aeJ} désigne l'ensemble des fonctions de base de Vh, dont
nous ne rappellerons pas l'expression ici.

Définissons maintenant l'interpolant f[h v d'une fonction v supposée seule-
ment continue sur Q. On pose

(2.2)
aeAh
aeJ

où, pour tout a ^ (0,0), les nombres vaa sont des approximations de type
différences finies des dérivées dav(a). Plus précisément, en désignant par (el5 e2)
la base canonique de U2, on prend

VaeAh, vatiOfO) = v(a) (2.3)
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194 R. ARCANGÉLI, C. RABUT

et

1 (ü(fl + s i ^ei + £2 ̂ 2 ) + v(a) - v(a

avec (2.4)

s1 = 82 = — 1, si a + he1 + he2 ^ ^ et a — he-^ — he2 G Q ,

s1 — — e 2 = 1, si a 4- / Ï^ ! + /ze2 ̂  Q , a — hex — he2 ^ Q

et a 4- hex — he2 e Q,

\ 8 t = — e2 = — 1, sinon.

Par construction, l'interpolant tlh v d'une fonction v e C°(Q) appartient à
l'espace Vh.

3. ÉTUDE DE L'ERREUR ƒ - fth ƒ

Pour tout K G 7^, on désigne par Jf le carré

JfElî£2 = K u (K + Si /lej u (K + 82 //e2) u (K + 6i Aex + s2 he2),

= 82 = ljSiJf! ! ci £2,8! = s2 = —

Sj = — e2 = l9siJfltl <£ Sl,Jf^u_1 <£ Qet^Cu-\ c n ; s x = — £2 = — 1,
sinon.

Pour tout K G TSh et pour toute fonction v : Jf -• R suffisamment régulière,
on définit alors la fonction ÎTK u : K -> R par

ûe JK n Ah
« e J

II résulte immédiatement des définitions (2.2) et (3.1) et des propriétés des
fonctions de base wa>a de Vh que

(Ühv)\K = nKv. D (3.2)

Dans la suite la lettre C désignera diverses constantes.
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FONCTIONS SPLINES 195

PROPOSITION 3 . 1 : Pour tout s e ]0, 1] et pour tout meN*, m ^ s, il existe
une constante C telle que

VKe*Üh, VveH\JT), \v - tlKv \m>K ^ Chs~m \ v |s>jr.

Démonstration :

a) Soient Ket jfr deux carrés fermés fixes de R2, de côtés h et 2 h respective-
ment, avec K c jfr, K et jf ayant un sommet commun. Pour tout K e 75ft,
on note FK la similitude x\-+BKx + bK avec BKe&(U2, U2) et ôK e IR2,
telle que K = F^K) et X = FK(jt). On remarque que, pour tout X e T 5̂

11**11 = II**1»"1 = | d e t ^ r 2 = ^. (3.3)

A toute fonction v : Jf" -> R (resp. à toute fonction Ü : JT ->• M) on associe
la fonction v = v o F ^ 1 (resp. la fonction v = v o FK) et^pour toute fonction
Î; : JT -• R suffisamment régulière, on définit la fonction Ûv : jfr -> IR par

^ = 1 ^ ^ , (3.4)
oeeJ

où 5 désigne l'ensemble des sommets de K, où les nombres (v)a a sont définis
comme en (2.3) et (2.4) et où les fonctions paa sont les fonctions de base de
l'élément fini de B.RS. sur K.

On vérifie immédiatement que

*fl^tT= Ûfi. (3.5)

On vérifie également que, d'après (2.3) et (2.4) et compte tenu du fait que,
pour l'élément fini de B.F.S. sur K, P% = Q3(K), on a :

V^eiVjT) , ft^ = ^ | i . (3.6)

è) On raisonne maintenant comme dans Ciarlet [3]. Soit v e Hs(Jf\ avec
1 < s < 2. Comme # s(Jf) c^ C°(JT), fïK Ü est défini et l'on voit, compte
tenu de (3.5), que pour m ^ s, il existe une constante C telle que

I v - UK v U < C || B£x H" I det 5X |1/2 | v - Uv \mS . (3.7)

Mais la semi-norme | . \sX est sur l'espace quotient ifs(jf')/Pl(^) une norme
équivalente à la norme quotient (cf. Ciarlet [3] lorsque s = 2, Sanchez-
Arcangeli [8] dans le cas s e ]1, 2[). Utilisant (3.6), il vient

\v-flv\m>è^ C\V\S>Ï. (3.8)
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196 R. ARCANGÉLI, C. RABUT

c) D ' a p r è s [8], o n a p o u r se]l, 2[ :

| Ö U < C\\BK\\s+1\detBKr1\v\s^,

soit encore, compte tenu de (3.5), la relation

I^U^CII^INdet^r^lz;^, (3.9)

et il est classique que (3.9) est encore vraie pour s = 2. Il suffit alors de combiner
(3.7), (3.8) et (3.9) et d'utiliser (3.3) pour obtenir le résultat •

On peut maintenant établir le

THÉORÈME 3 . 1 : Pour tous réels 0 et r\ tels que 0 < ri < 0 ̂  1, il existe une
constante C telle que

VfeHx+\G)9 Wf-fïhfh+1ï.a<Ch*-"\\ ƒ ||1 + e,n.

Démonstration :

a) Pour tout se]l, 2], soit v e HS(Q). Avec 3.2, on déduit de la proposi-
tion 3.1 que

II i j _ f t ii I I 2

Mais chaque terme | v \^K n'intervient qu'au plus un nombre fini de fois dans
la sommation, donc

fj _ f t n il2 i
\s,K

Compte tenu de la sur-additivité du carré de la semi-norme | . \S>K (cf. (1.1)
pour s e ] l , 2[), il vient

t \ v \ 8 t n . (3.10)

Soit v e H2(Q). On obtient de même

\ \ v - n h v \ \ 2 > n ^ C | i ? | 2 i O . (3.11)

b) Supposons maintenant 0 et r| donnés, avec 0 < r | < 0 ^ 1, et raisonnons
par interpolation abstraite entre espaces de Hubert. Utilisons la méthode
des traces de Lions (cf. Lions-Magenes [6]). Alors on a algébriquement et
topologiquement
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FONCTIONS SPLINES 197

où le premier membre désigne l'espace d'interpolation du paramètre r\ entre
H*(Q) et H\Q\ et si on choisit

on a de même

Les relations (3.10) et (3.11) montrent que

/ - îïh e g{Hs(Q), HX(Q)) n if (# 2(Q),

Le théorème d'interpolation pour les applications linéaires donne alors le
résultat avec le choix (3.12) de s, vu que

4. ÉTUDE DE L'ERREUR Uhf ~ Gh

Puisque flhf = f sur Ah9 la quantité ftft ƒ - aft, où ah est mis pour fA\
fonction spline plaque mince interpolant ƒ sur Ah, représente aussi l'erreur
d'interpolation de l'élément îlh ƒ par la fonction spline plaque mince (tlh f)Ah

interpolant Ûh f sur Ah.

PROPOSITION 4 . 1 : Pour tous réels s et sf tels que 1 < / < s < 2 et pour
m = 0, 1, il existe une constante C telle que

Vu 6 HS(Q) , | Uhv - tA |m>n ^ Chs'-™ || i; ||SjO ,

où vAh désigne la fonction spline plaque mince interpolant v sur Ah.

Démonstration :

a) Rappelons que, pour tout v G HS(Q\ 1 < s ^ 2, l'interpolant fïh i;
défini en (2.2) appartient à H2(Q). Alors, d'après Duchon [5], pour m = 0, 1, 2,
il existe une constante C telle que

6) Soient ^ e j l , 2[ et uei/sf(Q). Pour tout K e ^ , considérons le terme
I nfc Ü |2JJÏ: et raisonnons comme dans la démonstration de la proposition 3.1.
On obtient

I n K v \2tK ̂  C || B£l ||2 | det BK r 2 | 06 |2ii . (4.2)
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198 R. ARCANGÉLI, C. RABUT

Mais les semi-normes | . I2?JK: et | . \s,^ sont des normes équivalentes sur l'espace
quotient (de dimension finie) Q3(K)/Pl(^).
Comme tlv e Q3(K\ on en déduit que

\fte\2.K^C\flv\a.tÈ. (4.3)

D'autre part, il vient [cf. (3.9)]

| Tlv |s, f i ^ C || B K f | d e t B K \~112 | UK v \S>>K . (4.4)

Combinant (4.2), (4.3) et (4.4), on obtient avec (3.3)

\nKv\2>K^ chs'-2\nKv\s,tK,
d'où

c) Soient maintenant s et s' tels que \<s'<s^2ctve HS(Q). Alors
v G Hs (Q) et l'on déduit du théorème 3.1 que

Ift*f U < C | | i ? | | - i n . (4.6)

La proposition (4.1) résulte alors de (4.1), (4.5) et (4.6). •

THÉORÈME 4 . 1 : Pour tous réels 9, 0' et r| tels que O < r ] < 6 ' < 0 ^ 1 ,
il existe une constante C telle que

V/e i / 1 + e (Q ) , || Uh f - a,

Démonstration : Soit 7\ l'opérateur ƒ i—• fïA ƒ — oh. Il résulte de la pro-
position 4.1 d'une part et des relations (4.1) et (3.11) d'autre part que

Th e J?(Hs(Ql H\Q)) n if (H2(Q\ H2(Q)).

On obtient alors le résultat en raisonnant par interpolation entre espaces
de Hilbert comme dans la démonstration du théorème 3.1, en choisissant

- r| •

5. MAJORATIONS DE L'ERREUR D'INTERPOLATION PAR FONCTIONS SPLINES

Pour simplifier, supposons dans ce paragraphe que h < L
Combinant les théorèmes 3.1 et 4.1, on a évidemment le

THÉORÈME 5.1 : Soient Q c= M2 un carré ouvert et ah la fonction spline
plaque mince définie comme au paragraphe 1. Alors, pour tous réels 0, 0' et r\
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FONCTIONS SPLINES 199

tels que 0 < rj < 0' < 9 < 1, il existe une constante C telle que

• (5.1)

Le résultat précédent est également valable pour la «Z)2-spline dans Q »
interpolant ƒ sur Ah9 i.e. l'élément de H2(Q) qui minimise | v \2tQ dans l'ensemble
des fonctions v de H2(Q) qui interpolent ƒ sur Ah :

THÉORÈME 5.2 : Soient Q cz U2 un carré ouvert et ah la D2-spline dans Q
interpolant f sur l'ensemble Ah défini au paragraphe 1. Alors pour tous réels 0,
0' et r\ tels que 0 < r| < 0' < 8 < 1, il existe une constante C telle que la
relation (5.1) ait lieu.

Démonstration : La relation (4.1) est encore valable dans le cas où vAh est
la D 2-spline dans Q interpolant v sur Ah (cf. [2]). Le reste de la proposition 4.1
est inchangé et on en déduit que le théorème 4.1 reste vrai lorsque ah est la
D2-spline dans Q interpolant ƒ sur Ah. D'où le résultat. •

On peut maintenant généraliser le résultat obtenu au théorème 5.1. On
suppose dorénavant que (cf. Duchon [5]).

Q est un ouvert borné connexe de U2 à frontière lipschitzienne, (5.2)

et on désigne par Qx un carré ouvert contenant Q, Pour tout h e Jf, on définit
Al à partir de Q1 comme au paragraphe 1 on a défini Ah à partir de Q et on
pose Ah = A^ n Q. Enfin on note encore ah la fonction spline plaque mince ƒA h

interpolant ƒ sur Ah.

THÉORÈME 5.3 : Soient Q un ouvert vérifiant (5.2) et <jh la fonction spline
plaque mince définie comme ci-dessus. Alors, pour tous réels 0, 0' et r\ tels que
0 < T[ < 0r < 0 < 1, il existe une constante C telle que la relation (5.1) ait
lieu.

Démonstration :

1) Soient 0, 0' et r\, avec O < T i < 0 / < 0 ^ 1 e t feH1+\Q). L'ouvert Q
vérifiant (5.2), on sait (cf. Lions-Magenes [6]) qu'il existe un opérateur de
prolongement P e £e(H*i£l\ H%U2% 0 ^ s ^ 2. Notons

h = (Pf) la,

et définissons Uh fx sur Qt comme au paragraphe 2 on a défini fïft ƒ sur Q.

2) D'après le théorème 3.1, on a

II A - n h /
vol. 20, n° 2, 1986



200 R. ARCANGÉLI, C. RABUT

D'autre part, il est clair que

V* e [0, 2 ] , Vu e HS(Q), || Pv \\aA ^ C \\ v \\s>n . (5.3)

On en déduit la relation

qui joue le rôle du résultat du théorème 3.1.

3) Soient s et s'tels que 1 < s' < s ^2,ve HS(Q) et vx = (Pv) | n i . D'après
Duchon [5], pour m = 0, 1, 2, il existe une constante C telle que

relation qui correspond à (4.1). Avec (5.3), on obtient de même, au lieu de
(4.5) et (4.6) :

On en déduit une proposition analogue à la proposition 4.1 et aussi par
conséquent une relation qui remplace le résultat du théorème 4 . 1 :

II n , h - cr j l i + , ,n < Ch* - "y ƒ II 1 + W 1 .

D'où le théorème 5.3, compte tenu de (5.4). •
Puisque, d'après le théorème de Sobolev : H1+\Q) Q C°(Q), il est clair

que l'on a le

COROLLAIRE 5 . 1 : On se place dans la situation du théorème 5.3. Alors, pour
toute fonction feH1 + \Q\ avec 0 > 0, la fonction spline plaque mince ah

interpolant f sur Ah converge uniformément vers f sur Q. •

Remarque 5 . 1 : On peut se demander ce qui justifie l'introduction de l'inter-
polant polynomial tih f

Raisonnant comme dans Duchon [5], on peut obtenir directement pour
m — 0, 1 une majoration de la forme

VfeH\Q), K s < 2 , \ f - ah\m,n < OT"11 ƒ - ah | f i Q . (5.5)

Malheureusement on ne voit pas comment majorer le second membre de (5.5)
et, de ce fait, on ne peut conclure. •

Remarque 5.2 : II est clair qu'on pourrait généraliser le théorème 5.3 au
cas des Dm-splines dans 1R2, m ̂  2, interpolant une fonction feHs(Q),
1 < s ^ m (rappelons que les splines plaques minces correspondent au cas
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m = 2; cf. Duchon [4]). Mais cela suppose l'introduction d'un interpolant
polynomial Tlh ƒ de classe Cm~x dont l'explicitation est compliquée, quoique
sans difficultés théoriques.

L'extension aux Dm-splines dans Un, n e N* ne pose elle aussi que des pro-
blèmes techniques.

Par contre, on voit mal comment traiter le cas des splines définies sur des
ensembles Ah quelconques.
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