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EXEMPLES DE FORMULES
DE QUADRATURE NUMÉRIQUE A NOMBRE MINIMAL DE NOEUDS

SUR DES DOMAINES A DOUBLE SYMÉTRIE AXIALE (*)

par J. L. GOUT (*) et A. GUESSAB (*)

Communiqué par P G CIARLET

Résume — Le but de ce travail est de montrer Vexistence de formules de quadrature numérique
à nombre minimal de nœuds, exactes sur des espaces Qk de polynômes, les domaines et les fonctions
nnidç mrtçi/Jprpç nriwiPttmit SIPÇ nmnnéfpç dp çvmptrip nnr rnnnnrt nny APUV nvov A& rncurdcminpon

Les résultats obtenus font l'objet d'exemples numériques

Abstract — The object of this paper consists in proving the existence of numencal quadrature
formulas with minimal number of nodes, which are exact on polynomial spaces Qk we consider
domains and weight fonctions which have symmetrie proper ties with respect to the axes of coor-
dinates

Computational lesults aie presented

Ce travail a pour but de démontrer l'existence de formules de quadrature
numérique à nombre minimal de noeuds, exactes sur des espaces Qk de poly-
nômes, sur des domaines de M2 admettant pour axes de symétrie les deux axes
de coordonnées (repère orthonormé), prolongeant en cela les résultats obtenus
dans [4] pour des domaines admettant généralement des symétries supplé-
mentaires (par rapport aux bissectrices des axes). De même les fonctions
poids intervenant dans ces formules possèdent des propriétés de symétrie
analogues à celles des domaines.

Les méthodes utilisées s'inspirent de celles employées par H. J. Schmid [8]
dans le cadre des espaces Pk. Par ailleurs, signalons également sur des pro-
blèmes de même type, des travaux de R. Franke [2]5 A. H. Stroud [9],
C. B. Huelsman [6], Piessens and Haegemans [7], Gout-Guessab [4], Guessab [5].

(*) Reçu en mars 1985
C1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Pau et des Pays de l'Adour, Avenue

Louis-Sallenave, 64000 Pau
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288 J. L. GOUT, A. GUESSAB

D'autre part, un certain nombre d'exemples numériques illustrent les pro-
priétés obtenues.

Dans tout ce qui suit les formules de quadrature numérique recherchées
et l'erreur d'intégration EK correspondante sont de la forme :

ƒ(ƒ) = f W(x) ƒ (x) dx ~ £ A, f(Xt),
JK ' = I

(1)
EK{f) = /(ƒ) - £ At f(X,)

1 = 1

où K est un compact sur Mn, à frontière de mesure nulle, la fonction poids W
et ƒ appartiennent à C°(K\ Ax et Xl9 1 ^ i'^ N désignant respectivement
les coefficients et les noeuds d'intégration.

1. NOTATIONS. RAPPELS

Rappelons tout d'abord quelques notations.
Pour tout oc = (al5 a2,..., a„) e N" on définit les polynômes cpa par

<PaO) = ^ï1 A 2 - Kn où x = (xu x 2 , . . . , xB).

Pour tout x e U+, [x] désigne la partie entière de x.
Pour tout ensemble A et tout ensemble B, B a A on désigne par A/B l'en-

semble complémentaire de B par rapport à A.
Pour tout neN* et pour tout k e N on désigne par Lnfc et Wnk les ensembles

définis par

et par AT (A:, n) l'entier tel que

ik, n) = (k 4- 1)"

Supposant que K est un compact de Un à frontière de mesure nulle avec
mes K > 0, W est ^ 0 sur K et non identiquement nulle, pour tout A; e N*,
on note Ek l'ensemble des polynômes de Qk(K)/Qk^l(K) orthogonaux à

1 dx = 0.
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FORMULES DE QUADRATURE 289

On a donc

dim Ek = (k + 1)" - kf1,

et on vérifie aisément qu'il existe une base Bk de Ek de la forme

(2)

On dira qu'une formule de type (1) est de précision k si elle est exacte sur
Qk(K) (i.e. EK(f) = 0 pour tout ƒ e Qk{K%

Indiquons quelques résultats donnés dans Gout-Guessab [4] et Guessab [5]
et faisant suite à ceux de Schmid [8] obtenus dans le cas des espaces Pk,

PROPOSITION 1 : Si une formule de quadrature de précision k possède r nœuds
distincts, 1 ^ r < N(k, n), alors ses r nœuds sont les zéros d'un polynôme
appartenant à Qm(K)/Qm_ X(K) avec 0 < m ^ L Déplus ce polynôme est ortho-
gonal à Qk-m(K).

PROPOSITION 2 :

(i) Une formule de quadrature de précision k admet au minimum Ni ^

nœuds.

(ii) On suppose donnée une formule de quadrature de précision k à Ni - L n J

nœuds. Alors Vensemble de ses nœuds est Qik!2]{K)-unisolvant et ses coefficients
d'intégration sont strictement positifs.

Démonstration : cf. Proposition 2 et Proposition 3 Gout-Guessab [4].

Considérons maintenant les polynômes Hl (orthogonaux à Qk-2(K)) par

où les polynômes bk
a sont définis par (2).

On peut alors montrer cf. [4] le résultat fondamental suivant :

THÉORÈME 1 : // existe une formule de quadrature numérique de précision m

égalàN\-~yn\siet seulement si :

— pour m = 2 k — 2, les nombres réels ya>p des relations (3) sont fixés
de telle façon que les polynômes H\, a G Wnk aient kn zéros réels communs
distincts
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290 J. L. GOUT, A. GUESSAB

et si

— pour m = 2 k — 1, les polynômes b\, a e Wn>k ont kn zéros réels communs
distincts.

Démonstration : Cf. démonstration théorème 2 Gout-Guessab [4].

Rappelons enfin le résultat important obtenu dans U2, cf. Gout-Guessab [4],

THÉORÈME 2 : On suppose donnés les polynômes Hp 0 ^ j ^ 2 k, appartenant
à Qk{K)IQk^(K\ orthogonaux à Qk(K)/Qk^(K)

(4)

où les polynômes Qk-iyJ appartiennent à Qk_1(K).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les polynômes Hp 0 ^ j ^ 2 k ont k2 zéros réels communs distincts.

(ii) // n'existe pas de polynôme Q appartenant à Qk_ x(K\ non identiquement
nul, s'annulant en tous les zéros réels communs distincts des polynômes Hp

0 ^j ^ 2k.

Il existe des constantes réelles BJV vérifiant

i 2k

(iii)

v=0
2k

\

v=0
2k

xH2k ~ Hk = Yé •

(iv) U idéal (H09Hl9...9H2k) de Q{W) engendré par les polynômes Hp

0 ^ j ^ 2 k est tel que

Démonstration : Cf. théorème 3 Gout-Guessab [4],

2. APPLICATIONS DANS U2 SUR DES DOMAINES A SIMPLE OU DOUBLE SYMÉTRIE
AXIALE

Dans tout ce paragraphe K est un compact de U2 à frontière de mesure
nulle et W une fonction appartenant à C°(K\ positive et non identiquement
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nulle sur K. De plus K et W vérifient la condition (dite de symétrie « biaxiale »)

V(x,j;)eÂ:5 (±xi±y)sK9 W( ± x, ± y) = W(x, y). (6)

Remarque 1 : On montrera ci-après (cf. remarque 10) que Ton ne peut en
général prolonger ces résultats au cas où K et W ne satisfont qu'à une seule
condition de symétrie axiale. •

D'autre part, pour toute fonction cpa (ae Lnk) définie au § 1 on définit,
compte tenu de (1), l'intégrale 7a par

4 = /(<PJ •

Remarque 2 : K et W vérifiant (6) il vient

V(al9 a2) e L2k , a1 ou a2 impair, Ia — 0 .

De même (cf. Huelsman [6]) pour tout a e L2k on a

On démontre alors, à partir des relations (2), la

PROPOSITION 3 : Soient K et W vérifiant (6). Alors :

(i) Les polynômes b0 = x, b^ — xy, b2 = y forment une base de Vespace
vectoriel des polynômes appartenant à g1(K)/2o(jK) u { 0 } et orthogonaux
à Qo(K).

(ii) Les polynômes b0 = x2 — -y1- ,bx = x2 y — y^jy, b2 — x2 y2 — - p - ,
^0,0 0,2 -*0,0

/ ƒ

ô 3 = >>2 — - p - , Z?4 = j 2 x — - p - x , forment une base de F espace vectoriel

des polynômes appartenant à {Q2(K)IQi(K)) v {0} et orthogonaux à ô i ( ^ ) *

(iii) Les polynômes b0 = x 3 + otj 2 jj;2 x + oc? 0 x, è t = x 3 y —y2— xy,
^2,2

^2 = x 3 y2 + ^1,2 Ĵ 2 X + a l , 0 X ? 63 = X3 J 3 — y ^ 1 Xy ,

3 4 2 ^ 4 A 3 ^2,4

Z?4 = ƒ -H a2 j 0 x y + aojX ƒ , o5 = xy — y-1- x>^,
^2,2

b6 = x2 y3 + al t l x2 y + < ! ƒ

vol. 20, n° 2, 1986



292 J. L. GOUT, A. GUESSAB

avec
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a2,l = —r 7 72 > a 0 , l =

a 2 , l — T T r2 ' ^0,1 — j
74,2 10,2 — lli2

 I4~)2
 J0,2 — J2,2

forment une base de Vespace vectoriel des polynômes appartenant à (Q3(K)/
Q2(K)) u { 0 } et orthogonaux à Q2(K).

De même on obtient la

PROPOSITION 4 : Soient K un compact de U2 à frontière de mesure nulle et W
une fonction appartenant à C°(K\ positive et non identiquement nulle sur K
vérifiant les conditions :

V(x,y)eK, (±x,y)eK et W(± x,y) = W(x,y) .

(i) Les polynômes b0 = x, b1 = xy, b2 = y — I01 forment une base de
Vespace vectoriel des polynômes appartenant à (g1(X)/Q0(iC)) u { 0 }, et
orthogonaux à Q0(K).

(ii) Les polynômes b0 = x2 + oc^i y + OCQS0, bx = y2 + a 0 1 y H- aJ i0,

b2 = x2 y2 + ogpl y + < 0 , b3 = x2 y 4- <xg(1 y + < 0 ,

è4 = xy2 + a^o x + a*tl xy, avec

0 _ ^0,0 ̂ 2,1 ~ ^0,1 ̂ 2,0 o _ ^0,2 ̂ 2,0 ~ ^2,1 A),l

^0,1 "0,2 -*0,0 -*0,l "0,2 -*0,0

„1 _ J0,0 J0,3 J0,l j0,2 i _ J0,2 J0,l J0,3
ao,i — 71 ~ 7 7 ' ao,o — "72 ^ 7 p '

"0,1 ^0,0 ̂ 0,2 "0,1 -*0,0 ^0,2
J 7 T J J J _ J J

2 __ i 0 ,0 J2,3 "~ ^ , 1 72,2 2 _ J0,2 J2,2 J0, l J2,3
a 0 > 1 — -^ - - j oc o o —A2 - 7 7 ' ° '° A2 _ 7 r

y0,l ^0,0 i0,2 ^0,1 ^0,0 ^0,2

^0,0 ^2,2 ~ ^2,1 ̂ 0,1 3 _ ^0,2 ̂ 2,1 ~ ^2,2 ^0,1
j2 _ j 7 ' a0,0 - T2 _ T T
^0,1 -*0,2 i0,0 i0, l J0,2 i0,0

^2,1 ^2,3 ~" ̂ 2,2 4 _ ^2,1 ̂ 2,2 ~ ^2,0 ^2,

7 - 72 ' a i ï l ~ 7 7 -
i2,2 i2,l i2,0 i2,2

3
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forment une base de l'espace vectoriel des polynômes appartenant à (Q2(K)f
Qi(K)) u { 0 } et orthogonaux à QX{K).

A partir de ces résultats on peut construire des formules de quadrature à
nombre de nœuds minimal

On a ainsi le

THÉORÈME 3 : Soient K un compact de M2 et W une fonction positive et conti-

h 2 honue sur K, vérifiant (6). On suppose que A = y J - p - ^ 0. Alors il existe

une formule de quadrature exacte sur Q2(K) à nombre minimal de noeuds, de
la forme :

/(ƒ) - Ax[f(xu - yx) 4- ƒ ( - xl9 yj] + A2[f(x2,y2) -h ƒ ( - x2, - \2)]

avec

x, =

x9 =

'0,0 ^2,2 ^ | _ \ 2»0,

l 1/2

A =

À _ 4,0
2 xx ƒ i + x2 ^2 ' x1 yx + x2 j>2 '

Démonstration : Le résultat se déduit de l'application du théorème 1, compte
tenu du théorème 2 et de la proposition 3 (ii).

En effet, à partir des relations (3), les polynômes bp 0 ^ j ^ 4 étant définis
comme dans la proposition 3 (ii), il vient :

Hj = bJ + Yj.o * + Yj,i ^ + Yj,2 ƒ » 0 ^ y ^ 4 .

On écrit alors que les polynômes i/y vérifient les conditions (5), ce qui
conduit à un système non linéaire aux inconnues yjtl, 0 ^ j ; ^ 4, 0 ^ / < 2,
qui admet la solution particulière suivante

vol. 20, n? 2, 1986



294 J. L. GOUT, A. GUESSAB

y -y - /A y -llzL Ü y - / 0 ' 2

Yo.l — 74,2 — V ^ 1 ' If 1,0 ~- r V 7 ^ ' '3,1 — r
i2,0 i2,2

Y2.i = [ 1 + ~r- WA > Yo,o = Yo,2 = Y1.2 = Y2)o = Y2,2 = Y3îo

= Y3,2 = Y4,0 = Y4,l = 0 •

Ainsi les relations (4) deviennent

Jo,o '2,0

i2,0 '0,0
J0,0

H^=y2X-h±X
^2,0

Enfin on vérifie que (x1? — yx), (— xx, yx\ (x2, y2\ (— x2, — y2) sont des
zéros réels communs, distincts deux à deux, aux polynômes Hp 0 < j ^ 4,
d'où le résultat en appliquant le théorème 1. •

THÉORÈME 4 : Soient K un compact de M2 et W une fonction positive et
continue sur K, vérifiant (6). On suppose de plus que

Alors il existe une formule de quadrature exacte dans Q2(K) à nombre minimal
de nœuds, de la forme :

( - x2, -

avec

Xi =

yi =
i0,0

~ A \ ( I

I l__ _ ^ 2

=17— +7 O— \7 1W'7
70,0

VÂJ}
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OU

A = -A -i\'+*f-
^0,0 x2 y2

'0,0

yx

Démonstration : On reprend le schéma de démonstration du théorème 3.
Le système non linéaire aux inconnues yjtU 0 < j ^ 4 , 0 ^ / < 2 admet dans
ce cas la solution particulière

Yo,i ""

Y3.i = - T ^ V - ^ 72.1 = f -

Yo,o = To,2 = Yi.i = Yi,2 = Y2ïo = Y2,2 = Y3,o = Y3,2 = Y4,o = Y4.1 =

Les polynômes Hp 0 < j' % 4, définis dans (4) s'écrivent alors

0,0

!2,0

ho

^0,2

0,0

= xy2 - y ^ x - -
2,0

et on vérifie que (x l5 — j^ ) , (— ), (x2, y2), (— x2, — s o n t racines
réelles communes aux polynômes Hp 0 < j ^ 4.

Remarque 3 : Les résultats des théorèmes 3 et 4 sont à rapprocher de ceux
obtenus dans le cas où K et W vérifient des propriétés de symétrie supplémen-
taires à celles indiquées ici dans les relations (6) et qui ont été donnés dans
Gout-Guessab [4] et Guessab [5], les méthodes utilisées s'inspirant de celles de
Schmid [8] dans le cadre des espaces Pk. D

Remarque 4 : Les formules de quadrature numérique introduites dans les
théorèmes 3 et 4 sont également exactes dans P$(K) (cela se vérifie immédiate-

vol. 20, n° 2, 1986



296 J. L. GOUT, A. GUESSAB

ment vu les conditions (6)) : ces formules sont à nombre minimal de noeuds
puisqu'il n'existe pas de formule exacte dans P3(K) à 3 noeuds pour un compact
et une fonction poids vérifiant (6). •

On a également le

THÉORÈME 5 : Soient K un compact de M2 et W une fonction positive et continue

sur K, vérifiant (6). On suppose que A = -j1 r~~ — 0.

Alors pour tout (a, b) G M2, il existe une formule de quadrature exacte dans
Q2(K) de la forme :

ƒ(ƒ) - Al f(xuy1) + A2 f(xl9 - y2) + A3 ƒ ( - x2, yi) + A± ƒ ( - x29 - y2)

avec

- a a +JÂ
-^i — 2 ' -*2 ~ — 2 ' & — a

et

= b2 +4j^-
io,o

A — ^0»2 X2 A — ^0>2 ^ 2 J _ °>2 ^ 1 J _ °>2 ^ 1
^T. -i . ^L 9 • ^T. "2 • SX A . .

JAA' yi JMS! y* JMS! y^ Jux 2̂
Démonstration : Le système non linéaire aux inconnues yjtl9 0 ̂  j ^ 4,

0 ^ / < 2 obtenu à partir des conditions (5) admet la solution particulière
suivante :

Yo,o = Yi,i = a> Y3,2 = Y4,i = b, y2)0 = "T^ÛE» Y2)2 =4^b9 y2>1 = - ai
J0,0 i0,2

Yo.i = Yo,2 = Yiso = Yi,2 = Y3)o = Ysti = Y4,o = Y4)2 = ° •

Les relations (4) deviennent alors

H0 = x2 + a x - ^ , H1=x2y~I-^y + axy,1 J

^3 = / - T1 + by, HA = y2x-I-l±x + bxy,
1Q,0 ^2,0

et on vérifie que (xl5 j j , ( - x2, yx\ (xl9 - y2), ( - x2, - ^2) sont des racines
réelles communes aux polynômes Ht, 0 ^ i ^ 4.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Les expressions de Au A2, A3, AA sont obtenues en résolvant le système
(nécessairement compatible d'après la proposition 2)

^0,0 = Al + A2 + A3 + AA

0 = (At + A2) x, - (A3 + AA) x2

0 =(A, + A3)yi ~(A2 + AA)y2

h.o = (Ai + Ai) A + (A3 + ^44) ^2

'2s2 = (Al A + ^3 ̂ 1) ̂  + (^2 A + ^4 ̂ 2) J2

0 = i i Xi ̂  - A2 x1 y2 - A3 x2 yt + ^ 4 x2 y2.

0 = (^i xj + ̂ 3 xi) ̂ ! - 042 x? + ̂ 4 xi) ̂ 2

0 =(A1y
2
1+A2A)x1-(A3yî+Atyl)x2. D

De façon analogue on a la

Proposition 5 : Soient K un compact de U2 et W une fonction positive continue
sur K, vérifiant (6). yl/ors on a les résultats suivants :

(i) Si A = — p - = 0, z7 exwfó wne formule de quadrature, exacte dans

Q3(K), & fa /orm^

^ [/(r, iî) + ƒ ( - r, - i?) + ƒ ( - r3 i?) + f(r, -

Y Pc
T 5 ~~ T

(ii) Si A = ~^ - -M ^ 0.

• zY n'existe pas de formule de quadrature exacte sur Q3(K) à 4 noeuds

• i/ existe une formule de quadrature exacte sur Q3(X) à 5 noeuds de la forme

/(ƒ) ~ ^i /(O, 0) + ^ 2 [ / ( - r, - tf) + /(r, Ü) + ƒ ( - r, R) + f(r, -

avec
T T T T *\ 7 T

72,2 ^ Y2,2

/ / \ 1 / 2 / / \ 1 / 2

r^fe) • *-{t) •
vol. 20, n° 2, 1986



298 J. L. GOUT, A. GUESSAB

Démonstration :

(i) II suffît d'utiliser les résultats du théorème 1 et de la proposition 3.

(ii) Si A / 0, les polynômes bt, 0 ^ i < 4, de la proposition 3 (ii), n'ont pas
4 zéros réels communs d'où la non-existence d'une formule de quadrature
exacte sur Q3(K) à 4 noeuds (cf. proposition 4 de Gout-Guessab [4]).

Pour la démonstration de l'existence d'une formule de quadrature à 5 noeuds,
exacte sur Q3(K\ on renvoie à Guessab [5] (proposition 5.2.7). •

Prolongeant le résultat précédent, on obtient le

COROLLAIRE 1 : Soient K un compact de M2 et WXi W2 deux fonctions continues
sur K, vérifiant (6). On suppose que :

= I2.2(WÔ i2.0(Wx) n _ i2,2{w2) i2,0(w2)

Si cfe plus

^2,2(^1) /o,o(^2) + / Î . ^ ) Io.o(WÙ =

= 4,2(^2) /2,o(Wi) + IoAWi) I2,o(W2) (7)

// existe une formule de quadrature exacte dans Q3(K), de la forme :

avec

2 _

Sz /a relation (7) n'^5/ /?a^ vérifiée, il n'existe pas de formule de quadrature
exacte sur Q3(K), à 4 nœuds.

Démonstration : II suffit d'utiliser les résultats de la proposition 5, relative-
ment à la fonction poids W = W1 + W2- •

COROLLAIRE 2 : Soient K = [- 1, + l]2 et W(x9y) = 1 + x2py2q où p et
qeN.

Si p = 0 ou q = 0, il existe une formule de quadrature exacte sur Q3(K), à
4 noeuds, et dont tous les coefficients sont positifs.

SipeN* et qeN*, il n'existe pas de formule de quadrature à 4 noeuds exacte
surQ3(K).

Démonstration : II suffit d'utiliser les résultats du corollaire 1, relativement
aux fonctions poids Wx(x, y) = 1 et W2(x, y) = x2p y2q.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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En effet, on vérifie que A = 0 et B = 0 et que la relation (7) est équivalente à
p.q = 0, d'où le résultat •

Remarque 5 :

(i) Un exemple d'application du corollaire 2 est donné ci-après exemple (3.8).

(ii) On On rappelle que pourp ef^l*etgeN*, il existe une formule de qua-
drature exacte sur Q3(K), relativement à la fonction poids Wx = 1 (respecti-
vement W2(x, y) = x2p y2q) à nombre minimal de noeuds, soit 4 : il s'agit
des formules produits de Gauss-Legendre.

Par contre, relativement à la fonction poids W = Wx + W2, il n'existe pas
de formule de quadrature exacte sur Q3(K) ayant 4 nœuds.

Remarque 6 : Si A > 0, tous les coefficients de la formule de quadrature
définie dans la proposition 5 (ii) sont strictement positifs, ce qui n'est pas le cas si
A < 0, d'où l'étude suivante.

PROPOSITION 6 : Soient K un compact de M2 et W une fonction positive et

continue sur K3 vérifiant (6). On suppose que A = - ^ - — -=^ < 0.
^0,2 A),0

(i) Alors pour tout SGU vérifiant s2 > - ^ il existe une formule de quadrature

à coefficients positifs exacte dans Q3(K) de la forme

>*i[/fe 0) + ƒ(-*,<))]
+ A2[f(r, R) + ƒ(- r,-R) + ƒ(- r, R) + /(r, -

avec

A _

1 ~

S ~
- /2 ,2) ' 2 ~ 4(/0>2 s

2 -

2 _ ^2,2 „2 _ ^0,2 ̂  ~

^o»2 /o>o s2 — h,o

(ii) Alors pour tout seU vérifiant s2 > -j^- il existe une formule de quadrature

à coefficients positifs exacte sur Q3(K) de la forme :

+ A2\J(r, R) + ƒ ( - r,-R) + ƒ ( - r, R) + f(r, - R)}
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avec

A — '„.

K

n 2 ŝ-̂

/0;2

Démonstration :

~ -̂ 0,0 -̂ 2,2

'2-/2,2)
2̂ =

r2 -

(/o.o
4(1

h,o

s2

s2

s2

- h,2.
s2 - 1

- 4>.2 "

(i) L a formule é tant exacte sur 23( iC) et 12 des 16 équations étant immédiate-

m e n t vérifiées, il en résulte le système suivant, aux inconnues Al9 A2, s9r9U:

'0,0 = 2A1 +4A2

I2t0 - 2 A, s2 +4A2r
2

ha =4A2R
2

ha ^ 4A2r
2 R2

dont les solutions se calculent aisément en fonction de s9 la positivité de Ax

et A2 étant assurée par les conditions sur A et s.
(ii) Démonstration analogue à celle de (i). •

Remarque 7 : Les résultats de la proposition 6 ne sont pas optimaux quant
au nombre de noeuds d'intégration mais permettent dans le cas A < 0 d'obte-
nir des coefficients positifs.

Remarque 8 : On peut noter que si K = U2 et si 700, I20, / 0 2 , I2>2 existent
alors les propositions 5 et 6 et les théorèmes 3 et 4 sont encore vérifiés; des
exemples seront donnés ci-après.

Enfin on obtient le

THÉORÈME 6 : Soient K un compact de U2 et W une fonction positive continue
sur K, vérifiant (6). Alors on a les résultats suivants :

(i) Si I2A /4)2 — IA-A ̂ 2,2 = 0, il existe une formule de quadrature exacte sur
Q5(K\ à nombre minimal de noeuds, de la forme

Kf) - A0[m 0)] + A.lfir, 0) + ƒ(- r, 0)] + ̂ 2[/(0, R) + /(0, - *)] +
+ A3[f(s, t) + ƒ ( - J, - 0 + ƒ (" s7 t) + f(s, - 0]

avec

Ao ^ h,o - 2 A 1 - 2 A 2 - 4A3
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2 _ A,0 II A ~~ ^4,2 ^2,2 r,2 _ ^0,4- ^4,2 ~ ^2,4 ^2,2
/ T - T2 r r r2

J2,0 J2,4 *2,2 i 0 , 2 J4,2 ~~ J2,2

C2 _ ^4,2 2 __ ^2,4
- 7 > l - T •

^2,2 22,2

(ii) Si /4)2 ^2,4 ~~ ^2,2 ^4,4 ^ 0, il n'existe pas de formule de quadrature
possédant 9 noeuds d'intégration exacte sur Q5(K).

Démonstration :

(i) On suppose que I42 h,* ~~ h,4 2̂,2 = 0. On vérifie alors que les poly-
nômes bi9 0 ^ i ^ 6 définis dans la proposition 3 (iii) ont pour zéros réels
communs les 9 points définis dans la formule de l'énoncé, les coefficients Ao,
AUA2,A3 étant calculés en résolvant le système obtenu en écrivant que la
formule est exacte sur l'espace Q5(K) (système nécessairement compatible
d'après la proposition 2).

(ii) Dans le cas où I2A /4j2 — ̂ 2,2 h,4 ^ ®> o n vérifie que les polynômes
bt, 0 < / ^ 6 n'ont pas 9 zéros réels communs et, d'après la remarque 1 de
Gout-Guessab [4], le résultat suit. •

Comme dans le cas de la proposition 5, on peut prolonger les résultats du
théorème 6 par le

COROLLAIRE 3 : Soient K un compact de U2 et Wu W2 deux fonctions positives
continues sur K, vérifiant (6). On suppose que

A = IZA(WÙ hÀwx) - hA(^i) '2,2(^1) = 0

B = I1AiW2) h,2{W2) - hA(Wi) '2,2(^2) = 0.

Si de plus

- I2.2(W2) I4A(wi) + I2.2(WX) hA(W2), (8)

il existe une formule de quadrature exacte sur Q5(K\ relativement à la fonction
poids W — Wx + W2 » de la forme définie dans le théorème 6.

Si la condition (8) n'est pas vérifiée, il n'existe pas de formule de quadrature
exacte sur Q5(K) à 9 nœuds.

Démonstration : II suffit d'utiliser les résultats du théorème 6. •

Remarque 9 : Soient K = [- 1, + l]2, W(x, y) = 1 + x2 y2 ; soient
^ s l e t W2(x, y) = x2 y2.

On vérifie que A = 0 et B = 0 mais, la relation (8) n'étant pas vérifiée, il
n'existe pas de formule exacte sur Q3(K) relativement à la fonction poids W.

vol. 20, n° 2, 1986



302 J. L. GOUT, A. GUESSAB

On rappelle que pour la fonction poids W1 (resp. W2) il existe une formule de
quadrature exacte sur Q5(K) à 9 noeuds (formule produit de Gauss-Legendre).

D

3. EXEMPLES

Exemple 3 . 1 :

K = { O, y) e U\ 0 ^ a ^ \ x \ ^ b, 0 ^ a ^ \ y \ ^ b }, W = 1.

On vérifie que

/o,o = 4(è2 - a2), /2s0 = Ioa = | ( è 4 - a4), ƒ „ = ^(è6 - a6).

* a = 0 et b = 1

Dans ce cas 4̂ = 0 : appliquant alors le théorème 3 (ou le théorème 4) on
obtient la formule de quadrature exacte sur Q3(K) (au lieu de se limiter à une
exactitude sur Q2(K) d'après les théorèmes) :

c'est-à-dire la formule produit de Gauss-Legendre, a priori exacte seulement
sur Q2(K).

* a = 2> b = 1.

Dans ce cas A = — -T-F • En appliquant le théorème 4 on obtient la formule

de quadrature exacte sur Q2(K)

/(ƒ) ~ \ [0-7637, - 0.5) + ƒ ( - 0.7637, 0.5) +

+ /(0.5, 0.7637) + ƒ ( - 0.5, - 0.7637].

Exemple 3.2 : (cf. remarque 11)

K = { (x, y) e IR2, 0 ^ x2 + y2 ^ 1 } , W(x, y) = (x2 + y2f, a > - 1.

On vérifie que

n n n
0*0 m _i_ 1 ' 2,0 ^0,2 *}/ . ^)\ 9 ^2,2 Q/ . o\
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et donc que

oc2 + 4 g + 2
_ (a + 3)*

En appliquant le théorème 3 on obtient la formule de quadrature exacte dans

Kf) ~ A&ftx» - y,) + ƒ ( - xuyij] + A2[f(x2,y2) + ƒ ( - x2, - y2y\

avec

, _ a2 + 4 g + 2 \ / 3 + 14 Y a + 1
^ I A / . . r\\ /_ . o \ I I A s _ , *i\ I ~T~4(a + 2) (a + 3)J \4(a + 3)) ' 2(a + 3)-

Pour les valeurs de xuyux2, y2 on renvoie au théorème 3.
Le cas a = — 0,5 est traité numériquement dans l'annexe 1.

En appliquant le théorème 4 on obtient la formule de quadrature exacte
dans Q2(K)

/(ƒ) ^ At[f(xu - yx) + ƒ ( - xuyj\ + A2[f(x2, y2) + ƒ ( - *2,

avec

a2 + 4 a + 2
A = 4(a + 2) (a + 3)*

Pour les valeurs de xl9yu x2i y2 on renvoie au théorème 4.
Les cas a = 0 et a = 0,5 sont traités numériquement, respectivement dans

l'annexe 2 et l'annexe 3.

Exemple 3 .3 :

K = {(x, y) e U\p2 ^ x2 + / ^ 1 } 0 < p < 1, W = 1.

On vérifie que

^o,o — n ( l p ) , I2t0 — /0)2 — -^-(1 p )s ha — 24 '

et donc que
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En appliquant le théorème 4 on obtient la formule de quadrature exacte
dans Q2(K)

I(f) ~ ^ i [ / ( * i , - yi) + ƒ ( - xlt y,)] + A2\_f(x2,y2) + ƒ ( - x2, -

avec

A
 9 7

Le cas p = 0,5 est traité numériquement dans l'annexe 4.

Exemple 3.4 : (cf. remarque 11)

K = \(x,y)eU2^ +^Kl,a2 - b2 = c2 ^,

W(x, y) = l(x - c)2 + / ] ~ 1 / 2 [(x + c)2 +

On vérifie que (b < à)

ô,o = 2 11 Log I - 1, /2)o ~ ~2\a® + ^TQ c

Le cas a = 5, é = 4, c = 3 est traité numériquement dans l'annexe 5.
En appliquant le théorème 3 ou le théorème 4 suivant les valeurs de a, b, c

on obtient une formule de quadrature exacte sur Q2(K).

Exemple 3 . 5 :

K = [- 1, + l]2 et W = 1 .

On vérifie que A = 0. Appliquant alors le théorème 5 on retrouve la formule
de quadrature, exacte sur 62^)» (et même ici sur Q3(K)) dite de Gauss-Radau
si a / 0 et b ^ 0 et celle de Gauss-Legendre dans le cas a = b = 0 (les cons-
tantes a et b sont introduites dans le théorème 5).

On peut également retrouver la même formule, dans ce cas, en utilisant la
proposition 5.

Exemple 3.6 (voir ex. 3.3) : (cf. remarque 11)

K = {(x,y)eU2,x2 + / ^ 1 } , W = (x2+y2T

* ot = y/2 — 2 .
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Dans ce cas on vérifie que A = 0 et en appliquant la proposition 5 (i) on
obtient la formule de quadrature exacte sur Q3(K) à nombre minimal de
noeuds

)
4 [/(r, r) + ƒ ( - r,-r)+ ƒ ( - r, r) + /(r, - r)]

avec
r = 0,146406 à 10"6près.

* g > - 1, a ^

Dans ce cas on vérifie que A ^ 0. En appliquant la proposition 5 (ii) on
obtient une formule de quadrature exacte sur Q3(K) à 5 nœuds de la forme

4g +2

1) (a + 2)'

~ g + 3
(g + 2)2

OÙ

f(r, r) + ƒ ( - r, r) + f(r, - r)]

De plus pour — 1 < a < ^/l — 2, les coefficients sont strictement positifs.

Exemple 3 . 7 :

K = U2 et W(x, y) = e~(x2+y2).

Cet exemple est à rapprocher de la remarque 8. On a ici

/OsO = n , /2>0 - 70j2 = —, 72s2 - j d'où A = 0.

En appliquant la proposition 5 (i) on obtient la formule de quadrature à
nombre minimal de noeuds (soit 4), exacte sur Q3(K)

Remarque 10 : On considère le triangle K de sommets (— 1, 0), (1, 0) et (0,1)
et W = 1.
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On obtient

A),0 ~~ 1 5

1
30'

1
. 1 - 3 ' y2,<

1
2.2=90- j

1

T

' 0 ' 2

1
10'

1
" 6 '

^2,3 =
1

2ÏÜ*

Ainsi

ao,i = ~ 5 ' a°>o = J Q ' ai ,o = 2Y' a i , i = "" j -

On vérifie que dans ce cas les polynômes bx et è4 de la proposition 4 n'ont
pas 4 zéros réels communs distincts deux à deux et donc qu'il n'existe pas de
formule de quadrature à coefficients positifs et à nombre minimal de
noeuds. •

Exemple 3 . 8 :

X = [ - 1, + 1 ] 2 , W(x,y)= 1 + x 2 .

Dans ce cas particulier, on obtient la formule

exacte sur Q3(K). C'est la formule produit de Gauss-Legendre.

Ce résultaf est à rapprocher de ceux du corollaire 2 avec ici p = 1 et q = 0.

Exemple 3.9 :

K = [ - 1 5 + 1 ] 2 , W = l .

O n vérifie q u e I2A 74>2 — 74 4 72 2 = 0.
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Appliquant alors le théorème 6 (ii) on obtient la formule de quadrature
à nombre minimal de noeuds exacte sur Q5(K)

Cette formule n'est autre que la formule produit de Gauss-Legendre. •

Remarque 11 : On vérifie sans difficulté que les résultats du paragraphe 2 se
prolongent au cas où la fonction poids W est positive sur K (non identique-

r
ment nulle) et telle que f(x) W(x) dx ait un sens pour toutes les fonctions ƒ

JK

considérées. C'est le cas dans les exemples 3.2,3.4 et 3.6. •
D'autres exemples numériques sont donnés ci-après en annexe où le

domaine K, la fonction poids W et l'espace de polynôme P sur lequel la for-
mule est exacte sont respectivement :

K = [- 1, + l]2 , W = 1 , P - Q3(K) dans l'annexe 6

K = [- 1, + l]2 - "1 - i , i H, W = 1, P = Q3(K) dans l'annexe 7

X = hexagone centré en 0, W = 1 , P = g3(X) dans l'annexe 8

/3 Y
iC hexagone centré en 0, W = I j — x2 — y2 j , P = Q 2 (^) dans l'annexe 9

K = {(x,y\x2-l ^ym-x2}, W=l 9 P=Q2(K) dans l'annexe 10 .
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ô  o- *
m tn 4
CC CO «
r* i^ 4

O O 4

CO flC *

1 • *

o o «
in in «

o* o> *
*n m «
^ <r *
Kt Ki *
in in 4i

in in *

o o *
o o *
AJ AJ «
CO CC «

m tn *

• • M
O O *

• *

f* r̂  *
r-> f- *
1 1 *

C O *
O O 4c
K. K *
Ki K *
Kt Kt *
AJ AJ *

m m *
9 9 «
ïj ^ •
Ai Ai «
^ ^ *

o o *
9 9 «
AJ Ai *
O O *

a a *
AJ AJ «

• • *
O O *
1 «

• AJ H

« or « H
• Ui 4E H
« »-l >- i
* i- t ^
* 2: AI i
4t Ui « -(
* * i
* Ui X H
* O • H

4t Û- a. H

« to x ^
* Ui Ui i
* - H i

* <<

41 4

k i

C H
4 H
O <
Kl 4

K
K.
K ^
Kl i
Kt -(
Kt i
K» H
K l H
Kt <
K l i
K l 1

C

O

II

« O O O O 4i

* O O O O *

« O O Ai Al «

* m tn KI KI 4:

* AJ AJ KI KI 4c
« >C «D * 4 * 4 <R
* cô «O r^ i ^ 4i
« *-4 W O O «

CO * K> Kt CO CO 4t
t « O O « ( 0 «
t * ^ 9»» CC CC 4c
E 4t fw f*. K l K t 4C

t * O O • * ^ •

r « • • • • *
t 4: O O O O *
L I t *

t * ^4 <̂ 4 O O *
t * O O O O *

( * O O O O *
l « 00(0(0 t
i « a amin «
e * AJ Al A i Ai *
K * <T O> AJ AJ *

« X * 00 00 AJ AJ *
% * m m 5f s» «
* * «5 00 *» ^ 4t

1 * - * ^ * O O *
ïï « ff OMT ï *
» • o o r*- r- *
K * Ai Ai K> KI *
K * • • • • •
It « O O O O *
R 4t 1 • *

R * O O ~« ~ * *
R « O O O O «
R * • 4- 4- 4 *
R * O C C O *
R * O O O O *
• * c0 cO — — *

t 4: in in ^ f^ *

« * a c> r̂  r̂  *
R * O O »^ 1^ *
R * O* O" Kl K» *

I X « Kt Kt O O *
* « r^ f~ r̂  r* *
R * eo cc •« »* *
• « o o r- r̂  *
•t « O O KI Kt «

R * tn in *r ^ *

* * o c o o *
* 4t t 1 *

vol . 20, nü 2, 1986



314 J. L. GOUT, A. GUESSAB

BIBLIOGRAPHIE

[-1] P. J. DAVIS et RABINOWITZ, Methods of Numerical Intégration, Academie Press,
New York 1975.

[2] R. FRANKE, Orthogonal polynomials and approximate multiple intégration, SIAM
J. Numer. Anal. vol. 8, n° 4, 1971.

[3] J. L. GOUT, Eléments Finis. Polygonaux de Wachspress, Thèse d'État. Université
de Pau, 1980.

[4] J. L. GOUT et A. GUESSAB, Sur les Formules de Quadrature Numérique à nombre
minimal de nœuds d'intégration, à paraître (Numerische Mathematik).

[5] A. GUESSAB, Formules de Quadrature Numérique dans un compact K de M", Thèse
de 3e cycle (1983).

[6] C. B. HUELSMAN, Quadrature Formulas over fully symmetrie planar régions, SIAM
J. Numer. Math. vol. 10, n° 3, June 1973.

[7] J. PIESSENS et HAEGEMANS, Cubatur e formulas ofdegree se ven for symmetrie planer
régions, Journal of Comp. and Applied Mathematics, volume 1, n° 2, 1975.

[8] H. J. SCHMID, Cubatur e Formulas with a Minimal Number of Knots, Numer. Math.
31, 281-297, 1978.

[9] A. H. STROUD, Approximate Calculation of multiple intégrais, Prentice Hall,
Englewood cliffs N.J., 1971.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis


