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MATHEMATICALMOOELÜNGANDNUMERICALANALYSIS
MOOEUSATION MATHEMATIQUE ET AHALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 22, n 3, 1988, p 457 à 468)

PRISE EN COMPTE D'UNE FORCE LINÉIQUE DE FRONTIÈRE
DANS UN MODÈLE DE PLAQUES DE HENCKY

COMPORTANT UNE NON-LINÉARITÉ GÉOMÉTRIQUE (*)

par T. HADHRI (*)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — On considère dans ce travail un modèle de plaques élastoplastiques régies par une
loi de type Hencky et on démontre un résultat d'existence pour le problème aux déplacements Le
modèle comporte une non-linéarité géométrique et le chargement comprend une distribution
linéique de forces extérieures agissant sur une partie de la frontière. Le cadre mathématique est
HB (hessien borné) pour le déplacement transverse et BD (déformation bornée) pour le
déplacement plan

Abstract. — We hereafter study a mathematical elastoplastic plate model of Hencky type. An
existence resuit for the displacement problem is proved The déformation considered hère is a
non-hnear expression of the displacements A plane load distnbuted on a part ofthe boundary o f
the plate is taken into account The mathematical framework is HB (bounded hessian) for the
deflection and BD (bounded déformation) for the inplane displacement

I. INTRODUCTION

Nous poursuivons ici l'étude du problème de plaque élastoplastique
présenté dans [4]. Le but du présent travail est de généraliser le théo-
rème 4.2 de [4] en s'affranchissant de l'hypothèse F = 0. Rappelons que F
désigne la densité linéique d'efforts agissant sur la partie F2 de la frontière
de la plaque dans le plan de celle-ci.

La technique utilisée dans [8-13] pour d'autres problèmes de plasticité, et
qui consiste à dualiser le problème posé dans un cadre de fonctions
régulières et à reformuler l'expression de la fonctionnelle énergie potentielle
en introduisant un champ de contraintes, (ou de contraintes généralisées),

(*) Reçu en avril 1986, révisé en février 1987
O Centre de Mathématiques Appliquées, École Polytechnique, 91128 Palaiseau Cedex
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458 T. HADHRI

plastiquement et statiquement admissible, ne s'applique pas pour notre
problème à cause de la présence de la non-linéarité géométrique dans
l'expression du tenseur des déformations. Cette non-linéarité implique en
effet la non-convexité de la fonctionnelle énergie potentielle et par suite, la
difficulté d'utiliser les outils classiques de la dualité dans les problèmes
convexes [3-10].

Néanmoins, si nous modifions les conditions aux limites sur le déplace-
ment transverse (ici — sera libre sur la partie F2 de la frontière contenant le

ov
support de la distribution de forces F), une technique de dualisation
partielle nous permet de démontrer un résultat d'existence pour le problème
aux déplacements dans le cas où la densité d'efforts F est non nulle.

Un autre résultat démontré dans ce travail est que l'ensemble des charges
statiquement admissibles est d'intérieur non vide ; ceci fait l'objet de la
proposition II. 1 et de la remarque II. 1.

Le cas où la dérivée normale, — , du déplacement transverse n'est pas
dv

libre sur F2 et où la distribution de forces F agissant sur F2 n'est pas nulle est,
à notre connaissance, un problème ouvert.

II. POSITION BU PROBLÈME ET DÉFINITION DES CHARGES LIMITES

Considérons une plaque élastoplastique, de surface moyenne Q c R2,
soumise à une densité surfacique d'efforts transverses \f et d'efforts plans
Xg et à une densité linéique d'efforts plans XF agissant sur une partie
F2 de la frontière de O. Le réel X est appelé paramètre de chargement. Le
système de forces extérieures va engendrer un déplacement pian u et un
déplacement transverse Ç. Les conditions aux limites « imposées » à Ç et u
sont les suivantes : la frontière F de O sera subdivisée en (Tv F2) :
F = Tl U F2, rx n r 2 = 0 . La plaque sera encastrée le long de Fa et
simplement posée le long de F2 :

-^ = €1 s u r r
"av

sur

où u0, Çg et £i sont tels

3UBBD(U2\CÏ)

(II.2)
6

r = et ^ |r, =

Les définitions de BD et HB sont rappelées dans [13-2],
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UN MODÈLE DE PLAQUES DE HENCKY 459

La modélisation d'un tel système conduit à relaxer la condition de
Neumann le long de Tly [4], et à introduire le problème d'optimisation posé
ci-dessous :

Inf , u) ; (g, u) e HB(S1) x BD(fl) ,

(II.4)

= {I e W u ( f t ) ; É,aP e MiCfl) ; 1 ̂  a, p ̂  2}
(ILS)

ci-dessus Af^fî) est l'espace des mesures bornées sur II et nous utilisons les
notations :

(116)

1

h est l'extension aux mesures, cf. [5-6-13], de la fonction définie sur
s x \fàs par .

(IL7) h(X,Y)= ((X,Y),nB(X,

(II.8)

(II.9)

(11.10)

HB est le projecteur sur un convexe fermé borné

B est le convexe d'élasticité et 0 e B .

hp{X,Y)= lim -h(tX,tY);
/-K + 00 *

Zip est la partie principale de h .

- PVa vp y P o u r a ^ P e {1» 2 )

= 2 (?« Vp + <?P Va) » P O U r <*> I {1, 2}
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460 T. HADHRI

v = (v2, v2) est un champ de normales unitaires extérieures à O.

( M ) = f g.udx+ f F . u r f T .
Jn Jr2

&)* f ftdx.feL^n)

V>(S) = [Lp(S)]2pom S = O ou T tip e [1, + oo]
w*4 = {T = (Tab) e W4, Tap = T N } pour tout espace W .

L'infimum apparaissant en (IL 3) peut prendre la valeur — oo pour
| X | assez grand. Ceci nous amène à définir l'ensemble A des charges
admissibles pour le système :

(11.12) A = Inf

La proposition suivante donne des précisions sur l'ensemble A.

PROPOSITION II.l : L'ensemble A défini par (11.12) et (IL2, 4, ..., 11) est
un intervalle contenant zéro en son intérieur. Ainsi, les charges limites
définies par :

(11.13) X = Inf A , X = Sup A ,

vérifient les inégalités :

(11.14) X<0<i

Démonstration :

(i) Pour X e R et Xo € R*, on a, en utilisant (II.4) :

(11.15) Aft,«) =

Or on a, d'après [4], h s= 0 et hp s* 0. D'où, grâce à [5-6] :

Cette inégalité et (11.12, 15) montrent que si Xo e A et si 0 «s X/Xo «s 1, alors
X G A. Ceci prouve que A est un intervalle.
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UN MODÈLE DE PLAQUES DE HENCKY 461

o

(ii) II nous reste à prouver que 0 G A.
Les propriétés des fonctions h et hp énoncées dans [4], et la Proposition 1.1

de [6] permettent de prouver que :

(11.16)

0

f Mxft),

Or, grâce à (II.6), on peut majorer le tenseur w(£) de la manière suivante

(11.17) V g e H B ( n ) , Va, (3 6 {1,2} ;

h a P ( O I « i Wx] p.p. x e n .

En utilisant le Théorème 4.1 de [4] et (II.4, 16, 17), on obtient :

(11.18) 3c o >O,c 1 e lR; V (Ç, M) G HB(n) x

Par ailleurs la continuité des injections: HB(£l) ->Lco(£l), cf. [2], e t :
B£>(n)-»L2(fl), c/ [11-12-13], et la continuité de l'opérateur trace:
uef iZ) ( i î ) ->7 0 (« )€L 1 ( r ) , c/. [11-12-13], permettent de déduire de
(11.11) que :

(11.19) 3 c 2 > 0 ,

Finalement (II.4, 18, 19) donnent :

La définition (11.12) de A permet alors de voir que

]-co/c2, co/c2[<=A

et ceci achève la démonstration de la proposition. •

Remarque II.1 : On peut montrer, en suivant les arguments développés
dans la démonstration de la proposition IL 1, que la charge limite
\f définie dans la Proposition 4.1 de [4] est strictement positive. •
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462 T. HADHRI

m . SEMI-CONTINUITÉ INFÉRIEURE DE LA FONCTIONNELLE ÉNERGIE

La prise en compte de la non-linéarité géométrique par l'introduction du
terme co(£) dans l'expression du tenseur des déformations du plan moyen de
la plaque, e(w) + to(Ç), conduit à une fonctionnelle énergie potentielle,
ê\(£>,u), non connexe. La technique basée sur la dualité et l'analyse
convexe et qui est utilisée dans [8], [13], [15] pour démontrer la semi-
continuité inférieure de la fonctionnelle énergie potentielle d'un solide de
Hencky soumis à des efforts extérieurs sur une partie de sa frontière, ne
s'applique pas à notre problème à cause de la non-convexité de êx(£, u).

Néanmoins la convexité de l'application h définie par (II.7) permet de
montrer, grâce à [5], [6], que l'application u -• <f X(Ç, u) est convexe. Une
technique de dualisation partielle, par rapport à u, nous permet alors de
surmonter la difficulté évoquée ci-dessus et de montrer la semi-continuité
inférieure de <fx(£, u) pour une topologie faible de HB(Q) x 5Z)(fi)5

lorsque la densité de forces F, agissant sur la partie F2 de la frontière, est
non nulle.

Commençons par démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION III. 1 : Sous les hypothèses de la Proposition II.l, si le réel X
vérifie :

\ e A

alors l'ensemble des efforts normaux plastiquement et statiquement admissi-
bles S?N(\) défini par:

(III.l) S?N(\)= {Ne L°°(a)4 , (Q,N)eB p.p. x G fi .

W«P,P + *0a = 0 danS ft >

W«P VP = ^ a SUr r 2 }

est non vide.

Démonstration : II est clair, par (II.5, 12), que pour X G A, le problème :

Inf {<fx(0,a)} ,
weLD(n)

LD(n) = {ue L\n), 8ap(M) G L 1 ^ ) , 1 ̂  a, p ^ 2}

admet un infinimum fini. La dualisation de ce problème permet alors de
montrer, cf. [3, 4, 13], que :

Sup - | h*(0,N)ÔX+ f
NeS?N(\) [ J J J

ceci implique que ^^(X) # 0 et achève la démonstration. •
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UN MODÈLE DE PLAQUES DE HENCKY 463

Nous ne pouvons pas affirmer que la fonctionnelle <f x définie par (II.4)
est semi-continue inférieurement, pour la topologie faible de
HB x BD introduite dans [4], pour toute valeur du paramètre de charge-
ment X. En réalité les valeurs de X qui nous « intéressent » sont les valeurs
strictement comprises entre les deux charges limites X et X définies par la
Proposition II. 1. Pour de telles valeurs de X, le théorème suivant donne un
résultat de semi-continuité inférieure de êK permettant de démontrer, dans
la section IV, l'existence d'une solution pour le problème (II.3, 4).

THÉORÈME III. 1 : La fonctionnelle S>
k et Vensemble A étant définis par

(III.4, 6, ..., 12), pour Xe A et pour toute suite de fonctions (£n,un)
vérifiant :

(III.2) (I

(III.3)

(III.4)

nous avons

(III.5)

,, un) e HB(n) x BD(iï) , ïn\T = $> , ||&., un\\HBxBD

^-»Ê dans W1-1^) fort et dans L°°(n) faible *,
wn-+w dans L1^) fort et dans L2(I1) faible,

X ( U - x(€) dans [M1^)]4 faible * ,
e(«„)-> e(u) dans [M\O,)f faible * ,

Cte

M) ^ lim n, un) et

Démonstration :
(i) Commençons par introduire deux ouverts O,[ et

l'indique la figure 1, les propriétés suivantes :

(III.6) n n = r1

ayant, comme

Figure 1.

vol. 22, n° 3, 1988
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En considérant les fonctions 6 et U définies par (IL2), nous associons à
tout élément (g, u) e HB(Q) x BD(D,) l'élément (1, S) e HB^) x
5D(n 1 ) défini par :

(111.7) (1, ü) = (Ç, M) . l n + (0, £/). lfl'j .

Il est clair que l'hypothèse (III.3, 4) implique que la suite (%n, un) associée

à (£,, un) par (III.7) vérifie :

(111.8) (ln, un) -> (1, S) dans W 1 ' 1 ^ ) x L 1 ^ ) ,

(X(ïn), e (a j ) - . (x(l), e(ö)) dans [^'(nx)]
8

où ^ ' ( H j ) est l'espace des distributions sur fl1. Or la convergence au sens
des distributions d'une suite bornée d'éléments de M^Cl), vers une mesure
bornée implique la convergence de la suite dans M^Ctx) faible *. D'où :

(III.9) (x(i,),e(w„))-(x(I),e(ö)) dans faible *

(ii) Nouvelle expression de la fonctionnelle énergie.
La proposition III.1 permet de choisir N dans SN(k) qui vérifie, grâce à

(11.11) :
N € ƒ/(fi) ; H(CÏ) = {N e [Lœ(Q.)]4

s, div N e L2(fi)} ,

et de réécrire, grâce à la formule de Green portant sur BD(d)x
H (Cl) et donnée par le théorème (III. 1) de [1], l'expression de la forme
linéaire XL définie par (11.11) de la manière suivante :

(UI. 10) \ L ( M ) = I Ne(u)- I (Nv)udT.

Maintenant, en rassemblant (II.4, 6), (III.6, 7, 10) et en utilisant les
propriétés de localisation des fonctions convexes de mesures, cf. [5, 13], on
peut donner une nouvelle expression de é>k :

(III.ll)

Ç, u) = # ( § , « ) - XL (Ç) + f (Nv)uodT

- f

- f iVe(M)-
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UN MODÈLE DE PLAQUES DE HENCKY 465

En prouvant la semi-continuité inférieure de ë dans la partie (iii) de la
démonstration, on obtiendra (III.5).

(iii) Soit ô > 0 fixé. Introduisons l'ensemble Ah et deux fonctions
<p5, i|/8 vérifiant :

(III. 12)

et posons :

(III. 13) 1

), Supp 9S <= Ah, 0 ^ cps ̂  1, <P8|r = 1, ^6 = 1 -

En utilisant [1, 6, 13], on peut montrer que S — Rh est s.ci. pour la
convergence (III.3, 4) ; d'où :

(111.14) i% u) < lim {i{^ un) - Rh(tn, un)} + Rt{£, u) .

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il est clair que :

(III. 15) lim R&, u) = 0

puisque, par (III. 12), lim cps(x) = 0 pour tout x e fl U Tx.

II nous reste à majorer le terme — R§(£n, un) figurant dans (III.14).
Un calcul simple nous donne à partir de (II.7, 8) l'expression de la

fonction h*, conjuguée de Fenchel de h :

\ 15, T\2 si (S, T)eB
4
s, h*(S,T)= 2

. + oo sinon .

D'où pour (S, T) G B, l'inégalité :

-h(X, Y)+X.S+Y. T^+ i \S, T\2 .

En utilisant [1-6-13], on peut démontrer que l'inégalité ci-dessus reste valide
vol. 22, n° 3, 1988



466 T. HADHRI

lorsque l'on fait l'extension de la fonction h aux mesures. D'après (III.1),
(0, TV) e B[dx] - p.p. x e Q, et on a donc :

dx.

(111.16)
Ja Ja

« - f Vs^iUN^dx + l \ <pb\N\
Jn z Ja

Or il est clair, d'après (II.6), que :

VÈeW u ( f l ) , |o>«P(ë)| ^ | [dx]-p.p.

D'où, en regroupant (m. 13, 16) :

(111.17) -*,(£,, i i j ^ i f * ,£ liV^I «k + ± [

ƒ
Ci-dessus l'intégrale portant sur F est négative ou nulle pour des raisons
analogues à celles évoquées dans la démonstration de la Proposition 3.3 de
[4]. Il ressort alors de (III. 12, 17) que

(111.18) -R,(ïn,un)^c.h

où c est une constante positive indépendante de n et de 8.
Maintenant, en rassemblant (III. 14, 15, 18), on obtient :

#(Ç,u)^ lim i n f# (^ ,wj+c o ô
« - • oo

où c0 est une constante indépendante de (n, ô). Ceci donne la s.ci. de

S et permet d'achever la démonstration. •

IV. RÉSULTAT D'EXISTENCE

Nous avons défini dans la section II l'ensemble des charges admissibles,
A, et nous avons montré, dans la proposition II. 1, que A est un intervalle
d'extrémités \ et \
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L'hypothèse dite de « charge sûre », que l'on rencontre toujours dans les
problèmes de plasticité, [7-8-9-12], se traduit ici par :

(IV.l) X G ] \ , k[.

Nous allons démontrer dans cette section que pour toute charge sûre X, le
problème aux déplacements (II.3) admet au moins une solution.

THÉORÈME IV.l : Les charges limites \ et \ étant définies dans la
Proposition II. 1, pour X satisfaisant (IV.l) et pour

f e L\tl) ,g el2(tl) , F el™(r2) ,

le problème (113), (II.2, 4, ..., 11), admet une solution.

Démonstration : Soit (Çrt, un) une suite minimisante pour le problème
(II.3). La technique utilisée dans la démonstration du théorème 4.2 de [4],
cf. aussi [13, 15], permet d'extraire une suite vérifiant (III.2, 3, 4). Le
résultat du Théorème III. 1 permet alors de conclure. •
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