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COEFFICIENTS DES SINGULARITES POUR DES PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES SUR UN DOMAINE A POINTS CONIQUES Ii:
QUELQUES OPERATEURS PARTICULIERS (*)

par M. DAUGE (!) et S. NICAISE ()
M. BOURLARD (3) et J. Mbaro-Saman LUBUMA (%)

Résumé. — Dans la premiére partie de ce travail, nous avions donné des formules générales
pour les coefficients des singularités dans le cas du probléeme de Dirichlet pour un opérateur
elliptique quelconque. Ici, nous précisons ces formules pour le laplacien sur un céne, le
bilaplacien puis l'opérateur de Helmholtz sur un polygone ; enfin nous adaptons nos résultats
pour un autre type de conditions aux limites, a savoir le probleme a dérivées obliques mélées,
toujours sur un polygone.

Abstract. — In the first part of this work, we have given general formulae for the coefficients of
the singularities for the Dirichlet problem associated to any elliptic operator. Now, we make those
formulae more precise for the Laplace operator on a cone, the biharmonic operator and the
Helmholtz operator on a polygon ; then, we extend our results to another boundary value
problem : the mixed oblique derivative problem on a polygon.

Cet article est la deuxiéme partie d’une série de deux, dont le but est de
décrire les coefficients des singularités intervenant dans la décomposition
des solutions de problémes aux limites elliptiques sur des domaines a
singularités coniques. Nous utilisons donc ici les mémes notations que dans
la premiére partie, sans répéter les hypotheses ni les résultats principaux.
De plus, nous avons adopté une numérotation continue des paragraphes.
Nous avons donné les grandes lignes de notre plan au début de la premiere
partie. Rappelons que les §§ 1-4 constituent la premiére partie ; cette
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344 M. DAUGE et al.

deuxieme partie se compose des §85 a 8.

Lorsque nous renvoyons le lecteur au sous-§ 2.D (par exemple), il s’agit
évidemment du sous-§ 2.D du § 2 de la premiére partie.

Dans cette deuxiéme partie, nous appliquons les résultats de la premicre
partie a quatre types d’opérateurs particuliers, qui sont tous a coefficients
constants.

Nous avons vu que les solutions # du probléme de Dirichlet associé a un
opérateur L sur un domaine () admettant un point conique peuvent étre

décomposées dans des espaces de Sobolev a poids sous la forme suivante :

u="uv+ 2 fykdﬂs}c\,u

ANk, p

ou v est régulier et avec ’expression (4.9) suivante pour les coefficients :

yk’”:f Lu.f,“g”—f w.L* T
Q Q

Les Sp'* et les Ty * sont des fonctions qui ne dépendent que de Q et de L.
Les Sp* sont définies a I’aide des chaines de Jordan associées 2 la famille
holomorphe % (\) — voir § 3 dans la premiére partiec — et les 7} * a I'aide
des chaines de Jordan duales associées a la famille holomorphe & (\)*.

Pour les opérateurs que nous étudions, nous allons pouvoir préciser les
chaines de Jordan et les chaines duales et en déduire l’expression des
Sy * et des Tp'*: pour l'opérateur A — &I, cela demandera un travail
supplémentaire car il n’est pas homogene. Nous appliquerons les résultats
principaux de la premiére partie, & savoir les théorémes (4.7), (4.19) et
(4.35).

On trouvera les hypothéses (H;) et (Hj) au §2.B, (H,) au §4.A et
(H;) au §4.B.

5. LE LAPLACIEN DANS UN CONE DE R’

Q désigne toujours un domaine borné avec un singularité conique en 0
comme dans la premiere partie (cf (1.2)) ; mais maintenant 'opérateur L
est le laplacien A = afl +oeee+ a,%n. On a donc L =L, dans ce cas et

I'opérateur (1.4) est:
LAN)=N+(n-2)\-3g

ou 3, est I'opérateur de Laplace-Beltrami positif sur G avec conditions de
bord homogénes de Dirichlet. Soit {vy, £ € N*} la suite croissante de ses
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SINGULARITES SUR UN DOMAINE A POINTS CONIQUES 345

valeurs propres, avec répétition selon la multiplicité, et soit {@;} une base
orthonormale de vecteurs propres associés.

&£ (\) est inversible si et seulement si A\> + (# — 2) A n’est pas une valeur
propre de 3.

On s’intéresse aux A€ C tels que ReN =m — g(cf. (4.7)), donc ici,

Rex=1-— g Ainsi A2 + (n —2) A = vy si et seulement si

2
(5.1) )\=)\esl—g+ Vg+(1—-g) )

Comme 3, est auto-adjoint, il est immédiat que les pdles de £ (\) en
N = A; sont d’ordre 1 et que les chaines de Jordan sont de longueur 1. Ce
sont tout simplement les ¢;,. Quant aux chaines duales, comme
(g 9pr) = 8 ¢/, €t comme LO(\)=2A+n—2, en posant :

(5.2) bp=Q2N+n-2)"e,
on a la relation (3.6) qui, ici, s’écrit :

(5.3) J L D) og b = 8p 00 -
G

Selon (3.4) et (3.7):

(5.4) og=r)‘lgog(9) et 'rg=—r—)"+2_"\pg(9).
Et selon (4.1):
(5.5) Seg=moy et Tp=m1y

et on définit K, selon (4.6).

(5.6) Remarque : Si la dimension est deux et si l'ouverture de € est
we€ 0,2 w[, on peut poser:

¢r(0) = sin%—re et Yyp(0) = l,%sin%r-e

pour Ay = f—t Pour ce choix, on a bien la relation (5.3). On a alors :
. w

fvr/m

.
S =nr sin —~
w

.
Ty = _?lgnr_e“/“’51n—u)1—re.
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346 M. DAUGE et al.

N.B. : Dans la note [D-L-NJ], nous aurions d 'poser:

- . mT . - . mm
U,=-r""/°sin"—6 aulieude U,, =r ""/“sin—6. W
(&) (O]

Voici 'adaptation du théoréme (4.7) au laplacien, avec le poids 0 :

(5.7) THEOREME : Soient s, p vérifiant (H;) ou (H]). On suppose que :

s+1—§¢ (\/leN*) = A

P n n ,
ou équivalemment, que (s +1-— B ) (s -1 —}; + n) n’est pas valeur

propre de . Soit u € H\(Q) telle que Au = f soit dans Vio'(Q). Alors :

A
u=v+ Yy ¢ 6)
7
ot la somme est étendue aux { tels que
N<s+1-— n ,
P
ouve V;,’[)‘(Q) et
_ A +2-
‘WZJ- AMmu)t = 2—-n-2x) IJ Almu) r™ M7 T p(8) dx
0 o
ou encore :

vv=f fKy = (2—n—2kf)“lj Flar™M* 27" 64(8) — Xyp) dx
)] 0

ou Xy e FOI‘(Q) est tel que AXp = A(nr—xﬁz‘"‘pg). Nous avons aussi la
formule (4.9).

Pour se ramener aux espaces de Sobolev ordinaires, selon le § 2.D, nous
pratiquons la résolution polynomiale : pour o € N”, on cherche w, solution
du probleme de Dirichlet sur le cone :

Aw, = x* r
(5.8) l We )f, sur
nw, € H'(T).

Si |a| +2¢ A= {N\/f € N*}, alors on peut trouver w, de la forme :
Wy = rlu' +2Wa(e)
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ou # ,(8) est solution de :
(5.9 —8gWa+ (Ja| +2)(|a| +n)# o =0% W . H(G).

En dimension 2, dans ce cas-la, w, est un polynéme ; et de méme en
dimension supérieure si I" est un cone de révolution (ou plus généralement,
si I' est contenu dans I’ensemble des zéros d’un polyndme homogéne de
degré 2, autrement dit I" est un céne algébrique de d° 2 (cf. [D], § 4)). Par
contre, en général, w, n’est pas un polyndme si n = 3.

Si |a| +2 €A, soit £ tel que || +2 = Ay. Alors:

(la] +2)(Ja| +n) = v

et (5.9) n’admet pas de solution si J 0% @p(0) db # 0.
G
On peut alors trouver w, sous la forme :

Wy = rl"‘l +2(Wu,0(e) + Wu,l IDg r)
ou # , o et # ., sont solutions de :

5.10) |~ % W a1 tve# a1 =0, W1 € H(G)
— 86 W a0+ e W a0 = 0" = QA +n=2)H oy, Woo€ HNG).

En effet, on prend #',;=ce; et on choisit ¢ égal a
(27\g+n—2)_1j 6 @7 (0) db.
G

Nous adaptons le théoréme (4.35) :

(5.11) THEOREME : On fait les mémes hypothéses sur s, p et n qu’au
théoréme (5.7) et on suppose de plus que s +1 — g éN. Soitue ILOII(Q) tel
que Au = f e Wy~ (Q).
Alors :
1 o
u=v+;WS?+TI X 0w,

la| <s=1-n/p

o veV; Q) e
v = J Am(u — W)] 7y ou encore vy = J [f —AMW)] K,
Q o

avec W = Z % 3°f(0) w,. Nous avons aussi la formule (4.37).

|la| <s-1-n/p :

vol. 24, n° 3, 1990



348 M. DAUGE et al.

(5.12) Remarque : Si n =2 et si o désigne l'ouverture de (2, lorsque
br/w¢N et si bn/w<s+1-2/p, S west pas dans W3*1(Q2). Mais
lorsque fm/weN, S; est un polyndéme et pour |a| +2=Ffn/0 les
w, sont la somme d’un polyndme et de

. ¢
rf"/‘”<s1n—ﬁeLogr+ecos _“e) )
w [0)]
La situation est analogue en dimension supérieure si I' est un cdne
algébrique de degré 2. H

(5.13) Remarque : Sip =2, etsis+1— g € N, on peut encore avoir une

décomposition avec partic réguliere dans H*!(Q) (c¢f remarque
(2.20/2). =

6. LE BILAPLACIEN DANS UN DOMAINE PLAN AVEC POINT ANGULEUX

Q désigne un domaine borné plan, a bord régulier sauf en 0, au voisinage
duquel € coincide avec un secteur I' d’ouverture w.
On considere sur € le probléme de Dirichlet pour le bilaplacien :

Au=f, ue I;’Z(Q).

Les singularités de ce probléme sont, comme d’habitude, reli€es aux pdles
de I'inverse de I'opérateur % (\) associé & A? sur le secteur I. Rappelons

que £ (\) est l'opérateur £ (0;\, Dy) agissant de E.Iz(]O,m[) dans
H™?(]0, »[) ou

L(0;7r3,, Dy) =r*a2.

Ici, on peut calculer £ (8 ; N\, Dy). 1l est a coefficients constants (voir par
exemple (5.26') dans [K]:

(6.1) LO;N,85) =05+ N2+ (N=2))a2+ (N—2)° 2.
La fonction entiére F suivante (¢f. (3.1.4) dans [G2]):

sif A\ —1)w— (A —1)?sin’
AA=2)(A—1)

(6.2) F,(\) =

est une fonction discriminante pour le probléeme de Dirichlet associé au
bilaplacien sur un secteur d’ouverture o ; c’est-a-dire que F,(A\) £ (\)~ ! est
une fonction entiere a valeurs opérateurs.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SINGULARITES SUR UN DOMAINE A POINTS CONIQUES 349

Ainsi, & chaque zéro de F est associé une ou plusieurs singularités. La
situation étant différente selon que w est égal a 2 w (cas de la fissure) ou
non, nous traitons ces deux cas séparément.

6.A Cas ou @ <2 1

Soit N un zéro de F, de partie réelle >1<=m—g ), et soit

K(\) sa multiplicité. K(A\) vaut 1 ou 2 et &£~ ! a un péle d’ordre
K(\) en \. De toutes facons, le noyau de £ (\) est de dimension 1. Il n’y a
donc qu’une chaine de Jordan. Posons :

(6.3) o} = P 6} (0)

ol ¢}(8) est une base du noyau de & (\).
Si K(\) =1, c’est la seule singularité. Sinon, i.e. si K(\) = 2, il existe
une solution ¢} au probléme (cf. (3.2)):

LN ey =—ZL' (\) e}
et on pose, selon (3.4) :
6-4) oy = r*(Log 7 ¢1(8) + ¢5(8)) .

Pour des expressions explicites de ¢} (8) et ¢5(8) voir par exemple (3.1.6) et
(3.1.7) dans [G2].
Définissons les singularités duales.

Selon (3.8), L (\)* = &£ (— A+ 2). Or, on constate immédiatement sur
I'expression (6.1) que

L(r+2)=LN)=2Z0N).

Cela provient de ce que A? est autoadjoint.
Ainsi, peut-on prendre, lorsque K(A\) =1:

=1
oll ¢f est choisi de sorte que (cf. (3.6)):
E;J L0 =1,
0
On pose alors :
(6.5) =—clrt g,

vol. 24, n° 3, 1990



350 M. DAUGE et al.

Lorsque K(\) = 2, on peut prendre, pour la méme raison :
W =@
W =c1® + )
(ce qui décrit toutes les solutions du systeme :
LMW =0
LN +2' (M) =0)

avec ¢} et ¢) choisis de sorte que (3.6) soit satisfait, i.e. :

o= |

A= -@P [ 20 Gl LM s 2 06l
0

o
-
Il

® N 1 N -1
J (3’(7\)<Pz+§$”(?\)<9§) . cpl]
0

+%¥(3)(>\)¢?-¢?'
On pose alors, selon (3.7) :

7} = — 127 NLog ris} (8) + ¥3(8))
B =~ (0)

ie.:

= — 2" N(ct Logr + ¢3) 3}(8) + ¢} 5(6)]

n
e OF

(6.6)

Notons enfin que la fonction F, ne s’annule sur aucun entier A = 3 et que
F,(2)=0 si et seulement si tgw = w (i.e. w=~1,43 7). Dans ce cas
K(2) =1 et on peut prendre :

@}(0) =2 wsin?0 +sin26—-286.

Le théoréme (4.7) permet d’obtenir :

(6.7) THEOREME : On suppose w < 2 w. Soient s, p tels que F, n’admette

pas de zéro de partie réelle égale a s +2 — 2 /p. Soit u € ISIZ(Q) telle que
A% = f soit dans V;,_OZ(Q). Alors

(6.8) u=v+yY Y wS

N 1sk=KQ)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ou
e veV;H(Q);
e S} = Mo}, avec o donné par (6.3), (6.4) ;
e la somme est étendue aux zéros de F de partie réelle dans
N,s+2-2/p[;
e les coefficients sont donnés par

i = J A’(mu) 7, ouencore i = J. K}
o o
avec 7} donné par (6.5) ou (6.6) et K} = m7} — X} avec X} € H2(Q) solution

de A’X}; = A*(n}).

Comme F, n’a pas de zéro entier pour \ = 4, pour tout polynéme Q il
existe un unique polynéme P = P (Q) tel que

A’P = Q et P s’annule a I'ordre 2 sur aI" .
(6.9) COROLLAIRE : Soient s et p vérifiant (Hy) ou (H]) et I’hypothése de

(6.7). Si u € H*(Q) est tel que A%u = f soit dans W5~ %(Q), alors u admet la
décomposition (6.8) avec v € W;”(Q) et les vy, donnés par :

(6.10) = jﬂ N (n(u - W)) =
ou encore
6.11) - L (f - A2(aW)) R}

avec W le polynéme P (Q) associé a

o= ¥ %a“f(O)X".

la] <s-2-2/p

6.B Cas de la fissure

Lorsque o =2, les zéros de F, sont les demi-entiers /2 avec
f ez, 2. Sauf pour £ = 0,4 ces zéros sont doubles. Cependant, les poles
de £ !(\) correspondants sont tous simples. Par contre la dimension
M(\) du noyau de £ () est 1 ou 2. Dans tous les cas :

(6.12) ¢ 1(8) = cos A —cos (A —2)86

vol. 24, n° 3, 1990



' 352 M. DAUGE et al.

est dans le noyau de #Z(A). SiAx=0o0u2, M(A) = 1. Sinon M(A) =2 et :

(6.13) ¢2(8) =sin N0 — sin (A —2) 8

A-2
compléte ¢™! pour former une base de Ker # (7). On pose :
(6.14) oM’ =rteMY pour 1=sv=sM(O\).

Les fonctions singulieéres duales sont les

(615) »1-)‘7" — ck,er—)\(Px,v
avec
1
LS
(610 T ir-D)
N2 A—2
©17 T TTEma-D)

On remarque que, si X est entier, les ™ ¥ sont des polyndmes. On peut de
plus montrer qu’il n’apparait pas de singularités pour A entier dans les
espaces de Sobolev ordinaires (cf. (15.5) dans [D]). Plus précisément, on
peut faire une résolution polynomiale explicite : pour tout « € N2, il existe
un polynéme w, homogene de degré |a| + 4 solution de :

A’w, = X*/a! dans R?
Wo(x,0)=0 Vx;=0
3Wo(x;,0) =0 Vx;=0

donné par :

xf!1~2i oy +4+2i
6.18 w, = —1¥ G +1 t 2
( ) Osigxl/Z( ) ( )(al_Zl)' (a2+4+2i)!

(6.19) THEOREME : w = 2 . Soient s et p vérifiant (H,) ou (H]) et tels que
s+2— 7 ne soit pas dans N/2. Soit u € I-OIZ(Q) tel que A%u = f soit dans

W;,‘z(Q). Alors u admet la décomposition :

U="0v+ Z Z ,y)\,vs)\,v

A=k+121<sv=2

ou
e VE W;+2(Q)7
o SV = o™ avec o™V donné par (6.12)-(6.14),

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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® la somme est étendue aux \ <s +2 —2/p,
® les coefficients sont donnés par les formules du type (6.10), (6.11) avec
™" donné par (6.15)-(6.17) et W = Y 9* f(0) w, avec w, donné
|a| <s-2-2/p

par (6.18).

7. EQUATION DE HELMHOLTZ DANS UN DOMAINE PLAN

L’équation de Helmholtz en physique est étudiée surtout dans un
domaine ouvert non borné, complémentaire d’'un borné de R? ou
R>. Nous traitons ici cette équation dans un polygone du plan. Pour un
ouvert non borné complémentaire d’'un polygone, I’expression des coeffi-
cients des singularités s’obtient en multipliant la solution variationnelle par
une fonction de troncature.

Q désigne un domaine plan comme au § 6, avec un angle d’ouverture w au
voisinage du point 0. Pour simplifier les notations, on supposera que
o # 2.

& désignant un parametre complexe fixé, on considére le probléme de
Dirichlet suivant sur Q.

(7.1) (A—&)u=f et ue H(Q).

Nous supposons & choisi de facon que (7.1) soit uniquement résoluble
pour tout f dans H~!(Q), autrement dit :

(7.2)  &n’est pas valeur propre du probléme de Dirichlet sur Q .

Nous aborderons le cas ou (7.2) n’est pas vérifié a la fin de ce paragraphe.

A Tinverse des situations rencontrées aux §8§ 5 et 6, 'opérateur n’est pas
homogene. Sa partie principale est le laplacien. Ainsi, les parties principales
des singularités sont celles associées au laplacien.

7.A. Espaces a poids
Les singularités du laplacien au voisinage de I’origine sont :
o = r*sin A0
pour A€ A = {%ﬁ/fel\l*} .
Pour l'opérateur A — £, les singularités sont :

A N A
) o, avec og=0",

g=0

vol. 24, n° 3, 1990



354 M. DAUGE et al.
ou, selon (4.12), cr;‘ vérifie :
Aoz = gcr;_z

(7.3) [

oy =0pour 6=0¢et 6 =o.

On montre facilement que :

A
{02;’+1 =0

(7.4) o= N+1)... N+ )] E S,

Ainsi, selon (4.14), pose-t-on :
(7'5) S)‘=T]Qs)‘+1_,\_2/p(r)r)‘sin)\6
ol pour A € C et p=0, Q) désigne le polynéme :

(7.6) (=Y Wil +1)... \+HITE AL

O<j=sp/2

Les singularités duales du laplacien au voisinage de I’origine sont :
™ = —r *sin \®

et celles associées a A — & sont les ) 1-;‘ avec, comme en (7.3),
q=0

De fagon analogue 2 (7.4), on calcule 7
(7.7) T = —mQ; r)rsino.
Enfin, selon (4.18), on pose :
(7.8) K'=1"-Xx*
ou X est la solution de :
A-8)X = (A-€)T et X'e H(Q).

(7.9) THEOREME : Soient s et p vérifiant I'hypothése (H;) ou (Hj) et tels que
s+1—2/p¢ A. Supposons qu’on ait (7.2) et que u soit solution de (7.1)

avec f dans V;,'OI(Q). Alors u se décompose en :

Uu="0v+ Z,y)\s)\

AeA
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SINGULARITES SUR UN DOMAINE A POINTS CONIQUES 355

ou
o veV;H(Q),
e la somme est étendue aux N € 10,s +1—-2/p|,
o S* est défini en (7.5)-(7.6),
e " est donné par:

yxzij FK* dx
Ao Jq

ou K* est défini en (7.8).

C’est une application du théoréme (4.19) : dans ce cas particulier, vu la
forme de S* et T, I’hypothése (H;) est inutile.

7.B. Espaces ordinaires

On commence par la résolution polynomiale, a savoir, pour chaque multi-
indice a de longueur |a| <s—1-2/p, chercher w, tel que :

(A-&)w,—x"e V31 (Q)

(7.10) )
nw, € H(Q) .

De fagon analogue a (7.3), on cherche w,, sous la forme d’une somme finie

2 Wag

q=0
ou les w, , vérifient la relation de récurrence

{AWQ, q = §wu’ g-2

(7.11) Weq=0pour 6=0¢et 6 =0

pour g = 2, et w, , €tant solution de

Aw, o = x°

(7.12) [ .
’f]Wu,o € HI(Q) .

(7.12) n’est autre que le probléeme (7.10) correspondant au laplacien

(¢ = 0). Nous avons abordé ce probléeme en (5.8)-(5.12). Nous avons vu que

W, o €St un polyndme si [a| +2 ¢ A, et que, sinon, w,  est la somme d’un

polyndme et d’une singularité proportionnelle a :

cos ()\—2)9—005)\6]
1-cos2w

(7.13) e* = r*[Log r.sin A\@ + 6 cos A8 + w
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avec A = |a| + 2. De fagon analogue & (7.5), nous posons :
(7.14) ER:"IQS)\+1_>\_2/p(r)e)\-
(7.15) PROPOSITION : Il existe une solution a (7.10) de la forme :

we = P, + y a, \ E*
ANeAN— |a] €2N*

ou
e la somme est étendue aux N\ <s+1—2/p
e P est un polynéme
® pour A€ A tel que N = |a| +2+2j, avec jeN:

gy = (—&EV[Po. 4 jI(N=1)... A —j)]? xJ cos™ 6 sin“? @ sin N0 d6 .
0

Preuve : Comme on P'a déja dit, on construit w, sous la forme
Z W, 2j AVEC W, g solution de (7.12) et w, ,; pour j = 1, solution de (7.11).

Il suffit de prouver par récurrence sur j que

(7.16) Waj = Po,j+ 2 aq,x dy  E rPF et
AeAN= Ja| +2(j~k+1)

ou P, ; est un polynébme homogeéne de degré |a| +2(j + 1) et avec (cf.
(7.4) et (7.6)) :

dye=[4KN+1)... Z+E)] L.

Pour j = 0, cela résulte de ce que nous avons dit pour la résolution de
(5.10), en remarquant que la fonction normalisée ¢, est remplacée par
w

. . . epe . w . . . .
sin A® qui vérifie sin? A0 df = 5 Ainsi nous avons le résultat suivant :
0

(7.17) LEMME : Soit P = r®¥ 2(8) un polynéme homogéne de degré K.
Alors le probléeme

Aw = P
(7.18) {w=0 en 6=0,0=w

admet une solution de la forme
w=0 +ae*, ot \=K+2

avec :
e O un polynéme homogéne de degré K + 2
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ea=0siN¢A

a =LJ P(O)sinN0dO si ANeEA.
Aw 0
Supposons maintenant que I’on ait (7.16) pour j — 1. On résout (7.11)
pour g = 2 j. On voit facilement que :
A(d)\’k+1 gk-l»l r2(k+l)e)\) — g d)\,k gk r2ke)\

et qu’ainsi, il suffit d’étudier w solution de (7.18) pour P = &P, i—1- Selon
le lemme (7.17) :

w=P,;+ae", avec A = |a| +2j+2.

Il ne reste qu’a prouver que, si A€ A, a = a, ,, i.e.:

(719) J E?“,J_l(e)sm AG dO =
0

=(&Y[¥itA-1)... A=) 'x J cos™! 0 sin™ 0 sin A0 d0
0

En posant P, ; = £ 1x% (7.19) résultera de :

(7.20) 4(k—j—1)(>\+k—j—1)f P - 1(8)sin A0 d =
0

= fm Py, i -2(8)sin N0 d6
0
pour k=1, ..., J.
e Si|a| +2k¢ A, ona:
AP, i1 = &P, _, et les conditions de Dirichlet
donc :
(7.21) (05 + (la] +2k)] Po ko1 = EPu k-2
Poi-1€ H (10, 0]).

En remarquant que |a| +2k=X+2(k—j—1), en intégrant contre
sin A@ les deux membres de (7.21) et en intégrant par parties, on obtient
(7.20).
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e Si |a| +2 ke A, la démonstration est similaire, en effet, en posant
N =|a| +2k, on a:

A(‘Pm,k—l +a’e)‘,) = gPa,k—Z .

Mais r* =" A(a’, ") est égal a la projection de £2, , _, sur le sous-espace
propre de 92 engendré par sin ' 0, qui est orthogonal & sin A6.
C’est pourquoi :

J [05 + (|| +2k)*] Py i_15in NOdO = J Py k_25IDNOdO. W
0 0

(7.22) THEOREME : On fait les mémes hypothéses que pour le théoréme
(7.9) mais en supposant f dans W;‘I(Q). Alors u se décompose en :

u=v+ Yy Y Sh+ ) a*E*
reA\N AeANN
ou
eve W' (Q)
® [es sommes sont étendues aux N € 10,s +1—2/p]
o S est défini en (7.5)-(7.6)
® " est donné par

n_ 1 z
= | G-ammk

avec K* défini en (7.8) et W = Z % 3*f(0) w, ott w, est décrit en

la] <s=1-2/p

(7.15).
e E* est défini en (7.13)-(7.14)
® o est donné par

X 1 o
a = Z — 9 f(0)aq,,)\
la| <s-1=2/p

ou a, , est décrit en (7.15).

La seule chose a ajouter a tout ce qui a été dit auparavant est que pour
ANe ANN,S" est un polyndme au voisinage de 0, donc est dans
wy* Q).

7.C. Cas ou § est valeur propre

Dans ce cas, pour les espaces a poids, on peut appliquer directement la
formule (4.9) :
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'y":i Jf.T*dx—Ju.(A—gl)T"dx
A® Q Q

Nous allons aussi donner des expressions du type de (4.9") pour certains
des v*, ce qui exige une construction différente des K*.

Comme dans [M-P2], nous allons traiter le cas plus simple ou
& = §;, avec & la premiére valeur propre du probléme de Dirichlet sur Q.

Soit Z; un vecteur propre associé a &;. Il résulte du théoréme de Courant
que Z; est de signe constant. D’oll ’on déduit que :

(7.23) &, est valeur propre simple .

On en déduit aussi (voir par exemple le § 19.B dans [D]) que:
(7.24) le coefficient de la premiére singularité »™/“sin 67 /w est non nul
pour Z;.
Ainsi ’hypothése (H,) n’est pas vérifiée.
D’autre part, comme Z; est solution de (7.1) avec f = 0, nous avons quels
que soient s et p :

(7.25) Z, =0+ Z cp Sy
{=1
ou
o v, €V HNQ)
e Sy = S" défini en (7.5) avec A = {7 /w
e la somme est étendue aux { entiers tels que fm/w <s+1—2/p.

1l résulte de (7.24) que I'on peut choisir Z; de sorte que :
(7.26) 6=1.

D’autre part, en notant Ty la fonction 7" définie en (7.7) correspondant a
A=1l=n /w, on a:

(7.27) PROPOSITION :
1 gl ¢ Cp .

C’est une simple application de la formule (4.9) car (A —-¢,)Z, =0.

Evidemment, 1'’énoncé (7.27) n’est pas spécifique de la premiére valeur
propre. H

On ne peut pas construire X* comme en (7.8) car, pour que ’équation

{(A_gl)u =f
ueﬁl(ﬂ)
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ait une solution, il faut et il suffit que

J-f.zlzo.
O

Par contre, grice a (7.27), on voit que :
[ @-exti-tan).ziax=0.
Q

Ainsi, on définit, pour £ =2, X; comme solution de

A-E)Xp=(A—-E)Ty -l T
7.28) [( 6) X = (A-&)(Te~La Ty)
X; e H(Q)
et on pose
(7.29) Ki=Tg—fcp T, — Xg .

Par la méme technique que pour le théoréme (4.19), on montre que :

(7.30) THEOREME : Soient s, p comme dans le théoreme (7.9). Soit
ue H'(Q) tel que (A—&)u= feViy i (Q). Alors:

u=v+eZ;+ 3y v
£=2

ou
eveV, L (Q);
e la somme est étendue aux € entiers tels que {n/wo <s +1—2/p;

° elzl[f f.Tldx—fu.(A—gl)Tldx:'
TlJa o

e les coefficients vy sont donnés par :

w=?1;Lf-Kz;

avec Ky défini en (7.29).

Pour un second membre f dans W;‘I(Q), on a, comme d’habitude
Ve =?LJ (f —A(mW)). K,
T Jo
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ou W est défini comme au théoréme (7.22) et
1
81=—T—r|iJ {f—(A—gl)W}.TIdx—J (u—W).(A—gl)Tldx]
Q Q

Une situation analogue est considérée dans [M-P2]: il s’agit du calcul de
la premiere singularité a chaque sommet d’un polygone. Mais comme, dans
[M-P2], on n’a pas introduit le développement asymptotique des singularités
pour un opérateur non homogene (cf. les S* et T%), les formules données en
(0.7) loc. cit. ne sont justes que si tous les angles sont supérieurs a m.

8. PROBLEMES MELES ET A DERIVEES OBLIQUES POUR LE LAPLACIEN DANS UN
POLYGONE

8.A. Position du probléeme

Ici, nous précisons les notations que nous serons amenés a utiliser.

) désigne un polygone simplement connexe dont les cotés I'y, ..., I'y sont
numérotés dans le sens trigonométrique. Pour j € {1,..., N}, v; (resp.
7;) désigne le vecteur unitaire normal sortant (resp. tangent orienté dans le
sens direct). 0; est le sommet commun a I'; et I'; ;. w; désigne 'ouverture de
Q au voisinage de 0;. Enfin, on note (rl-, 6;) les coordonnées polaires de
centre 0; et telles que :

6; =0 contient I';,,

0, = w; contient I’j .
Les espaces a poids sont toujours définis par les mémes formules (cf. début
du §2) avec r désignant la distance a I'ensemble des sommets ; r est
équivalent au produit de tous les rie M désignera une fonction de troncature
qui vaut 1 au voisinage de 0; et sur le support de laquelle (2 coincide avec un
secteur plan.

Maintenant, fixons une partition de {1,...,N} en £ U A et pour
chaque je€ A" donnons-nous un réel B;. Considérons les opérateurs
frontieres B; définis au voisinage de I'; par :

8.1) {Bj = Identité s% ] €9
Bj=an+[3]-a,]_ si je N .

Notre probléme aux limites est alors le suivant :

(8.2) {Au =f dans Q

Bju=0 sur T;, je {1,...,N}.
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Dans toute la suite, nous ferons ’hypothese restrictive (8.3) ci-dessous sur
les coefficients B j» cette hypothése permettant d’interpréter de fagon
variationnelle le probleme (8.2), cf. § 4.4.3 dans [G1]:

(8.3) B; =0 saufsi j—1 et j+1 sontdans & .

Remarquons que le probleme mélé Dirichlet et Neumann est un cas
particulier du probléme traité ici (en choisissant B; = 0, Vj). Le cas ou
I’ensemble & est vide correspond au probléme de Neumann pur.

On a alors le résultat suivant (cf. lemme 4.4.3.1 dans [G1]):

(8.4) PROPOSITION : Soit V = {ue H'(Q)/Vje D,u|, =0} si 3+ D,
]

sinon V = HY(D)/C.

Soit fdans V' (ainsi, si & = & , on suppose que {f,1) = 0 au sens de la
dualité V' — V).

Alors il existe une unique solution faible u au probleme (8.2), i.e.
ueV et

YoeV a(u,v)=- (f,v)
ou:
a(u,v):j Vu.Vv + Z B,-J o u.v.
(¢} jeN I‘j

De plus, I'adjoint de cet opérateur est I'opérateur associé aux coefficients
- B;.
8.B. Singuiarités

Lorsque j e A", ¢; désigne I'angle entre v; et v;+B;1; et lorsque

Ky

j € &, on pose ¢; = 7 La décomposition des solutions a été décrite dans

[G1] (théoréme 5.1.3.5). On désigne par :

(&1~ b+ Em)/o; si dj 1 —¢;=<0

(8.5 A :{
M7 @ — by —m b o, si by — ;=0

Voici les singularités par rapport aux espaces a poids :

8.6) {O'i’g =rjcos (\8; — d; 1) pour N =X\,

Sj,f =M;0;¢
ou m; est choisie de sorte que
8.7) Bymj=0 sur T, ke AV .
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(8.8) PROPOSITION : Soient s et p vérifiant (H;) ou (H{); si p =2, on
suppose de plus que s > % . On suppose que pour tout j € {1, ..., N} et tout

€ =1 entier, \; p #£5s+1-2/p.
Soit u € H'(Q) solution de (8.2) avec f € V;,"OI(Q). Alors :

u=v+3yyvieSie+ Yy G
it INRCEDS N
ou
o veV3H(Q)
o la somme en ! est étendue aux entiers € = 1 tels que \; g <s +1 -2 /p
e les Yj,¢ €t c; sont des scalaires.

Voici les singularités duales :
T, g =7r;"cos (\§; —d;,,) pour \ =X\,
j j j j+1) P IN

(8.9)
Tio=— (\¢ ‘-‘-‘j)_l n* T

ou m/* est une fonction de troncature comme v;, mais vérifiant, au lieu de
8.7):
B =0 sur I'y, ke

ou les B sont définis par, au lieu de (8.1):

B =1 si ke
{B,;":avk—ﬁk.a,k si ke N .
Ainsi By T; p =0 sur I, k=1, ..., N. Notons que les (By) forment le
probléme aux limites adjoint de celui associé aux (B;) (cf. (8.4)).
Par la méthode d’intégration par parties utilisée pour la preuve du
théoréme (4.1.9), on montre facilement que, si Z = & :

J‘ AT]’( =0.
Q

Dans tous les cas, par application de (8.4), on obtient qu’il existe
X ¢ solution variationnelle de :

j
{Mj’(;:AT]-,g dans Q

.10
(8.10) B X =0 sur Iy .

On pose :

K}’(’ = T]’(’_X]’f .
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(8.11) THEOREME : Sous les hypothéses de la proposition (8.8), on a :
Yj, ¢t = J f. Kj,t’
o

avec K; ¢ défini en (8.9)-(8.10).

La méthode de démonstration est toujours celle du théoréme (4.19). Ici,
il faut préter une attention supplémentaire aux termes de bord sur les
[';. Lorsqu’on fixe le paramétre a de la démonstration, ces termes ne sont
pas forcément nuls. Quand on passe a la limite pour a — — o0, leur
contribution s’annule grice a la condition (8.3).

Pour traiter le cas des espaces ordinaires, on pose, avec N = \; ¢ :

(8.12)
ej ¢ = r[Logr;.cos (\6; —d; 1) —6;sin (\8; — ;)] +
+ w;(1 —cos 2 u)]-)_l r]-)‘[cos (\8; — ;1) —cos (AN—-2)0; —d;_ )]
E]’[ = njej,g .

Comme on l’a déja fait plusieurs fois, on déduit de (8.11) le théoréme
suivant :

(8.13) THEOREME : Soient s et p comme dans la proposition (8.8). Soit u
solution de (8.2) avec f € W3~ 1(Q). Alors :

u=v+3y Y veSe+) 2 a0 Ej e
i G e éN i € peNN{0,1}

ou:
eveE W;*l(ﬂ)

e les sommes sont étendues aux { =1 tels que Neg<s+1-2/p
® les coefficients v; ¢ ont I'expression suivante :

o L (f - A(n, W) K, o

avec W; solution dans HL. de:

1 .. a
i=Fi= ¥  S¥f0)x
ja| <s=1-2/p

B, W. = sur T’

_ (résolution polynomiale, cf. (5.11), (6.9), (7.15), etc...)
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e les coefficients a; ¢ ont I'expression suivante, en notant \; ¢ par X :
a; _1 _1.39 f(@0) K cos ' 0sin*? 0 cos (A0 — b, ;) db
" N Z 7 i+ i . j+1

Jaf =x-2 " °

PN Sai ! 2
ou 3}, désigne 3, 3

=Visy'

~ (8.14) Remarque : Les éventuelles singularités E; ¢ pour \; ¢ = 1 n’apparais-
sent pas ici car on considére le probléme & données au bord nulles. Voir
aussi la section suivante. W

La formulation suivante du type de (4.9) sera utile pour I'approximation
numérique :

(8.15) COROLLAIRE : Sous les mémes hypotheéses que le théoréme (8.13), on
a:

ve= | G=F) T w-W)at,
Q

ou T; ¢ est défini en (8.9).

Preuve : Soit j fixé et soit n une fonction de troncature valant 1 sur le
support de n* et sur le support de laquelle {2 coincide avec un secteur plan.
Posons :

V=nu-Ww,.

Sur le support de T; ¢, AV = f — F;. Il nous suffit de montrer que :
(8.16) Yie = ja AT.T; ¢~V AT .
Or, AV € V;)'ol(ﬂ), et par application de (8.13):
YVir = L AV . (T e~ X 0) -

La formule de Green et les conditions aux limites vérifiées par V
(probléme (8.2)) et X; ; (probléme adjoint (8.10)) donnent que :

J‘ AV.XJ’[=J V.AX]',[.
Q 9]

Comme, par définition, AX; p = AT}, on a bien obtenu (8.16). W
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8.C. Cas de données aux bords non nulles
Désignons par d; le degré de B;. Pour
_ 1-d;-1 .
(8.17) feW, N Q); g;ew,  TYTVP(@T), j=1,..,N
on cherche u solution dans H'(Q) de :

(8.18) {Au =f dans Q

B]u=g] sur r],jzl,,N

Pour que u existe il faut et il suffit que les conditions de compatibilité
suivantes soient satisfaites :

sijetj+1sontdans Z,g;(0;) =g;,:(0;)

N
si@estvide,J fdx= ZJ g; dr; .
Q I

=1

(8.19)

Sous ces conditions, u admet la décomposition :

u=v+3y Y VeSie+ Y 4 ¢Ej
iU N £,5j peN*

comme dans le théoréme (8.13), a I'expression que si \; p =1, E; ¢ peut
maintenant apparaitre dans la décomposition. On a les expressions suivantes
pour les coefficients :

'Yj,€'=f f’oK/,l+ Z gliakaj,?di— Z J g/’cK/‘,?d"'k
Q T

ke YTy ket vIy

"=f- A("l,‘ W/‘)
gk = g — Bi(m; W))
avec W; solution dans Hy, de :

BeW;=Gy= ¥ =9 g(0) sur T, pour k=/,j+1

i<s+1-dp-2/p "
D’autre part, si \; y = \ est entier, a; ¢ est la somme de la contribution de
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f donnée dans le théoréme (8.13) et des contributions suivantes dues a
gjetg;.:

1 —d.
(8.20) = {(=1)"** (cos &; +1 -d,.)aij % g,0;) —

A—d,
—(cosdj +1-4d;, )0, 7 l9;'+1((),‘)} ,

ou ¥ est tel que A = (b1 — &)/ 0 + ?"T/“’j'
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