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UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE
POUR LA RESOLUTION D’UN PROBLEME
DE LUBRIFICATION HYDRODYNAMIQUE

EN REGIME TRANSITOIRE (*)

M EL Araoul TALIBI ('), G BAYADA (3)

Communique par R TEMAM

Resume -— Nous etudions un probleme a frontiere hbre en regime transitowe le a la
modelisation de la cavitation en lubrification Celle-c1 est prise en compte par une nouvelle
varwable representative d'une saturation Apres un bref rappel du modele mecamique nous
proposons un algorithme a | aide d une discretisation en temps par la methode des caracteristi-
ques On demontre que le probleme discretise peut étre considere comme une mequation
variationnelle de premiere espece ou la saturation joue le réle d un multiplicateur de Lagrange
Des resultats numeriques dans le cas d un mecanisme type jont d etancheite sont presentes

Abstract — In this paper we study a moving free boundary problem related to the cavitation
modelling in a lubricated device Cavitation 1s taking account by the imtroduction i the classical
Reynolds equation of a new variable which acts as a saturation After a brief statement of the
physical problem we ntroduce an algorithm based on characteristics method for the time
discretization We shon how the time-discretized problem can be view as a variational inequality
where the saturation plays the role of a Lagrange multiphier Some numerical results are given in
the case of face seals device

1. INTRODUCTION

Dans la modélisation des phénomeénes lubrifiés, on est souvent amené a
accorder une importance particuliere au calcul du débit de fuite car celui-c1
est 1¢ a la consommation et imtervient dans la prise en compte des
phénomenes thermiques Or le debit de fuite est tres sensible 4 la maniére
dont la cavitation est prise en compte et les modéhsations habituellement
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396 M. EL ALAOUI TALIBI, G. BAYADA

employées qui utilisent une technique de type inéquation variationnelle
conduisent a des résultats inacceptables [2].

L’introduction d’une variable de saturation pour caractériser la cavitation,
proposée par Jackobson-Floberg a permis d’obtenir une nouvelle modélisa-
tion dont I’étude théorique et numérique dans le cas stationnaire a été faite
dans [1].

Nous nous proposons ici d’étudier le cas transitoire correspondant. Dans
le §2, nous introduisons les notations et la formulation physique du
probléme qui est de type convection-diffusion puisque I’équation de
Reynolds est elliptique dans la zone non cavitée et que I’équation de
saturation est hyperbolique dans la zone cavitée. Dans le § 3, on donne la
formulation faible associée et on rappelle les théorémes d’existences
démontrés dans [9]. Le § 4 est consacré a I’étude du probléme obtenu apreés
discrétisation par la méthode des caractéristiques [17]. On montre en
particulier que ’on peut approcher le probléme transitoire par une suite
d’inéquations variationnelles stationnaires ou la saturation 6 s’exprime
comme un multiplicateur de Lagrange associé & la pression. Dans le
chapitre 5, nous considérons 'approximation par éléments finis en espace
associée et nous donnons des résultats de stabilité et de convergence. Nous
donnons enfin au § 6 des résultats numériques sur le probléme des joints a
faces radiales. L’idée d’utiliser une méthode de type caractéristiques a été
introduite de maniére indépendante dans [3] pour un probléme stationnaire
dans lequel le temps était introduit artificiellement. Notons que le probléme
discret est trés différent de celui que ’on trouve ici, et qu’il ne se réduit pas a
une inéquation variationnelle de premiére espéce.

2. EQUATION DE REYNOLDS EN PRESENCE DE CAVITATION

La pression P(x, y, t) dans un film fluide s’écoulant entre deux surfaces
S) et S, sous les hypotheses de la mécanique des films minces est régit par
I’équation de Reynolds [12], [15]:

2_’:+v.(h17)+v.(h3vp)=o @.1)

— V est une fonction réguliére qui dans le cas des joints étudiés
explicitement au § 6 est égale a (V| + V,)/2: V, et V, étant respectivement
les vitesses des surfaces S; et S,.

— h(x, y,t) est Iépaisseur du film supposée dans toute la suite une

fonction réguliére de ses variables et est une donnée du probléme : c’est la
distance entre S; et S,.

Si Iécoulement était homogéne, la donnée de 4 et de ¥/ permettrait de
résoudre (2.1). Mais dans la plupart des mécanismes lubrifiés, ’écoulement
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UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE 397

est de type diphasique et il y a apparition de cavitation : la surface lubrifiée
se divise en deux zones, une zone dite active ou la pression, P strictement
positive est solution de (2.1) et une zone cavitée ou P =0 (fig. 1), la
frontiére libre 3, séparant les deux zones.

Figure 1. — Vue de dessus du mécanisme.

Plusieurs approches ont été introduites pour modéliser ce phénoméne [2]
qui différent par les conditions aux limites imposées sur 2. Les modéles
actuellement les plus satisfaisants peuvent étre explicités par I'introduction
d’une saturation notée 6 définie par :

6=1 dans Q* ou P =0
O0=<6=<1 dans Q; ou P =0,

ce qui conduit a écrire le débit massique sous la forme

F=hVP _0hV o V= <_a_,i) .
dx  dy
Supposant le phénomeéne continu, la loi de conservation du débit conduit au
systéeme d’équation :
oh

V.(I13VP—hI7):E 0=1 si P=0 (2.2)

%+V.(9hl7)=0 0<b<1 si P=0 2.3)
3aP = -

P=0, W3 Q-0 h(V.ii—q,) sur I (2.4)

—

ou 77 est la normale sortante a % dans le plan [xoy] et ¢, la projection de la
vitesse de 3, sur 7.

vol. 25, n" 4, 1991



398 M. EL ALAOUI TALIBI, G. BAYADA

Ce systéme d’équation a été proposé par Elrod qui a introduit une
méthode de calcul par différence-finie en ajoutant un terme régularisant
tenant compte de la compressibilité du fluide. La plupart des résultats
obtenus jusqu’a présent concernent les problémes stationnaires ou pseudo-
stationnaires [2], [11], bien que certaines études purement mécaniques [5]
existent en régime transitoire pur.

3. POSITION MATHEMATIQUE DU PROBLEME

Les équations (2.2)-(2.3) peuvent se ramener a une seule équation valable
dans tout le domaine au sens des distributions :

ﬁgf_v. (W3VP)+ V. (6h¥P) =0 dans D' (Q) 3.1)
ot Q0 =0 x 10, T[.
Le probléme ci-dessus est un probléme a deux phases du type Stefan mais
il n’est pas classique, en effet :

— 0 et P sont liés par la relation
0e H(P) =03b(P), $(P)=P* =sup (P,0) (3.2)

ou H est le graphe d’Heaviside: H(P) =0 si P <0, H(0) = [0, 1] et
H(P)=1s5s P =0.
-— Chacune des inconnues 6 et P varie uniquement dans une seule phase.
— L’équation (3.1) est de nature différente dans chacune des phases.

Nous supposons les conditions aux limites habitueiles de pression
d’alimentation
P=P,>0 sur T,
P =0 sur T

i
le probléme mathématique s’écrit alors :

Probléme (P): Trouver (P,8)e L*(0T, H'(Q)) x L®(0, T, H'(Q))
tels que,

a_;’tﬁ_v. (hW*VP)+ V. (0hV) =0 dans D' (Q) (3.3)
0e H(P) (€X))
8(0, x) = 6,(x) (3.5)

P=P, sur 3, =T,x][0,T]

P=0 sur 3 =T;x][0,T] (3-6)
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UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE 399

(3.5) est une condition initiale caractérisant 1’état initial du fluide.
I', et I'; désignent respectivement les bords extérieurs et intérieurs de €). On
al =T, JI; et Ppest la trace de P sur I'.

Remarque :

Dans [9], on trouve une étude mathématique de (3.3)-(3.6) par des
techniques de régularisations elliptiques et par semi-discrétisation en temps
qui permet de démontrer des théorémes d’existence dont I’utilisation
pratique est délicate.

La technique présentée ici se préte mieux a une résolution numérique et
peut fournir un théoréme d’existence (¢f. remarque 5.2) aussi bien pour des
conditions aux limites du type Cauchy que pour des conditions aux limites
du type périodiques en temps: 8(x,y, T) = 0(x, , 0).

L’unicité peut se démontrer [4] & I’aide des techniques introduites dans [7]
pour un probléme avec des conditions aux limites différentes.

4. DISCRETISATION EN TEMPS PAR LA METHODE DES CARACTERISTIQUES
4.1. Introduction de la méthode des caractéristiques

Dans (3.3) 14 peut étre considéré comme un vecteur vitesse. Dans les cas
courants (cf. § 6), V vérifie les deux hypothéses suivantes :

V.V =0

. @.1)
V.il.=0

d’ou une autre écriture du terme :
V. (0hV) =V .Voh.

(3.3) est composée d’une partie convection en 64 et d’une partie diffusion en
P. Donc une méthode de type caractéristique parait bien adaptée pour
traiter le transport, puis une méthode d’approximation interne ou externe
(Eléments-finis, différences finies) pour la diffusion.

Le terme %Bh + V.Voh de (3.3) peut s’écrire [17] sous la forme
-g; (8h) = %eh + V.Voh, on % désigne la dérivée particulaire de 64
dans la direction de V et peut se définir aussi par :

D
Dt

T=1

0h = 2 Oh(X(x,157),7)|
oT

vol. 25, n® 4, 1991



400 M EL ALAOUI TALIBI, G BAYADA

X(x,t,7) est la courbe caractéristique solution du systéme differentiel

‘fi_.f - V(x7)

(42)
X(x,t,t) =x ou X(t)=x

— X (x, t, ) est la position d’une particule a I'mstant 7 se déplagant avec
la vitesse V' et dont la position & I'instant ¢ est x
L’équation (3 3) s’écrit alors

D ony—v. m3vP) =0 43)
Dt
T
Soit T=0 on pose N At et on note

P'(x) = P(x,nAt), 0"(x) =0(x,nAtr),
X'"(x)=X(x,(n+1)At,nAt)
On discrétise (3 3) par un schéma implicite et on obtient la suite
d’équations elliptiques non lineaires suivante
Probléme (Py)

i(wr“(m—(%rcwu»

At
0"l e ap(P"*") pp dans Q 45)
P" = Pp 46

_V. ((hn+1)3VPn+l)=0 (44)

(64)° = 04(x) (0, x) étant donnée
Le probléme (4 4)-(4 6) est a deux inconnues ¢ et P En utilisant (4 5), on

va montrer qu’il se raméne a la résolution d’une inéquation variationnelle
avec une seule inconnue

4.2. Etude du probléme 2%

Fixons 7 et étudions le probléme 2% ou les inconnues sont (" *!, p"+1)
On mtroduit le probléme sans indice en posant (8"*!, P"+! h"+!) =
0, P,h) et (61) (X"(x)) = f(x) Le probléme (4 4)-(4 6), devient

Trouver (P,0)e HY(Q) x L®(Q) @7
0eddb(P) pp dans Q 438
P|.=Pr 49)
0h — At V. (h*VP) = f dans H '(Q) (4 10)
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Notons que (4.10) est équivalente a la formulation variationnelle
J 0he + J Ath*VP Vo = J fo VYee HY{Q). 4.11)
Q Q o

On commencera par montrer que le probléme (4.7)-(4.10) admet une

solution en utilisant une inéquation variationnelle de deuxiéme espéce [8],
[10].

PROPOSITION 4.1: Soit (P,0) umne solution de (4.7)-(4.10), alors
W = P — P est solution de l'inéquation variationnelle (4.12)
We H)(Q)

AIJh3V(W+13r)V(cp—VV)+J(cp)—J(VV)a ) 4.12)
Q

af S(e—W) Vee HYQ)
O

J est la fonctionnelle définie sur L*(Q) par

(o) = f h(x) b+ Pr) dx.
kY]

— P désigne un relevement H'(Q) des conditions aux limites, positif (qui
existe puisque P, =0 sur T,).

Démonstration : Supposons (P, 0) solution de (4.7)-(4.10) alors, par
(4.10), on obtient :

J h(-)(cp—W)+AtJ RBYW+P)V(e-W)=L{f,o— W),
Q

Q
YeeV; V=HiQ).
Calculons J(¢) — J(W).

J(e) —J(W) = J h(x)[¢(¢ + Pr) — ¢ (P)] dx
Q

or, par (4.8), on a:
(N —d(P(x)=0(x)(A—P(x)) YAeRp.p.dans Q,
= 6((¢+ Pr)(x)) — ¢ (P (X)) = 0(x)((¢ + Pr)(x) — P (x))

h=0=h[d(¢+ P;) - d(P)] =0h[e — W] p.p.dans Q.

vol. 25, n® 4, 1991



402 M. EL ALAOUI TALIBI, G. BAYADA

D’ou aprés intégration sur () et comparaison avec ’égalité ci-dessus
obtenue a partir de (4.10), il vient

AIJ V(W +P)Vie—W)+J(e) —J(W)={fie—-W) VeoeV
1]

d’ou la proposition 4.1.

On démontre la réciproque suivante :

PROPOSITION 4.2 : Soit W la solution du probléme (4.12), alors il existe 0
unique tel que le couple (W + P, 0) est solution de (4.7)-(4.10).

Pour la démonstration on aura besoin du lemme suivant.

LEMME 4.1 : Soient ¢ et J définies comme précédemment ; alors :

— Voe LY Q) aJ(e) c LHQ).

— Y€ 3J(P) < y/he H(P + Py) p.p. dans Q.

Pour la démonstration du lemme 4.1 voir [8]-[9].

Montrons maintenant la proposition 4.2.

Soit W € H] solution de I'inéquation variationnelle (4.12) : prenons pour
fonction test ¢ = W+ Au ol u« est un élément quelconque de H} et
A € Ri, posons :

a(u,V):AAtJ‘ R Vuvy.
. Je

(4.12) = Na(W,u) + J(@) = J(W) = N[, u)
=N {fou) —a(W,u)] <J(9) - J(W)

d’autre part, on a:

J(@)-JW) _ 1
)
1

= XJ h(x)[6(e + Pr) — 6(W + Pp)]
Q
s’xf h() 6o + Pr)

[¢]
d’ou :
(ouy —a(W,u) <J(®) —)\J(W) = %f h(W +\u+ Pr)* — (W + Ppr)*

0
= j hlu|
Q

= Clule(Q).

Donc si on considére la forme linéaire définie sur Hy paru € V s (f, uy —
a(W, u), elle est continue pour la norme LXQ). Or H} est dense dans
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L*(Q), on peut alors prolonger cette forme linéaire sur L?(Q) d’une fagon
unique. Et d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe v
unique dans L*(Q) tel que

(fru) —a(W,u) = (v,u)qy Yue HiQ).

On vient de montrer que pour toute solution W de Iinéquation
variationnelle (4.12), il existe y unique dans L*(Q) tel que

Atj VW V(e — W) + Ly(qa_ W)= (fio— W) VeeV. (413)
")
En comparant (4.12) et (4.13), il vient :
J(9) = I(W) = Jﬂv«p— W) Yeel.
La fonctionnelle J est continue sur L*(Q), on en déduit par densité, que :
J@) = W)= | Vo—W) Ve e L)

d’ou vyedJ(W) p.p.dans Q.

Posons 8 = y/h, on a 8 € L?(Q) et par le lemme 4.1 et ce qui précéde, on
obtient :

0e H(W+ Pr) p.p.dansQ,

de plus le couple (P = W + P, 0) est solution (4.7)-(4.10).

Remarque 4.1 : L’appartenance de 6 a L® est triviale d’aprés la définition
de H et de l'inclusion de L%(Q) dans H~(Q).

THEOREME 4.1: Le probléeme (4.4)-(4.6) admet une solution (P,0)
unique.

Démonstration .

Résoudre (2)) est équivalent, d’aprés les propositions (4.1) et (4.2), a
résoudre une suite d’inéquations variationnelles (4.12). Il suffit alors de
montrer qu’a chaque pas de temps, (4.12) admet une solution unique. Pour
cela on va voir que J, a(u,v) et f vérifient les hypothéses classiques
d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles de deuxiéme
espece [13].

vol. 25, n® 4, 1991



404 M. EL ALAOUI TALIBI, G. BAYADA
— La fonctionnelle J est convexe et s.c.i. et

Voe LY (Q), 0=<J(¢) <+ ®©

— a(u,v) = j h3Vu . Vo est bilinéaire continue Hj-elliptique car on a
Q

suppos€: 0 <m < h(x) = M.
Soit ¢ € Hi(£) et f définie par :

(fre) =J h"6"<p—kJ (h"0" V + h*VP) Vo .
Q Q

f est bien une forme linéaire continue sur H} car 6 est dans L®(Q) et
V est régulier.

PROPOSITION 4.3 : Soit (P, 0) la solution du probléme (4.7)-(4.10), on a
le principe du maximum suivant :
Si f=0et Pr=0 alors P =0 p.p. dans Q.

Démonstration : Soit P la solution de (4.7)-(4.10) :
Pe H'(Q) et P|.=0impliqueque P~ € Hy(Q).

Prenons alors P~ comme fonction test dans (4.11), il vient :

[ OhP - +Atj B3vp VP~ = [ fP-
JQ ) JQ
0edp(P)=6.P =0 p.p.dansQ,

de plus, on a: VP* . VP~ =0 p.p. dans Q,

d’oﬁ:J h¥VP .VP~ = - j R3VP~ .
Q Q
P~ et f sont positives d’ou : f fP™ =0,
Q
f
on obtient finalement : — A¢ J h VP~ |? = 0.
Q

Soit P~ = 0 p.p. dans Q, A étant strictement positive, d’ou :
P =0p.p.dans Q.

Le principe du maximum sur le probléme £y pour tout x s’obtient
trivialement par récurrence si 8y = 0.

Ainsi, la résolution de (4.12) se raméne a la résolution d’une inéquation
variationnelle de premiére espéce associée au probléme de I'obstacle.
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UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE 405

PROPOSITION 4.4: Soit (P,09) la solution de (4.7)-(4.10), alors
W = P — Py est solution de l'inéquation variationnelle de premiére espéce :

WeK

_ (4.14)
AleﬂVWV(cp_W)zJf‘(cp_W)+Az<g,cp—W> Voe K
o

ou K= {WEH&(.Q) tel que Waq;}, ¢ =— Pr
g = V. VP
F=f-n.

Démonstration : D’aprés la proposition (4.3), on a P =0, dou:

&(W + Pr) = W+ Py, par ailleurs ¢ € K implique J(¢) = J h(e + Pr),
Q

donc J(¢) — J(W) = J h(e — W) et(4.12) donne (4.14).
On fait maintenant I?hypothése suivante :
Pre W»7(Q) pour p=2. (4.15)
THEOREME 4.2 : Avec [’hypothése (4.15) la solution W de [l'inéquation
variationnelle (4.14) est dans 'espace W>?(Q).

Démonstration : Si Pp e W>?(Q) le second membre de (4.14) est dans
L?(Q) d’ou le résultat d’aprés [18].

Remarque 4.2 : Cette discrétisation permet de transformer le probléme a
condition aux limites non réguliéres sur la frontiére libre en une suite de
problémes & conditions aux limites réguliéres sur la frontiére libre. On
montre plus loin (¢f. chap. 5) qu’elle conserve le caractére conservatif du
probléme. D’aprés [18, p. 44], on a la proposition suivante.

PROPOSITION 4.5 : La solution W de (4.14) est caractérisée par :
—AtV. (BPYW)—G=0 dansQ
(—AtV. (BPBIW)—g)(W—¢)=0 pp.dansQ (4.16)
W—-y=0 dans Q. “4.17)

Ci-dessus, g = f + Atg, est le second membre de (4.14). Introduisons
\ défini par:

AN=—AtV. (BPVW)—-7
Ne L2 (Q) d’apres la régularité W>? de W.

vol. 25, n° 4, 1991



406 M EL ALAOUI TALIBI, G BAYADA
Posons N\ = Na, h étant positive, \ vérifie alors :

—AtV. (B*VW) - \h =
Wl

AW —¥)

Dans le probléme (4.7)-(4.10) faisons le changement de variable
p=1-—06 alors p vérifie le méme probléme que \ et par unicité de la
solution de (4.7)-(4.10), il vient: N\ = .

La formulation (4.18) nous permet d’énoncer la proposition suivante
[13]:

O W

(4.18)

0.

PROPOSITION 4.6 : Le couple (W, \) solution de (4.18) est l'unique point-
selle du Lagrangien £ définie sur H)x A par :

z(w)%f

Q

wIvo= [ gos [ wher-0)
Q Q

ol A= {peLl’(Q)0=<p(x)<l pp.dansQ } .

Démonstration : Soit (W, \) la solution de (4.18). D’aprés (4.17),
W—llJzOd’oﬁJ ph(b - W)<s0 VYpeA
Q

d’ou LW, n)<sL(W,\) YhReEA.
Montrons maintenant que :

L(W,\) = min Z(v,\).

v e H)(Q)
La solution W, du probléme de minimisation ci-dessus vérifie trivialement :

—AtV. (B*VW,) =G+ \h dans Q

(4.19)
Wil =0.

(4.19) admet une solution unique, or W vérifie aussi (4.19), d’ou par
unicité : W = W, soit L(W,\) < L (v,\) Yve HY(Q) donc (W, \) est
bien point-selle de &.

— Vérifions maintenant que % admet un point-selle unique.
Soit (W*,A\*) un autre point-selle de Z :

ona: LW, \N*)< L(W,\)
L(W*N) < L(W* \*),

M?2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE 407

soit en explicitant ces deux inégalités :
J AN =AY W*—-W)=0. (4.20)
Q
Ecrivons (4.19) pour W et W*, par différence, on obtient :
AzJ B3\ V(W — W*))? = J AN = N*)Y(W = W*) <0
Q Q

d’ou W = W* et par suite p = p*.

On vient de montrer que la résolution du probléme (4.7)-(4.10) revient a
trouver I'unique point-selle du Lagrangien £. L’intérét de cette formulation
est qu'elle permet le calcul simultané de P et 0.

Remarque 4.3 : Ceci prouve que le multiplicateur de Lagrange associé a

(4.14) est non seulement = 0 mais aussi =< 1.

4.3. Algorithme de type Uzawa pour le calcul de W et A

Nous donnons ici un algorithme [13] qui permet de calculer W et \ par un
procédé itératif.
On se donne \° quelconque dans A puis on calcule (W% A**!) par:
LW < L (v, \%) Yve H}(Q)

4.21
Wk e HI(Q) @21
AN+l = P O+ ph (W — WF)). (4.22)

P, désigne I'opérateur de projection sur A pour la norme L2
On a le résultat de convergence suivant.

PROPOSITION 4.7 : Pour p bien choisi, l'algorithme (4.21)-(4.22) converge
vers la solution (W, \) de (4.18).

Démonstration : On peut écrire ¥ sous la forme classique :

L, p) =J@)+ (1, & (V)20

et montrer que J et ¢ vérifient les hypothéses de convergence [6].
Ici on peut donner une démonstration directe [13] qui permet d’avoir une
estimation sur le parameétre de convergence p. Posons :

W=wrk_w, N=\_\.
D’apres la définition de P, on a:
Py +ph (6 — W) = A
PO\ 4 ph (Y — WF)) = \F+1,
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P, est une contraction, d’ou :

R T PR
Soit: XL R =20 L B A 2 Lhﬂ |

Ecrivons (4.19) pour W* et W, par différence, on obtient :

—AtV. (BPVFY = Nh.
Multiplions par W, il vient :

Az! B3| VI |? = j I

0 Q

Gou ML % =20 ar [ WV -0 [ WA
Q Q

posons : a =mfh®, B = suph?
0 0
et soit C, 'inverse de la plus petite valeur propre de — A sur Hj, 1l vient :

IR = 1= 4] e 2 A1 o~ pBCo)

Soit maintenant p tel que:

2Ata
BC,

2Ata—pBCy>0=0<p=< (4.23)

Si p vérifie (4.23), d’aprés ce qui précéde, on a: {u N ||i2}k , ©st une

suite décroissante et minorée donc:

im (RT3 = 0.

Soit lim || W‘"Hl =0 dou W*> W dans H}(Q), d’autre part, on a
0

k- + o0
I N | ;2= C donc \* converge vers A* dans Lfaible. (W, \*) vérifie alors

(4.18) ; par unicité, on déduit que toute la suite \¥ converge vers \ solution
de (4.18).
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5. APPROXIMATION INTERNE DU PROBLEME
5.1. Triangulation du domaine et espace discret

On considére une triangulation réguliére {G,)} , de Q, telle que
Q= U Touh=max {h(T)/T € G,}. h(T) étant le diamétre de 7. Pour

Te Ty
éviter toute confusion, on notera dans cette partie I’épaisseur : £(z, x) au
lieu de A(z, x)

S, = {N € Q/N sommet de '6,,}

]

2, = {N € Q/N sommetde G,} .
On prend des €léments finis affines par morceaux :
v, = {vhe CUQ)/v,| ;€ Py, YT €Ty, = o} .

On note ¢} les éléments de base de ¥, associés aux nceuds N;, soit:
¢Z (N j) = 8[;-
On définit aussi K, approximation de K par :

K, = {0, Vi/o,(N) = 6(N) VNe3,}.

Notons que dans le cas des ¢léments finis affines par morceaux,
(Pyou Q) K,ckK.

Pour 'approximation de p (ou bien de la concentration 0), on introduit la
décomposition duale de Q [16]:

Ne3Z,

ou Dy est défini par:

Dy = ) {DX/T; € B et N sommet de T}

k

Dy = (M) {x/x & Ti/¥y(x) < \y(x)}

J=12

Ay» Ay, A% étant les coordonnées barycentriques associées au triangle
T, de sommets N, N!, N? (fig. 2).
On définit I’espace d’interpolation associé a cette décomposition

L, = {Mh € L2(D)/m(x) = Y mi(x) xZ(X)}

e
Ne3,

vol. 25, n° 4, 1991



410 M. ELL. ALAOUI TALIBI, G. BAYADA

\VZ

-4

Figure 2.

x5 (x) est la fonction caractéristique du domaine D ..
Et enfin :

Ay={m,€L,/0<p,<1pp.dansQ} .

5.2. Probléme discret

On a vu au (§ 4.2) que la résolution de (4.18) se raméne a la recherche du
point-selle du Lagrangien %, on introduit ici ’équivalent discret de & soit :

§?h: L/h X L% —#HR

Ly(Vs Mh);éf 93|VVh|2_J gv, + f MEW, - (D)
Q Q

v

ou i, est linterpolé V', de ¢ :

B, e CUQy; ¥uirc Py VT e, (5.2)
¥i(P) = ¥(P) VPe3, '
— On introduit aussi 'inéquation variationnelle approchée :
W,e K
h h (5'3)

AIJ g3VWh'V(‘Ph—Wh)BJ glep—W,) Ve, €K,
Q Q

On a la proposition 5.1, dont la vérification est triviale.

PROPOSITION 5.1 : Le probléme (5.3) admet une solution unique.

PROPOSITION 5.2: Le Lagrangien défini par (5.1) admet un point-selle
unique (W), \,) sur V, x A, tel que :

— W), est l'unique solution de (5.3).

— M(Yy = W) = 0.
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Démonstration : Le probléme maintenant est celui de la recherche d’un
point-selle d’une fonctionnelle de R” dans R. Pour Pexistence, il suffit de
vérifier que les contraintes sont qualifiees. En utilisant le théoréme 1.1 de
[§ 6, chap. 5], il suffit de vérifier que : (V)| <, <cara 3, tels que v, > ¢}, Vi.

Le choix de la triangulation duale nous permet d’avoir un résultat
d’unicité sur \,, en effet :

Supposons \,, A deux solutions :

Explicitons &), sur V, x L, :

1
g(vhs p"h) = E z (v‘h)2 a, + Z v;l ulh S Z b‘;, Bx

1<y 1

+ ¥ AZJ E(Wy, —vy),
Dl

e
1€ 3y

15&/,

avec al:J 0| vey|? a,j=J f Vo, Vo, B,:J go, .
Q Q Q
D’aprés la définition de £, on a:

Lh(Whs \p) = Ly (W, Nif) = J EO =N — W) = 0
Q

deplusona: LW \p) <L, \,) Vv, eV,
d’ou j NF=AlV,— W) <0
Q
Nh
SOit Z ()\*t _ )\i,) J e(vh _— Wh) - O Nh = Card ih .
=1 Dl

Notons I’ensemble des indices voisins de i : {f(i)}.

J E(Uh - W) = Z (J
D, Je{ S0} D

Choisissons alors v, = w4, sauf au nceud i, il vient :

f%)(vﬁ—Wi)-

(x;:‘—xz)(J f¢;,)(vz—W;,)so.
Dl

Soit N, <\

h =
de la méme fagon on obtient N}, < A},
3 [ 1
soit Ny =N
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5.3. Résultat de stabilité

On supposera dans ce paragraphe que le systéme différentiel (4.2) est
intégré exactement, et que :

|x = X(x,t,7)| <C|V|_ |t —7]. 54

Ces deux conditions sont réalisées en pratique dans I’exemple étudié au § 6.
On reprend les notations (8, P) en gardant {(z, x) pour I’épaisseur
h(x,t) et on considére le probléme approché qu’on vient de résoudre :

n+1 _ n n .
J (6, )" () — (8, )" (X (X))‘Ph+J BVPI Vo, =0 Voe ¥,
Q Q

At

(5.5
PZ+1|F=PF’ (5.6)
ol eadd (Pt 3.7

Le choix des éléments finis affines par morceaux nous permet de
conserver (5.7) dans le probléme approché (¢f. Prop. 5.2). En utilisant cette
remarque, on démontre le résultat de stabilité suivant :

THEOREME 5.1: Supposons Pr =0, alors le schéma(5.5)-(5.7) est
H'-inconditionnellement stable pour P, :

I Pii Ay S C {5.8)
ou C est une constante indépendante de h et de At.
Démonstration : Par (5.7), on a:
P03+ (x) - 05(X"(x))) = 0. (5.9

Prenons P}*' comme fonction test dans (5.5), nous obtenons :

— pour le premier terme :

E, =$J [(0, €)1 (x) = (8, €)Y (X"(x))] P}+'(x) dx
Q
1
I,
1

* & J M E () = L (X)) - (P (%) dx.
Q

J f"“(X) 6;‘,+1(x) _ GZ(X"(X)) P;H(x) dx +
Q
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Par (5.9) et (5.4) on a:
E, < C||Pi* ()| 12,

ou C est une constante dépendant uniquement de la fonction réguliére
(x, t) d’ou par (5.4) et (5.5):

J PP P < C P () oy
O

Soit en utilisant I'inégalité de Poincaré et les hypothéses de régularité sur
¢

|Pr+! <C,

I H'(Q)
d’ou le résultat.

Remarque 5.1 : L’hypothése P = 0 n’est pas indispensable. Elle sert ici,
uniquement & simplifier ’exposé de la démonstration.

Remarque 5.2 : L’estimation (5.8) permet de montrer la convergence du
schéma dans LX0, T; H'(Q))-faible et L*0, T; H'(Q))-faible* pour
p, L®-* et L*faible pour 6, vers une solution du probléme (3.3)-(3.6). Et de
retrouver les résultats obtenus dans [9] par d’autres méthodes.

6. RESULTATS NUMERIQUES

On présente dans ce chapitre des résultats numériques obtenus par la
méthode introduite au chapitre IV. Ces résultats concernent un joint
d’étanchéité a faces radiales, en régime dynamique.

/Sz)

h ) S

‘ | :
e AR

@)
Figure 3. — Vue en coupe du mécanisme.
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6.1. Présentation du modéle

Un joint d’étanchéité a face radiale assure le raccord entre une partie fixe
et une partie mobile. Les deux faces du joint sont des couronnes circulaires.
La face (1) est fixe cependant que la face (2) mobile a deux degrés de
libertés :

- La rotation autour de I’axe Z avec une vitesse angulaire constante .
-— La translation le long de OZ. Ici on suppose-cette translation connue.

Figure 4. — Schéma du joint.

h(x,y,t) =£(t) + y[x sin (x — wt) - x, sin x], d’aprés [12]
(2~ 10~2mm, RE = 35 mm, RI = 28 mm).

Les deux faces ne sont pas paralléles et le mésalignement relatif est
caractérisé par les parametres x; et x, cependant qu'une ondulation
périodique associée au paramétre ¢ (0 <& < 1) peut apparaitre.

Dans le systéme de coordonnée cartésienne noté (x, y, z), I’épaisseur du
film est donnée par :

h(x,y,t) = () +y(xsin (x — o) — x, sin x) ; 6.1)

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



UNE METHODE DU TYPE CARACTERISTIQUE 415

L’épaisseur du film % est trés faible devant les autres dimensions et
I’équation de Reynolds s’écrit :

d » d ) h® aP 3 [ Ky P
—0h+~—0h)) —— [ — — ) —— [ —L— )} =0. 2
y(at +2ax ) ax<12;.uyax> ay(IZpLay) 6.2)

Elle est définie sur la projection ) des faces du joint dans le plan fixe
[xoy]. Le mouvement relatif des deux surfaces engendre une pression et par

la méme une portance W = ﬂ pdx dy qui équilibre la charge supportée
Q

par la partie fixe.

Suivant les utilisations, le mécanisme est alimenté en pression par le
centre ou l'extérieur ce qui induira des conditions aux limites de type
Dirichlet sur 9().

Comme il a été signalé dans I'introduction, le modéle avec cavitation est
particuliérement intéressant car il assure la continuité du débit, on sera donc
conduit a calculer les débits intérieur et extérieur :

DI:J' %4 DE-= J w2 g
r on r, on

1

On introduit les adimensionnements classiques en posant :

P

P=_—"_
6 po’

(6.2) devient :

9 9 o [ h¥aP 9 ; 9P
= —ohy - = | —-——({hy— ) =0. 6.3
y(az*9h+ax ) ax< ) < Y ) ©.3)

6.2. Rappels sur la méthode de résolution

L’équation (6.3) est résolue dans le domaine
Q=1[0,2w] x [RI, RE] .

On a choisi des éléments finis @,. La triangulation duale introduite au
début du § 5, est simple a obtenir (fig. 5).

Décrivons les différentes étapes de 1’algorithme :

-— La condition initiale 6,(x) est toujours prise égale a 1, c’est-a-dire que
le joint est supposé plein a l'instant initial.

— On calcule d’abord le second membre de I'LV. de premiére espéce
(4.14).

f(x) = (A" (X"(x)) = h"* (x).
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RE

T
Eo [T

RI

Figure 5.

Pour cela on détermine la caractéristique X"(x) en résolvant le systéme
différentiel :

ax =

—_— = V x, y

& =V enT) (6.4)
X(x,(n+1)At;nAt) =x

dans P’équation (6.3), V est réduit au vecteur constant ©, 1) et (6.4
s’intégre exactement, la solution étant donnée par (6.5)

X"(x)=x—Az. (6.5)

Remarques : La deuxiéme partie du second membre de I'I.V. (4.14) qui
provient du relévement des conditions aux limites est prise en compte
automatiquement dans le calcul en fixant les nceuds aux bords a leurs
valeurs.

— (6.5) n’introduit pas une condition de calcul de type Ax = Af car le
domaine Q est 2 w — x périodique.

Le second membre de 1'l.V.1. étant caicuié, on résout celie-ci par
I’algorithme d’Uzawa :

— A donnée :
n3 3P Prag [ -
~a__q; h3y—a——_(P_—: yfe+ | y\ho VYoeV
) QY 9x ox y 9y Q Q (6.6)
| Pr—P,eV
Si | P~ Pi_\| <¢ Stop. 6.7
Sinon :
Ney1 = Sup (0, inf (1, N, — phy P,)) (6.8)

aller a (6.6).

Remarques : La projection (6.8) est faite point par point et permet
d’obtenir N seulement sur les nceuds intérieurs. Pour les nceuds sur
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9Q) on prend A\ =0, si on a des pressions d’alimentation strictement
positives, sinon on prolonge \ a partir des nceuds intérieurs les plus proches
du bord.

— Le parameétre p est choisi au départ en fonction de la condition
théorique (4.23), puis ajusté numériquement pour avoir un nombre
d’itérations minimum.

6.3. Quelques exemples traités

6.3.1. Un critére de conservation

L’équation de Reynolds en présence de la cavitation est une loi de
conservation (cf. § 2).

— Si on considére le probléme de départ entre les instants 7 et
t + At et que I'on intégre formellement sur Q x [z, ¢ + Az], on obtient :

t+ At N t+ At 3
J ineh_J Ji(££>+i(yh3£>+yieh=0
p L . q0x \ y ox oy oy ox

N t+ At 2w aP
:>J y9h(t+At)—j y6h(t):J (J yoh3— | dx -
Q Q : 0 9y 1y,
2w P )
_ W32 | dx ) dt (69
L yih'ss , (6.9)

ceci en vertu de la condition (2.4) (¢f. Chap. 2), sur la frontiére libre, et du
fait que cos (7, X) = 0 sur la frontiére 3Q. Le premier membre de ’égalité
(6.9), représente la variation du volume V du fluide existant dans le joint,
entre les instants 7z et ¢ + Az. Le second membre représente la différence
entre les débits de fluide a travers les rayons extérieur et intérieur du joint.

— Considérons maintenant, le probléme approché défini par le schéma
(4.4)-(4.6) (cf. §4), et intégrons sur (), il vient :

J‘ y0n+1hn+f_j y9"h"(X"(x))=
(] Q

3
. n+1 n+1 3 n+1
=A1J ai h™”_ 3P + 2 (h"“yﬂ)_— ) (6.10)
q 0x ¥y ox oy oy

La transformation x +— X"(x) est de Jacobien 1, et donc on a:

Jye"h"(X"(x))dx‘ J 10" h™(z) dz
QO Q

V(nAt).
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aPll+1

La solution P"*!est dans H*(Q), de plus = 0 sur la frontiere libre.

) dx
yl

ou AQ"*+! est la différence entre les débits extérieur et intérieur a l'instant
(n+1).At
D’ou finalement :

Le second membre de (5.10) se réduit alors a:

2% n+1
AI-AQn+1=Atj (yeh3aP

h3 aPn+1
0 oy

Ve ay

At x AQ" ' =V ((n+ 1) At) — V(nAt) . (6.11)

Remarquons que si la solution approchée P, est définie par morceaux sur
[0, T] par P, = P"*'sur [n Az, (n+ 1) At], (6.11) n’est autre que (6.9).
On en déduit alors que ce schéma est conservatif.

L’égalité (6.11) peut étre considérée comme un critére de conservation de
notre schéma puisque le calcul de la proportion de fluide 6, nous permet
d’évaluer a chaque instant le volume existant entre les deux faces du joint.

Dans les trois tests que nous présentons, les paramétres suivants ont été
utilisés :

e L’¢paisseur au centre 4, = 10~°m = 10~ 2 mm.

e Les rayons extéricur et intérieur : RE = 35 mm, RI = 28 mm.

e Les pressions extérieure et intérieure : Pe = 2 bars, Pi = 1 bar.

e La viscosité : p = 0,1 PL.

® La vilgsse angulaiie : w = 1 500 tr/mn.

6.3.2. Cas hydrostatique
Dans ce cas les deux faces sont paralléles et I’épaisseur 4 est constante :
X1 =X2 = 0 h = h 0-

La solution est analytique et il n’y a pas de cavité. On a ’expression
analytique des débits [15]:
Trhg(Px - Pe)

Q= 6 n(Log Ry — Log R;)’

(6.12)

On rappelle que la charge ou portance vaut

W = ” Pdxdy.

vu )
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On donne ci-dessous les débits calculés et le pourcentage d’erreur par
rapport au débit théorique (6.12) :

TABLE 6.1
NXxNY (31x11|31x15|31x21 {31x25|41x21|39x25|41x3l1
Charge 1,5066 | 1,5066 | 1,5065 | 1,5065 | 1,5065 | 1,5065 | 1,5065
D.I. (*) 4,0168 | 4,0310 | 4,0416 | 4,0418 | 4,0416 | 4,0458 | 4,0500
D.E. (*¥*) 4,1081 | 4,0962 | 4,0873 | 4,0839 | 4,0873 | 4,0839 | 4,0805
Erreur ¢ 1,2 0,9 0,6 0,5 0,6 0,5 0,4

(*) D.I.: Débit a travers le rayon intérieur.
(**) D.E.: Débit a travers le rayon extérieur.

L’exemple ci-dessus ne présente pas beaucoup d’intérét du point de vue
frontiére libre mais permet de mettre en évidence la convergence par
rapport au maillage de la solution puisque c’est le seul cas ou on connait une
solution analytique du probléme.

6.3.3. Hydrodynamique stationnaire

On considére maintenant le cas ou la face (1) est plane et tourne avec une
vitesse angulaire o tandis que la face @ est fixe mais présente une
ondulation d’amplitude e. L’épaisseur 4 s’écrit :

h(x,y)=1+c¢€cosx. (6.13)

Sur la figure 6, nous avons représenté la variation de la charge et des
débits au cours du temps. Nous constatons que la solution converge au bout
de deux tours vers une solution stationnaire indépendamment du pas de
temps. La périodicité suivant la variable x de la géométrie du mécanisme et
des données implique naturellement le caractére périodique de la cavitation.

Les résultats obtenus sur les débits sont donnés par le tableau (6.2) pour
e = 0.5 et un maillage 30 x 9:

TABLE 6.2
30x9 Charge N D.E. x 10* D.I. x 10*
At = % 288,4 4,95 4,50
At = 1_"’; 282,7 4,90 4,40
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Figure 6. — En haut : variation de la charge.
En bas : variation des débits.

précision & = 10”%. Le nombre moyen d’itérations sur les deux premiers
tours est de 30 itérations.

Cet exemple est résolu avec le paramétre p d’Uzawa: p = 135 et une
6.3.4. Hydrodynamique en transitoire a un degré de liberté

Nous traitons ici Je cas ou nous avons un seul degré de liberté mais o les

faces sont mésalignées ce qui donne une géométric variable au cours du
temps. L’expression de I’épaisseur 4 du film est donnée par :

h(x,y,t) = hy +y[x8in (x — w?) — x; sin x] .

(6.14)
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Nous avons résolu le cas transitoire suivant :

X> =2 x; le défaut principal est situé sur le rotor

(Face tournante). x ; =2,510"°rd.

Nous obtenons une solution périodique aprés deux tours (fig. 7.1). La
cavité suit le mouvement du rotor et se déforme légérement (fig. 7.2).

Sur le tableau 6.3, nous donnons les résultats obtenus sur les débits. Le
critére de conservation est respecté 4 8 % en norme du maximum et a 4 %
globalement sur une période. En ce qui concerne les charges, elles sont
comparables a celles obtenues par [15], [14]. Pour les débits, a notre
connaissance, aucune courbe de comparaison entre les débits sortant et

entrant au cours du temps, n’apparait dans la littérature pour ce problcme.

X, = 2X, -tz

Figure 7.1. — En haut : variation de la charge.
En bas : variation des débits.
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Xp =2,

Figure 7.2. — Evolution de la cavité.

Cas 1: At* = =
as 10
TABLE 6.3
t* 0

|AQ| x 10" |0 32,1 93,4 |90,2 27,7 35,5 |69 69,2 47,2 |34,2
m?

|[AV | x 10" | 2 34,7 |96.4 194 1284 [383 69,5 |68,9 46,2 [32,2
m3

‘AQWAV 1(7

0,04 | 0,05| 0,06] 0,07| 0,01
AQmoy

0,06/ 0,01] 0,006 0,02] 0,04
|
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