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JEUX DIFFERENTIELS
ET APPROXIMATION NUMERIQUE DE FONCTIONS VALEUR

2¢ partie : étude numérique (*)
B. ALZIARY DE ROQUEFORT (})

Communiqué par P. L. LiONs

Résumé. — Suite a I'étude théorique d'un jeu de poursuite de la premiére partie, une étude
numérique est présentée ici. Un résultat de convergence est démontré pour des schémas a forme
différentielle, consistants et monotones. Puis ce type de schéma est testé sur des exemples de calcul
de fonctions valeur et de trajectoires pour des jeux de poursuite et sur un exemple ou la solution
explicite est connue.

Abstract. — Following the theoretical results about pursuit games presented in the first part,
this article describes a numerical approximation of solutions of differential games. We establish
the convergence of differenced form, monotone and consistent schemes by obtaining explicit
error estimates. Then we give some examples of computed optimal trajectories.

INTRODUCTION

A la suite de ’étude théorique des fonctions valeur d’un jeu de poursuite,
présentée dans l’article intitulé « Jeux différentiels et étude de fonctions
valeur » [1], cet article expose 1’étude numérique de ce jeu. M. G. Crandall
et P.-L. Lions présentaient dans [8] des méthodes d’approximation pour les
solutions d’équations de type Hamilton-Jacobi-Bellman. Le but de cet
article est d’adapter ces schémas a des problémes de jeux différentiels, de
manifre a4 approximer les fonctions valeur des jeux, ce qui permet ensuite

(*) Regu en avril 1990.
(") CEREMADE, Université Paris-Dauphine, place du Maréchal-de-Lattre-de-Tassigny,
75016 Paris.
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536 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

de récupérer les trajectoires optimales. En effet il est démontré dans [1], sur
un exemple de jeu de poursuite, que méme dans le cas d’un jeu avec
contraintes d’état la fonction valeur est I'unique solution de viscosité d’une
équation du type Hamilton-Jacobi-Bellman avec conditions aux limites.

Dans le § 1 une étude numérique compléte (calcul de fonction valeur et
reconstitution de trajectoires) est présentée. Cette étude est faite sur
I’exemple de jeu de poursuite d’un lion par une antilope dans un domaine
clos 6 [1] (le lion, plus rapide que sa proie, essaie de la rattraper en
minimisant le temps de capture, alors que I'antilope essaie de maximiser son
temps de vie). La fonction valeur du jeu est solution, & un changement de
variable pres, de:

w4+ L|Vw|—|V,w|—1=0 sur 6x0\A
w(x;, x,) =0 sur A
w+L|Vw|~|V,w|-1=<0 sur 86x86\A
w+L|V,w|—|V,w| -1=0 sur 6x308\A.

iy

La méme équation avec dépendance en temps donne :

ow

—5+W+L|VxZw| — |Vyw| =1=0 sur (8x6\A)x]0,+ o]

wi(x, X5, ) =0 sur Ax [0,4+ 00
Z—v:-—{—w+L{Vx2w] — |[Vyw| =1=<0 sur (80 x 8\A) x 10, + oo [ (II)
ow

31—+W+LIV’“2W! ~|Vyw| —1=0 sur (8x286\A)x ]0,+o0]

w(Xg, X2, 0) = wo(oxy, X5) sur 6x 0.

De plus cette équation est du méme type que (I) et posséde exactement les
mémes propriétés, c.-a-d. :

PROPRIETE : Si u, est lipschitzienne, alors (II) a une solution unique,
lipschitzienne et bornée.

En effet (IT) est ’équation d’Isaacs d’un jeu de poursuite avec dépendance
en temps ; la démonstration de la propriété reprend donc les étapes de [1].

En approximant la solution de (I) par un schéma a forme différentielle,
consistant et monotone, on obtient un théoréme de convergence analogue a
celui de M. G. Crandall et P. L. Lions [8]. Ce théoréme permet de plus de
conclure que la solution U”, approximation de la solution au temps
n At converge vers une solution U,, qui est une approximation de la
solution de P’équation d’Isaacs, sans la dépendance en temps (II). La
démonstration de ce théoréme de convergence est construite comme la

M?ZAN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



JEUX DIFFERENTIELS. 2¢ PARTIE : ETUDE NUMERIQUE 537

démonstration d’unicité de [1], en adaptant la méthode de M. H. Soner
pour les fonctions discrétes.

Dans le § 2 la méthode est testée sur un exemple, ou la solution explicite
est connue. Ce jeu suggéré par J. V. Breakwell et P. Bernhard {4] conduit &
des singularités particuliéres : il présente une surface focale. Il est donc
intéressant de regarder ce que donne I’approximation de sa fonction valeur.

1. JEU DE POURSUITE

1.1. Notations

Choisissons tout d’abord une discrétisation du domaine 8 x 6 x R* de la
fagon suivante :
Zi = (X1 Y1j> X200 Y21) = (i Axy,j Ay, k Axy, [ Ay))
Zijan = (Ziju» tn) = (Zyiju, n At)

ou Ax;, Ay, Ax,, Ay,, At = 0 fixés sont les pas de discrétisation en espace et
en temps, et i, j, k, [, ne Z. Les espaces discrets correspondant & 6 sont :

Dis; = {(i Ax;,jAy,)ebi,jeZ}
Dis, = {(kAx,, [ Ay,) e 0k, leZ}
Dis, = {(i Ax,j Ay) € 0i,jeZ}
Dis, = {(kAx,, [ Ayy)e 0k, leZ} .

La valeur de I'approximation numérique au point Z;, est Ujy,. La

Y
véritable solution est notée u(Z;;,).

Pour chaque point du maillage considérons I’ensemble des voisins
suivant :

indy(7,j) = {( = 1,j = 1), (i =1j), (i1

= =37 /2 \ =

j + 1 ); (iij - ]—): (iij

Gj+1), ((+1,j-1),G+1,j5), (+1,j+1)}

Ainsi pour calculer Ut , a partir de U? 1 Uensemble des valeurs de

),

3

o/okolo igJoko
I’approximation a considérer est le suivant :
- . . o .
VUinOkO Iy = {U;jl'kl’ tq l]kl € ind v (lo,] 0) X lndv (ko, lo),

et Z,;; € Dis; x Dis,}
et le schéma est de la forme suivante :
Ug‘kz = u(Zn)
' = G(VUgy) U™ = GUM.
Urrl = 0

ijij
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538 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Si do(ijkl) est la distance de Z; ; i ; & Z;y, c.-a-d.:

V(G = i) Ax)? + (G o) Ay + ((k — ko) Ay + (( = 1) Apy)?,

alors VV'U} ; ¢, » 'ensemble d’approximations du gradient de « au point
Zioiok010" est:
VU _ Ui = Ulyjokol

iojokolo — dy(ijkl)

t.q. ijkl € ind, (igjo) x ind, (ko, /o), €t Z 4 € Disy x Dis,} .
Tous les schémas considérés seront des schémas a forme différentielle :
G(VU) = e Y Uly — e Atg(VV Ujyy)
on dira alors que le schéma est consistant avec (III) si pour :

Vabcd,;

iojokolo =
(a’ b: c, d ) - ((l - lO) Axl: (] _JO) Ayh (k —'kO) Axls (l - 10) Ayl)
dy ikl
t.q. ijkl € ind , (ig,Jjo) x ind, (ko [9)}
on a:

g(Vadeijkl) = LI(C’ d)l - ‘(a:b)l -1
et si pour VVU;, < Vabed ;jy on a:
g(VVU;y) <g(Vabedjy) sur 6 x
g(VVU;y) = g (Vabed,jy)  sur Bx0.
De plus il faut choisir un schéma monotone, c.-a-d. :
SiVijkl €Z Uy =<Vyy alors G(U)yy <G (V) -
THEOREME 1 (solution discréte) : Pour un schéma a forme différentielle,

consistant et monotone, et pour des fonctions discrétes U et V bornées, les
propriétés suivantes sont vérifiées :

@ GWU+c)<sG)+e 2c VYe=0
@ |G -G =<eU-V],

MZ2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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JEUX DIFFERENTIELS. 2¢ PARTIE : ETUDE NUMERIQUE 539

(1ii) é"( U) est bornée indépendamment de n par M

O OB I [

Démonstration :
(i) est une conséquence directe de la forme du schéma.
Pour (ii) en posant ¢ = [[U—- V| et en utilisant la croissance de

G on obtient :
CGU) =GV +WU—-V))<GWV +c)<G(V)+e ¢

d’on G (U) — G(V) = e ¥|U-V|, ce qui démontre la deuxiéme pro-
priété.
Pour la propriété (iii) :

G|, <|6W-G6O]|_+ GO,
e M| U, + At e

1—e" (n+41)At
— At ~l)

d’ou ”G_."(U)”Qo se‘"At||U||w+At< .
—e

16" |, =1vl,

donc én(U ) est bien bornée lorsque At tend vers 0.
Pour la derniére propriété on a :

|6"@) -], =3 |6 @) -G v,
:0

Z i GRS

n At
<jéw -vl, (=53 ).

1.2. Théoréme d’approximation des solutions de I’équation d’Isaacs avec
contraintes sur le bord

THEOREME 2 (convergence): On suppose uy lipschitzienne (ce qui
entraine que la solution de viscosité u de (11) est lipschitzienne de constante
L,), I'hamiltonien numérique g lipschitzien de constante L, et on suppose de
plus que pour la solution U obtenue par ce schéma différentiel, monotone et

vol. 25, n° 5, 1991



540 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

consistant, il existe une constante L, telle que

| Uthia = Ul oo 15| =< Lall Ziia = Zigjgry ol -

Alors on a:

Iu(Z,-jk,,,) — Ui"jkl| <C. (\/Axl + Ayl + AX2 + Ay2 + At)

pour tous les points du maillage et pour n€ N (C dépend de toutes les
constantes de lipschitz, de u,, et de g).

Démonstration du théoréme : Pour simplifier la présentation, la démons-
tration sera faite dans le cas 8 borné (en adaptant la démonstration de M. G.
Crandall et P.-L. Lions [8]).

On appelle @ = [0, N At], Qd = {kAt,ke (0,...,N )}.

De méme on appelle I = {i,j,k,l € Z t.q. Z ;y € Dis; x Dis,} I'ensem-
ble des indices correspondant effectivement a un point du domaine.

Et on appelle

E=8x 08x Q x Dis, x Dis, x 0d.

On pose o = sup (u(Zijkln) - Uz’;kl)

I%(0,..,N)

Le domaine 6 est suffisamment régulier, c.-a-d. : il existe une fonction
T: 6 - R? continue sur 6 et différentiable sur 8 telle que :

Vxe 0 dx+eT(x,)0)<Lre=x€0

On définit maintenant une fonction ¥ de E dans R par:
n 1 2
W(&, & MM s) =u(§, 60 2) — Ul — '?(|§2 + &2 T(&) — lel
o
+ | —¢? T(Th)—'fhlz‘*' |2 —s%)

avec bien sir m; = (i Axy,j Ay,), my = (kAx,, [ Ay,), et s =nAt. a et e
sont des réels strictement positifs. On a alors :

Y (M}, My, §) € Dis; x Dis, x Qd

max ¥ =¥(n,n, — g’ T(M), s, N, Mo, S)
E

avec |m; — &2 T(m)) — 9| < /Ax? + Ayj, autrement dit on prend le point
du maillage le plus prés possible du point désiré. D’ou :

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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max ¥ = u(n;, m, — &2 T(m), s) — Uly
E
1 2 - ~ 12

- ;5 (54|T("12 —¢’ T(m)) — T("]z)l + |'f]1 — &’ T(H) - "h| )

max ¥ =u(n;, My s) — injlcl_szLulT(T]Z)l —Ld|ﬁ1—’fh| —-—— X
E ae
- )
X(ESL%+ I’fh—sz T(m)—ml ) -

Dans la suite on choisit € = (Ax; + Ay, + Ax, + Ay, + At)"% On a donc

/Ax? + Ay? < ¢*. Ainsi:

e (Li+ (Lr+ 1))

max ¥ =0 —e2(L, + L,) —
E Q
1)
6
;c—Csz—C—s.
a

D’autre part si ¥ atteint son maximum en (&, &,, ¢, A;, Ty, 5) On a aussi :

E -+ |&- M|+ |7 -5-

max ¥ <o+ L,(
E

-5 (8 2 TE) -+ G- T@) -+ [T -5 @

en combinant (1) et (2) on obtient alors :

|§1+82T('§2)— "72|2+ Ién—SZT(ﬁl)—’ﬁllz—i- |?—§]2s

{ §— i = i - c
saez(l’u(lgl—nll + & — M| + |1 —S_|)+C€2+\Ja )
ce qui implique,
[El— ﬁll sCezlgz—ﬁ2| sC82|t_—§| =< Ce?

et donc :
|§1 -2 T(qy) — ﬁllz < Cas* + Ce®

lgz+82 T(&,) — ﬁ2|2$C0L84+C88.

Ceci indique, en prenant o assez petit et une discrétisation suffisamment
fine pour que & soit petit, que &, et 7, ne sont pas sur le bord. Supposons

vol. 25, n’ 5, 1991



542 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

tout d’abord que (£, £,) ¢ A et (7, T1,) ¢ A. Il faut encore distinguer trois
cas :

1“7 cas t =0, § = 0. Dans ce cas u étant solution de viscosité de (I1I), ce
qui donne :

2(t = §)

o b uEn B D+ 25 |+ 2 DT(E)) By + 2 T(E) — )|
oE oE
—é |8 -’ T(A) — M| - 1=<0
maisona:
|DTE)(E + ¢ T(&) - W) | < Ce?
d’ou -
207 — 5 o B B
(—zs—) +u(, 1)+ 2—L2 1§2 + 2 T(§,) — ﬁ2|
Qe [s23

2 4= _ _
—Elgl—azT(m)—nll—lsCez. 3)

Il faut écrire une équation équivalente pour la fonction discréte. On note
que (i,j,k, [, @) correspondant & (7, 7, §) minimise la fonction :

iofodelon ) = Uppa + = ([Bot 62 T(E) = ma 4 & — 2 Tn) =y
+ It_—s|2)
donc si on pose :
Tkt = U%“Ef"‘é (|&+ e TE) - | + |E -2 T — |+
+ =5 = |B+ 2 TE) ~m| — & -2 T(n) = mi|* = |7 = 5]

on a alors pour O <n <N et pour tout i,j,k,le€l: Ujy= Wy.
Maintenant en prenant n =4 —1 et en utilisant la croissance de
G, on obtient :

7 - 7 1 - _2 - _ 2 _
Trr=e M Ulr+ — (|t = 5| = |t =5+ At]") — e ¥ Atg(VV Wirgr) -
Qe

Q)

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Il faut remarquer que:

17 -5)* - ];_5+A:|2__2(7_3)At_A_,z

(!82 QSZ OLS2

D’autre part les éléments de VV Wy sont de la forme :

(- l§2+sz T(gz)—'ﬂz‘z-F ‘524‘82 T(gz)—’f_lzlz~ |51“82 T(”l1)—”11|2

z 2 e — 12 1
+ —e° T - —_—
|§1 () "rnl )OL82 ROTD

c’est-a-dire :

2 + 2 T(E) — ) . (M — M)
- el dy(ijkl)

28, - > T(Ry) — M)« (W — M)
- — reste
ae? dy(ijkl)

avec,

este |7, - "Vlzl2 28—’ T(A) — M) - (2 T(@) — &> T(ny))

T = — —

ae? dy(ijkl) ae? dy(ijkl)
| —my + e T(7;) — ¢’ T("h)!2

ae® dy(ijkl)
On peut noter, sachant que |§1 —&2T(w)) — 1‘11| =< Ce?, que:

2+ e* LY (Ax, + Ay, + Ax, + Ay,) 2C.Lp¢*
+ =

|reste | < < Ce”.
oE” ag”
Si on pose :
2(5 + &2 T(&;) — ™)
(d, b) = - 2
(s 2
2(8, - & T(Ay) — W)
(e.d) = - 1 : 1 1
Qe

tout €lément de VV Wiy s’écrit alors comme un €lément de Vabcedgr plus
un reste. Soit VE 'ensemble des €lements de VI W, sans leurs restes, on a
VE = Vabcd ;5. De plus g étant lipschitzienne on peut écrire :

lg(VV Wisrr) — g (VE)| < L, Cé?

vol. 25, n° 5, 1991



544 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

et comme (7, M,) € 6 x 6, la consistance du schéma donne :

(4) devient alors :

. (eM—1) 20 -%)
rj‘ﬁ( + - l@b) +L|(cd)| -1=-Ce*. (5)
At 2
Qe

En faisant la différence entre (3) et (5) on obtient :

u (€ B 1) - Ulfr = Co? + A

ce qui donne avec (1) :
o=<Ce”.

2¢cas: t =0, § =0. Alors on a au point (&, &, 7, ;, T, 0) :

V< u(gls 527 ;) - u(ﬁl’ T_]Za t_) + u(ﬁl; ﬁZa t_) - u(ﬁl: ﬁ25 O)

sLu<\/(§1—'ﬁ1)2+ (& — ’72)2) +Lu|t__0|

d’ou :
g=Cs”.
3cas:t =0, §=>0. Alors on a au point (£, &, 0, M, T, 5) :
V<u(k, £,0) —u(@y, M 0) + Ul — Ul

en utilisant la propriété (iv) du théoréme 5 :

— _ — _ 1 — e—rTAt -
v, (V@ - B-m?) + LT G - v,
G ayant une forme différentielle :

(1 _e-—ﬁAt)

At

T<C.e2+

(e—At_ 1) UO___
1—e" At

Y<C.e?+5(| U°|[OO + ||9(VVUO)”°°)

e~ g(VVUY

[eo]

d’ou:
o<Ce?.

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Regardons maintenant les cas (£;, &,) € A et (7, 7,) € A.
Si (MW, ) EA on a:

‘I,(gla EZ’ 0: ﬁla ﬁZa S_') = u(gla EZ, t_) -0
<L, (/@ -2+ &-m)).

De méme si (§;, ;)€ A on a:

\I,(gla gZ’ 0; 7_]15 ﬁZa §) =0~ UIEJ_H
= Ld(\/(*§1 —a)’+ (& - ’7_12)2)

ou (£, &) est le point du maillage le plus proche appartenant a la diagonale.
Dans les deux cas on a toujours :

o=<Cse?.

Dans tous les cas on a:

sup  (u(Zjun) — Uly) < Ce?.
Ix . N)

On remarque que C ne dépend pas de N ce qui démontre le théoréme.

Remarque : 11 est trés probable que I’hypothése « U solution discréte
lipschitzienne » découle de la forme du schéma (mais la suppression de cette
hypothése n’ajouterait que des problémes techniques).

Remarque : De méme le cas 6 non borné n’est pas traité. Pour le faire il
est possible d’adapter la méthode utilisée par M. G. Crandall et P. L. Lions
[8, 9], ou la technique pour les solutions de viscosité non bornées.

Maintenant le probléme est de relier Papproximation U de (II) a une
approximation de (I).

LEMME 1: La solution u de (I1) converge uniformément vers la solution
Uy de (I) lorsque t tend vers linfini :

sup |“(§1, £, 1) —uy (&), gz)l =<e 'sup |u0(§1, £) —uy (€, §2)| .

Bx 0 Bx0

LEMME 2 : L’approximation U" de u converge en norme infinie vers une
Sfonction discréte U® lorsque n tend vers linfini.

Démonstration du lemme 1 : On note que si la condition initiale de (II) est

U, alors u, est la solution stationnaire de (II). Ce résultat est en fait un
résultat classique d’unicité [9].

vol. 25, n° 5, 1991



546 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Démonstration du lemme 2 : D’aprés la propriété (ii) sur la solution
discréte on peut écrire :

” yn+e _ Un” Se—nAlll U? — U0”
© ©

et comme U? est borné indépendamment de p on a:

"Un+p_Un” sC.e""A’
0

ce qui implique que U" est une suite de Cauchy et donc qu’elle converge en
norme infinie vers une fonction U® de Dis, x Dis, dans R.

COROLLAIRE 1: Avec les mémes hypothéses que pour le théoréme de
convergence on a :

| Ut — tho (Zig) | = C - (\/AX| + Ay + Ax; + Ay, + At)

pour tous les points de Dis| x Dis,.

Démonstration du corollaire: D’aprés les lemmes 1 et 2, 3n, t.q.
Vn=mng:

[U"~ U®||_ < C.\/Ax + Ay, + Ax, + Ay, + At
sup |u(&, &, nAt) —uy,| =C. \/Ax] + Ay + Ax, + Ay, + At

Bx 0
et donc :
sup | Uy — Uy (Zij)| < | U™ - ol
Dis; x Dis,

+ sup |Ufy —u(Zy)| + sup |u(Ey, &2, n A1) ~uy |
Dis; x Dis, x8

sup lUinok( —_ um,(_Zi.ij.) l' =3C. /Ax,_ + AYL + Ax7_+ Ay?_-i- At

Dis; x Dis,
ce qui démontre le corollaire.

1.3. Exemple et résultats

Exemple de schéma

On donne maintenant un exemple de schéma vérifiant ces conditions
(pour simplifier la présentation nous donnerons I’exemple dans un maillage
rectangulaire).

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Chaque point du maillage (i, /) ou (k, /) est entouré de 8 points voisins,
et donc de 8 triangles voisins. On procéde par demi-itération. Un des deux
joueurs est fixe (par exemple le lion) ; on calcule 'approximation lin€aire
alU" sur le cercle C, ij, a partir des valeurs de U} 14, des 8 voisins. Puis on
déduit U7, '? en maximisant sur la partie du cercle restant dans 9. On fait la
méme chose pour l'autre demi-itération. Ce qui donne le schéma :

U= max (UG, (kAx, 1 A47,), Ul + 5

zeC,lijNB

I

il

. . . / At
Gt = min (@UTH( Ax,j A1), 2), Ui ') + 5
zeCikIN®

n+1 -—
Uijij =0

Sous cette forme il est clair que ce schéma est monotone, il faut aussi vérifier
la consistance en le mettant sous forme différentielle (sans la transformation
en exponentielle). Au point (i, jo, ko, /¢) appartenant 4 8 x 6 on a:

vru = Vabcd;

oJokolo oJokalg

alors pour tout z€ C,igjoon a:
alU"(z, (k Axy, L Ay)) = Ul s = (@, b) . (z = (ig Axy, o AV1))
d’ou:

/ . . At
,':Jol;dz =Ujju+ max (a,b). (z— (ighx;,johAy;)) + >

z2& ChigjgN B

1
= Upa + 8t (1(a,0)] + 5 )
ce qui donne pour la demi-itération suivante :

alUn+1f2((i0 Axl’jOAyl)’z) — U?L)jﬂkoll) = (a, b) . (Z— (lo Ax‘,j()Ayl))
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d’ou :
n 1 1
Uir:,}%olkolo = Uiojokolo+At<|(asb)| +t5 ) +At(—L|(C,d)| +t5 )

on voit donc que le schéma est consistant et il est clair que les conditions aux
limites sont satisfaites.

Programmation et résultats

Les codes fortran ont été mis au point sur Sun 4/110 (avec 16 M-octets de
mémoire centrale).

a) Le carré

Sur le carré, le maillage est bien sir rectangulaire. Le fichier de la
fonction valeur discréte est donc une matrice n x n x n x n, ou 1/n est le pas
de discrétisation. La discrétisation la plus fine obtenue est 1/20, et pour cette
discrétisation le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la fonction
valeur est environ 50. La limitation a vingt points de discrétisation vient bien
stir de la taille de la mémoire centrale. Dans les exemples présentés figure 1
le rapport des vitesses est L = 2.

b) Le cercle

En tenant compte de la symétrie sphérique, le probléme dans le cercle se
raméne a un probléme en dimension trois. En choisissant un maillage
circulaire, le fichier de la fonction valeur discréte est donc une matrice
nxpxn, ou l/n est le pas de discrétisation du rayon, et 1/p le pas de
discrétisation en angle.

L’inconvénient de ce maillage est la taille irréguliére des mailles (en effet
les mailles sont beaucoup plus fines au centre que sur les bords). Et pour
que le schéma soit monotone, il faut que:

At < inf | z: — z ||
(z;, z;) € Dis x Dis

Dis étant ’ensemble des points du maillage. Ceci impose At trés petit, et par
conséquent une convergence trés lente.
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o011 /bw/elb - : /VAA/EsD o
Jll:r a t 20, "20, 20, 30) Siccatisation ( 20, 20, 20, 30)
; 1 1 poursuivi: 15 13 Foursetvant: 1 11 poursutviy 13 1
ealeus lhwzlq\l- 140393 terps de eaptorer  1,40000 /3leus thoorigue:  1,1743) tecps de capture: 1.15000
]o\n T Catre un autra ess3ly foui:d, non:0} oulet fatra ua autre essat? (oul:t,non:0)
.
. ¢ ‘€
.
.
. s
. $
* o°'
o
. 00’
g0
* o®
.
.
.
. *
. .
. .
.
. e
.
. ..
. :
e
EXL001: /bin/esn
piiscrativation ( 70, 120, 20, 20)
fpovzsutvant: ! l paunuui 17 16
v21e0T theor! 0.719303 terps Ce capture:  0.700000
boulet falce ua lulx- nnu {ov1:1,n0n:0)
e
S
S+
3e
5%
37, ;
LI + le lion
A .
. o l'antilope
.
.
.
.
.
.
.

Figure 1. — Le carré.

Une solution est de choisir Az dépendant du point du maillage
At(z) = r(z) At

avec r(z) adapté de sorte que le schéma soit monotone. Cette modification
revient a approximer :

r(z) H(Vu) =0
au lieu de :

H(Vu) =

ce qui ne modifie pas la solution. Mais malgré cela pour une discrétisation
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de 1/30 en rayon et 1/60 en angle, il faut environ mille itérations. Les
figures 2 sont toujours obtenues pour un rapport de vitesse L = 2. L’allure
des trajectoires est assez satisfaisante, méme si au centre on observe parfois
quelques invraisemblances.

gEXLool : /DIn/Csh - gExtool: /Din/esn
piscrstisation {30, ¢0. 30) pL-1kel  0.15817%

Ppoursutvant: 31 1 poursuivi: 51 61 piscratisation { 30, 60, 30)
aleur theorique: 2.10835 terpt ce capture: 2.00000 poursulvant: 20 IS poursuivi: 25 115
roulez vous faire un avtre essail (ous:l.noni0) alevs theorique:  1.70007 tecps de capture:  1.56657
louter vous faire un autre essat? (out:l,non:0)

gLxtool: /bin/csh
tecre ( 30, €0, 30)
: 3 1 poursaivi: 31 N1

aleuc theorique:  1.35799 terps Ca copture:  1.83033
oules vous fatre un autra eseat? (oui:l,non:0)

Fig. 2. — Le cercle.

¢) L’anneau
La méthode est la méme que pour le cercle, mais la convergence est
beaucoup plus rapide car il n’y a pas les mailles trés fines du centre (fig. 3).
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1.60000

Fig. 3. — L’anneau.

2. UN AUTRE JEU DIFFERENTIEL AVEC SINGULARITES
2.1. Description du jeu

Ce jeu est présenté par P. Bernhard et J. V. Breakwell dans [4]. La
dynamique est décrite par I’équation différentielle suivante :

{x(x): 0 +2e77¥(t)+ @) x(0)=x ©)

y(@) = -1+ 0 + @) -1 y(0) =y
ou (x,y) e R xR* et les deux controles ¥(.), ®(.) sont des fonctions

mesurables de [0, + oo - [ -1, 1].
Le coiit associ€ est :

P(¥, @) =P (¥(), ®C) =1,(x, ¥, @)+ k|x(t)] M

ou ¢, est le temps correspondant 4 y(z;) = 0 et k une constante appartenant
a ]1/2, 1[.
Les ensembles de contrdles admissibles seront notés :

M(t) = {¥Y:[t, + o] »[ -1, 1], ¥ mesurable }
N(t) = {®P:[t,+ o[ »[ -1, 1], ® mesurable }

et les ensembles de stratégies :

T'(1) = {a: N () - M(t)}
AD) = {B:M(1) > N (1)} .
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Les fonctions valeur supérieure et inférieure s’écrivent donc :

v(x,y)= mf sup P (¥(.),B(¥)(.))
BeA(0) Ve M©O)

u(x,y) = sup inf P, (a(P)(.), P(.)).
aeT(0) deN(0)

®

Avec les mémes techniques que pour les jeux de poursuite, on démontre
aisément que ces fonctions valeur vérifient la programmation dynamique.

PROGRAMMATION DYNAMIQUE. — Pour tout v =0 et quelle que soit la
condition initiale (x,y) € R xR™*, u et v vérifient :
v(x,y) = inf sup {vatp+o(x(tAty),y(TAts))}
B eA(0) ¥e M(0)
®

u(x,y) = sup inf  {tatp+u(x(maty),y(vntp))} .
ael(0) ®eN(0)

Regardons maintenant la régularité de ces fonctions valeur.

PROPRIETE 2 :

VxeR,yeR* =su(xy)=sQ@Bk+1)y+k|x|

4
p)
gsu(x,y)s(3k+1)y+k|x|

et les fonctions valeur u et v sont localement lipschitziennes.
Démonstration : Quels que soient les controles ¥ et @ on a:
-2=y(t)=-1 et —-3= x(t)=3

en intégrant de o a #;, on a:

<

s=<ty=sy et -3t +x=sx(fy)<3t;+x

N

d’ou:
V@)L T() F=<Py(¥(), @)=y +kBy+|x])

on obtient donc la majoration des fonctions valeur.

Pour démontrer que les fonctions valeur sont localement lipschitziennes,
notons d’abord qu’elles sont symétriques par rapport a ’axe x = 0 ; il suffit
donc de les étudier sur R* x R*. Soient (x;, y,) et (x,, y,) deux éléments
de R* x R*, pour tout & > 0 il existe une stratégie & € I'(0) et un contrdle
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® e N(0) tels que:
u(x,y;)< inf P, ,(&(P),P)+e=<P,,(a(P),P)+e
®e N(0)
u(x,y,)= inf P, (38(®),®)=P,,, (a(P),P)-¢
®eN(©)
d’ou, si on pose
tfl = tf(.xl,yl, &(‘D), (D) et tfz = tf(xZ, Yo &(‘D), @)
u(x, y1) —u(x,yy) sty —ty,+2¢. (10)
Supposons que #; >, alors:
r -
Yy = 2—|<I>(s)|ds
0
n —
yir=y+ —l¢($)l+2ds.
'
Comme 0 < |®(s)| <1 on a:
tfl_tf2sy1_y2s2(tfl_tfz)' (11)

D’autre part :

[t - - -
x(t;) =x+ | 277 &(®)(s) + B(s) ds
JO
(12 -G - = =
x(t) = x + 2e a(DP)(s) + ®(s) ds
Jo

KNS g =
+ 1 ' 2e (D) (s) + D(s) ds .

o tfz

Notons que Vs <1, :

71(8) = y2(8) =y, —»2
le—JH(S)_ e—)’z(S)I < Iyl _y2|

et comme |&((f>)(s)| <let |®(s)| =<1:

|X(tfl) _x(tf2)l = |x; — x| + 215,y = y2| + 3y, —1y)
|X(tf]) —x(tf2)| = |x1 —X2| + (2 tf2+ 3)|y1 —y2|
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et si de plus #;, = ¢, on obtient :
|x(tr) = x(tp) | < |1 =3 + @+ 3) -2 5
ce qui peut se résumer par la majoration suivante Ve =0 :

lu(xl,yl) - u(szaJ’2)| =
sk|x;—x| + (k(t,+ ;) +3k+ 1) |y, —ys| +2¢
ce qui donne bien u localement lipschitzienne.

Regardons maintenant I’équation d’Isaacs associée a ce jeu, donnée par le
théoréme suivant :

THEOREME 3 : Le jeu vérifie la condition d’Isaacs, les deux fonctions
valeurs sont donc solutions de viscosité de la méme équation :

H*(y,Vw) =H (y,Vw) =

= max min {2%—2‘Pe""-"5—vg— <M+<ba—w>—l}
(@ <1 |¥| <1 ay 9x oy ox

28 -y
ay

a—w|+max(0,|a—w —?ﬁ>—1=0surRxR*
ox ox oy

(12)
w(x,0) = k|x]| pour x € R

ou, avec le changement de variable W =1 — e~ ", de I’équation :

+ max (0,!ﬂ/ —ﬂ) —1=0swrR xR*
0x ay

W(x,0) =1—e kI~ ourxeR.
(13)

La technique de démonstration est exactement la méme que pour les jeux
de poursuite.

w22 5oy
oy

aWI
0x

2.2. Solution continue de I’équation d’Isaacs

THEOREME 4 : Soit u, v continues de R x R* dans R, bornées, et telles que

lim u(x,y) = lim v(x,y) = 1. On suppose que u et v
| x| +]y] -+ | x| +|y] -+

sont respectivement sur-solution et sous-solution de viscosité de (12), alors :

sup (u—v)(x,y)<0.
R xR*
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Démonstration : Supposons bien sir que :

Y = sup (u(X,J’)—v(X,J’))>0-
R xR*

On pose :

1
m(xl’yI’XZ’yZ) :u(xl’yl)_v(-xbyZ)_2_2 (le —)C2|2+ lyl —y2'2)=
€

et donc pour tout (x,y)e R xR™* :

u(st’)_v(xay)sWE(X,)’,an’)S sup (We(xlay13x2’y2)),
RxR* xRxR*

c’est-a-dire :

Y= sup (We(xb Y1 X2, y2))
RxR* xR xR*

et comme lim W, (x1, ¥1, X3, ¥2) =< 0 le maximum est
|x ]+ Inl+ x|+ |»n]| -+

atteint en un point (X, y;, X, ;) ou:
Y= M(X_I, )71) - U(fl’ }71)

- - - = 1 — —
+ v (X, J’1)—”(X2,}’2)—Z5 ('fl—lez+ iJ’1 —J’2|2)
- = _ — 1 _
s'y+m(|x1—x2|, I}’l*yzl)—ﬁ(lfl“fﬂz‘* |J71—J/2|2)

w étant le module de continuité de v. On en déduit donc que :
|% - %] = Cew(e) et |7 — 7| = Ceo(e).

Utilisons maintenant les hypothéses u sur-solution et v sous-solution au
point (X,, 71, X3, ¥2), on obtient les deux inégalités suivantes :

siy;#0ety,#0

ut 2 |y18—2h| e |x18—2x2| +
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42 |yl—2y2| _Ze—y‘zlxl—2X2| N
+ max (0, ( Iy1—ZJ’2|_ IX1—2x2| >) -1
€ €

€ €
s = - T-% 5y 5
u(xy, 1) — v(x%, J’2)$4|—82— (e M_e yz)scm(e)z

d’ou:

si y; =0, u(x, yy) =v(x, y;) et:
u(X, 1) — v(Xp, ;) < wy(e)

et c’est la méme chose bien siir si j, = 0. On obtient finalement pour tout
e=>0:

Y= u(fl’ j)—l) - U()_C25 J72) = Ck(s) ’
ce qui contredit vy = 0.
Ce jeu est intéressant parce qu’il est possible de trouver une solution

explicite, ce qui permet par la suite de vérifier les schémas numériques.
Dans le calcul de la solution explicite il apparait trois zones :

Zone 3

La zone 1 correspond a un contrdle optimal ® = 0, c’est-a-dire la zone ou

ou ou

la condition | — | = T est vérifiée. En intégrant I’équation (12) avec cette
y

condition on obtient :

u(x,y) =J—£—ke”'+k|x| +k

sur le domaine R x [0, In ( E——ET/_2 ) ]
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En dehors de cette zone, les contrdles optimaux s’écrivent :

® = —sign

— _sign (x), et ¥ =sign lg_i‘cl _ sign (x) .

Les contrOles ne peuvent changer qu’'en x = 0, le probléme est donc de
savoir en quel point la trajectoire optimale va atteindre laxe des
y. Pour une trajectoire partie de (x, y) I’axe des abscisses est atteint en
(0, yy) tel que:

x| =y —yo—2e +2e7 7.

k

La zone 2 correspond a y, < In < Yy

) . En utilisant la programmation

dynamique on trouve alors :

' 1 k 1
-y - - _—
u(x,y) =y(1-k)-2e +k|xl+<k 2)ln(k 1/2>+2k 3

La zone 3 correspond 4 y, = In ( , a partir de (0, y,) la trajectoire

=)
k-1/2
ne peut plus quitter I’axe des y. On a donc:

u(x, y) =y—y0+%(1 +In 2k —1))).

On vérifie aisément que cette fonction est C' sur R* xR*. Pour
x=0c¢et ye [O, In ( -k_ic_l/_i )], le sous-différentiel est: [—k, + k] x
{1/2 + ke™’} et la condition de viscosité est bien vérifiée :

Vee [k, k] 2e %(k—c)+ max (O,c— (%+ke"’)) =0.

En tout point x =0 et ye]ln (k_%i ), + o[, on obtient le sous-
différentiel

[_2(1_1e—y)’2(1—1e—y)} 8 {2—(1_}7”)}

et la condition de viscosité est vérifiée :

Vce [— 1 s L ]
2(1-e7 ) 2(1 —e7?%)

R S

(I-e)

1

—2e7c¢+ max (O,c— _
2(1 —e™ )

)—lsO

u est donc bien solution de viscosité, c’est la fonction valeur du jeu
différentiel.
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2.3. Solution discréte et résultat du schéma

Décrivons d’abord le schéma numérique. La discrétisation de R x R est
la suivante :
Z; = (i Ax,j Ay) = (x;, J’j)
et Zijn = (i Ax,j Ay, n At ) = (x;, ), t,)
ou Ax, Ay, At =0 fixés sont les pas de discrétisation. On choisit ici

Ax = Ay = At. On considére le domaine 6 =R x [0, M] sur lequel la
fonction valeur est lipschitzienne, et I’espace discret correspondant :

Dis = {(i Ax,j Ay),ieZ,jeN,etjAy<M } .
L’ensemble des voisins de (i,j ), nécessaire a chaque itération est :

{G=-3-1); (-2,j-1); G-1Lj—-1); (4,j—1); i +1,j—1);
G+2,j-1); G+3,7-1); (1 -2,j-2); (i-1,j-2); (1,7 —2);
(i+1,j-2); (+2,j-2))

et ’ensemble des valeurs de la fonction discréte en chacun de ces voisins
est :

VU, = {Uj, (i,j) €ind,(ig,j,) et (i Ax,jAy)e Dis}

igJo
alors, le schéma est :

U,-”j=k|iAx|
Uitl=Gc(vup) j=2
Uinl+1 = GI(VUinl)
Uit' = k |i Ax|
avec,
A_1=Ul~n,1’j_]+At
A0=U,-",j_2+Az
Ay =Ul o+ At
A=mln (A—17A0’A+1)
B_1=Q—-e Ul ;_1+e 77Ul _5; 1 +At
BO = (1 —e_y) Ui’tj—Z +€_y U;I_Z,j_z + At
B+1 = (1 —e‘y) U‘~n+l’j_1 +e_inn_1,j_1 + At
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B =min (B_,, By, B, )
Ci=0—-eNU'_ ;1 +e 77U, ;1 +At
Co=Q—-e U _,+ePUl,; o+ At
Coi=Q—-eNU ;1 +e 7 Uy, + At
C =min (C_,C\y C,,)
G(VUZ-) =max (4, B,C )
A, =U!;_+At
At

A0=Ui'tj_1+—2—

A+1 = Uin+1,j__1+At

A = mln (A—I‘JAO!A-FI)

-
|
|

= (1 —e_y) Uin-—l,j—l +e_inn_3gj71 +At
- n - n At
By=(1-e)U!;_+e in_z,j-1 +—2—
B+1 = (1—6”}') U?+1’j_1 +evain41’j_1 + At
B = min (B—IJBO7B+1)

C,II(1—€-y)Uin__1’j_1+€_in"+1’j_1+Al
_ —yrm At
C0=(1—e y)U,-'fj_1+e in+2,j—1+_2—

(I —e DU 1 +e 7 Uy + At

$)
+
Il

C =min (C_,,Cy C, )
G(VUj;) =max (4,B,C).

On peut vérifier que ce schéma peut se mettre sous forme différentielle, et
qu’il est consistant et monotone.

La programmation de ce schéma donne une précision sur la fonction
valeur d’environ 5.10~2 pour un Az = 1/25 (c’est-a-dire pour 150 points en
x et 50 points en y).

CONCLUSION

La caractérisation de la fonction valeur d’un jeu différentiel comme
unique solution de viscosité d’une équation aux dérivées partielles, permet
donc de construire des schémas numériques, et d’obtenir une estimation
d’erreur pour ces schémas.
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De plus, a partir de cette compilation numeérique de la fonction valeur, il
est possible d’obtenir les trajectoires optimales pour n’importe quelle
condition initiale. Et elle donne aussi la stratégie optimale d’un joueur face
4 un autre joueur qui ne choisit pas le contréle optimal.

Les deux problémes académiques simulés par ces méthodes, donnent des
résultats satisfaisants, compte tenu de la puissance de la machine sur
laquelle ils ont été simulés. Mais comment ce type d’approche peut-il étre
mis en ceuvre pour des problémes concrets ? Le danger étant d’avoir a
travailler dans des espaces de grande dimension, par exemple d’avoir a
approximer une fonction valeur de R® dans R ou méme plus; ce qui
probablement pose de sérieux problémes méme sur de trés gros calculateurs.
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