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Communiqué par F. CHATELIN

Résumé. — Les propriétés de stabilité numérique de l'algorithme de Levinson-Durbin (LD)
ont été le sujet de beaucoup de controverses. Pour réconcilier les points de vue divergents, il faut
en réalité prendre en compte le conditionnement du système linéaire Toeplitz considéré [5] [9].
Le but de notre discussion est d'analyser en détail les performances numériques de cet
algorithme, et de conclure sur sa stabilité (résistance aux erreurs d'arrondi).

Pour les matrices Toeplitz symétriques définies positives, Cybenko a établi en 1980 des bornes
inférieure et supérieure au conditionnement, et a montré que l'algorithme est faiblement stable.
Dans ce travail nous proposons d'abord une majoration du conditionnement qui, en plus d'être
plus fine que celle proposée par Cybenko, se généralise au cas indéfini. A l'aide d'une analyse
directe de la propagation des erreurs, nous établissons ensuite une borne supérieure de l'erreur
commise sur la solution calculée et en déduisons que l'algorithme LD est faiblement stable pour
toute matrice fortement bien conditionnée (c'est-à-dire les sous-matrices principales sont aussi
bien conditionnées). A l'aide d'une analyse inverse d'erreur, nous analysons enfin la stabilité
inverse et la stabilité forte de l'algorithme LD.

Abstract. — Numerical stability properties of the Levinson-Durbin (LD) algorithm have been
much debated. Actually, controversies vanish if the conditioning of the linear System considered
is taken into account [5] [9]. The goal of this paper is to analyse in detail numerical
performances of this algorithm, and to corne to a conclusion regarding its stability (robustness
wit h respect to round ing errors).

For positive definite symmetrie Toeplitz matrices, Cybenko has established in 1980 lower and
upper bounds to the condition number, and has proved that the LD algorithm is weakly stable.
Hère, the upper bound proposed is not only more accurate than the one proposed by Cybenko,
but also généralises to the indefinite case. Based on aforward analysis of errors, an upper bound
on the error in the computed solution is derived, and it is shown that the LD algorithm is weakly
stable for any strongly well conditionned matrix (Le. ail its principal submatrices are well
conditioned). Next, based on an backward analysis of errors, a strong inverse stability of the LD
algorithm is proved.

Enregistré en tant que rapport technique IMAG LMC, n° RT94, janvier 1993.
(*) Manuscrit reçu le 5 février 1993, accepté le 30 mai 1994.
(1) LMC, INPG, 46 av. Félix Viallet, 38031 Grenoble Cedex.
(2) Thomson-Sintra, BP 157, 06903 Sophia-Antipolis Cedex.
O I3S - CNRS, 250 av. Einstein, 06560 Sophia-Antipolis.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique 0764-5 83X/95/02/$ 4.00
Mathematical Modelling and Numerical Analysis © AFCET Gauthier-Villars



124 Evariste KAZAMARANDE, Pierre COMON

1. INTRODUCTION

Quand on résoud un problème donné sur ordinateur, généralement de façon
seulement approchée, outre la complexité de calcul de l'algorithme utilisé et
l'espace mémoire nécessaire, on est souvent attentif à la précision des résultats
obtenus. Il est bien connu que cette précision dépend à la fois de la qualité
(stabilité) numérique de l'algorithme et de la nature (conditionnement) même
du problème à résoudre. Ces deux notions, pour l'instant qualitatives, seront
définies en détail dans la Section 2.

Outre l'imprécision due aux incertitudes sur les données, une erreur apparaît
au cours de l'exécution de l'algorithme de résolution. Cette erreur provient du
fait que l'algorithme est nécessairement fini et que chaque opération arith-
métique s'accompagne en principe d'une « erreur d'arrondi ». L'accumulation
de telles erreurs peut très bien fausser grossièrement les résultats. Avec une
analyse explicite de la propagation des erreurs, on arrive à déceler ces deux
sources d'imprécision (imprécision due aux erreurs de données et celle due
erreurs d'arrondi) et à les borner séparément. Ainsi, à partir de l'erreur sur la
solution due aux erreurs de données propagées, on étudie le conditionnement
du problème (comment varie la solution quand les données sont modifiées) et,
à partir de l'erreur due aux arrondis propagés, on peut juger la qualité
(stabilité) numérique des algorithmes et les comparer entre eux. Dans ce
travail, nous nous intéressons aux propriétés de stabilité numérique de l'al-
gorithme de Levinson-Durbin pour résoudre les systèmes linéaires Toeplitz.

On appelle matrice « Töplitz » (du nom du mathématicien allemand Otto
Töplitz), une matrice dont les éléments 7V ne dépendent que de la différence
indicielle / — j . Notons que cette désignation est désormais orthographiée
« Toeplitz » pour des raisons de facilité typographique. La résolution de tels
systèmes intervient comme étape essentielle dans le traitement numérique de
nombreux problèmes scientifiques ou techniques, en particulier dans des
problèmes variés relatifs au traitement des signaux numériques tels que la
prédiction linéaire, l'identification des systèmes, le filtrage numérique, etc..
[18] [12] [17].

De nombreuses méthodes numériques ont été imaginées en vue de cons-
truire efficacement une bonne solution. A l'heure actuelle, il existe beaucoup
d'algorithmes rapides de résolution en O(n2) opérations arithmétiques (en

Oyn \og2 (n) ) opérations pour les algorithmes ultra-rapides) contre O(n3)
opérations pour une matrice arbitraire [17] [12] [23]. Parmi eux, les plus
connus sont l'algorithme de Levinson qui fournit aussi les facteurs de Choleski
de l'inverse T~n

 ] et l'algorithme de Schur qui, lui, calcule les facteurs de
Choleski de la matrice Tn elle-même. Ainsi, en exploitant la structure « Toe-
plitz » de la matrice, on a pu réduire la complexité de calcul de O(n3) à
O(n2) opérations arithmétiques pour résoudre un système linéaie Toeplitz
d'ordre n,
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II reste d'importance fondamentale d'étudier les propriétés de stabilité
numérique de ces algorithmes rapides, et d'évaluer leur robustesse au condi-
tionnement du système linéaire. La détermination de cette précision étant une
tâche difficile, un bon nombre d'ouvrages ou articles ne disent rien sur la
précision des résultats ou réduisent la démonstration à l'avantage de l'une
d'elles par des arguments empiriques et des considérations intuitives. Notre
discussion porte sur l'algorithme de Levinson-Durbin (LD).

Les propriétés de stabilité numérique de cet algorithme ont été le sujet de
beaucoup de controverses. Quelques auteurs affirment que l'algorithme LD a
une performance médiocre en précision, tandis que d'autres le trouvent
acceptable [9], Tous ces points de vue sont accompagnés de résultats expé-
rimentaux. Ces controverses ne peuvent être réconciliées que si le condition-
nement du système associé est pris en considération. Il est en effet possible
qu'un algorithme très stable produise des résultats entachés de grandes erreurs
relatives si le problème est mal conditionné. Il importe de séparer le condi-
tionnement d'un problème et la stabilité numérique de l'algorithme utilisé.
Nous nous proposons ici d'analyser en détail les performances numériques
(stabilité, résistance aux erreurs d'arrondi) de l'algorithme de Levinson vis-
à-vis du conditionnement du système linéaire Toeplitz qu'il résoud.

A cette fin, quelques résultats importants ont été déjà obtenus dans [9] et
[5]:

— Bunch (1985) a montré que les algorithmes basés sur le partitionnement
de la matrice peuvent être instables sauf peut-être si la matrice est symétrique
définie positive [5]. L'algorithme de Levinson est de cette base.

— Cybenko (1980) a établi les bornes inférieure et supérieure a posteriori
du conditionnement des matrices Toeplitz symétriques définies positives et a
prouvé la faible stabilité de l'algorithme LD [9].

Dans ce travail nous étendons d'abord ces résultats de Cybenko au cas
indéfini, et analysons ensuite les propriétés de stabilités inverse et forte de
l'algorithme LD.

Avant d'entrer dans le vif du sujet, nous fixons d'abord dans § 2 le sens des
mots (erreur d'arrondi, conditionnement d'un problème, stabilité de l'algo-
rithme), non seulement pour clarifier la présentation, mais aussi parce que les
solutions se logent déjà dans les termes. L'algorithme de Levinson-Durbin
(LD) est rappelé ensuite dans le § 3.

Dans le § 4, nous établissons une majorante (meilleure que celle proposée
dans [9]) du conditionnement de toute matrice Toeplitz symétrique basée sur
la notion de « générateurs ». Nous présentons dans § 5 une analyse détaillée
de la propagation des erreurs aussi bien directe qu'inverse dans l'algorithme
LD. De l'analyse directe d'erreurs, nous établissons que l'algorithme est
faiblement stable pour toute matrice fortement bien conditionnée. Et de
l'analyse inverse d'erreurs, nous déterminons une perturbation (de norme
minimale) sur la matrice initiale pour laquelle la solution exacte du système
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126 Evariste KAZAMARANDE, Pierre COMON

linéaire perturbé associé est la solution calculée par l'algorithme LD. Une
borne de cette perturbation nous permettra de déterminer la classe des matrices
Toeplitz symétriques pour lesquelles l'algorithme LD est stable. Nous termi-
nerons par une discussion sur la stabilité forte de cet algorithme. Nous
montrons que la perturbation <5r(n) convenable sur les données r(n) est solution
d'un système linéaire structuré spécial : la matrice associée est une matrice
« Toeplitz-plus-Hankel ».

2. DEFINITIONS ET CONCEPTS DE BASE

2.1. Notations

Nous adopterons dans cet article des conventions afin de simplifier les
écritures; lorsque x = ( x p ...,xn) (souvent noté (x ) est un vecteur de
dimension n, nous noterons par x le vecteur (x0, x) de dimension n + 1, où
x0 est fixé dans le contexte. On désignera par x* une valeur approchée de x et
par x la valeur calculée de x, c'est-à-dire le produit du calcul de x en
arithmétique finie. Et par conséquent, x désignera le vecteur (x0, x).

Nous noterons également par Ax = x - x (respectivement
Sx = x* — x ) la différence entre la valeur exacte x et sa valeur calculée
x (respectivement sa valeur approchée x*).

Si u est un vecteur de dimension m, on convient de noter i|u||^ sa norme
Lp définie par :

' * . (2.1.1)

Si A est une matrice de dimension m x n, on convient de noter la norme
Lp de A comme suit, pour tout p e N* :

I n ,
\\A\\ = max „ „ . (2.1.2)

'" **° 11*11
On peut vérifier que pour toute matrice A de dimension m x n, on a

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUR L'ALGORITHME DE LEVINSON 127

Cette norme est une norme d'opérateur linéaire, et vérifie par conséquent
l'inégalité de composition :

H A * H, «S IIA 1 1 , 1 1 * 1 1 , , V / > > ( K ( 2 . 1 . 4 )

Dans la suite de notre article, nous utiliserons essentiellement la norme 1 et la
norme infinie, qui sont d'ailleurs liées par la relation suivante [11] :

I |A| | ,= | |A ' |L . (2.1.5)

Lorsque dans une somme ou un produit, le premier indice est strictement
supérieur au dernier, alors la somme vaut 0 et le produit vaut 1 :

et f i 0(«) = 1, si n<m. (2.1.6)
i = m

2.2. Représentation des nombres en machine et erreurs d'arrondi

Dans la plupart des systèmes informatiques, les calculs numériques sont
effectués avec une arithmétique à virgule flottante. Tout nombre réel x est
représenté sous la forme

x = m.fi\ m = ± 2 r f i ^ ~ i ' 0 ^ 4 < / ? (2-2.1)
i= 1

où le réel m et l'entier e sont appelés respectivement la mantisse et l'exposant
du nombre considéré x, et fi est la base de numération. Dans la pratique, la base
fi est égale à deux, à une puissance de deux, ou à dix (les calculettes). Ce
système de numération présente quelques inconvénients :

• d'une part, l'exposant e est limité à un intervalle de la forme
[—M,N]. Cette limitation sur l'exposant a pour conséquence que l'on ne
peut représenter que des nombres réels compris en valeur absolue entre
/T M~l et fiN, sinon on dit qu'il y a dépassement de capacité {overflow), ou
remplacement par zéro des nombres trop petits en valeur absolue {underflow) ;

• d'autre part, la mantisse m comporte un nombre fini t de chiffres, appelé
longueur de la mantisse. Ainsi apparaissent les erreurs d'arrondi. Elles
proviennent simplement du fait qu'une machine n'est capable de conserver,
pour chaque nombre manipulé, qu'un nombre fini t de chiffres. Par exemple,
si l'on travaille avec 10 chiffres, le nombre n sera remplacé par 3,141592653 ;
dans cette approximation, une erreur de l'ordre de 6.10" ' est commise et va
se propager dans la suite des calculs.

Pour majorer ces erreurs, nous avons à notre disposition le théorème
classique suivant :
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128 Evariste KAZAMARANDE, Pierre COMON

THÉORÈME 2.2.2 : Si on fait abstraction des phénomènes d'overflow et
d'underflow, dans l'arithmétique FP(f$, t,c) à virgule flottante en base /?, t
longueur de la mantisse (précision machine) et c la technique df arrondi
(chopping ou rounding), tout nombre réel x (non nul) est représenté en
machine avec une erreur relative bornée par Vunité d'arrondissage
eM = pj3 ~\ avec p=l ou p — 1/2, selon la technique d'arrondi mise en
œuvre (chopping ou rounding).

En effet, pour tout réel x, il existe un et un seul entier e tel que
pe~ =£ |x| < 0e. Soit fl(x) le nombre machine le plus proche du réel x. Il
est clair que \x-fl(x)\ ^ pfi*"' avec p ~ 1 ou 1/2, selon qu'il s'agit du
chopping ou du rounding. Puisque fie~ l ^ |;c| < /T, il en résulte que Terreur
relative sur x est

\x~fl(x)\

En d'autres termes, s'il n'existe pas d'overflow ni d'underflow, et si la
machine arrondit correctement, alors on aura

fl(x)=x(l+s) avec | e | ^ c M . (2.2.4)

On constate que l'erreur relative commise en représentant x par fl(x) est
inférieure à eM. La quantité eM est (selon Wilkinson) le plus petit nombre
machine tel que 1 T G M ^ 1, et est souvent appelé l'erreur machine ou
« l'unité d'arrondissage ».

Le fait de travailler en virgule flottante rend l'arithmétique inexacte en
principe. Lors d'une opération arithmétique sur deux nombres stockés en
machine, le résultat ne sera en général qu'une approximation puisqu'à nou-
veau, on ne retiendra pas (sauf dans certains cas) toutes les décimales
que donne l'opération exacte. Chaque opération arithmétique
( + 9 x , — , / ) s'effectue en principe avec une certaine erreur, et on montre
que cette erreur est bornée relativement par l'unité d'arrondissage eM.

En règle générale, pour réaliser les fonctions les plus courantes, le système
simule des fonctions machines réalisées au moyen de matériel ou de logiciel.
Les fonctions machines les plus élémentaires sont les opérations arithmétiques
de base ( + , — , x , / ) et les fonctions élémentaires courantes telles que
v^ log, e, fonctions trigonométriques de base et leurs inverses. Cette simu-
lation est rarement parfaite. Même si x est un nombre machine, f(x) n'est pas
en général un nombre machine, de sorte que le mieux que l'on puisse espérer
est que f(x) =fl(f(x)). Cependant, on peut postuler [14] que :
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Postulat : Les fonctions machines sont évaluées avec une erreur relative
bornée, c'est-à-dire qu'il existe un nombre positif'e^, appelé constante d'erreur
de ƒ tel que

f(x)=f(x)(\+Ef(x)) avec \eÂx)\ ** ef. (2.2.5)

Autrement dit, l'erreur relative est majorée :

\pÂx)\ ^ £ƒ, Vx G domaine de définition d e / . (2.2.6)

Une fonction machine ƒ sera dite « idéalement réalisée » si ef ^ eM. Sur
plusieurs ordinateurs modernes, les opérations arithmétiques de base sont
idéalement réalisées et les fonctions élémentaires sont souvent presque idéa-
lement réalisées aussi longtemps que f{x) ^ 0 ; le cas f(x) = 0 étant
toutefois aussi admis pour les nombres machines.

2.3. Modèles de propagation des erreurs

Soit x* une valeur approchée pour une quantité dont la valeur exacte est x.
Seule x* est en général accessible. Un problème fondamental en analyse
numérique est de savoir dans quelle mesure une erreur (par exemple d'arrondi)
introduite à un endroit donné dans le calcul affecte les résultats ultérieurs.

Supposons que l'algorithme commence avec un ensemble fini de données
tQ = (xp x2, ...,*„) et produit alors, selon quelques prescriptions mathéma-
tiques, une suite finie de quantités tv t2, ..., tT,A, avec

(A ) to= (x p x2, ..., xn ) = les données d'entrées du problème ,

h =ƒ*( 'P h -> h-1 ; xv -> *„)> * = !» •••' T(A ) '

où fk est une fonction machine, kv(i) variables et définie de Rv<^k) dans IR, et
T(A) G N. Un algorithme mathématique peut donc être représenté par le
système dynamique discret (A ). Naturellement, dans plusieurs cas, un ou deux
arguments apparaissent explicitement dans fr Le résultat désiré est soit le
tT(A^ final, soit plusieurs tk, soit tous les tk.

Si cet algorithme est exécuté sur une machine, outre la difficulté que les
entrées t0 doivent être remplacées par des nombres machines t0, l'ordinateur
n'exécutera pas correctement l'algorithme (A). En effet, il générera les
nombres machines tv t2,..., tT(A) définis par le système (Â) :

(Â ) tQ = (xp x2, ..., xn) les données machines d'entrées du problème

'*=ƒ*( '] . '* •».'*-i \xv^xn), k= l,..
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où fk est une fonction simulantfk. Le système (A ) représente Fimage machine
de l'algorithme (A). Le problème du contrôle de l'erreur se présente alors
mathématiquement de la manière suivante :

contrôler (tk — tk) , en particulier pour k = T(A ) .

Les méthodes d'évaluation d'erreurs d'arrondi, bien que peu unifiées et la
plupart du temps empiriques, peuvent se répartir dans deux classes : les
méthodes probabilistes et les méthodes déterministes [10]. Seule l'approche
déterministe, en particulier par majorations récursives d'erreurs, retiendra
notre attention. Nous nous intéresserons donc à majorer Terreur affectant le
résultat final, à partir de majorations d'erreurs apparaissant dans les différentes
étapes du calcul. Le but est d'estimer (et de proposer une majoration de)
|| tk - tk ||, où || . || est une norme quelconque. Il faut donc étudier comment
les erreurs se propagent d'une étape k - 1 à l'étape k par la fonction
élémentaire associée fk.

Pour les opérations arithmétiques, on a

A U + >>) =Ax + Ay+(x + y)e+ et Px+y= ~^PX + ~^Py + ̂  i C 2 - 3 - 1 )

A ( x - y ) =A*-Ay + (jc-;y)£- et px_y= j^px - ~ P y + fi" ; (2.3.2)

A(xy) =ybx + xl±y + (xy)E* et Pxy =px + Py + e*; (2.3.3)

A(x/y) =lAx-4A3 ;+(^v)£ /et Px/y = p x - P y + e
/. (2.3.4)

Ces opérations étant idéalement réalisées, on aura \a\ < EM pour l'une
quelconque d'entre elles. L'accumulation de telles erreurs d'arrondi peut très
bien fausser grossièrement les résultats.

Parmi les méthodes d'analyse explicite des erreurs, les plus couramment
utilisées sont :

• L'analyse classique usuelle proposée par Wilkinson [24] [25], Elle
consiste à remplacer explicitement dans l'algorithme la valeur exacte d'une
quantité x par sa valeur calculée x — x( 1 + px), où px est l'erreur relative
sur x, puis d'effectuer l'expression de sorte que résultat final S s'écrive sous
la forme: S = S(l + E) ; E sera alors Terreur relative sur le résultat S.

m Une autre méthode est celle de l'analyse par graphe (process graph)
proposée par Bauer [2]. Elle consiste à représenter un algorithme par un
graphe orienté dont les nœuds correspondent soit aux données, soit aux
résultats intermédiaires ou dinals. Le nœud t. est lié au nœud tt par une branche
si le résultat correspondant au nœud t. est un opérande de fonction élémentaire
qui produit le résultat correspondant au nœud tr Chaque branche et chaque
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nœud est pondéré par le coefficient de propagation d'erreur, et la constante
d'erreur de la fonction correspondante, respectivement. Pour obtenir la contri-
bution totale des erreurs, on multiplie tous les coefficients de propagation
d'erreur le long des différents chemins et on fait la somme.

2.4. Conditionnement d'un problème

Soit ƒ une fonction de Ed dans Es, où Ed et Es sont des espaces (resp. des
données et des solutions) normes sur U et considérons le problème du calcul
de y = / (x) à partir des données x. En pratique, les données sont très souvent
tirées de mesures physiques ou sont le résultat d'autres calculs. Elles sont donc
généralement d'une précision limitée. La question qui se pose alors est de
savoir dans quelle mesure les résultats du calcul seront sensibles à de légères
modifications des données. Si une petite perturbation des données induit un
changement important des résultats, il est douteux que les résultats obtenus
puissent être fiables. On parle alors de problème mal conditionné. Avant de
mettre en œuvre un algorithme, il importe de prévoir des tests permettant de
déterminer si le problème abordé est mal conditionné.

Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux problèmes bien posés,
c'est-à-dire que la solution y = / (x) existe, est unique et dépend continûment
des données. Soulignons que les problèmes mal posés nécessitent des tech-
niques de résolution avancées (compliquées). Penser par exemple aux systè-
mes linéaires singuliers.

Notons: x* les données perturbées du problème, y=f(x) la solution
exacte (théorique) du problème, et y* = /(x* ) la solution exacte du problème
dont les données sont perturbées.

On aimerait que la quantité y* =ƒ(**) soit aussi proche que possible de
/(x ). Mais certains problèmes souffrent du passage de x à x*. Pour caractériser
la sensibilité de la fonction ƒ on suppose qu'elle soit différentiable. Dans ce
cas, si x est changé en x-h dx, alors y~f(x) est perturbée de
dy =f(x) dx. La grandeur ||ƒ'(*)!! décrit au premier ordre le conditionne-
ment d'un problème au point x, et est appelé « condition number » en anglais,
mais simplement « conditionnement » en français. Le conditionnement absolu
au point x, noté ici par Kabs(/,x), est donné par la norme de la matrice
jacobienne de ƒ (de Rn dans (Um) :

df;(x)\ II
- ^ ~ ) , 1 ^ i ^ m, 1 ^ j ^ n , (2.4.2a)

et

II Ay II * *abs(/> x ) || Ax || + O( || Ax ||2 ) . (2.4.2*)
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Le problème est bien conditionné au point x si le conditionnement est petit,
et mal conditionné si ce nombre est grand.

Dans certains cas, il est plus convenable de comparer les erreurs relatives
des données et des résultats. Alors, il est approprié de considérer le « condi-
tionnement», noté *cre](/, x) :

(2.4.3a)

et

O(I|A*||2) avec ^ = JM f / , y = J!M (2A3b)

Cas de la résolution de systèmes linéaires
Lorsque le problème à résoudre est un système linéaire Ax = b, le résultat

(2.4.3) prend la forme du théorème suivant [11].

THÉORÈME: Si Ax = b et (A + AA)(x + Ax) = b + Ai, où A est

prégulière et \\AA\\ \\A IL < 1> alors A + AA est aussi régulière et

(2-4.4)

Le facteur K (A ) = \\A \\p\\A
 11| ? est appelé le « conditionnement » de la

matrice A, et mesure la variation relative de la solution x vis-à-vis des
variations relatives des données A et b. On dira qu'un système linéaire est bien
ou mal conditionné selon que le conditionnement de la matrice associé est
« petit » ou « grand ». Les propriétés de K (A ) peuvent être trouvées dans la
littérature ; notons simplement ici que K (A) 2= 1.

Remarque ; Le conditionnement d'un problème, ne faisant aucune mention
sur l'algorithme de résolution utilisé, est donc une propriété purement ma-
thématique du problème, qui n'a rien à voir avec l'arithmétique finie de
l'ordinateur, ni avec l'algorithme de résolution utilisé. Il est indépendant de
tout algorithme choisi pour le résoudre, et s'évalue en arithmétique exacte.
Elle existe dans le problème avant même que celui-ci soit résolu numérique-
ment. C'est pourquoi d'ailleurs on l'appelle parfois la stabilité mathématique
du problème [10].
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2.5. Stabilité numérique d'un algorithme

Si un algorithme est exécuté sur une machine, même si les données
d'entrées étaient des nombres machines, l'ordinateur n'exécuterait pas exac-
tement l'algorithme mathématique. A chaque pas de l'algorithme, la fonction
élémentaire associée engendre une erreur d'arrondi qui se propage dans la
suite du calcul. Il est clair que l'accumulation de telles erreurs, appelées ici
erreurs d'arrondi-propagées, dépendra de la décomposition du problème en
fonctions élémentaires, c'est-à-dire de l'algorithme. Deux algorithmes mathé-
matiquement équivalents (c'est-à-dire associés au même problème) peuvent
fournir des résultats numériquement différents. La notion de stabilité permet
déjuger la qualité numérique des algorithmes et de les comparer entre eux. Un
certain nombre d'approches existent, et sont bien exposées par exemple dans
[8b]. Pour notre propos, les deux définitions générales suivantes seront suf-
fisantes, mais il faudra les adapter ensuite au cas des systèmes linéaires
structurés.

Stabilité directe
Plus généralement, on dira qu'un algorithme est stable au sens direct

(forward stable) pour les données x si la solution calculée y = f(x) est proche
de la solution exacte y = / ( x ) ,

f(x)=f(x) + Av M, || *DxeM, (2.5.1)

où D} est une constante « pas trop grande » et eM l'unité d'arrondis s âge. Par
opposition, l'instabilité numérique est présente si ces erreurs intermédiaires
ont une très grande influence sur le résultat. Un algorithme est numériquement
plus stable qu'un autre pour calculer/(x) si l'erreur finale due aux erreurs
d'arrondi-propagées est plus faible.

Stabilité inverse
Par opposition à l'analyse directe d'erreurs (forward analysis) qui consiste

à borner la différence ƒ(x ) - / ( x ) , une analyse inverse (backward analysis)
d'erreurs, introduite par Wilkinson, consiste à écrire la solution calculée
/ ( x ) comme la solution exacte/(x*) du problème (exact) pour les données
perturbées x*.

DÉFINITION 2.5.2 : On dira qu'un algorithme est stable au sens inverse
(selon Wilkinson) pour une classe X de données si Vx e X, 3x* proche de x,
tel que / ( x * ) = / ( x ) . C'est-à-dire que la solution calculée / ( x ) est la
solution exacte f (x) du problème pour des données « légèrement » modifiées
x* = x + A2 :

/ ( x ) = / ( x + 4 ) , \\A2\\ ^D2eM,
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où D2 est une constante « pas trop grande » (relativement petite par rapport
à I I J C I I ) .

Dans cette dernière analyse, on se contente souvent d'un algorithme lorsque
l'effet des erreurs d'arrondi qu'il propage sur la solution est du même ordre
de grandeur que l'effet de certaines modifications (considérées comme petites)
dans les données.

La stabilité inverse ne garantit donc pas à elle seule une solution précise,
mais on peut constater que

ƒ(* )=ƒ(* )+ Kabs(/,*)^'2,M /
2il <D2eM+o(e2

M); (2.5.3)

la solution calculée est aussi bonne que la solution exacte du problème dont
les données sont modifiées de ||x* — je ||. De l'équation (2.5.3), on déduit que
la précision || y — y || des résultats dépend à la fois du conditionnement du
problème et de la stabilité numérique de Valgorithme de résolution.

Résolution des systèmes linéaires
Pour la résolution d'un système linéaire Ax = b, où A € MnXn et

b G 1R", le concept de stabilité peut être défini de diverses façons. Nous avons
relevé les quatre définitions ci-dessous.

DÉFINITION 2.5.4 (Wilkinson) : Un algorithme conçu pour résoudre
Ax = b est inversement stable (au sens classique) pour une classe de matrices
A si VA e A et V£, la solution calculée x satisfait A* x = fr*, pour A* et
b* proches de A et b, respectivement.

Dans cette définition, on s'intéresse à borner les différences

I|A-A*|| \\b-b*\\
etU\\ \\b\\

et on se contente de vérifier que ces bornes sont « assez petites ». Mais que
veut dire « assez petit » ? Cette notion est relative à la précision des données
et celle que l'on veut avoir sur la solution puisque

K ( A ) , . . H A | |
^dYiT^P^Pb) ou pA=-ï^r et Ph =

Noter qu'il n'est pas nécessaire que A* soit dans la classe A et que x soit
proche de x. Cependant dans certains problèmes physiques, il est pourtant
nécessaire que A* soit issue d'une classe A bien définie pour que la définition
de stabilité ait un sens physique [6]. C'est ce que précise la définition de
Bunch proposée dans [6]. Afin de pouvoir prendre en compte le cas de seconds
membres structurés, nous avons aménagé la définition de [6] comme suit.
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DÉFINITION 2.5.5 (Bunch [6]) : Un algorithme résolvant un système
Ax = b est fortement (inversement) stable pour une classe de matrices A et
de seconds membres B si VA e A et \fb e B, la solution calculée x de
Ax = b satisfait A* x = &*, OM A*e A et b* G B, avec A* proche de A et
fe* proche b (la proximité étant à entendre au sens donné en 2.5.9).

Beaucoup d'utilisateurs sont satisfaits d'un algorithme s'il produit des
solutions précises. Bien sûr, si le problème est mal conditionné, on doit
s'attendre à avoir des difficultés. C'est pourquoi on ne s'intéresse qu'à la
précision relative des résultats pour les problèmes bien conditionnés. D'où la
définition suivante.

DÉFINITION 2.5.6 (Bunch [6]) : Un algorithme résolvant un système
Ax = b est faiblement (directement) stable pour une classe A de matrices si,
pour toute matrice A bien conditionnée dans A et pour tout vecteur b, la
solution x calculée de Ax-b est telle que Verreur relative ||Àx||/||x|| soit
petite.

Quelquefois, on peut se contenter d'un algorithme ƒ si la solution ƒ( x ) qu'il
fournit est « assez proche » de la solution exacte f(x* ) du problème pour des
données « légèrement » perturbées. Ceci rejoint la notion de proximité dans la
stabilité mixée selon Stewart [21].

DÉFINITION 2.5.7 (Stewart [21, p. 76] : Un algorithme ƒ calculant une
solution f (s) en arithmétique finie est dit fortement stable sur S si pour tout
s e S, il existe un s* e S proche de s tel que f (s) soit proche de f(s*).

Cette dernière définition est plus faible que la définition de Bunch donnée
plus haut, puisque la solution calculée n'est pas forcément égale à la solution
exacte d'un système perturbé, mais est simplement tenue à se trouver dans son
voisinage. Ceci nous conduit à» pour la résolution de systèmes linéaires
structurés avec second membre structuré.

DÉFINITION 2.5.8 : Un algorithme résolvant un système Ax = b est forte-
ment stable (selon Stewart) sur une classe de problèmes {A, b} e A x B si
la solution calculée x de Ax = b est proche d'une solution x* satisfaisant
exactement A* x* = è*, où A* e A est proche de A, et b* & B est proche de
b.

DÉFINITION 2.5.9 : Par « a proche de b », on entendra
\\a — b\\ ^ p(n) cM> où p(n) est un polynôme connu en n et eM l'unité
d'arrondissage. Cette définition est standard, celle adoptée par exemple dans
[25], [11].

Pour simplifier les terminologies, nous adopterons dans la suite les notations
suivantes :

« W-stable » pour inversement stable au sens classique de Wilkinson,
conformément à (2.5.4).

« B-stable » pour fortement stable selon Bunch, conformément à (2.5.5).
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« F-stable » pour faiblement stable selon Bunch, conformément à (2.5.6).
« S-stable » pour fortement stable selon Stewart, conformément à (2.5.8).

Observations
Remarquons les propriétés suivantes :
La B-stabilité entraîne la W-stabilité, qui implique à son tour la S-stabilité

et la F-stabilité. (2.5.10)
Pour montrer qu'un algorithme est instable, il suffit d'exhiber une matrice

bien conditionnée pour laquelle l'algorithme fournit une mauvaise solution
(imprécise). (2.5.11)

Les algorithmes W-stables pour les matrices symétriques sont aussi
B-stables pour cette même classe de matrices (Bunch et al. [8]). (2.5.12)

3. ALGORITHME DE LEVINSON-DURBIN

Comme le nom l'indique, l'algorithme a été introduit la première fois par
Levinson, en 1946, pour résoudre les systèmes linéaires à second membre
quelconque, et puis a été reformulé par Durbin pour résoudre rapidement un
système linéaire à second membre particulier (équations normales de Yule-
Walker) :

n) où a(n) =

\ r »

(3.1)

et où Tn_x est la matrice Toeplitz de taille n :

T —
1 n - l *

rn-i -

... V, \

1 /

. ^ 0 = 1 (3.2)

D ' o ù le nom d'algori thme de Levonson-Durbin (LD). Nous pouvons de façon
équivalente considérer le système linéaire ( n + l ) x ( n + l ) suivant:

r« ö = °* «i . (3-3)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



où nous avons posé

SUR L'ALGORITHME DE LEVINSON 137

1 \
o

\ o /

, <j=\+aw'rMet ?"> =
„(«)

(3.4)

L'algorithme est recursif en ordre sur les coefficients de prédiction linéaire
a\n) et basé sur les propriétés de déplacement et de centro-symétrie des
matrices Toeplitz. Il est donné par

Algorithme de Levinson-Durbin (cas symétrique) (3.5) :

Pour / = 1 a n faire

a(
0
0)

w =

k . = - •
w,

ai-\

= ^- , (1-*?)
(pourj = 1 à i - 1 )

= * ,

Les quantités intermédiaires kt, l ^ i ̂  n, reçoivent des interprétations
variées dans la littérature. Elles sont souvent appelées paramètres de Schur,
coefficients de corrélation partielle, ou coefficients de réflexion, respective-
ment dans le monde mathématique, statistique, et des sciences de l'ingénieur.
A cause de leur interprétation physique usuelle, les coefficients kt seront
appelés coefficients de réflexion dans la suite du travail. Nous appellerons la
quantité at « résidu de prédiction d'ordre / ».
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L'algorithme que nous avons l'habitude d'utiliser lorsque le second membre
est arbitraire, est en réalité une adaptation de l'algorithme de Levinson-Durbin.
La solution est donnée par 1*exécution d'une instruction supplémentaire après
le calcul de a0 ) dans (3.5) :

i- 1

r/fl<'-»i
i J* - \ n \+*\ , I avec " 1 = — ^ ' < 3 - 6 >

où J désigne la matrice « anti-identité » inversant Tordre des lignes et b le
second membre. Cet algorithme résoud en réalité simultanément les deux
systèmes linéaires Tn_x a(n) = - r°l) et Tn_l x°l) = b(n\

L'algorithme de Levinson-Durbin fonctionne tant que les résidus ai sont
non nuls, ce qui reste vrai tant que \k(\ ^ 1. Nous ferons donc cette hypo-
thèse :

at * 0, |jfc.| * 1 . (3.7)

On peut montrer que l'algorithme de Levinson réalise une factorisation de la
forme suivante :

T~ l = An SI l A\ avec Sn = Diag {a0, av ..., an} et a0 = r0 , (3.8)

et où An est triangulaire supérieure. Ce type de factorisation est souvent appelé
« factorisation de Crout ». La matrice An est alors composée des coefficients
de prédiction successifs :

/ l a™ ... a[n)\

A =
1 £,<">

\

Autrement dit, la Même colonne de An est Ja(l) complété par des zéros, avec
les notations définies plus haut.

Lorsque Tn est définie positive, la matrice Sn ne contient que des éléments
positifs, et (3.8) n'est autre qu'une factorisation de Choleski T^ \ normalisée
par Sn. Si Tn est définie positive, nous avons donc en outre :

<T.>0 et |jfe.| < 1 . (3.10)
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La condition (3.10) constitue le test de Schur-Cohn de stabilité du filtre
construit à partir des coefficients a. de prédiction linéaire [18]. Attirons
l'attention du lecteur sur le fait qu'il existe deux factorisations de Choleski
possibles, et que Cybenko n'utilise pas la même que (3.9) dans [9]. En
particulier, il utilise T~n

 l = Cn D~n
 l C'n, avec Cn = JAn J et

D' ' =JS:1 j .

4. CONDITIONNEMENT DES MATRICES TOEPLITZ SYMÉTRIQUES

Nous avons vu en (2.4.4) que le conditionnement d'un système linéaire
Tx = b fait intervenir les normes des matrices T et T^ , alors que seule la
matrice T est donnée. Dans cette section, nous allons proposer une borne à la
norme de T~ l ne faisant intervenir que des quantités accessibles avant ou
pendant l'exécution de l'algorithme de résolution. De ce fait, le conditionne-
ment sera disponible dès lors que la solution finale aura été calculée. Notre
borne est basée sur la notion de « générateurs ».

4.1. Générateurs d'une matrice Toeplitz symétrique et de son inverse

Définissons la matrice de déplacement suivante

°\
(4.1.1)

1 0/

Une prémultiplication par Z a pour effet de déplacer les lignes vers le bas,
tandis qu'une postmultiplication par Zr décale les colonnes vers la droite. Il est
alors facile de voir que dans la matrice

VTn = def Tn ZTn Z
f , (4.1.2)

seules les premières ligne et colonne sont non nulles. Cette matrice est donc
de rang au plus deux, et peut donc être construite à l'aide de deux vecteurs,
communément appelés « générateurs ». Si nous notons r la première colonne
de T, alors les vecteurs r et Zr sont des générateurs. La matrice VT s'écrit en
effet :

Vrn = ~r - Zr? Z*.
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A l'aide de (3.8) et (3.9), on peut montrer que les vecteurs

\

et

/ o \
a

\*\n)i

O

/a ( n )

sont des générateurs de 7" , et que la matrice VTn s'écrit alors

(4.1.3)

n
(4.1.4)

Après examen de l'expression T~n — ZT~n
 ] Z\ on constate que T~n

 1 peut être
reconstruite facilement à partir de VT~n

x \ plus précisément, puisque Z est
nilpotente nous avons :

(4.1.5)
1 = 1

En combinant (4.1.4) et (4.1.5), nous obtenons la décomposition parfois
attribuée à Gohberg et Semencul :

(4.1.6)

où Lj et L2 sont les matrices triangulaires Toeplitz ayant pour première colonne
QX et g2, respectivement. Notons pour terminer que l'expression (4.1.4) à

(4.1.6) se généralisent à une classe plus large de matrices structurées que celle
des matrices Toeplitz, mais ceci sort du cadre de notre propos.

4.2. Conditionnement

Considérons une matrice Toeplitz symétrique dont la première ligne est
(1 rv ..., rn), et admettons que |r.| ^ 1. Alors la majoration de sa norme
Ll est évidente, d'après (2.1.3) :

^ ( n + l ) m a x | r . | = n + l . (4.2.1)
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D'autre part, la décomposition de Gohberg-Semencul (4.1.6) va nous per-
mettre de majorer la norme de la matrice inverse grâce à (2.1.5) :

^ H ^ U - (4-2.2)

Or d'après (4.1.3),

1 1 ^ , 1 1 , = 1 1 ^ 1 1 , = 1 1 0 , 1 1 , = I I ? " 0 » , e t 1 1 ^ 1 1 , = 1 1 ^ » ! = l l a ^ l l , .

Il vient donc la majoration :

\ \ T - n
1 \ \ l ^ j ^ { \ \ â ( n ) \ \ 2

] + \ \ a M \ \ ] } . (4.2.3)

Le conditionnement peut donc être borné par :

D'après (3.5), le vecteur a s'exprime aussi récurcivement en fonction des
coefficients de réflexion :

de sorte que, puisque a(0) = 1 :

\\aM\\p^ II (1 + | * J ) , Vp>0 . (4.2.6)

La borne (4.2.4) peut donc s'écrire aussi uniquement en fonction des coeffi-
cients km. Ce qui constitue la généralisation du résultat de Cybenko [9] :

(4-2.7)

aux matrices Toeplitz symétriques indéfinies.
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Dans le cas Toeplitz symétrique indéfini, le majorant (4.2.3) de || Tn
 l \\ {

peut être sensiblement plus fin que (4.2.7). Le lecteur pourra vérifier à titre
d'exemple que si (r0, rp r2, r3) = ( 1, 0,999, 0,9, 0,998) et n = 3, alors nous
avons :

(*,, *2, *3) = ( - 0,999, 49,0, 1,04) ,

( av cr2, cr3 ) = ( 0,002, - 4,80, 0,396 ) ,

a(3) = ( 1,04,-2,97, 1,03),

d'où nous tirons d'après (4.2.3) || T~3
5

532,65, alors qu'avec (4.2.7)
nous obtenons

3 ,

1,05 x 105. Dans cet exemple, la valeur exacte
de est 15,26.

Ceci s'explique par le fait que, pour les matrices indéfinies, les coefficients
\kt\ peuvent être très grands alors que la norme \\a || reste suffisamment
petite. Et la majoration (4.2.6) devient irréaliste (i.e. trop lâche).

Contrairement à la borne (4.2.7) (proposée par Cybendo) de || T~n
 11| l basée

sur la factorisation de Cholesky, la borne (4.2.3) est basée sur la notion de
générateurs et exploite mieux la structure Toeplitz de la matrice. Ce qui justifie
la meilleure qualité du majorant (4.2.3) que nous proposons. Outre le fait que
le majorant (4.2.3) est plus fin que (4.2.7), // se généralise au cas indéfini.

OBSERVATIONS

1) II importe de noter que la borne inférieure || crn) \\ {I\an\ de est{ \ n \ ^ l

atteinte pour les matrices Toeplitz circulantes (si (a( ' l) = 7a (n)) et leur
inverse est aussi Toeplitz circulante dont la première ligne est av"\

2) Une matrice bien conditionnée peut avoir une sous-matrice diagonale
Ti mal conditionnée. En effet, puisque

= \(J;\ n
m - t + 1

an\ peut être grand alors que |cr| est très petit. Il suffit que l'autre pro-

duit
m = l+\

\km\(m>i) sont très grands.
Cependant, si la matrice

soit très grand, c'est-à-dire quand les

Toeplitz est définie positive

est toujours inférieur( \km\ < 1, m= 1, ..., n), le produit
m = i + I

à 1 et \an\ ^ |cr̂ | ; et toutes les sous-matrices principales d'une matrice
Toeplitz symétrique définie positive bien conditionnée seront aussi bien condi-
tionnées. Dans le cas Toeplitz indéfini, une matrice bien conditionnée peut
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avoir une sous-matrice principale mal conditionnée (presque singulière). Ceci
confirme le résultat de Bunch [5].

3) L'équation (4.2.7) montre que \an\ mesure la qualité du schéma de
prédiction et, à chaque étape i, le conditionnement s'amplifie par le facteur

Pour la plus petite valeur de |<rj, on doit s'attendre à une imprécision
(essentiellement inévitable) dans la solution calculée due à la nature même du
problème, quel que soit l'algorithme (même stable) de résolution utilisé.

4) Pour les matrices définies positives, le mauvais conditionnement aug-
mente avec la taille de la matrice puisque oi ^ <T(._,. Ainsi, on doit s'attendre
à une grande imprécision sur les coefficients de prédiction linéaire dont l'ordre
est très élevé, quelque soit l'algorithme utilisé. C'est pourquoi on pourrait
condamner à tort l'algorithme de Levinson (qui est pourtant stable, cf. § 5).

5. STABILITÉ DE L'ALGORITHME DE LEVINSON

5.1. Position du problème

II est bien connu que la précision des résultats en machine dépend à la fois
du conditionnement du problème et de la stabilité de l'algorithme utilisé. Dans
le paragraphe précédent, nous venons de discuter du conditionnement des
systèmes linéaires Toeplitz ; et maintenant nous allons analyser les perfor-
mances numériques de l'algorithme LD vis-à-vis du conditionnement du
système linéaire qu'il résoud. Rappelons d'abord quelques résultats importants
déjà connus :

• Cybenko a montré (par une analyse de type inverse des erreurs) que le
vecteur résidu associé aux solutions de Tx — — r calculées par l'algorithme
de LD peut être borné [9] ; l'expression de cette borne est comparable à celle
que l'on obtient dans la méthode de Choleski, connue pour sa stabilité. En fait,
il a prouvé la stabilité faible de l'algorithme LD puisque

l l * - * l l , II A * I I ,
11*11, ^Kp(T) 11*11, '

et il a montré que || Ab \\} est borné (avec b = retp=l) par une expression
« relativement acceptable ». Ceci veut dire que si la matrice est bien condi-
tionnée, la solution calculée par l'algorithme de Levinson a une bonne
précision relative.

• Bunch a montré [5] que les algorithmes basés sur le partitionnement de
la matrice peuvent être instables, sauf peut-être si la matrice est symétrique
définie positive. L'algorithme de Levinson est de cette classe.
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Dans cette section, nous étendons d'abord le résultat de Cybenko au cas
indéfini et discutons ensuite de la stabilité inverse et la stabilité forte de
l'algorithme LD. Deux approches d'analyse (directe et inverse) d'erreurs sont
respectivement présentées.

5*2. Précision numérique des résultats et stabilité faible

A cause de l'arithmétique finie des ordinateurs, les résultats obtenus ne sont
qu'approchés et seront considérés comme complets que s'ils sont accompa-
gnés d'une estimation de leur précision. Une analyse directe de la propagation
des erreurs d'arrondi dans un algorithme permet d'obtenir un majorant de
l'erreur commise sur la solution finale. Bien que cette borne d'erreur soit
souvent irréaliste (i.e. trop lâche) en pratique, elle permet de détecter les
instabilités (numériques de l'algorithme ou mathématiques du problème)
éventuelles, et d'en déduire une classe des données pour lesquelles l'algo-
rithme utilisé est faiblement stable (la solution précise quand le problème est
bien conditionné). Nous présentons ici cette approche d'analyse pour l'algo-
rithme LD.

A l'aide d'une analyse directe de la propagation des erreurs, nous établis-
sons d'abord un majorant de l'erreur commise sur la solution calculée et en
déduirons que l'algorithme LD est faiblement stable pour les matrices forte-
ment bien conditionnées (c'est-à-dire sous-matrices principales sont aussi bien
conditionnées). Ceci étend le résultat de Cybenko au cas indéfini.

Pour ce faire, notons Ax la différence (appelée souvent erreur absolue) entre
la solution calculée x et sa valeur exacte x, et étudions d'abord comment les
erreurs d'arrondi se propagent d'une étape donnée / — l à l'étape suivante i.
Pour i = 1 jusqu'à n, on a d'après (3.5) :

/ - Î

Aw, = 2 r,-, A«;
((" ' ' + a>, = (Jr(-ny Aa°'n + œ,, (5.2.1)

/ = i

M, = -^-(Awi + klAol_l) + r,l,
l — 1

Aa, = ( 1 - k]) Aff,_, - 2 *, (7,_, AA, + y,, (5.2.3)

et pour ,ƒ' = 1 à / — 1, on a

Aa\l) = A a J ' " 0 + fc A a ^ " 0 + a[l~x) Ak + a f
( 0 , (5.2.4a)
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ou encore sous forme vectorielle

{ i J + [ o J <525)

Les erreurs absolues a>(, r\0 yt et a^l) s'écrivent, au premier ordre (c'est-à-dire
(O(c,e,) = 0 ) :

/ - 1 l-\ J

7 = 1 y = 2 m = 1

>7, = * , « , * . ( 5 - 2 . 7 )

Dans les expressions ci-dessus, ey
+, e~ , e} * symbolisent des erreurs arithmé-

tiques relatives, majorées par l'unité d'arrondissage sM = fil~*/2, et engen-
drées respectivement par les opérations +, - et *.

a® Aa

Figure 1. — Graphe de dépendance des variables calculées dans l'algorithme de LD.

En observant les équations (5.2.1) à (5.2.5), on peut remarquer que les
erreurs Akt, Aa , Aai sont localement couplées. Ceci traduit directement les
effets de la dépendance des variables dans l'algorithme (cf. fig. 1) et entraîne
de sérieuses complications pour déterminer un majorant de l'erreur sur la
solution finale a . Pour découpler ces erreurs et obtenir un majorant de
l'erreur Aa sur la solution finale, nous utilisons constamment les lemmes
suivant :
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LEMME 5.2.10: Avec les notations ci-dessus et (pl = col — at__ 1 rj0 on a

avec

Démonstration : Ce résultat est dû à Cybenko ([9], formule (5.11)) dans Ie
cas Toeplitz symétrique défini positif. On peut montrer qu'il reste valide même
dans le cas indéfini. Une démonstration simple et claire est donnée en annexe.
Notons également que Pt pourrait représenter Terreur d'arrondi sur al engen-
drée lors de son calcul par la formule at = 1 + ( r Y a , si cette formule
était utilisée au lieu de o"r_j(l — k*)crl_l pour calculer ar

LEMME 5.2.11 : Soient {xt}[(_ M, { a j l € N, {#} i e ^ des suites réelles positives
vérifiant

Alors

La démonstration est immédiate par récurrence,

LEMME 5.2.12 : Soit {« (} iG ^ une suite réelle positive. On a

(5.2.12a)

et de même

a= I I ( l + a m ) - l . (5.2.12e)
\

La démonstration est immédiate par récurrence.
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Le lemme (5.2.10) permet d'exprimer Terreur Aa sur a uniquement en
fonction de son erreur Aa à Tétape précédente. En effet, à partir de (5.2.2)
et le lemme (5.2.10), il vient que

et la relation (5.2.5) s'écrit sous la forme

+ k' \ + QU) (5.2.13a)

ou

et

La relation (5.2.13) exprime Terreur Aa sur la solution a uniquement
en fonction de son erreur Aa à Tétape précédente et des erreurs Q
d'arrondi-propagées sur a . On en résulte que
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OÙ

(5.2.146)

et

,| + | 0 l | ) + l l « ( l ) l l , . (5.2.15)

Procédons à présent à la majoration de || g ( i ) || r A partir de (5.2.6) il vient que

K l ^ ( | | r ( f 1 ) | L | | a ° I ) | |

Mais puisque

nous pouvons en déduire une première majoration

K | ^ { ( i - i ) l | û < | - 1 ) l l I l l r X | - 1 ) I L + K | } e M

^iü('-lhtiJ'Xl)?^eM, (5.2.16)

en notant que |w,| =S II?'"0!!, ||r(0 |L.
La majoration de l'erreur yt s'obtient à partir de (5.2.8) :

b . l ^ N + fcfk-,!}^- (5-2.17)

La majoration sur a ( l ) se calcule à partir de (5.2.9) et du fait que
l|û(l)ll, « ( l + lfc.Dllfl0""»^!*.!:

l l a ^ H , ^ |*,| l | a < I - 1 ) l l 1 % + ( H a ( l ) l l I - | f c I | ) « M

« | | a ( | - 1 ) | | 1 ( l + 2 | t I | ) c A # . (5.2.18)

En utilisant les inégalités

l*,l lCT,-il = M * l lâ0"0!! , !!^0^, (5.2.19a)

*»k-»l = l*,l k,l ^ ( l + I ^ D I I ^ ' - ^ I I J l / ^ I L (5.2.1%)
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et

+ y r a{l)

on déduit que

Et du lemme (5.2.10), il vient que

\P,\ < IP.- . l + l l ^ 0 ! !

149

(5.2.19c)

(5.2.20)

Par le lemme (5.2.11), la relation (4.2.6) et puis le lemme (5.2.126), on déduit
que

^ 4,-jja + iAj)

n
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II en résulte que

l^il ^ EM{5i + 2) II (1 + | * J ) l |r (°IL, (5.2.21)

et

*j n

\rU)\\\r.M,

^ ( i + | * , | ) ( 5 « - 3 )
m - I

n| m |*J) lk ( 0 |LUM . (5.2.22)

Si nous posons

c^^j^r Wiï'-^W, llP'-^IL, (5.2.23)

et remarquons encore que

| | a ( l ) | | 1 = 2 ( l + | * , | ) | | ? ' - 1 ) | | 1 Ê A , ^ 2 f l (l + \km\)eM, (5 .2.24)
m= ]

nous déduisons, de (5.2,15) à (5.2.24). que

J l ] ( 1 + \km\ )(5 i - 1 ) c,_, \ eM (en notant que c,_, > 1 )

(5.2.25)
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et (5.2.14) devient

151

,0-Di

Par le lemme (5.2.11), on déduit que

°M

i - î

x ( 5 ; - i ) C / _ 1 cu,

i - 1

n

et la relation (5.2.12a) permet de conclure que

m=\
II {l+cm_x)-l . (5.2.26a)

II vient alors que l'erreur relative sur la solution calculée â ( / ) est bornée par

n
n (5.2.266)

Majorant de l'erreur Akt commise sur kt :
De la relation (5.2.2) et le lemme (5.2.10), on a

(5.2.27)
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et, par majoration des normes et les relations (5.2.22) et (5.2.26a), on déduit
que

et

|A*,| « - L . ( 5 i - 3 ) C j # n ( 1 + | * J ) n ' . ( l + c m _ x ) | | 7 '> | | „ . (5.2.28)

ou encore

ÏÏd+IU)
- |k(»|L nn

= 1
(5.2.29)

Majorant de l'erreur\Aat\ commise sur at :
Par majoration des normes dans le lemme (5.2.10), on a

|Aff,| ^ IIAa^ll, l k ( 0 | L + | P , | (5.2.30)

et, de (5.2.26a) et (5.2.21), il résulte que

|Aa,| < (5f + 2)c M f i U + | * J ) FI ( l + c m _ , ) | | ? ° | L . (5.2.31)
m =1 m~\

II vient que l'erreur relative commise sur ât est bornée par

^ n U ( 5 / + 2 ) e M D, II ( l + ^ . j ) , (5.2.32)
| u | 1

OÙ

n o i j )
^ = — nr\ II r ( l ) || „ . (5.2.33)

\ai\

Noter que ci ^ Dt pour tout / 5= 0.

OBSERVATIONS

1) Les majorants (5.2.266), (5.2.29) et (5.2.32) des erreurs commises sur
a , Akr at resteront petits (acceptables) quand tous les cm_ x (m = 1 an) sont
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assez petits. Puisque cm ^ Kx(Tm) pour tout m S= 0, on déduit que l'erreur
relative sur la solution sera petite en particulier pour les matrices dont les
sous-matrices diagonales sont bien conditionnées. De telles matrices seront
appelées ici les matrices fortement bien conditionnées. On conclut que / * al-
gorithme LD est faiblement stable pour toute matrice Toeplitz symétrique
fortement bien conditionnée (même indéfinie).

2) Dans le cas symétrique défini positif, il est bien connu que toute
sous-matrice diagonale principale d'une matrice Tm symétrique définie posi-
tive est mieux conditionnée que la matrice Tm elle-même [5]. Il en résulte que
« fortement bien conditionnée » est équivalent à « bien conditionnée » dans le
cas défini positif, et nous en déduisons que notre résultat généralise celui de
Cybenko [9] au cas indéfini fortement bien conditionné.

Une analyse directe des erreurs permet d'obtenir un majorant de l'erreur sur
la solution, mais elle présente deux inconvénients : d'une part, ce majorant est
souvent irréaliste (jamais atteint en pratique) puisque l'on travaille avec des
majorants des erreurs d'arrondi engendrés à chaque étape de l'algorithme alors
que ces erreurs peuvent se compenser, et d'autre part, on ne sait pas distinguer
l'imprécision des résultats due à l'algorithme et celle provenant du condition-
nement du problème à résoudre. L'analyse inverse d'erreurs nous apporte
quelques éléments de réponse.

5.3. W-stabilité (stabilité inverse) de l'algorithme LD

A l'aide d'une analyse des erreurs d'arrondi, nous venons de démontrer que
l'algorithme LD est faiblement stable pour les matrices Toeplitz symétriques,
non seulement définies positives, mais également indéfinies. Pour prouver sa
stabilité inverse (au sens de Wilkinson), il faut montrer que la solution calculée

= a ex est la solution exacte d'un système perturbé

où la norme de la matrice ôTn est relativement petite. Et il sera fortement stable
si la matrice ôTn de perturbation associée est aussi Toeplitz symétrique. Le
problème consiste alors à construire la matrice ôTn (et souvent un majorant de
sa norme) et en déduire une classe de matrices Tn pour lesquelles la norme de
STn est relativement petite.

De (5.3.1), on en déduit que

ST = d(n) (5.3.2)
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avec

= K + Aan) e, - 7„([ j n ) ] + [ J . , ] ) (5.3.3)

Ainsi, toute solution ôTn de l'équation matricielle (5.3.2) vérifie la relation
(5.3.1) et conviendrait donc comme perturbation sur Tn.

THÉORÈME 5.3.4 : Soient u et v deux vecteurs de Rn. Alors la solution

X=-J-»i/ (5.3.4)
U U

de lféquation matricielle Xu = v a la plus petite norme parmi toutes les
solutions de cette équation matricielle.

En effet, il est facile de vérifier que (5.3.4) est une solution. Elle est de
norme minimale puisque la borne inférieure

IMMMI « IIx||

des normes des solutions est atteinte.
Par le théorème (5.3.4) et la relation (5.3.2), on déduit le résultat important

suivant :

THÉORÈME 5.3.5 : La matrice STn

STn= ,=(n^t*(n^n)(aMy o u ( â( "} )'= [ 1, ( â('l} )'] (53.5a)

est une perturbation (sur Tn) de 2-norme minimale parmi toutes les matrices
f 1 1

STn qui satisfont le système perturbé (7^ + 57^) ^n^ \— ân ev De plus,

p

f 1 1

^) ^n^ \— ân ev

n\\2= \\Zn)\\2l\\iï
n)\\2, (53.5b)

= ^ ) F 2 M ( n ) I L l i a 0 0 I I , , (5.3.5c)
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L'algorithme LD est stable si la norme \\ôTn\\ (bornée par
( ll<?n)lli / | | â ( n ) | | 2 ) est relativement petite par rapport à | | r j | . Noter que la
matrice ÔTn peut être explicitement construite puisque les vecteurs cf et
a ( n ) sont calculables. Mais, dans la théorie des erreurs, on se contente du
majorant. Ainsi, pour prouver la stabilité de l'algorithme LD, il nous reste à
calculer un majorant de la norme de cfn) et en déduire une classe de matrices
Tn pour lesquelles l'algorithme est stable. De (5.3.3) et le lemme (5.2.10), nous
avons que

n l 'M A«(n)

"Affn(r(B))'Afl(B)

-T 1Aa ( B )

et, en utilisant les relations (5.2.5), (5.2.2) et Ie lemme (5.2.10),

( n ) =
 Tn-2\ a +kn Ja } + 0

II résulte que

<t>n

ou encore

én) =
jd

o
i ( n - l )

• 0 ( n \ (5.3.6)

avec

a (5.3.7)
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Et on en déduit que

et, en utilisant le lemme (5.2.11),

- l f n 1
I I ^ I I ^ S I I (l + \km\)\\\0O)\\ + \ \ e M \ \ . (5 .3 .9)

1=1 |_m = ' + l J

En particulier,

"~1 T n 1
l l ^ r t ) i l i ^ 2 I I ( l + | * m | ) I | 0 ( O | | 1 + HÖ^H, . (5.3.10)

, = 1 | _ m = / + l J

Procédons maintenant à la majoration de || 6>(rt) || r Par majoration des normes
et les relations (5.2.20) et (5.2.17), on a que

En utilisant (5.2.20), (5.2.19) et (5.2.18) dans l'inégalité précédente, on arrive
à

Il vient, en notant que | | r j | , sï (n+ l ) | | r ( n ) | L et l'inégalité (4.2.6), que

=S(3« + 6) fi ( l + |*J)ll^n )IL^-
m — 1

De (5.3.10) et la majoration (5.3.11), on déduit alors que

[n)\ II O + |*J ) lk(n)IL (53.12)
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et de (5.3.5d), il vient que

157

m = \
|*J)

. (5.3.13)

D'où le résultat suivant :

PROPOSITION 5.3.14 : La solution calculée {â(n\ ân} du système
1

= an el par l'algorithme LD satisfait le système linéaire

r i i
~(«) = ®n ev ou ^Tn

l 5T d 2

est donnée par (5.3.5a) et bornée par

(5.3.13). De plus, 5Tn est de 2-norme minimale parmi toutes les solutions de
(5.3.1).

De cette proposition, nous pouvons déduire la W-stabilité de l'algorithme
LD (conformément à la définition (2.5.4). Pour ce faire, partitionnons la
matrice ÔTn définie par (5.3.5a) sous la forme :

d^l
L qn

avec qn=\~âM\l

Alors

{n)[â{n)}'M d
{n)[â{n)}

et on peut transformer le système (5.3.1) en un système linéaire

où

(5.3.16)

(5.3.17)
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avec

n

^-> = -(r ("> + r(I_1a(->) et do = ön-^ria\n\ (5.3.18)

Noter que la première ligne du système linéaire (5.3.1) :

équivaut à la définition (5.3.18) de d0. De cette discussion, on déduit que :

COROLLAIRE 5.3.19: La solution calculée {â{n)} du système linéaire
Tn_xa — — r par l'algorithme LD est solution exacte du système
linéaire perturbé (Tn_^ + ÔTn_l ) â

(n) = - (r(n) + <5r(rt)), où ÔTn_] et
Ôr sont donnés par (5.3.17) et leur 1-norme bornée par (5.3.13).

Remarque : Si on suppose que le second membre ne change pas
(<5r(rt) = 0) , en partant du système perturbé

( Tn_ ! + ÔTn_, ) â(n) = - r (n) , (5.3.20)

il est facile de voir que ST _ 1 œ
n — d^n^ et d'en déduire que la perturbation

convient, puisque sa 1-norme H^T^Hj peut être bornée à l'aide de (5.3.12).

OBSERVATIONS

1) On peut remplacer, dans (5.3.13), km par km en n'introduisant que des
erreurs de l'ordre eM (eM étant l'unité d'arrondis s âge). On a donc une
majoration du type

où p(n) est un polynôme connu en n de degré 2. Ce qui prouve que
\\STn\\ j est petit, d'après la définition (2.5.9). Et on en déduit que l'algorithme
LD est W-stable pour toute matrice Toeplitz symétrique, même indéfinie.

2) La relation (5.3.12) fournit un majorant du vecteur résidu S et
généralise ainsi le résultat de Cybenko [9] pour les matrices Toeplitz symé-
triques définies positives au cas indéfini. Notre majorant est meilleur que celui
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proposée par Chan et Hansen [28] qui comporte, en plus, le facteur
max ( \kt\, i - 1 à ri).

5.4. B-stabilité de l'algorithme LD

Pour prouver la S-stabilité (stabilité forte selon Bunch) de l'algorithme LD
pour résoudre les équations de Yule-Walker, il faut montrer qu'il existe une
perturbation Toeplitz symétrique, ôTn

ÔT =

Sr0 ôrx ... èrn\

Srx ôrQ \ j

ôrn ... 5rx ôr0)

(5.4.1)

de norme relativement petite, qui vérifie le système linéaire perturbé (5.3.1).
Il en résulte que ÔTn vérifiera l'équation matricielle (5.3.2). Pour déterminer
STn, on pourrait avoir recours au produit de Kronecker (cf. Higham et al. [29])
pour transformer l'équation matricielle en un système linéaire. Mais cette
approche ne permet pas de faire apparaître facilement la structure éventuelle
de l'inconnue matricielle. Nous proposons ici une façon simple de déterminer
cette matrice, et surtout de montrer qu'elle est aussi structurée (Toeplitz-plus-
Hankel).

Décomposons STn en L et U comme suit : STn = L+ U avec

\

2 °
\ \ 0

Sr.

et [/ =

Sr.
\

o £ x

\
0 ^

(5.4.2)

Remarquons d'abord que Lt et Ut, respectivement les ième colonnes de L et
de U, s'écrivent

0
;

ôro/2
U

ôr.
;

ôr

= Z'

•ôro/2
ôr,

:

;

ôrn

" Sr, -

ôr,

ôro/2

0

= (Z')""'

K
i

or,
ôro/2

, i = 0 à n ,

(5.4.3)
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où Z est la matrice de décalage dont l'effet sur un vecteur consiste à la décaler
d'un cran vers le bas. L'équation matricielle (5.3.2) s'écrit

(5.4.4)

où (Srn)y = (ôro/2, ôrv ..., <5rrt)'. En observant que la matrice

1

1 0\

o)

contient des « 1 » sur la i-ième sur-antidiagonale et des « 0 » partout ailleurs,
il vient, de (5.3.17), que

/ 1 0 O\

... a:

*r
0

0

<5ro/2

(5.4.5)

où A, est la matrice Toeplitz triangulaire inférieure et A2 la matrice Hankel
triangulaire supérieure dont la première colonne le vecteur

Il existe des algorithmes rapides (performants) pour résoudre les systèmes
linéaires ayant la structure (Toeplitz-plus-Hankel). Pour les références, on peut
consulter Zarowski [30].

De la discussion ci-dessus, on conclut que
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PROPOSITION 5.4.6: La solution calculée {â(n\ ân) du système linéaire

[ l 1
TA \ = anex par l'algorithme LD satisfait le système linéaire

[ l 1TA \ = anex

[il
Tn + ÔTn)\ ( n ) =<?„«,, où la matrice ÔTn

(Sr0 örx ... Srn\

Vn - Sr\ Sro!

est aussi Toeplitz symétrique avec <5r(n) = (<5rQ/2, ör{, ..., örn)' solution du
système linéaire particulier (5.4.5).

En partitionnant la matrice Tn + öTn comme suit

(5.4.7)

en un système

(5.4.8)

on peut transformer le système ( Tn + ôTn )

linéaire

";.,]..

et l'équation

ôri
n)

£ = 0

où (ôro/2,ôrv ..., 5rn) est solution du système linéaire (5.4.5) &tSTn_
par (5.4.1). D'où le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.4.10 : La solution calculée â{n) du système
Tn_l a — — r par l'algorithme LD est solution exacte du
linéaire perturbé ( Tn _ , + ÔTn _ x ) â

{ n} = - ( r( B} + ôr{ n} ), où la

V* n- 1

(5.4.9)

x définie

linéaire
système
matrice

ÖT
n - )

\Srn_{
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est aussi Toeplitz symétrique avec (<5ro/2, <5rp ..., <5rn) solution du système
linéaire (5.4.5). La solution (<5rQ/2, ôrv ...,örn) vérifie en plus la contrainte
(5.4.9).

OBSERVATIONS :
1) Conformément à la définition (2.5.5), nous déduisons, du corollaire

ci-dessus, que Valgorithme LD sera B-stable pour la matrice Tn Toeplitz
symétrique si la perturbation ör = (ör0 /2, Ôrv ..., Ôrn) (solution du système
linéaire spécial (5.4.5)) est relativement petite en norme. Noter en plus que

(5.4.11)

2) De la définition de dQ, la première ligne du système linéaire (5.4.5)
équivaut à (5.4.9)

= :on
(5.4.12)

Ce qui signifie que l'erreur calculée ân de prédiction linéaire serait l'erreur
exacte an * de prédiction linéaire faite à partir des données perturbées

3) A partir du système linéaire perturbé

(Tn_ , + STn à(n) = - (5.4.13)

où ÔTn _ x est définie par (5.4.1), on peut retrouver (voir en annexe B) le résultat
du corollaire (5.4.10) en imposant à la solution
<5r(rt) = (ôr] 12, ôrv .„, ôrn) la contrainte (5A9). Si, au lieu d'imposer la
contrainte (5.4.9) à la solution, on pose par contre Sr0 = 0, la solution
ö/n) ~ (ôrv ,..,ôrn) convenable vérifiera le système linéaire (aussi struc-
turé) :

/ 1 0

a\a> 1

w \ a n - \

\ o

O \ ƒ 4 ' 0 oV° a[n) O \ '

an

\ o o / J

ôrx

(5.4.14)

{ Bl

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUR L'ALGORITHME DE LEVINSON 163

où Bx (respectivement B2) est la matrice Toeplitz triangulaire inférieure
(respect. Hankel supérieure) dont la première colonne est ( 1, â\ ,..., â\^}x )

f

(respect. (a2' , ..., ân
n , 0 ) r ) . Dans ce cas, le prédicteur calculé ö est le

prédicteur exact fait à partir des données perturbées
( 1, rx + Ôrv ..., rn -f- ôrn)9 mais l'erreur calculée ân de prédiction ne sera pas
égale à Terreur exacte cr* de prédiction faite à partir de ces données perturbées.
D'où le résultat suivant (voir la démonstration en annexe B).

COROLLAIRE 5.4.15 : La solution calculée a du système linéaire
Tn_la =— r par l'algorithme LD est solution exacte du système
linéaire perturbé (Tn_ x + ÔTn_x ) â

{n) = - ( r ( n ) + ôr(n) ), où la matrice
ÔTrt-1

0 ör

i - î

n- 1

0

est aussi Toeplitz symétrique avec (örv ...,Ôrn) solution du système linéaire
(5.4.14). Mais la solution (Srv ...,ôrn) ne vérifie pas nécessairement la
contrainte (5.4.9) :

4) Si on suppose que le second membre ne varie pas (c'est-à-dire
^n^ = 0 dans le système (5.4.13) et on part du système linéaire perturbé

— yK (5.4.16)

on peut montrer (cf. annexe B) que la perturbation ÔTn _ x convenable est
Toeplitz symétrique définie par (<5ro/2, Ôrv ..., Srn_i ), solution du système
linéaire

[ I a\n) 0 o \
J»)

o\l
<5r,

= dÇn) (5.4.17)

Cl C2

qui est aussi structurée « Toepli tz-plus-Hankel ».
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6. CONCLUSION

Dans un premier temps, nous avons proposé un majorant (basé sur la notion
de « générateurs ») du conditionnement d'une matrice Toeplitz qui, outre le
fait qu'il est plus fin que celui proposé par Cybenko, se généralise au cas
indéfini.

A l'aide d'une analyse directe de la propagation des erreurs d'arrondi, nous
avons ensuite établi un majorant de l'erreur || Aa(rt) || x (la précision) commise
sur la solution calculée a par l'algorithme de Levinson-Durbin. Cette borne
d'erreur est relativement petite (par rapport à la norme de â^rt)) quand la
matrice (même indéfinie) est fortement bien conditionnée (c'est-à-dire toutes
les sous-matrices principales sont bien conditionnées). Nous en avons déduit
que l'algorithme LD est faiblement stable pour toute matrice Toeplitz symé-
trique fortement bien conditionnée. En se rappelant que dans le cas défini
positif, « fortement bien conditionnée » est équivalent à « bien conditionnée »,
nous avons conclu que le résultat de Cybenko [9] s'étend aux matrices
indéfinies fortement bien conditionnées.

A l'aide d'une analyse inverse d'erreur, nous avons enfin déterminé une
perturbation 8Tn de 2-norme minimale qui vérifie

et proposé un majorant de sa norme jj^TJIp Ce majorant reste toujours
relativement petit par rapport à || Tn\\ v ce qui entraîne la stabilité inverse de
l'algorithme LD pour toute matrice Toeplitz symétrique. Pour la stabilité forte
(au sens de Bunch [ó]) de l'algorithme LD, nous avons montré que la
perturbation ôr = {ÖrQ/2,örv ...,Srn) convenable sur les données r(fl) est
]a solution du système linéaire structuré dont la matrice est la somme d'une
matrice Toeplitz et d'une matrice Hankel triangulaires.
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Annexe A

Démonstration du lemme (5.2.10).
Notons d'abord que, de (5.2.2), on déduit

- 1 ) ) W ' - 1 ) + *(Aa,_1 + 0f} (Al)

avec <pt = œt- ol_lr\i et (5.23) peut s'écrire

Aat = ( 1 - *?) Aat_x - kt al_lAki - *, ag_x Akt + y (. (A2)

En substituant - at_{ Aki par (Al) dans un des termes - kial_l Akt de (A2),
et — kial_l par sa valeur

- * , * , - , = r,+ ( r X l - I ) ) 'y a <- 1 ) (A3)

dans l'autre terme, on arrive à

,} - *, <T,_ ! AA, + y, (A4)

= ACT,_, + (r"1)' {k,JAal'~l) - AktJ Aa0' °} + AA:, r, + ik, 0, + y,.

Puisque

{klJ*al'-l)-AklJAa°-1)} = Aa{l)-Aa{'-l)-aU) (A5)

avec a(<) = (a['\ ..., ajl5, ), nous avons

ACT, = A<7,_ j + ( r( l" ' } ) f {Aa(l) - Aa('" ' } - a ( l )} + Ait, r, + A;, 0, + y, (A6)

et

Aa J-(r ( ' - 1 )) 'Aa ( l )-AA: (r 1 = A C T i _ 1 - ( r ( ' - 1 ) ) 'Aa ( ' - I )

_ ( / - '> ) ' «< '>+ * i 0 j + y i. (A7)

En notant que Afc( = Aa^!) et utilisant le lemme (5.2.11) avec

x( = A fT1-(r ( ' )) 'Aa0 ) , a, = 1 et /?, = - ( r 0 " 0 ) ' a ( 0 + *, 0, + y,, (A8)
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on déduit que

Evariste KAZAMARANDE, Pierre COMON

A a . - ( r ( / ) ) / A a ( 0 = Ç ^ . = P. avec />, = ƒ>._,+/?,.

D'où le lemme (5.2.10).

(A9)

Annexe B

Démonstration de (5.4.10) à (5.4.17),
A partir du système linéaire perturbé (5,4.13).

avec

ôr0 ôrx .., ôrn_t\

ôrx ôrQ

rn_i ... ôrx êrQ J

et Sr n) = (Srv ..,, <5rn)
f, on déduit que

5T , 5 ( l l ) + <îr(B) = - ( r ( " ) + r , a ( n ) ) = : d ( n ) .
_{

(Bl)

(B2)

Avec la décomposition (5.4.2) de STn_l en L et C/» on peut écrire
ÔT , a comme

n - l « - 1

"- • "

et (B2) devient

•<5ro/2'

, (B3)

<5ro/2"

3rn _ j

Srn Jn.
(B4)

Le système linéaire (B4) en (SrQ/2,ôrv ...,Srn) comporte (n + 1 ) inconnues
et n équations, et est donc indéterminé.
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• Si on impose à la solution (öro/2,örv ..*,Srn) la condition supplémen-
taire (5.4.9) :

(B5)

l'erreur calculée ân de prédiction linéaire est égale à Terreur exacte an de
prédiction linéaire faite à partir des données perturbées (r (n ) + <5r(n)), ce qui
équivaut à

(B6)
I=0

il est facile de remarquer que (B4) et (B6) donnent le système linéaire (5.4.5).
• Par contre, si on suppose que ôr0 = 0, le système (B4) se transforme en

örx

Sr

(B7)

en notant que Z(ôrv .,., ôrn_v * )' = (0, Srv ..., ôrn_x )', où * est un élément
arbitraire, et en particulier Ôrn. Et plus explicitement, on a

! i o
a\n) 1

0 \
n) 4 n ) ^n) o \ ]

\ O 0/J
ôr

(B8)

Notons cependant que Terreur calculée <rn de prédiction ne sera pas en général
Terreur exacte a*n de prédiction faite à partir des données perturbées. D'où le
corollaire 5.4.15.

• Si on suppose que le second membre rn du système
Tn_[a'n) - - r(rt) ne change pas et que, seule, la matrice Tn_x varie, on part
alors du système linéaire perturbé (5.4.16)
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Ceci équivaut à poser <5r(n) =0 dans (Bl), et le système (B4) devient

(B10)

1-1 J

qui, en l'explicitant, donne le système (5.4.17).
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