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MATHEMATICA!. MÛDELUNQ AND NUMERISAI. ANALYSIS
MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol. 29, n° 7, 1995, p. 871 à 921)

COUPLAGE DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET DE LA CHALEUR
LE MODÈLE ET SON APPROXIMATION PAR ÉLÉMENTS FINIS (*)

par Christine BERNARDI (*), Brigitte MÉTIVET (2)
& Bernadette PERNAUD-THOMAS (2)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On étudie un modèle de fluide visqueux incompressible où les équations de
Navier-Stokes sont couplées avec celle de la chaleur. On démontre des résultats d'existence et
d'unicité locale pour le problème continu, puis on effectue l'analyse numérique de son approxi-
mation dans des espaces d'éléments finis usuels.

Abstract. — This paper deals with a problem for viscous incompressible flows, where the
Navier-Stokes équations are coupled with the heat équation. Existence and local uniqueness
results are established. Next, a finite element approximation of the problem is presented and
thoroughly analysed.

1. INTRODUCTION ET DÉRIVATION DU MODÈLE

On s'intéresse ici à F écoulement d'un fluide visqueux incompressible régi
par les équations de Navier-Stokes, lorsqu'elles sont couplées à l'équation de
la chaleur par l'intermédiaire du terme source :

(i) une force de gravité est imposée au fluide, elle est proportionnelle à la
variation de densité, donc dépend de la température ;

(ii) cette dernière est solution de l'équation de la chaleur avec un terme de
convection lié à la vitesse du fluide.

Le modèle qui va être considéré ici est essentiellement le système formé par
ces équations, dans le cadre de l'approximation proposée en 1903 par
J, Boussinesq [2]. Sa justification détaillée est donnée à la fin de la présente
section (voir aussi E. A. Spiegel et G. Veronis [11] et J.-P. Chabard [4]), II a
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été l'objet de nombreux travaux dans le cas d'un écoulement dépendant du
temps, en particulier à cause des phénomènes de bifurcation qui interviennent
pour certaines valeurs des paramètres physiques (voir par exemple l'article de
D. D. Joseph [8], l'ouvrage de D. H. Sattinger [10] et les références qui y sont
indiquées). Le cas stationnaire, auquel on s'intéresse ici, semble moins connu.
Des études ont toutefois été effectuées par W. Velte [12] puis par P. H.
Rabinowitz [9], elles traitent essentiellement des valeurs propres du problème
linéarisé et de la stabilité qui en découle. Récemment, M. Gaultier et M. Le-
zaun [6] ont démontré l'unicité puis l'existence de la solution du problème
continu posé dans un rectangle, lorsque certaines inégalités sont satisfaites par
les paramètres physiques qui y interviennent. On présentera ici une généra-
lisation de leurs résultats.

On considère d'abord le problème modèle, dérivé des équations de la
mécanique des fluides et de la thermodynamique, dans un domaine borné de
[R2 ou (R . Les conditions aux limites sont de type Dirichlet sur la vitesse et
de type mixte Dirichlet et Neumann pour la température. Pour plus de clarté,
on traite d'abord le cas plus simple où les conditions de Dirichlet sont
homogènes, avant de passer au cas général. Des estimations a priori permet-
tent d'établir un résultat d'unicité locale. On prouve également que le système
d'équations admet toujours une solution ; la démonstration de ce résultat fait
appel à la théorie du degré topologique et les arguments utilisés sont tirés de
la thèse de H. Berestycki [1].

Dans la section suivante, on s'intéresse à l'approximation du problème
complet. On utilise pour cela des espaces d'éléments finis usuels, tant pour la
vitesse et la pression (où une condition inf-sup du type Babuska-Brezzi est
nécessaire) que pour la température. On propose un problème discret, dont on
effectue l'analyse numérique. L'outil principal est ici le théorème des fonc-
tions implicites discret de F. Brezzi, J. Rappaz et P.-A. Raviart [3]. On dé-
montre des majorations d'erreur à la fois sur la vitesse, la pression et la
température. Une des conséquences est un ajustement optimal des ordres
respectifs d'éléments finis à utiliser pour la vitesse et la température, comme
l'indique la conclusion de l'article.

On considère le cas d'un fluide newtonien (ce qui revient à dire qu'il existe
une relation linéaire et isotrope entre les contraintes et le taux de déformation).
On écrit alors l'équation de continuité :

U 0, 0-1)

puis l'équation de quantité de mouvement :

^j+ ( u . V ) u ) - div ( ,u( grad u +grad u r))

- grad (j/div u) + grad P = f. (1.2)
M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET DE LA CHALEUR 873

Dans ces équations, les quantités /?, u et P désignent respectivement la masse
volumique, la vitesse et la pression du fluide. Les paramètres ju de viscosité
dynamique et f/dc viscosité secondaire sont supposés positifs. Enfin, le terme
f représente les forces volumiques. Il faut noter que, pour un fluide de viscosité
et de masse volumique constantes, la viscosité cinématique v étant définie par
F équation ju = pv, les équations se réduisent à

U + ( u . V ) u - v J u + grad p = | , (1.3)

divu = 0, (1.4)

p
où p = — est la pression cinématique.

Il faut en plus écrire F équation de conservation de l'énergie. Le premier
principe de la thermodynamique dit que la dérivée totale de F énergie totale
(somme de F énergie interne et de l'énergie cinétique) est égale à la somme des
puissances des forces appliquées, volumiques et surfaciques. On obtient le
bilan d'énergie cinétique en multipliant l'équation (1.1) de conservation de la
quantité de mouvement par la vitesse u et on obtient par soustraction l'équa-
tion de F énergie interne, notée e :

= T' grad u - P div u - div q + ^ . (1.5)

Dans cette équation, le premier membre est le taux de variation de l'énergie
interne. Le tenseur t est égal à j/(grad u + grad u r ) +]/( diy u ) M de sorte
que le terme % • grad u. représente la puissance des forces visqueuses. Les
quantités - P div u, - div q et *§ correspondent respectivement à la
puissance des forces de pression, au flux de chaleur et à la source de chaleur.

On réécrit maintenant F équation de bilan énergétique sous forme enthal-
pique, en posant : ph = pe + P, où h est Fenthalpie. On désigne par T la
température du fluide, puis on introduit la chaleur spécifique à pression
constante :

et le coefficient d'expansion thermique du fluide ;

vol. 29, n° 7, 1995



874 C. BERNARDI, B. MÉTIVET, B. PERNAUD-THOMAS

II est alors standard (voir par exemple J.-R Chabard [4]) de traduire la
conservation de l'enthalpie massique par une équation sur la température :

= T.gradu + y S r ( ^ + ( u . V) p ) - div q + ^ . (1.6)

Le flux local de chaleur s'exprime à l'aide de la loi de Fourier :

q = — /cgradr, (1.7)

où K est la conductivité thermique.
On supposera ici que l'on est dans le cas d'un nombre de Mach très faible :

on peut alors négliger les effets dus à la dissipation visqueuse, c'est-à-dire
prendre x . grad u égal à 0. On néglige en outre les effets de dilatation
thermique en comparaison des autres effets, ce qui revient à prendre
/?7| ^ - + (u . V) P j égal à 0. En définitive, l'équation d'énergie sera utilisée
sous la forme suivante :

/?Cp(4^+ (u . V) r ) = div (K grad T) + & . (1.8)

Considérons maintenant le cas de la convection thermique. On suppose la
densité non constante, on reprend donc l'équation de conservation de la
quantité de mouvement sous sa forme initiale (1.2). La force génératrice dans
le cas du mouvement en convection naturelle est due au champ de température.
Dans ce cas, pour le champ de gravitation, la force est donnée par :
f = /7g0, où g0 est l'accélération de la pesanteur. On décompose la pression
statique locale en deux termes : P = Ph + Pd, où Ph désigne la pression
hydrostatique et Pd la pression dynamique résultant du mouvement du fluide.
La pression hydrostatique vérifiant :

grad Ph = p0 go ,

l'équation de conservation de la quantité de mouvement peut s'écrire sous la
forme :

/ ? ( -~ + ( u . V ) u j - div (ju grad u ) - grad ( JJ div u ) + grad Pd

De plus, dans le cadre de l'approximation de Boussinesq, on ne tient compte
des variations de masse volumique que dans le second membre de cette
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équation et la masse volumique est également supposée constante dans
Téquation de conservation de la masse, qui s'écrit alors sous la forme (1.4).
Finalement, la variation de masse volumique est une fonction linéaire de la
variation de température :

po-p = PP{T-To). (1.10)

En conclusion, dans le cas de l'écoulement d'un fluide newtonien incom-
pressible à faible nombre de Mach et en utilisant l'approximation de Bous-
sinesq, on obtient le système suivant, dont les inconnues sont la vitesse u, la
pression Pd et la température T :

/ ? ( g + ( u . V) u ) - div (AIgradu) + grad/'rf = - ^ ( r - 7 ^ ) 8 0 ,

divu = 0 , (1.11)

pCP(j~+ (u . V) j ) - div (K grad T) = <S .

Pour travailler sur ce système, on divisera la première équation par p et la
troisième par pCp et on se limitera au cas stationnaire. On utilisera une forme
un peu plus générale du second membre de l'équation de quantité de mou-
vement, en le prenant sous forme d'une fonction régulière de la température
à dérivée bornée.

2. ÉTUDE DES ÉQUATIONS COUPLÉES

Comme indiqué dans la Section 1, la modélisation du problème dans le cas
stationnaire se traduit par les équations suivantes, posées dans un ouvert borné
Q de U(\ d = 2 ou 3 :

- v 4 u + ( u . V ) u + grad p = F( T) dans Q ,

divu = 0 dans Q , (2.1)

- XAT+ (u.V)T= g dans Q ,

où les inconnues sont la vitesse u, la pression p et la température T. Les
coefficients v et À sont supposés constants positifs. Les données sont une
fonction F assez régulière de R dans Rd (typiquement, la fonction F est une
force de gravité proportionnelle à des variations de densité, donc dépendant de
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876 C. BERNARDI, B. MÉTIVET, B. PERNAUD-THOMAS

la température) et une fonction g ne dépendant que de la variable d'espace.
Les conditions aux limites sont de type Dirichlet pour la vitesse et de type
mixte Dirichlet-Neumann pour la température» elles s'écrivent :

u = uè sur dQ, (2.2)

T=Tb sur FD et %j- = Gb sur FN y (2.3)

où FD et FN sont des parties ouvertes disjointes de dQ telles que FD KJ FN soit
égal à dQ.

L'étude s'effectue selon le plan suivant : hypothèses de travail et position
d'un problème simplifié, estimations a priori, résultat d'unicité, résultat
d'existence sur le problème simplifié, extension au problème d'origine.

2.1. Le problème simplifié

Dans ce qui suit» on suppose toujours que Q est un ouvert borné connexe
de Ud\ d = 2 ou 3, à frontière lipschitzienne. La donnée essentielle est une
fonction F de IR dans Rd sur laquelle on effectue les hypothèses suivantes :

(i) la fonction F est continuement dérivable sur M à dérivée bornée ;
(ii) il existe un réel Fo où la fonction F s'annule.

On pose alors :

a=sup|F'(O|- (2.4)
te M

Comme on va le voir, ce paramètre intervient de façon fondamentale dans
notre étude. Puis, on effectue le changement de variable ; 9 = T - TQ et on

pose: f ( 0 ) = — F(T) , de sorte que la fonction f s'annule en 0 et est
continuement dérivable sur IR, avec la norme de sa dérivée ^ 1. Les équations
(2.1) s'écrivent alors

— v Au + ( u • V ) u -t- grad p = aî( 9 ) dans Q ,

div u = 0 dans Q , (2.5)

- X J<9 + ( u . V)9 = g dansD.

Si l'on regarde ensuite les conditions aux limites (2.2) et (2.3), on voit que
seule la condition de Dirichlet sur la température est modifiée par le change-
ment de variable : l'équation (23) est remplacée maintenant par

0 = 6. = T«, — Tn sur Fn et -r^ = Gh sur FM. (2.6)
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Toutefois, dans un premier temps, on considère le cas plus simple où les
conditions aux limites de type Dirichlet sont supposées homogènes, c'est-à-
dire qu'on étudie les équations (2.5) munies des conditions aux limites

u = 0 sur d£2, (2.7)

0 = 0 sur rD et § | = Gb sur FN. (2.8)

II est bien connu en effet que, dans le cas des équations de Navier-Stokes
traitées isolément, la présence du terme de convection rend l'analyse des
conditions aux limites non homogènes plus technique.

On termine ce paragraphe en précisant le cadre fonctionnel dans lequel
s'effectue l'analyse du problème (2.5) (2.7) (2.8). L'espace des vitesses est
l'espace 'V défini par

'T* = {v G Hl
0(Q)d ; div v = 0 dans Q) . (2.9)

L'espace des températures est l'espace HI(Q) défini par

{f} e H\ Q ) ; rj = O sur FD} si ,TD est de mesure positive ,

x = 0} sinon .

(2.10)
i

Les normes sur ces espaces sont définies à partir de la semi-norme sur

\\<p\\=(\ grad <p . grad q> dx Y , (2.11)

que l'on étend sans difficultés aux fonctions de Hl(Q)d. On introduit main-
tenant quatre constantes liées à la géométrie du domaine : les constantes 3P et
3P* de Poincaré-Friedrichs définies par

, . sup l!^22 „ „ . sup

les constantes Sf et 5^* de Sobolev définies par

e t y . m s u p

vol. 29, n° 7, 1995



878 C. BERNARDI, B. MÉTIVET, B. PERNAUD-THOMAS

On suppose que la fonction g appartient au dual de HI(Q), que la fonction
Gb appartient à H~ 1 / 2 ( FN) et on note y la constante

JQ JrN

Gbrj dx

(pour simplifier les notations, on utilise encore une intégrale pour les produits
de dualité). Lorsque FD est de mesure nulle, on suppose en outre vérifiée la
condition de compatibilité habituelle :

f g dx + f (2.15)

On peut finalement écrire une formulation variationnelle du problème dans
l'espace X— *f" x HI(Q) : trouver un couple f/=(u, 0) de X tel que

W = ( v , / 7 ) e X,

v grad u . grad vdx+ ( u . V ) u . v < i x = a f ( 0 ) . v dx ,
JÛ JQ JQ

A grad 9. grad // dx + ( u . V ) 0 Y\ dx = grj dx + Gbrj dz ,
in JQ JQ JrN

(2.16)

On vérifie que le problème (2.16) est équivalent au problème (2.5) (2.7) (2.8).
En effet, l'inconnue p a disparu dans (2.16). Mais on sait (V. Girault et P.-A.
Raviart [7, Chapter I, Corollary 2.4]) que, pour toute solution (u, 0) dans X
du problème (2.16), il existe une unique fonction p de L2( Q ) à moyenne nulle
telle que le triplet ( u , p , 0) soit solution des équations (2.5) (2.7) (2.8). C'est
sous la forme (2.16) que va s'effectuer l'analyse du problème.

2.2, Estimations a priori

PROPOSITION 2.1 : Toute solution U=(u,0) du problème (2.16) vérifie

(2.17)

(2.18)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Démonstration : L'équation div u = 0 dans Q et la condition aux limites (2.7)
entraîne que, pour toute fonction (p de H

\ = -U (divu)^x,

d'où

ƒ. ( u . V ) <p <p dx = 0 . (2.19)

En choisissant n = 6 dans (2.16), on voit alors que

^I |Ö| |2= g0dx+\ Gb6dz ^ y\\0\\ ,
in irN

d'où l'inégalité (2.18). D'autre part, les propriétés de la fonction f et le
théorème des accroissements finis entraînent que, pour tout réel r,

= | f ( f ) - f (O) | * |f|.

En choisissant v égal à u dans (2.16), on voit que l'équation (2.19) implique

v||u||2 =

de sorte que

v | | u | | 2 «£ a\\0\\L,(Qr\\u\\LHQyi ^ a0>0>*\

ce qui, avec la majoration (2.18), donne l'inégalité (2.17).

y/X

tlull

Figure 2.1. — Domaine des solutions éventuelles.
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2.3. Résultat d'unicité

La proposition suivante énonce un résultat d'unicité qui n'est global que
pour les petites valeurs de a.

PROPOSITION 2.2; Le problème (2.16) admet au plus une solution
U=(u,6) vérifiant

II 0 II < £

Démonstration : Soient Ul = (u p 01 ) et U2 = (u2, 92) deux solutions du
problème (2.16). En prenant rj égal à 0x — 92 dans la seconde équation de
(2.16), on obtient

X \ grad (0, - 02) . grad (0j - ö2) dx

+ f ( ( u 1 . V

d'où

^- f (u 1 .
Ja

- f
Le premier terme du second membre s'annule grâce à la propriété (2.19) et,
en utilisant les constantes Sf et ^ * définies en (2.13), on arrive à

x 2 \ x i x ~ - u 2 \ \ \\e2\\ \\0x-o2\\,

ou, de façon équivalente,

II ̂ - 0 2 II ^ ^ f - l l u j - u , ! ! ||02|| . (2.21)

Maintenant, on choisit v égal à u , - u 2 dans la première équation de (2.16) :

v grad ( u1 - u2 ) . grad ( u1 - u2 ) dx

f ( ( u 1 . V ) u l - ( u 2 . V ) u 2 ) . ( u 1 - u 2 ) A

= a f (f(0])-f(O2)).(ul-u2)dx.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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En notant comme précédemment que

f (U l .V)(U l-u2) . ( 0 , - ^ ) ^ = 0,

on obtient

10,-02 11 Hu, - u 2 | | . (2.22)

En appliquant d'une part la première majoration (2.17) à la solution
U2 = (u2, 02) et d'autre part l'estimation (2.21), on aboutit à

| | u , -u 2 | | 2

Z-f-\\02\

L'hypothèse (2.20) implique alors que \\nl - u 2 | | est égal à 0. Par consé-
quent, Uj est égal à u2 et, grâce à (2.21), 9X est égal à &2, ce qui termine la
démonstration.

Remarque 23 : On note S la constante

ô = Y~cp cë*\ * (2,23)

Pour tout a > 0, on définit les domaines

f ^ l l l l et

= ( v , ï ) e X ; || 171| < | } . (2.24)

Comme l'indique la figure ci-dessous, deux cas se produisent :

(i) si a est < —, le « triangle » 2/a est contenu dans la bande Ma, de sorte
qu'il y a unicité globale de la solution de (2.16) ;

(ii) si a est ^ —, il existe une zone de @?a qui n'est pas dans 3$a, et il y
a unicité de la solution U = (u, 9) de (2.16) uniquement dans la bande
âSa. Il ressort de ce raisonnement qu'une condition suffisante d'unicité globale
de la solution du problème (2.16) s'écrit de façon explicite

0*7 A + Gbndx

f- sup j j - ^ < fâ>—a^. (2.25)

vol. 29, n° 7, 1995
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Cette inégalité ressemble à la condition suffisante pour l'unicité de la solution
des équations de Navier-Stokes [7, Chapter IV, Thm 2.4].

Figure 2.2.— Domaine d'unicité.

2.4. Résultat d'existence sur le problème simplifié

Pour prouver le théorème d'existence, on fait appel à la théorie du degré
topologique (voir Berestycki [1]). On commence par réécrire le problème
(2.16) sous une forme plus adaptée. On note ( . , . ) le produit scalaire associé
à la norme || . || dans X, c'est-à-dire que, pour tous C/=(u, 0) et
y = ( v, tf) dans X, on pose

( U, V ) = grad u . grad v dx + I grad 0. grad rj dx .
JQ JÛ

On définit ensuite l'application 0a de X dans lui-même de la façon suivante :
pour tous £ /=(u , 0) et V=(v, rj) dans X,

f= grad u . grad v dx

+ -M ( u . V ) u . v d x - a - f t(0).vdx

+ grad 0 • grad ^öfx + 4- ( u . V ) 0 rj dx

- \ \ g*ldx- (2.26)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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On constate à partir de la définition précédente que l'application <Pa est de la
forme M + 2 T \ où l'application £Ta est définie, pour tous £ / = ( u , 8) et
V — ( v, r\ ) dans X, par

(2r°(£/)>V) = i f ( u . V ) u . v A - a - f (0 ) .vdx

( u . V ) 0 ? d x - } | grjdx~\\ Gbrjdr, (2.27)
A J a AirN

Le problème (2.16) est bien sûr équivalent à l'équation 0^(17) = 0.
On remarque ensuite que l'espace X est séparable puisque l'espace

Hl(Q) Test, et on introduit une suite (Xm)m telle que chaque Xm est le produit
d'un sous-espace de dimension finie de *V par un sous-espace de dimension
finie de //!( Q ) et que

Vm, X m c X m + 1 et KJ Xm =X.

On note alors <P^ et 9"^ les applications de X dans Xm définies de façon
analogue à &a et 2P* : pour tous U = (u, 0) dans X et Vm = (v, rj) dans

gradu.gradvJx
Q

+ - | (u.V)u.vrfx-a- f f(ö).vrfx

+ grad 0 . grad ?7<ix + -T ( u . V ) 0 rj dx
JQ AJQ

x, (2.28)

Gbrf dx .

(2.29)

vol. 29, n° 7, 1995
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Remarque 2.4 : Avec les mêmes arguments que dans le Paragraphe 2.2, en
remplaçant X par Xm, on vérifie facilement que les estimations (2.17) et (2.18)
sont encore vraies pour toute solution f/m = (u, 6) dans Xm de l'équation
0^( Um) = 0, En outre, les conditions d'unicité de la solution Um dans Xm de
l'équation ^>^(£/m) = 0 sont exactement les mêmes que pour le problème
(2.16) et se démontrent de façon identique.

Pour tout paramètre a > 0, on introduit un ouvert borné 0a de X tel que :

(2.30)

lu H

Figure 2.3. — Ouvert & .

On s'intéresse tout d'abord aux propriétés de l'application #°, qui sont
presque évidentes. Le système (2.16), pour a égal à 0, se ramène à une
équation de Navier-Stokes avec donnée et conditions aux limites nulles, qui a
pour unique solution 0, et à une équation de la chaleur linéaire qui admet une
solution unique dans H\{Q), que Ton notera (P. Le couple U° = (0, 0°) est
dans ce cas Tunique solution du système (2.16). On en déduit le résultat
suivant.

PROPOSITION 2.5 : Soit a un réel positif. II existe un ouvert &a de X tel que
degré de l'appli

à + 1 ou à — 1.
le degré de Vapplication 0 par rapport à l'ouvert &a et au point 0, est égal

Démonstration : La démonstration s'effectue en deux étapes : on s'intéresse
successivement aux degrés des applications &°m et ^° .

1) Comme ci-dessus, on constate que le problème &°m( Um) = 0 admet une
solution Um de la forme (0, 0^) dans Xm et on vérifie qu'elle appartient à
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&a et qu'elle est unique. Il reste donc à vérifier que D0^(U°m) est un
isomorphisme de Xm. Soit donc V m =(v , rj) un élément de Xm tel que
D<P°(U°m) . V soit égal à 0. Ceci s'écrit, pour tout W = (w, f ) dans

L
grad v . grad w dx ~ 0 ,

grad 77 . grad £ dx + if = 0

On en déduit immédiatement que v et par suite rj sont nuls. Par conséquent,
le degré de l'application &°m par rapport à l'ouvert &a et au point 0, est égal
au signe du déterminant de D<Pm(U°m), donc à + 1 ou à — 1.

2) L'application 0° s'écrit sous la forme Id+ ST°, où l'application 2Ta est
définie en (2.27). On note que les termes non linéaires intervenant dans (2.27)
vérifient

( u . V ) u . v dx
Q

L (u.V)dtjdx

(2.31)

(2.32)

par conséquent, comme l'injection de Hl(Q) dans L4(Q) est compacte,
l'application :

(u, 0) -» ( - ( u . V ) u , - ( u . V ) 0 )

est compacte de X dans H~ l(Q)d x (Hl(Q)Y. On en déduit la compacité
de l'application 2T de &a dans X. Ensuite, on démontre la minoration, vraie
pour tout V = ( v, rj ) dans X :

d'où
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On peut donc choisir &a « assez grand » pour que la condition (2.30) soit
satisfaite et qu'il existe une constante positive c telle que

VVe Ô0a, II*O(V)|| ^ c.

Le degré de 0° par rapport à l'ouvert &a et au point 0 est alors égal au degré
de 0°m par rapport à l'ouvert &a n Xm et au point 0, à condition que

SUE II ( f f ° - ^ XV) || *S§ . (2.33)

On va exhiber un m tel que la propriété (2.33) soit vraie : en effet, pour tout
V dans X, on observe que ST° ( V) est l'image de ST°(V) par la projection
orthogonale de X sur Xm et on déduit de la densité de um Xm dans X que

lim 11(3^-^X^)11 =0 .

Maintenant, l'image par 2T° de &a étant un compact deX, on obtient également

lim sup | | ( 2 r ° - £ r ° ) ( v o i l = 0 .
fît

On en déduit qu'il existe un m tel que (2.33) soit vérifiée ; le degré de 0 est
alors égal au degré de l'application <P°m correspondante, donc à + 1 ou
- 1.

Remarque 2.6 : On peut, par le théorème du point fixe de Brouwer appliqué
dans les espaces Xm et par un argument de densité, prouver que le problème
(2.16) admet au moins une solution lorsque Ton a

• (2-34)

En combinant ce résultat avec celui d'unicité, on peut démontrer directement
que, sous la condition

(2.35)

le degré de l'application <Pa* par rapport à l'ouvert &a et au point 0, est égal
à + 1 ou à - 1.

THÉORÈME 2.7 : Pour tout réel positif a, le problème (2.16) admet au
moins une solution dans X.
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Démonstration : II suffit de prouver que le degré de l'application 0 a par
rapport à un ouvert Ga et au point 0, est non nul. Pour cela, on pose

On vérifie exactement jpomrne précédemment que l'application W - ïd est
compacte de [0, 1] x &a dans X: en effet, on a, en plus des estimations
(2.31) et (2.32), l'inégalité

ƒ î(O).Ydx
Q

et on utilise de nouveau la compacité de Finjection de Hl(Q) dans
L4(Q). D'autre part, les estimations (2.17) et (2.18) impliquent qu'aucune
solution (t, U) de l'équation W(t,U) = O n'appartient à d&a. Par consé-
quent, Targument d'homotopie indique que le degré de ï^f, • ) par rapport à
un ouvert Ga et au point 0 est indépendant de t, et donc que le degré de
0a est égal à celui de 0 . Grâce à la proposition précédente, on choisit Ga tel
que ce degré soit non nul et on conclut grâce à [1].

2.5. Extension au problème d'origine

On considère maintenant le problème (2.5) muni des conditions aux limites
(2.2) et (2.6). On va étendre les résultats des Paragraphes 2.2 à 2.4 dans ce cas,
on indiquera simplement les modifications à apporter aux démonstrations
précédentes. Dans cette étude, on fera les hypothèses

IV n dt = 0 , (2.36)
BQ

ub. n 2t 0 sur FN . (2.37)

La première condition est nécessaire pour que la condition div u = 0 soit
satisfaite, la seconde semble toujours vraie dans les cas réels (il n'y a pas de
flux rentrant dans une paroi adiabatique). On sera également amené à supposer
vérifiée la condition d'unicité de la solution des équations de Navier-Stokes
avec second membre nul et la condition aux limites (2.2), ceci sera précisé par
la suite.

Le traitement des conditions aux limites non homogènes repose essentiel-
lement sur la construction de relèvements adéquats des données sur le bord.
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LEMME 2.8 : Pour tout réel positif £* et pour toute fonction 0h dans
H (FD), il existe une fonction K de Hl(Q), dont la trace sur FD coïncide
avec 0b, telle que

|| * II 0 \ \ et

où p* est une fonction décroissante sur ]0, + °°[.

Démonstration : On sait qu'il existe une fonction K dont la trace sur FD est
égale à 0b et qui vérifie

On introduit une fonction / de Wlt°°(Q), à valeurs dans [0, 1], égale à 1 sur
FD et de support 27. En posant K = KX, on vérifie que

WKWL\Q) * l|tf||L«(û)(mes2:)ï2 et \\K\\ ^ \\K\\ + \\K\
L<>(Q)

D'une part, on utilise l'injection continue de Hl(Q) dans L (Q). D'autre
part, on rappelle que, comme l'ouvert Q est borné à frontière lipschitzienne,
la fonction qui, à un point x de £2, associe sa distance d(x) à la frontière
dû, appartient à Wl>o<>(Q). On pose :

si 0 ^ d(x) <ô,

si S^ d(x)^2ô,

O si d(x) ^ 20,

où S est un paramètre positif. Pour tout e* > 0, on peut choisir S suffisamment
petit pour obtenir les estimations (2.38).

Le résultat suivant porte le nom de lemme de Hopf, il est démontré dans [7,
Chapter IV, Lemma 2.3].

LEMME 2.9 : Pour tout réel positif s et pour toute fonction nb dans
Hl/2(F)d vérifiant la condition (2.36), il existe une fonction z de H\ü)d à
divergence nulle, dont la trace sur F coïncide avec ufc, telle que

= £ | | v | | 2 e t \ \ z \ \ p { ) \\b\\H^

(2.39)

où p est une fonction décroissante sur ]0, + «>[,

Pour e égal à ̂  et e* défini en fonction de a (qui sera précisé par la suite),
on désigne par K et z les fonctions introduites dans les lemmes précédents. On
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pose alors : u* = u - z et 6* = 6 - K. On vérifie que le couple
£/* = (u*, $*) appartient à X et que la formulation (2.16) est toujours
vérifiée pour le couple U = (u, 6). On est alors en mesure de démontrer les
estimations a priori

PROPOSITION 2.10 : On suppose les conditions (236) et (2.37) vérifiées. II
existe deux constantes positives ax et a2 et une fonction a croissante sur
]0, + oo[, ne dépendant que des données, telles que toute solution
U=(u,0) du problème (2.5) (2.2) (2.6) vérifie

i<fl), (2.40)

H ( a ) . (2.41)

Démonstration : Pour démontrer la première estimation, on choisit v égal à
u* dans la première équation (2.16) et en écrivant u sous la forme
u* + z, on obtient

v||u*||2 = ~ v grad z . grad u* dx - (u . V) u* . u* dx
JQ JQ

( u * . ? ) z . u * < i x
JQ

- ( z . V ) z . u * < & + a
in JQ

On voit en intégrant par parties que le terme I ( u . V ) u*. u*dx est nul et on

f
utilise le lemme de Hopf précédent pour majorer ( u* . V ) z . u*dx. On

JQ
obtient

v||u*|| «=v| |z | |+e| |u*| | +c\\z\\2 + ca\\d\\Hi(Q).

On prend comme indiqué e égal à * et on en déduit par l'inégalité triangulaire
la majoration (2.40). On choisit maintenant rj égal à Ö* dans la seconde
équation (2.16), ce qui donne

f f
- (u.V)O* 6*dx- ( U . V ) K

in in

+ f gO* dx + f Gb O* dx .
In irN

grad K . grad 6* dx

6*dx
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On observe que

- ( u . V ) ö * 0 * d x = - (uh.n) O*2 dz;
JQ JrN

d'après l'hypothèse (2.37), cette quantité est négative ou nulle. On voit aussi
que

- ( u . V ) K 0* dx = \ /eu . grad 0* dx + K( ub . n ) 0* dx ,
J Q JQ J rN

et on utilise le premier lemme pour majorer | | K | | L 4 ^ . On en déduit

d'où

où p* est la fonction introduite dans le lemme. L'inégalité de Poincaré-
Friedrichs appliquée à 0* et l'inégalité triangulaire permettent alors d'obtenir

On insère maintenant l'estimation (2.40) de ||u|| dans (2.43) et, en prenant
£* égal à ~ , on en déduit l'inégalité (2.41).

zc3a2a
Remarque 2 Al : L'estimation que l'on obtient pour 0 est très différente de

celle du Paragraphe 2.2. En particulier, on ne peut en déduire que les solutions
U = ( u, 0 ) sont bornées indépendamment de a.

Pour un relèvement z fixé, on pose

( z . V ) z . v dx

A(z) = sup — — . (2.44)

II ressort de la démonstration précédente que la majoration sur u* s'écrit de
façon plus précise

^ , ( i 2 ) . (2.45)
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Pour obtenir un résultat d'unicité, on est obligé de faire une hypothèse
analogue à celle qui assure l'unicité des équations de Navier-Stokes :

- vz4u+(u . V ) u + gradp = 0 dans Q,

div u = 0 dans Q ,

u = ub sur 3Q .

Le relèvement z correspondant à c = ^ étant fixé, cette hypothèse s'écrit

||z || + J A ( Z ) < ^ . (2.47)

Comme on le voit, elle ne porte que sur les données.

PROPOSITION 2.12 : Sous l'hypothèse (2.47), il existe une constante positive
b telle que le problème (2.5) (2.2) (2.6) admette au plus une solution
U = (u, 0) vérifiant

WOW < K (2.48)

Démonstration : Comme dans le Paragraphe 2.3, on considère deux solu-
tions U{ = (uv0l) et £/2=(u2, 02) du problème (2.5) (2.2) (2.6) et on
démontre exactement par les mêmes arguments l'inégalité (2.21). D'autre part,
en multipliant la première équation de (2.16) par u{ - u2, on obtient

v | j U ] - u 2 | | 2 = - [ ( ( u ] . V ) u 1 - ( u 2 . V ) u 2 ) . ( u 1 - u 2 ) Jx

On écrit

f ((ul.V)ul-(u2.V)u2).(ul-u2)dx

= ( ( U j - u 2 ) . V)u 2 . (Ui-u2)rfx

= ( ( u 1 - u 2 ) . V ) z . ( u 1 - u 2 ) < f c + f ((ul-u2).V)u2.(ul-u2)dx,
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puis on applique le lemme de Hopf et la majoration (2.45) et on en déduit

En utilisant la majoration (2.21) pour \\6l - 02|| dans cette inégalité, on en
déduit que Uj est égal à u2 et par suite que 6l est égal à 6T

Remarque 2.13 : Si l'on combine les résultats précédents, on voit qu'il y a
unicité globale de la solution du problème (2.5) (2.2) (2.6) lorsque a est assez
petit, plus précisément lorsque

aa(a) < b .

Le théorème d'existence se démontre là encore par la théorie du degré
topologique. La suite d'espaces (Xm)m étant définie comme précédemment, on
introduit les applications <ta et <Pa

m\ pour tous t/* = (u*, 0*) dans X et
V= (v , ? ) dans X,

). V) = f£/* ), V) = grad (u* + z ) . grad v dx

v Jû
z ) . V)(u* + z ) . v dx

1grad ( 0* + K: ) . grad

T[ ((U*
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et, pour tous £/* = (u*, 0*) dans X et Vm=(v, 77) dans X ,

= I grad ( u* + z ) . grad v d.

((u* + z) .V)(u*

ƒ+ grad ( 0* + K ) . grad 77 Jx
J

| ( (u*

Pour tout paramètre a > 0, on considère aussi un ouvert borné Ôa tel que

v=(v , i7) e X; ||v + z|| ^ ax + a2 a\\rj + K\\HX{Q)

et lk + i c | | / / i ( û ) < a ( a ) } c ^ . (2.49)

PROPOSITION 2.14 : Soit a un réel positif On suppose les conditions (2.36),
(2.37) et (2.47) vérifiées. Alors, il existe un ouvert &a de X tel que le degré
de Vapplication & par rapport à l'ouvert Ôa et au point 0, est égal à -t- 1 où
à- 1.

Démonstration : Exactement comme dans la proposition précédente, on
peut vérifier que l'équation: <P°m(U*m) = 0 a au plus une solution dans
Xm. Pour démontrer l'existence, on rappelle que le système de Navier-Stokes
(2.46) a au moins une solution u et que, pour cette solution u , l'équation de
la chaleur

avec les conditions aux limites (2.6), a également une solution 9°. Le couple
U*° = (u° - z, (f - K) est alors solution dans X de l'équation :
çt> ( u ) = 0. En utilisant exactement les mêmes arguments (à savoir
essentiellement le théorème de point fixe de Brouwer), on montre qu'il existe
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une solution U*® de l'équation: d^(£/^) = 0. Pour vérifier que
D#^(£/^°) est un isomorphisrne, on considère un élément Vm = (v,n) tel
que D<P°m( U*®) . Vm soit égal à 0. Ceci s'écrit, pour tout Wm = (w, £) dans

grad v . grad w dx
Q

grad n « grad £ dx

+ T

En choisissant w égal à v et £ égal à n et en utilisant le lemme de Hopf, (2.45)
et (2.47), on en déduit que v puis tj sont nuls. Par conséquent, le degré de
l'application #m par rapport à l'ouvert &m et au point 0, est égal à 1 ou à
- 1. En utilisant exactement le même argument de compacité que dans le
Paragraphe 2.4, on en déduit la proposition.

Finalement, on fait appel au même argument d'homotopie que dans le
Paragraphe 2.4, en posant

W{u V) = êta(V) .

Les estimations a priori permettent de prouver que l'équation
W{t, V) = 0 n'a aucune solution sur d&a> 0 ^ t *S 1, ce qui permet
d'obtenir le dernier résultat.

THÉORÈME 2.15 : On suppose les conditions (2.36), (2.37) et (2.47)
vérifiées. Alors, pour tout réel positif a, le problème (2.5) (2,2) (2.6) admet au
moins une solution.

En conclusion, en supposant vérifiées trois hypothèses naturelles sur la
condition aux limites ub, on a démontré que le problème de départ admet
toujours au moins une solution ; on a établi en outre un résultat d'unicité locale
de cette solution, et un résultat d'unicité globale lorsque les variations du
second membre F (représentées par le paramètre a ) ne sont pas trop grandes.
On a fait pour cela deux suppositions sur la fonction F : la première consiste
à dire qu'elle s'annule en un point et on s'aperçoit sans peine que l'on peut
se passer de cette nullité, à condition de modifier l'hypothèse donnant
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Tunicité de la solution. La seconde consiste à supposer la fonction F conti-
nuement dérivable, on voit que Ton peut affaiblir cette condition : il suffit de
supposer F holdérienne. Toutefois, on n'utilisera pas ces améliorations dans
les applications.

3. APPROXIMATION PAR ÉLÉMENTS FINIS

L'approximation s'effectue sur le système complet

- v z f u + ( u . V ) u + grad/? = F ( 7 ) dans Q,

div u = 0 dans Q ,
- A 4 T + ( u . V ) r =0 dans Q, (3.1)

muni des conditions aux limites

u = û  sur dû , (3.2)

T=Tb sur rD et g = G , sur rN. (3.3)

On fait les mêmes hypothèses sur l'ouvert et les données que précédemment.
On va écrire une formulation un peu différente du problème (3.1) (3.2) (3.3).

On introduit d'abord les opérateurs de Stokes S et de la chaleur L. Pour une
condition aux limites fixée u ,̂ l'opérateur S associe à toute distribution f de
H~ l(&)d la fonction w de Hl(Q)e\ OÙ le couple (w, q) est la solution dans
Hl(Q)Jx(L2(Q)/U) du problème

- v Aw + grad q = f dans Q ,
div w = 0 dans Q ,

w =ub sur dû ; (3.4)

on note ST la fonction q du couple ( w, q). L'opérateur S correspondant à une
condition aux limites nulle est noté S0. Pour une condition aux limites fixée
Tb, l'opérateur L associe à toute distribution g du dual de H\(Q) la solution
Q du problème

- X AQ = g dans Q , (3.5)

= Tb sur rD et ^ = GOb sur rN.
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Pour la condition aux limites Tb nulle, l'opérateur est noté L . Puis, o
l'application H de l'espace Hl(Q)d x Hl(Q) dans lui-même par

VV= (v,/?) e H\ü)dxH\ü),

où Gfr est défini par l'équation

GbRdz. (3.7)

La continuité et la différentiabilité de cet opérateur sont faciles à vérifier à
partir des injections de Sobolev. On voit aussi que, si un tripiet (u,;?, T) de
Hl(Q)d x (L2(Q)/R) x H\Q) est solution du système (3.1) (3.2) (3.3),
alors H(U) avec f/= (u, T) est nul. Réciproquement, pour toute solution
U= (u, T) de l'équation H(U) = 0, il existe une unique fonction p dans
L2( Q )/U telle que le triplet ( u, p, T) soit solution du système (3.1) (3.2) (3.3).

On fait désormais l'hypothèse suivante : le couple U est une solution non
singulière de l'équation H( U) = 0, au sens que

l'opérateur DH( U) est un isomorphisme

de Hl
0(Q)dxH[(Q) dans lui-même. (3.8)

En écrivant l'opérateur DH(U) de façon plus explicite :

F/(T)ö-(u.V)w-(w.V)u

(3.9)
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et en utilisant la compacité des termes non linéaires, on voit que l'hypothèse
(3.8) équivaut à dire que la seule solution (w, q, Q) dans
Hl

0( Q f x ( L2( Q )/R ) x H\( Q ) du système

Vv e HQ( Q f, v grad w . grad v dx
JQ

4- ( (u .V)w+(w.V)u)v</x
JQ

- (div Y) qdx=\ FXT)Q\dx,
JQ JQ

V r e L 2 ( O ) , (divw)qdx = O, (3.10)

V/? G Hl(O ), 1 f grad i?. grad Q dx
JQ

+ f ((u.V)«+(w.V)r)öA = 0,

est la solution nulle. On note aussi que, par le théorème d'inversion locale,
l'hypothèse (3.8) implique une propriété d'unicité locale de la solution U. Le
but est maintenant de construire une approximation de U dans un espace de
dimension finie et d'en analyser la convergence.

L'étude s'effectue selon le plan suivant : présentation du problème discret,
lemmes techniques, conclusions, exemples d'éléments finis.

3.1, Présentation du problème discret

On désigne par h le paramètre de discrétisation, que l'on suppose réel positif
destiné à tendre vers 0. On introduit trois sous-espaces de dimension finie
Yh% Mh et Zh contenus respectivement dans Hl(Q)d, L2(Q) et Hl(Q). On
pose :

Y°h=YhnHl
0(Q)d et Z*h = ZhnHl(Q).

On est alors en mesure d'énoncer les hypothèses suivantes, que l'on supposera
toujours vérifiées par la suite :
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(i) il existe une constante /? positive indépendante de h telle que

v / » e 'h

- f (dh
(3.11)

(ii) il existe un réel î Y ^ 1 et un opérateur $h défini sur les fonctions
continues de Q dans Rd\ à valeurs dans Yh, tel que

Vve/

k**ty+ll (3.12)

Vre Hk~l(Q)f

; (3.13)

on suppose en outre que, pour toute fonction v de Hl(Q)d continue sur Q, la
trace de $h v sur dQ ne dépend que de la trace k de v sur dQ, on note ih k cette
trace et on fait Thypothèse supplémentaire :

ihk.nd-c=\ k . n ^ r ; (3.14)

(iii) il existe un réel 2z 5= 1 et un opérateur d'interpolation $h défini sur
les fonctions continues sur O, à valeurs dans ZA, tel que

Vi?e Hk(Q), l l * - ^ R | | ^ ( û ) ^ c f t * - ' | | « | | ^ ( o ) f

^<k^îz+h f = 0 o u l ; (3.15)

on suppose aussi que pour toute fonction R de Hl(Q ) continue sur Q, la trace
de $h R sur FD ne dépend que de la trace / de ÏR sur JTD, et on note jh x cette
trace.

Bien entendu, F hypothèse (iii) est satisfaite par tous les espaces d'éléments
finis usuels et les hypothèses (i) et (ii) sont classiques pour les couples
d'espaces d'éléments finis utilisés pour l'approximation du problème de
Stokes. Des exemples seront donnés à la fin du chapitre.
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II faut également préciser comment s'effectue l'approximation du terme
F(R). La fonction R étant connue aux nœuds de l'opérateur d'interpolation
$h, on sait calculer la quantité F(R) en ces nœuds, et donc construire la
fonction de Zd

h qui interpole F(/?). Plus précisément, on pose pour toute
fonction R continue sur Q :

F , ( / ? ) - ^ [ F ( / ? ) ] = ^ [ F ( ^ / ? ) ] . (3.16)

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes : pour toutes fonctions R
et Q continues sur Q, la différentielle DFh(R) . Q s'écrit

DYh(R).Q = $h[nR)Q]=$h[n$hR)$hQ];' (3.17)

si la fonction F( R ) appartient à Hk{ Q ) pour un entier k vérifiant

2 < k ^ îz + 1, on a la majoration

\\F(R) -¥h(R)\\L2(Q)d ^ chk\\F(R)\\Hk(Q)^ (3.18)

On peut alors énoncer le problème discret, sous forme variationnelle :
trouver un triplet (uh,ph,Th) de Yhx (Mh/U) x Zh tel que

V v * G K ' v 8 r a d u* • i r a d yhdx + (uh • V ) UA • yh dx

~ \ (divvA)pAA= [ Fh(Th) .vhdx,

VrhzMh, | (divuh)rhdx = 0, (3.19)

eZ*h, X\ grad Th . grad Qhdx + f (uh.V)ThQhdx

= I gQhdx+ f
JQ JrN

h f GbQhdx,

avec les conditions aux limites

u
A = ' > f c sur ôfl et Tft=;Arfc sur rD. (3.20)

vol. 29, n" 7, 1995



900 C. BERNARDI, B. MÉTIVET, B. PERNAUD-THOMAS

Pour étudier ce système, on va récrire sous la même forme que le problème
continu. Dans ce but, on introduit les opérateurs Sh et Lh, analogues discrets
des opérateurs S et L. La condition aux limites ub étant toujours fixée, pour
toute distribution f de H~ l(Q)d, Sh f est la fonction w^ vérifiant la condition

wh = ihub sur dû, (3.21)

et telle que le couple (wh, qh) soit la solution dans Yhx (Mh/R) du
problème

V v A e F j , v grad wh . grad v̂  dx - (div v^) qhdx = î.vhdx,
Jn JQ JQ

( div
JQ

(3.22)

Mh , I (div wh) rhdx = ö .
JQ

Lorsque ub, et donc ih ub, sont nuls, l'opérateur Sh est noté S°h. D'autre part,
pour toute distribution g du dual de l'espace Hl(Q), la fonction
Qh = Lhg appartient à Mh, vérifie la condition

Qh=JhTb s u r r 0 ' (3-23>

et est solution du problème

\fRh e ZA, X f grad Q, . grad Rh dx = | g /?, Jx . (3.24)
JQ JQ

On désigne par LQ
h l'opérateur Lh dans le cas particulier où la donnée Tb est

nulle.
Sous les hypothèses (3.11) à (3.15), on peut tout de suite rappeler les

résultats de stabilité et de convergence concernant ces opérateurs.
(i) Pour toute distribution f de H~l(Q)d

$ on a

ll^f|lHW^ciifil/rW* <3-25)

Si en outre la fonction Sf appartient à Hk(Q)d pour un entier k vérifiant
-z<h ^ I F + 1, on a la majoration d'erreur

W - . ( o ) ) . (3,26)
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(ii) Pour toute distribution g du dual de H*(Q), on a

(3.27)

Si en outre la fonction Lg appartient à Hk(Q) pour un entier k vérifiant
« < k ̂  lz + 1, on a la majoration d'erreur

|| (L - Lh) g ||ffI(û) ^ e/**"1 \\Lg \\H>(a). (3.28)

De ces propriétés, on peut facilement déduire le résultat de convergence
suivant, qui est vrai dès que les fonctions nb et Tb appartiennent respectivement
aux espaces Hs(dQ)d et HS(FD) pour un réel s > ̂ -^-L :

(3 29)

Finalement, on introduit l'application //^ qui est définie de l'espace
Hl(Q)dxHl(Q) dans lui-même par

W=(v,/?)e Hl(Q)dxH\Q),

5 A 0 \ / F . ( / ? ) - ( v . V ) v \

où Gfr est défini par (3.7). Il faut noter que cette application est continueraient
différentiable et envoie le sous-espace Yh x Zh dans lui-même. D'autre part,
le système (3.19) (3.20) s'écrit maintenant sous la forme équivalente:
Hh{ Uh) = 0, où Uh est le couple (uA, Th) (l'hypothèse (3.11) permet en effet
de calculer une pression ph dans Mh, unique à une constante additive près, à
partir de Uh).

La formulation ci-dessus permet d'étudier le problème (3.19) (3.20) en
utilisant le théorème des fonctions implicites discrets (F. Brezzi, J. Rappaz et
R-A. Raviart [3], M. Crouzeix et J. Rappaz [5]). Dans la proposition qui suit,
on énonce avec les notations appropriées une version un peu différente de ce
résultat, qui se démontre en appliquant [5, Thm. 3.1] à l'application :
U* = ( u*, 71* ) H-> Hh{ u* + $h u, r* + $h T).
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PROPOSITION 3.1 : On suppose qu'il existe un couple Uh de Yh x Zh tel que
DHh( Ûh ) soit un isomorphisme de Y^x Zh dans lui-même. On pose

yh= || {DHh{Ùh)Y
l \\^YlxZl,yUz-h), (3.32)

VheYhxZh et || Vh - £ / J | „ W x „ . ( f 3 ) ^ / / } . (3.33)

5/ on a

2yhAh(2yheh)< 1 , (3.34)

pour tout fj ^ 2 yh eh tel que yh Ah(ju) soit < 1, // existe une unique solution
Uh de l'équation Hh(Uh)=O vérifiant

II Uh ~ ÛhWH\Q)dxH\Q) ^ V ' (3-35)

De plus, on a Vestimation

M JJ J~J il ^ *_Jl W T T / T~T \ II /O O^\

Dans toute la suite, on fait les hypothèses de régularité suivantes sur le
triplet (u,/?, T) solution du système (3.1) (3.2) (3.3) :

ueHm(Q) et p e Hm~\ü), | < m ^ £ y + l , (3.37)

TG

On suppose aussi

la fonction F de classe C z+ \ à dérivée seconde uniformément bornée , (3.38)
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de sorte que, par la formule de Leibnitz, la fonction F( T) appartient au même
HS(Q) que T. On choisit maintenant Ûh égal au couple («0Au, $hT). Le
paragraphe suivant est consacré à l'estimation des quantités sh, yh et Ah(jj).

3.2. Lemmes techniques

Pour tous couples V=(\,R) de H\Q)dxHx(Q) et W=(w, Q) de
HQ(Q)dxHl(Q), on voit que

DHh(V).W

($1 0 Y^[FWg]-(v.V)w-(w.V)v\
\ h / \ \ • / \£ \ • J /

En comparant cette expression avec (3.9), on voit que, pour tout
Wh={vh,Qh) dans Y°h x Zh,

DHh(Üh).Wh (3.40)

- (u.V)Ö„-(w„.V)

Cette équation nous permet de montrer le premier lemme.

LEMME 3.2 : On fait l'hypothèse

Z*h, \\F(T) Qh- $h[F(T) Qh]\\LHQ)^ e(h)\\QJH,(n)

avec lim e(^) = 0 . (3.41)
h —> 0

Alors, il existe un réel h0 tel que, pour h ̂  h0, l'opérateur DHh( Uk) soit un
isomorphisme de rhxZh dans lui-même. La constante yh est alors majorée
par une constante y indépendante de h.
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Démonstration : Une conséquence immédiate de l'hypothèse (3.8) est qu'il
existe une constante c0 positive telle que, pour tout Wh = (wh, Qh) dans
Y°xZ*

\\DH(U). Wh\\Hiw^Hl(Ci) S* co\\ Wh\\H,(iirxH,iQ). (3.42)

Le lemme sera donc démontré si on prouve que

avec lim rj{h) = 0. (3.43)
h —̂  0

On va établir successivement la convergence des deux derniers termes figurant
dans (3.40).

1) On déduit aisément de l'équation (3.29) que, si X*Y et JTZ sont des
compacts respectivement de H~ x(Q)d et de (HI(Q))', on a la convergence

lim sup
f e JTy

Km sup
3 e ^Tr

Or, l'image de la boule unité de Hx
0(Q)d x H\(Q) par l'application;

est un compact de H~ (£2) , et son image par l'application :

(w, Ö ) H - > - ( U . V ) Ö - ( W . V ) 7

est un compact de (H*(Q))'. On déduit donc de (3.44) la convergence de
1*avant-dernier terme de (3.40).

2) D'après les propriétés de stabilité (3.25) et (3.27) et l'hypothèse (3.41),
on voit que, pour prouver la convergence du dernier terme, il suffit de montrer
que

H m J | u - ^ u | | „ w = 0 et lim || T- $h T\\Hl{Q) = 0 .

C'est une conséquence directe des propriétés (3.26) et (3.28) et des hypothèses
de régularité sur la solution (u,/?, T).

En regroupant tous ces résultats on obtient le lemme.
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LEMME 3.3 : On fait l'hypothèse

^c\\Rh-$hT\\H,(Q)\\Qh\\H,ia). (3.45)

Alors, il existe une constante c positive telle que, pour tout réel n > 0, la
constante Ah(/Li) soit majorée par C/J.

Démonstration: D'après (3.39), en posant ^ ^ ( v ^ , Rh) et
Wh = (wh, Qh), on a

DHh(Ûh).Wh-DHh(Vh).Wh

Si Ton suppose que

en utilisant les propriétés de stabilité (3.25) et (3.27) et l'hypothèse (3.45), on
obtient le lemme.

Remarque 3.4 : Comme on le verra par la suite, les hypothèses (3.41) et
(3.45) sont vérifiées pour tous les espaces Zh d'éléments finis usuels. En effet,
elles se démontrent aisément par des inégalités inverses locales.

LEMME 3.5 : Sous les hypothèses de régularité (3.37) et (3.38), il existe une
constante c positive ne dépendant que de la solution U telle que

e A <c* i n f l m ' ' 1 - \ (3.46)

Démonstration: De l'équation H(U) = 0, on déduit
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de sorte que

On majore ces différents termes par les arguments suivants :
1) en utilisant les propriétés (3.12) et (3.15) et l'hypothèse de régularité

(3.37) ;
2) en notant que

u = S ( F ( 7 ) - ( u . V ) u ) et T = L(g + Gh - (u . V) T) ,

et en combinant les propriétés (3.26) et (3.28) avec l'hypothèse de régularité
(3.37) ;

3) en utilisant les estimations de stabilité (3.25) et (3,27), en écrivant les
décompositions

= ( ( u - J ^ u ) . V ) u + ( u .

et en utilisant les propriétés (3.12), (3.15), (3,18), (3.37) et (3.38) (grâce à la
formule de Leibnitz, cette dernière entraîne que F(T) appartient à

3.3. Résultats et conclusions

Le résultat principal se déduit facilement de ce qui précède.

THÉORÈME 3.6 : Soit (u, p, T) une solution du problème (3.1) (3.2) (3.3)
vérifiant les hypothèses (3.8) et (3.37). On fait les hypothèses (3.38), (3.41) et
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(3.45). Alors, il existe un réel positif Ho tel que, pour tout h ^ HQ,
le problème (3.19) (3.20) ait une solution (u^,ph , Th) dans
Yh x (MhM) x ZA. En outre, cette solution vérifie la majoration d'erreur

Ü U - M / / W + i i r " TH\\H*(Q) < chïnf{m>s]-1 , (3,47)

où la constante c ne dépend que de la solution (u, p, T) et de la fonction F.

Démonstration : Pour appliquer la proposition, on vérifie que

Pour h assez petit» cette quantité est inférieure à 1, de sorte que l'équation
Hh(Uh) = 0 admet une solution Uh = (uh,Th) dans YhxZh. On déduit
alors de l'hypothèse (3.11) qu'il existe une fonction ph de Mh, unique à une
constante additive près, telle que le triplet (uh,ph, Th) soit solution de (3.19)
(3.20). Ensuite, on déduit de (3.36) Testimation

ce qui donne par le Lemme 3.5 l'estimation d'erreur (3.47).

Remarque 3.7: L'étude de l'unicité de la solution du problème (3.19)
(3.20) s'effectue exactement comme pour le problème continu. Pour h assez
petit, le résultat d'unicité est identique (et donc en général non global).

PROPOSITION 3.8 : Sous les hypothèses du théorème et sous l'hypothèse
supplémentaire

VQA e Z;; VK, e Z'h,

II^EF(j3A)-F(/ î f c)] | | z ,1 { O )^c| |o»-/ îJ l l .3 ( O ) , (3.48)

la solution (u,/?, T) vérifie en outre la majoration d'erreur

Démonstration : En utilisant l'hypothèse (3.11), on voit que, pour n'importe
quelle fonction rh de Mh de même valeur moyenne que ph,

j- j (div vhXph-rh)dx
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On calcule

- (div vh)(ph-rh)dx
in

= $ J F ( Th)] • VA <*x - v grad «/, • grad v„ dx
>»« Ja

- (^-V)uA.vArfx+ (divvjr^x

= - \ (F(T)-$h[F(Th)]).vhdx + v\
J« in

+ | ( ( u . V ) u - ( u , . V ) u , ) . v , ö f x - f
Jo in

On en déduit par l'inégalité triangulaire

ÏÏP ~ Ph ü L\Q)lM ^ IIP - r « ü L?(i2)/R + II »

+ ||(u.V)u-(uA.V)uJ|z,2(fl).

+ \\(u.V)T-(uh.V)Th\\LHn).

Pour conclure, on utilise d'abord l'hypothèse (3.13) et les décompositions

( u . V ) u - ( u A . V ) u A = ( ( u - u J . V ) u + ( u . V ) ( u - u J
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II reste à évaluer le terme \\l?(T) — $h[F(Th)] \\L\Qf ; pour cela, on note
que, grâce à l'hypothèse (3.48),

£2(0), + c ( | | r -^r | | , 2 ( û ) + \\T-Th\\H,w),

d'où la conclusion.
Une méthode de dualité d'Aubin-Nitsche permet d'obtenir une majoration

plus fine de l'erreur sur la vitesse et la température en norme L2(Q).

PROPOSITION 3.9 : On suppose

Vouvert Q convexe ou de classe <$lt l , (3.50)

et les réels m et s de l'hypothèse (3.37) supérieurs ou égaux à 2. Sous les
hypothèses du théorème et sous l'hypothèse supplémentaire

h-$hT\\H,ia), (3.51)

la solution (nh,ph, Th) vérifie la majoration d'erreur

II » - »* II L\ay +WT-TJ Û(Q) ^ chin(^s]. (3.52)

Démonstration : On a

M.(u-uh)dx+\ N(T-Tk)dx
J Q in

sup ^ . (3.53)
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Pour une fonction quelconque M de L2( Q ) et une fonction quelconque N de
L2(Q), on résout le problème consistant à chercher un triplet (w, q, Q) de
Hl

0(Q)d x (L2(Q)M) x Hl(Q) vérifiant :

Vv t= Hl
Q(Q)d, v grad w . grad v dx + ( u . V ) v . w d x

+ ( v . V ) v . w - ( div v ) q du = M . ¥ dx ,
Ji2 Ja JD

V r e L 2 ( D ) , f (d ivw)r^x = 0 ,

VRBHI(Q), A grad Q . grad /? dx + (u.V)/?Ôrfx

+ | ( v . V ) T Ô J x = F ' ( r ) / Î . w à + ATi?rfx. (3.54)
JQ JO JÛ

Si W représente le couple ( w, Q), le problème s'écrit de façon équivalente :

où (DH( U))* est l'opérateur adjoint de DH{ U). D'après l'hypothèse (3.8),
il admet donc une solution unique. Par des techniques identiques à celles
employées pour les équations de Navier-Stokes, on vérifie facilement que,
sous l'hypothèse (3.50), cette solution possède la propriété de régularité

où la constante c dépend de (u, T). D'après les hypothèses (3.12), (3.13) et
(3.15), il existe alors une fonction wft de Y°h (égale à $Aw), une fonction qh de
Mh et une fonction Qh de Z* (égale à $ hQ ) telles que

^ ^ ^ ^ . (3.55)
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A partir du problème (3.54), on peut calculer

f f
M.(u-uA)dx + N(T-Th)dx

JQ JQ

en fonction de (w, q, Q). En soustrayant la formulation variationnelle du
problème (3.1) (3.2) (3.3) et le problème discret (3.19) (3.20), appliqués à
(wA, qh, Qh), on a aussi

v grad ( u — u^ ) • grad w^ dx
ia

+ (u.V)u.wfc<fc- (uh.V)uh.whdx

- (div wh)p dx + \ (div wh)ph dx
J Q i/o

= f (F(T)-$>h[F(Th)-\).whdx,
JQ

X\ grad (T-Th). grad Qhdx+\ (u.V)TQhd\

la U/ï' h h

de sorte qu'en combinant ces deux équations avec (3.54), on obtient

f M (u -u )dx

avec

grad ( u — uh ) . grad ( w — wh ) dx' • ' ƒ

= - (div(u-ufc))«A+ (div

= ( u . V ) ( u - u A ) . w d f x + ( ( u - u ^ ) . V ) u .

- ( u . V ) u . w d x +
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T4={ (u.V)(T-Th)Qdx+i ( (u -u , ) . V)TQdx

- f (u.V)TQhdx+[ (uh.V)ThQhdx,
Ja Ja

T5 = - \ FXT)(T-Th).wdx+f F(T).whdx
Ja Ja

- f $h[V(Th)].vhdK.
ia

II reste à analyser successivement chacun de ces termes, en tenant compte des
majorations (3.47), (3.49) et (3.55).

1) Pour le premier terme, il suffit d'écrire

Tx ̂  c(\u - uh\Hl(Q)« \w - wh\Hi(Qf + \T-Th\Hi{Q) | 0 - Ô A U - ( O ) ) .

2) En tenant compte des propriétés des divergences des fonctions u, uh et
w, on a

72 = - (div(u~uh))(q-qh)dx-\ (div ( w - wA) )(p - ph) dx ,

de sorte que

T2 ̂  c(\u-uh\Hi(Qyi \\q-qh\\L2iQ)+ |w -w A | # . ( O ^ \\p ~Ph\\L

3) On note que le terme T3 s'écrit sous la forme

T3=\ ( (u-uft).V)uA.(w-wA)dx
Ja

+ (u.V)(u-uA).(w-wA)dx
JQ

+ f ( (u-uJ.V)(u-nt).wà,
JQ

de sorte que

T3^ch\\u-uh\\Hll
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On utilise le fait que m est 5= 2 pour prouver que le second terme est au moins
du même ordre que le premier.

4) De la même façon, on a

V)Th(Q-Qh)dx+[ (u.V)(T-Th)(Q-Qh)dxr 4 = f ( ( u - u h ) . V ) T h ( Q - Q h ) d x + \ ( u .
Ja JQ

• ( < < - . ) . V)(T-T,)Qdx,

et on en déduit

7f _^* T /" 11 M • II T l m |

4 ^ ch( llu-uh||ff.(o)rf+ | | r - r j
c ' | | u - u J | J / l ( O ) * \\T-Th\\Hl{O),

d'où le résultat puisque m est ̂  2.

5) Finalement, on écrit le dernier terme sous la forme

Comme les dérivées première et seconde de la fonction F sont bornées, on en
déduit
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ce qu'on écrit encore

On utilise alors l'hypothèse (3.51) pour le dernier terme et on obtient

{\\T - $hT\\LHnY+ \\¥{T) -

Ceci donne le résultat souhaité, car s est 5= 2.

Remarque 3.10: Sous l'hypothèse (3.50), on peut facilement vérifier, en
généralisant les arguments utilisés pour les équations de Navier-Stokes, qu'on
a bien la propriété (3.37) avec m ^ 2 et s ^ 2 dès que les données sont
assez régulières : la fonction g dans L2(Q), les conditions de bord u ,̂ Tb et
Gh dans H3/2(ôQ)d, H3/\rD), et Hl/2(FN) respectivement.

Toutefois, en utilisant le fait que le second membre F(7 ) est borné dans
Lz( Q Y dès que la fonction T est dans L ( Q ), on peut obtenir une majoration
un peu plus fine sur la vitesse et la pression.

PROPOSITION 3.11 : Sous les hypothèses du théorème et sous les hypothèses
supplémentaires (3.48), (3.50) et (3.51), la solution (u,/?, T) vérifie en outre,
pour h assez petit, la majoration d'erreur

WP-PHWLHÜV* < chmi{m~Us]. (3.56)

Démonstration : En comparant la formulation variationnelle du problème
(3.1) (3.2) (3.3) et le problème discret (3.19) (3.20), on voit que, pour tout

\h dans Xh,

= - ( ( u . V ) u - ( u A . V ) u A ) ( u
J a

( d i v ( u h - vh))(p-ph) dx

f
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L'hypothèse (3.11) entraîne qu'il existe une fonction vft de Xh vérifiant

h, J ( d i v ( u - vh))rhdx = O et

II" - V J

de sorte qu'en choisissant ce vh, on obtient facilement

+ | | ( n . V ) u - ( u A . V ) n J | L W

Pour estimer les deux derniers termes, on fait appel aux décompositions

< u . V ) ( u - u A ) - ( ( u - u A ) . V ) ( u - u f c ) f

En utilisant les résultats précédents et l'hypothèse (3.48), on en déduit la
majoration désirée sur la vitesse, puis l'estimation correspondante sur la
pression.

3.4. Exemples d'éléments finis

II faut maintenant prouver que les hypothèses (3.11) à (3.14) pour le couple
d'espaces ( Yh, Mh) et que les hypothèses (3.15), (3.41), (3.45), (3.48) et (3.51)
pour l'espace Zh, sont vérifiées par les espaces d'éléments finis que Ton utilise
habituellement pour ce type de problème. Pour cela, on suppose que Q est un
polygone ou un polyèdre, et on associe au paramètre h une triangulation du
domaine Q : ?fh désigne un ensemble fini de triangles (resp. de tétraèdres) de
diamètre ^ h, dont l'union est Q et tels que l'intersection de deux triangles
adjacents (resp. de deux tétraèdres adjacents) soit un sommet ou un côté (resp.
un sommet, une arête ou une face) de chacun des deux triangles (resp.
tétraèdres) ; on choisit aussi la triangulation telle que l'intersection d'un
élément avec FD soit ou bien vide ou bien un sommet ou un côté (resp. un
sommet, une arête ou une face) de l'élément. On suppose la famille {^h)h

régulière, au sens que le rapport du diamètre de n'importe quel élément de
?fh à celui du cercle inscrit (resp. de la sphère inscrite) dans cet élément est
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majoré par une constante indépendante de h. Pour tout entier n 2= 0, on
désigne par P (K) l'espace des polynômes de degré total =S n sur un triangle

Jf Jf

ou un tétraèdre K. On note aussi Xx,..., Xd+l les coordonnées barycentriques
sur un élément K.

Les hypothèses (3.11) à (3.14) sont en fait vérifiées pour tous les couples
d'espaces ( Yh, Mh) utilisés pour la discrétisation du problème de Stokes (on
réfère à [7, Chapter II] pour la démonstration de ces propriétés). On va en
donner deux exemples.

Exemple 1 (élément de Taylor-Hood) : Dans le cas de la dimension 2, on
pose

où 3?(K) désigne indifféremment soit l'espace des fonctions continues sur K
et affines sur chacun des 4 triangles construits en joignant les milieux des côtés
de K, soit l'espace P2(K) (il faut noter que l'entier ÎY est égal à 1 dans le
premier cas et à 2 dans le second). On sait alors que l'hypothèse (3.11) est
vraie. La propriété (3.13) est aussi standard. En utilisant l'opérateur d'inter-
polation de Lagrange aux sommets et aux milieux des côtés des éléments, on
a la propriété (3.12). Toutefois, pour obtenir la propriété (3.14), on doit
introduire l'opérateur $h défini par

Va sommet de K, ( $h v )( a ) = v( a ) ,

VF côté de K, \ 3>h\ dx = \ y dr .
JF JF

Les propriétés (3.12) et (3.14) sont alors simultanément vérifiées.

Exemple 2 : On pose

Vh,rh]Ks P0(K)} ,

o ù 0 " X K ) d é s i g n e l ' e s p a c e e n g e n d r é p a r P A K ) * e t l e s d + l f o n c t i o n s

( II ^f I njt> 1 ^ k ^ d + 1, où n, est le vecteur unitaire normal à

la face d'équation Xk = 0. L'entier KY est égal à 1. Là aussi, les propriétés
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(3.11) et (3.13) sont standard, les propriétés (3.12) et (3.14) sont vérifiées pour
l'opérateur $h défini par

I va sommet aeA, \&h v ;^a ; = v^a; ,

VF côté (resp. face) de AT, ^ v . n A = v .n dx .

JF JF

f Va sommet de K, (3>h v ) ( a ) = v(a'

VK

L

Finalement, on pose

u — 1 -« î, €ï *5 ( i i ) , VA. É « J i . i ^ i . i f ^ r « 1 Â ) f , ( J . D / )
n i n \ • » ft'ftjA * Z ' '

et on désigne par ^^ l'opérateur d'interpolation de Lagrange sur le treillis
principal d'ordre fz sur chaque élément. La propriété (3.15) est alors vérifiée.
Il reste à établir les majorations (3.41), (3.45), (3.48) et (3.51), ce qui fait
l'objet du lemme suivant.

LEMME 3.12 : Les majorations (3.41), (3.45), (3.48) et (3.51) sont vérifiées
pour l'espace Zh défini en (3.57).

Démonstration : On prouve les quatre majorations successivement. On note
hK le diamètre de n'importe quel élément K de ?Fh.

1) Etant donné un élément K de 2f'h, on connaît la majoration, vraie pour
p > d :

Vtfe Whp(K\ \\R-$hR\\L2{K) * chl
K

+i-i\\R\\wl.,{K). (3.58)

On l'applique à la fonction F'(T) Qh :

+ II F " ( T) il L-(K)< II ( ê r a d T) Qh II L'(JO- ) *
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Comme les dérivées premières et secondes de la fonction F sont uniformément
bornées, on en déduit

On rappelle l'inégalité inverse, vraie pour tous p et q,
l^q^p^+°°y et pour k égal à 0 ou 1 :

d d

\/Rh e Zh, \\Rh\\w^iK) < chrî\\Rh\\w,g{K). (3.59)

On l'applique deux fois, avec q = 2, pour des valeurs de k et p différentes,
et on obtient

(d'après l'hypothèse (3.37), la fonction T appartient à HS(Q) pour un réel
s > i, dons à W1>p(£2) pour un réel p> d d'après le théorème de Sobolev).
En sommant l'inégalité précédente sur tous les éléments K de "ïïh, on obtient
(3.41). _

2) On voit facilement que, pour toute fonction R continue sur Q,

\\$hnlHK)^chd
K\\R\\l~w- (3.60)

On applique cette inégalité à la fonction (T(Rh) -¥\$hT)) Qh et on
obtient

On utilise alors le fait que la dérivée seconde de F est bornée, ce qui donne

\\$h[(F'(Rh) - F($h T) ) Ô J U 2
L W =£ chd

K\\Rh - $k TWl^ \\QJ2
L-{K),
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puis deux fois l'inégalité inverse (3.59) avec k = 0, p = + °° et

et on somme sur les éléments K de ?fh en utilisant l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

I I&[(FW - n$h T))Qh] \\lHar ^c\\Rh-$h T\\l<(a)\\ Qh\\l\a) •

L'espace Hl(Q) étant d'après le théorème de Sobolev inclus dans L (£2), on
obtient (3.45).

3) On applique maintenant l'inégalité (3.60) à F( Qh ) - F( Rh ) :

et comme la dérivée de la fonction F est bornée,

On utilise encore l'inégalité inverse (3.59) avec k = 0, p = + <*> et
q - 2, et on obtient

| | ^ [ F ( Ö A ) - F ( / ? , , ) ] ^ W ^c\\Qh-Rh\\
2

L,(K),

d'où (3.48) en sommant sur les éléments K de 2Tft.
4) Finalement, on applique la majoration (3.58) à la fonction
F(/?ft) - F($>hT), ce qui donne (on prend p>d)

l+i~îchf l+i~î) \\F(Rh) -

. grad Rh -F\$hT). grad $h T\\ 2
L„

chf 1 + H ) ( \\F(Rh) - F($h T) \\2
LP(Kf

h ) . ( grad Rh - grad $h T) \\ 2
LP

- F\$h T)) . grad $h T\\
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Comme les deux premières dérivées de F sont bornées, on en déduit

Il est clair, d'après les propriétés de l'opérateur $h, que || grad $h T\\ LP{Ky est
majoré par une constante fois ||r|| wi,P^K). D'autre part, on choisit un réel q
égal à 6 dans le cas de la dimension 3 et aussi grand que l'on veut (mais fini)
en dimension 2, et on applique l'inégalité inverse (3.59) :

On somme alors sur les triangles K de ?fh en utilisant l'inégalité de Hölder
pour le second terme :

Uh-

Grâce au théorème d'inclusion de Sobolev, ceci donne le résultat cherché.

Le tableau suivant compare les majorations d'erreur obtenues dans les
différentes normes, lorsque les éléments finis utilisés pour la vitesse et la
pression sont ceux des exemples 1 et 2, et que la vitesse, la température et la
pression sont supposées avoir la régularité maximale, selon que la température
est choisie dans un espace de fonctions affines par morceaux ( 12 = 1 ) ou
quadratiques par morceaux ( 2 z - 2 ) :

tY=2
fz = 2

h

h

h1

h2

Wp-PhhhQ)

h

h

h2

h2

\\T-ThÏÏH\Q)

h

h

h

h2

h2

h2

h2

h3

lir-rA | | t2 (û)

h2

h2

h2

h'

ün conclusion, on propose un problème discret pour approcher les équations
de Navier-Stokes et de la chaleur couplées, qui possède une solution pour h
assez petit et sous certaines hypothèses. On donne plusieurs exemples d'élé-
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ments finis pour lesquels ces hypothèses sont vraies. On établit des estimations
d'erreur entre les solutions exacte et approchée. Les espaces d'approximation
de la vitesse et de la température peuvent a priori être choisis de façon
indépendante- Toutefois, au vu des estimations et pour un meilleur rapport
qualité-prix de l'approximation, il semble que des éléments finis du même
ordre doivent être utilisés pour la construction des deux espaces ou bien, au
vu de la dernière majoration» que Tordre des éléments finis pour la vitesse doit
être supérieur d'une unité à celui des éléments finis pour la température.
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