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HATHEHATICAL MODELUNG AND NUMERtCAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 31, n° 3, 1997, p 409 à 434)

JUSTIFICATION D'UN MODÈLE LINÉAIRE BI-DIMENSIONNEL DE COQUES
« FAIBLEMENT COURBÉES » EN COORDONNÉES CURVILIGNES (*)

Stéphane BUSSE (*), Philippe G. CIARLET 0), Bernadette MIARA (2)

Résumé — On considère une famille de coques linéairement élastiques qui sont « faiblement
courbées » dans un sens précisé dans l'article On montre que, si les forces appliquées sont d'un
ordre de grandeur approprié, les composantes covariantes du champ des déplacements, une fois
convenablement « mises à Véchelle », convergent dans H1 lorsque l'épaisseur des coques tend
vers zéro De plus, les limites sont entièrement déterminées par la solution d'un problème
bi-dimensionnel qui constitue un modèle de coque «faiblement courbée » en coordonnées
curvilignes Ce nouveau modèle complète celui qui avait été obtenu en coordonnées cartésiennes
par les deux derniers auteurs

Abstract — We consider a family of hnearly elastic shells that are « shallow » in a sensé
specified in the article We show that, if'the apphed forces are of a spécifie order of magnitude,
the covariant components ofthe displacement field, once properly scaled, converge in H1 when
the thickness ofthe shells approaches zéro Moreover, the limits are completely determined by the
solution ofa two-dimensional problem that constitutes a model of « shallow » shell in curvihnear
coordinates This new model thus compléments the model previously obtained in Cartesian
coordinates by the last two authors

1. INTRODUCTION

L'objectif de ce travail est d'identifier et de justifier un modèle bi-
dimensionnel de coque «faiblement courbée » (« shallow » shell en anglais)
en coordonnées curvilignes, c'est-à-dire un modèle dont les inconnues sont les
composantes covariantes du déplacement des points de la surface moyenne de
la coque dans la base contravariante naturellement associée à celle-ci.

Cette justification, annoncée dans Busse, Ciarlet & Miara [1996], complète
ainsi les travaux antérieurs de Destuynder [1980], Ciarlet & Paumier [1986]
et Ciarlet & Miara [1992], où ont été justifiés les modèles non linéaire (par un
développement asymptotique formel) et linéaire (par un théorème de conver-
gence, comme dans le présent article) de coques « faiblement courbées » en

(*) Manuscript reçu le 11 mars 1996
C1) Laboratoire d'Analyse Numérique, Université Pierre et Marie Cune, 4, Place Jussieu,

75005 Pans
(2) Département de Sciences Mathématiques et Physiques, École Supérieure d'Ingénieurs en

Electrotechmque et Electronique, Cité Descartes, 2 Boulevard Biaise Pascal, 93160 Noisy-le-
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410 S. BUSSE, P. G. CIARLET, B. MIARA

coordonnées cartésiennes. Le présent travail est lui-même complété dans
Busse [1997], où un modèle non linéaire de coque « faiblement courbée » en
coordonnées curvilignes est identifié et justifié par un développement asymp-
totique formel.

La méthode utilisée ici est celle de Vanalyse asymptotique, telle qu'elle a
été développée par Lions [1973] pour des problèmes variationnels « abs-
traits », puis appliquée dans de nombreux travaux pour justifier les modèles de
corps linéairement élastiques « minces ». Pour les plaques, voir notamment
Ciarlet & Destuynder [1979], Ciarlet & Kesavan [1981], Destuynder [1981],
Raoult [1985, 1988], Ciarlet [1990, 1997], Le Dret [1991] ; des approches
voisines ont été également employées avec succès par Caillerie [1980] et Kohn
& Vogelius [1985]. Pour les coques « générales », c'est-à-dire dont la surface
moyenne est indépendante de l'épaisseur, voir les travaux « de pionnier » de
Destuynder [1980, 1985] et Sanchez-Palencia [1990], ainsi que Caillerie &
Sanchez-Palencia [1995], Miara & Sanchez-Palencia [1995], Ciarlet & Lods
[1996a, 1996b], Ciarlet, Lods & Miara [1996], et Ciarlet [1998]. Pour les
poutres droites, voir Bermudez & Viano [1984], Geymonat, Krasucki &
Marigo [1987], Le Dret [1995], Trabucho & Viafio [1996] ; signalons enfin
Alvarez-Dios & Viafio [1995], qui viennent de justifier un modèle de poutre
«faiblement courbée » en coordonnées cartésiennes. On se reportera à Ciarlet
[1990, 1997, 1998] pour des bibliographies beaucoup plus complètes sur le
sujet, en ce qui concerne notamment l'analyse asymptotique dans le cas non
linéaire.

Décrivons brièvement le contenu de cet article. On considère une famille de
coques linéairement élastiques, dont l'épaisseur 2 £ > 0 est destinée à tendre
vers 0. Pour chaque e > 0, la configuration de référence est de la forme
<&E (Û€), où Qe = œ x ] - s, E[, œ désignant un ouvert borné connexe de
R de frontière y lipschitzienne, et

<5>E (xvx2,x\) = (xvx2,6
E(xvx2)) + xE

3a
E (xvx2) ,

pour (xpx2 , x£
3) G Qe, où 0e : œ -» R désigne une fonction donnée, et a£

désigne un vecteur normal unitaire variant continûment le long de la surface
moyenne Oe ( œ ) de la coque. On suppose la coque fixée sur une portion de
sa surface latérale de la forme <DC (y0 x [- e, e] ) où y0 <= y est de longueur
strictement positive.

En élasticité linéarisée, les composantes covariantes uE du déplacement
uE g1'e des points de la coque, les trois vecteurs g'E constituant la base
contravariante d'un point courant de Oe (QE), résolvent un problème varia-
tionnel de la forme (cf. (2.3), (2.4)) :

uE =

f l l i e ( : b ( ) l
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COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 411

pour tout ve G \(QB), les fonctions AyH'e désignant les composantes contra-
variantes du tenseur de Vélasticité, les fonctions e^ (ve) les composantes
covariantes du tenseur linéarisé des déformations, et les fonctions
ƒ 'e e L2( Qe ) les composantes contravariantes des forces de volume appli-
quées à la coque. Les constantes de Lamé X > 0 et ji > 0 du matériau
constituant la coque sont supposées ici indépendantes de e ; elles apparaissent
dans les fonctions Aljhe'e.

On pose Q = cox ] - l,l[, on définit Y inconnue mise à V échelle

et ue
3(x

B) = eu3(e)(x)

pour tout x-rtxG Qe, où ne(xv x2, x3) - (xv x2, ex3), et on fait Y hy-
pothèse qu'il existe des fonctions ƒ e L2( Q ) et 0 G ^ 3( ö> ) indépendantes de
8 telles que

f>e(xe) = e2f(x) et/'e(jce) = £ 3 / ( J C ) pour tout xe = n x e ^e ,

(f(xv x2) = ed(xv x2) pour tout (xv x2) e cô .

L'inconnue mise à l'échelle u(e) est ainsi solution d'un problème varia-
tionnel posé sur l'ouvert Q indépendant de e (cf. (3.5), (3.6)).

Le résultat principal (Théorème 5.1) montre alors que Vinconnue mise à
l'échelle u(e) converge dans H (Q) lorsque e —> 0 vers une limite u,
entièrement déterminée par la solution d'un problème bi-dimensionnel posé sur
œ. De façon plus précise, il existe un champ de vecteurs Ç = ( £>i ) G V( CO ), où

V(O>)={TI = (;/.) e Hl(œ) X H\CO) X Z/2(O>) ; Vl= dvtj3 = 0 sury0} ,

tel que

et ^ résout les équations variationnelles suivantes, qui constituent, aux « mises
à l'échelle» près, les équations bi-dimensionnelles d'une coque «faiblement
courbée » en coordonnées curvilignes :

- f m^d^^dco- f fffiri3dap0dœ+ f f^dfirjadœ
Jco J co J co

vol. 31, n° 3, 1997



412 S. BUSSE, P. G. CIARLET, B. MIARA

pour tout r\ e V(a>), où

La démonstration, qui est à rapprocher de celle suivie dans Ciarlet & Miara
[1992], repose de façon essentielle sur l'obtention de majorations a priori
indépendantes de s > 0 des normes l |u ( f i ) | | H i^ . Ces majorations a priori
sont elles-mêmes déduites d'une inégalité de Korn généralisée (Lemme 4.2)

qui, au lieu des fonctions «usuelles» •~(di v + d} i?(), fait intervenir des
fonctions plus générales (notées ici ëtJ( v ) ; cf. éqs. (4.4)), qui dépendent de la
fonction 6 apparaissant dans l'hypothèse asymptotique (3.4) faite sur les
fonctions 0e. Comme on le verra au § 6, cette hypothèse sert à définir la notion
de coque « faiblement courbée ».

2. LE PROBLEME TRI-DIMENSIONNEL

Les indices et exposants grecs (sauf e) prennent leurs valeurs dans l'en-
semble {l, 2}, les indices et les exposants latins (sauf s'ils sont utilisés pour
désigner les termes d'une suite) dans l'ensemble {l, 2, 3}. La convention de
la sommation par rapport aux indices et exposants répétés est utilisée. La
norme euclidienne de u e R3 est notée |u| et le produit scalaire euclidien de
u, v G R3 est noté u . v. Le symbole de Kronecker est noté &$ dl\ ou ôap selon
le cas.

Soit œ un ouvert borné connexe de R2, de frontière y lipschitzienne, œ étant
localement d'un même côté de y. On note (xv x2)9 ou y selon le cas, un point
courant de co, on pose dco = dxx dx2, da = d/dxa, dag = d2 /dxa dXn, on note
dv la dérivée normale extérieure le long de y, et on désigne par yQ une partie
de y de longueur > 0. Pour tout s > 0, on définit les ensembles

Qe^œx]-eJ£[ et r*0 = y0 x [- e, e] ,

on note xe = (x*) un point courant de Ùe, et on pose d£
t = d/dx^ ; on a donc

/ a = xa et de
a = da. Pour tout e > 0, on se donne également une fonction

0e : à) —> R de classe ^ 3 , à laquelle on associe l'application <pfi : œ —» R3

définie par

(2.1) <p£ (xvx2) = (xv xv ff{xvx2)) pour tout (JCP x2) e œ .

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 413

En tout point de la surface

on définit le vecteur normal

a£ = (\dxP\2+\d2P\2+irin(- a ^ . - a ^ . i ) ,

qui vérifie |ae | = 1. Pour tout £ > 0, on définit l'application
O>£ : QE -> R3 par

(2.2) O£ (x e) = cp£ ( x v x2 ) + x\ B8 (xv x2 ) pour tout xe = (xv x2, x\ ) e Öe .

Afin que le problème physique soit bien défini, on suppose qu'il existe
e0 > 0 tel que les trois vecteurs de

t O
e soient linéairement indépendants en

tout point de Ùe, et tel que l'application Oe : Qe —» Oe (Ùe ) soit un
^-difféomorphisme pour 0 < e ^ e0 ; cette propriété est effectivement
satisfaite par les applications Q>e de la forme particulière considérée ici {cf.
(3.4)).

Pour 0 < e ^ £0, on définit les vecteurs ĝ  et g7'£ par les relations

g: = a;«De et j r . g ^ ;

ils forment respectivement la base covariante et la base contravariante en tout
point de l'ensemble O f i (D e ) . On définit également les fonctions

g;< = g! • g;, g'he = g''e - g", g* = det ( < ) , ƒ?/ = f . a; tf ;

les fonctions gf̂  et glhE sont respectivement les composantes covariantes et
contravariantes du tenseur métrique ; la fonction gÊ sert à définir Vêlement de
volume yge dx ; les fonctions ƒ*'e sont les symboles de Christoffel. On notera
que, pour des applications Oe de la forme (2.2), ces derniers vérifient

p Q
^ a3 "~ ^ 33 ~ U *

Pour tout 0 < e =£ e0, on considère une cc^we élastique, de surface
moyenne Se et d'épaisseur 2 e, formée d'un matériau homogène et isotrope,
pour lequel la configuration de référence <De ( i2e ) est un etaf naturel. Le
matériau élastique est donc caractérisé par ses deux constantes de Lamé
X > 0 et ju > 0 (e/ Ciarlet [1988, Sect. 3.8]), que l'on suppose indépendantes
de e.

vol 31, n° 3, 1997



414 S. BUSSE, P G CIARLET, B. MIARA

Les inconnues du problème sont les trois composantes covariantes
ux : Û

e —> R du déplacement uE g1'e des points de la coque, le vecteur
ue(xe) g ^ représentant pour tout x e QE le déplacement du point <I>e (xB).
On suppose que le déplacement s'annule sur la partie O £ ( / ^ ) de la face
latérale de la coque.

En élasticité linéarisée, l'inconnue u = (uE) résout alors le problème
variationnel suivant (qui n'est autre que le système usuel de l'élasticité
linéarisée exprimé à l'aide des coordonnées curvilignes xe

t ; cf. e.g. Green &
Zerna [1968], Ciarlet [1998]) :

(2.3) uc {<

(2.4) f A ^ ' Ê < | | f ( u e ) < | ; ( v e

pour tout ve G Y(QE), où les fonctions

(2.5) A"1*-' = V ' 0*' + Me*1 / • ' + / ' V*>£)
désignent les composantes contravariantes du tenseur de Vélasticité tri-
dimensionnelle, les fonctions

(2.6) <„/ v*) = £ o > ; + a; »;> - /?/1>;

désignent les composantes covariantes du tenseur linéarisé des déformations
associé à un déplacement vegl'E des points de l'ensemble O e(D£) , et les
fonctions / j £ e L (Qe) désignent les composantes contravariantes de la
densité des forces de volume appliquées ; cela signifie que la force « élémen-
taire » f 'e ĝ  VgE dx est appliquée au volume « élémentaire » vgE dxe. On
notera que, pour les applications Ofi considérées ici,

(2.7)

Remarque : On pourrait sans difficulté prendre également en compte
des forces de surface agissant sur les faces «supérieure» OB(/**+) et
« inférieure » <Dfi ( 7^ ) de la coque, où I*+ = co x { + s} et
r8 =cox{-e}. •

3. LE PROBLÈME TRIDIMENSIONNEL SUR UN OUVERT FIXE ; LES HYPOTHÈSES
SUR LES DONNÉES

On pose

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 415

A un point courant x = (JC() de l'ensemble Q> on associe, notamment dans
les relations (3.1)-(3.3) et (3.7), (3.8), le point xe = (xe

t) de l'ensemble ùe

2d2défini par xe
a = xa et x\ = ex3. On pose dt = dldxi et dl} = d2 ldxt dXj ; on

a donc dE
a = da et d\ = e~l dT A l'inconnue ue = (ue

t) et au champ
ye = ( ve ) apparaissant dans le problème variationnel (2.3), (2.4), on associe
Vinconnue mise à l'échelle u(e) = (ut(e)) e t *e champ mis à Véchelle
v = ( i?( ) définis par les relations

(3.1) ue
a{xe) = e2 ua(e)(x) et Mg(xe) = aw3(e)(x) pour presque tout x e Q ,

(3.2) t^(;c£ ) = e2 ua(x ) et v\{x ) = ev3(x ) pour presque tout JC e ^3 .

On suppose qu'il existe des fonctions ƒ G L2(Q) et 0 e ^ 3 ( œ ) indépen-
dantes de e telles que

(3.3) / a '£(x e) = £2 / a(^) et / ' e (JC £ ) = e3 f{x) pour presque tout x e & ,

(3.4) ^ ( ^ ) = £#()> ) pour tout y e ö>.

Les relations (3.3), (3.4) constituent les hypothèses « asymptotiques » sur
les données, qui jouent un rôle fondamental dans l'analyse asymptotique qui
va suivre.

Notons au passage que, pour les applications O£ de la forme (2.2) avec
(f>£ de la forme (2.1) et (f de la forme (3.4), on peut effectivement établir
(Ciarlet & Paumier [1986, Prop. 3.2]) qu'il existe s0 = £0(6) > 0 tel que les
trois vecteurs de

t <ï>e soient linéairement indépendants en tout point de Qe et tel
que 0 e : Ùe -> <De(De) soit un ^-difféomorphisme pour 0 < e ^ e0.

L'inconnue mise à l'échelle u(e) résout donc le problème variationnel
suivant, posé sur l'ouvert fixe Q :

pour tout v e V(Ö), où les fonctions Aljke(e) : Ù -> R, ^ (e) : Ö - ^ R et
et « (e ; v) G L2(Q) sont définies par les relations

(3.7) Aljke>\xe)=Aljke(e)(x), g\xe) - 0(e)(x) pour tout x e D ,

(3.8) é£ y / y£)(xe) = e2ell]j(e;\ )(x) pour presque tout x G D .

vol 31, n° 3, 1997



416 S. BUSSE, P G. CIARLET, B. MIARA

Notre objectif est Vétude du comportement de Vinconnue mise à l'échelle
u( s ) lorsque e —> 0. On notera à cet égard que le membre de gauche des
équations (3.6) n'est pas défini pour s = 0 (cf. (4.2), (4.3), infrd). Il s'agit là
d'un problème de perturbations singulières, au sens de Lions [1973].

Remarque : Si s est un nombre réel arbitraire, on peut remplacer les
relations (3.3) par les relations plus générales

f'\xE) = es + 2f(x) e t / ' e ( / ) = £5 + 3 / ( J C ) pour presque tout x e Q ,

à condition de supposer simultanément que les constantes de Lamé du maté-
riau élastique constituant la coque sont de la forme

Àe = e s l e t /Je = s v ,

où les fonctions ƒ e L ( Q ) et les constantes X > 0 et ji > 0 sont à nouveau
indépendantes de e. Les fonctions AlJ ' e de (2.5) ayant alors pour expressions

A'Jke-E = XEg*egke-e + n\g'k'</'e + g'1''g*e) ,

on vérifie aisément que le problème variationnel résolu par l'inconnue mise à
l'échelle u(e) définie en (3.1) est en effet encore donné par (3.5), (3.6).

Par contre, Vhypothèse (3.4) ne peut pas être modifiée, car elle est préci-
sément liée à la définition d'une coque « faiblement courbée » (cf. § 6).

4. PRÉLIMINAIRES TECHNIQUES ; UNE INÉGALITÉ DE KORN TRI-DIMENSION-
NELLE GÉNÉRALISÉE

On note || . ||0>r3 et || . || x Q les normes des espaces L2(Q) et Hl(Q), et
on garde les mêmes notations pour les espaces de fonctions à valeurs vecto-
rielles ou tensorielles. Les deux lemmes qui suivent rassemblent diverses
propriétés « techniques » utilisées dans la démonstration du théorème de
convergence (Théorème 5.1). Le premier précise le comportement des diverses
fonctions introduites en (3.7), (3.8) lorsque e —> 0. L'hypothèse (3.4) y joue un
rôle essentiel ; on notera à cet égard que les constantes C(, 1 ^ i ^ 4,
dépendent de la fonction 0.

LEMME 4.1 : Les fonctions ex » (e ; v) définies en (3.8) sont de la forme

(4.1) eŒ „ / £ ; v) = ëap(v) + e2ë* (s ; v ) ,

(4.2) ea î 3(e;v)=±{ëa3(v) + s2ë*(e ; v)},

(4.3) e3 n 3 ( f i ;v)=-^ê 33(v) )

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 417

OU

(4-4) ^ ^

ef il existe une constante Cï telle que

(4.5) ^sug^max \\è* (e ; v ) | | 0 Q s£ Cl \\ v || x Q pour tout v e V(Ö)

La fonction g(e) définie en (3.7) ert <ie la forme

(4.6) 0(£)=l+£20*(fi),

«/ i/ exwïe «ne constante C2 telle que

(4.7) sug max\g*(s)(x)\ ^ C2.

Les fonctions Aijke(e) définies en (3.7) 5ont de la forme

(4.8) Aff*(e) = AiJke(0) + £ 2 A ^ ( £ ) ,

(4.9) Aijke(0) = tôjSh£ + fi(öik&e + ôie S1"

et il existe une constante C3 telle que

Enfin, il existe une constante C4 telle que

(4.11) C 4 > 0 ^ A ^ C K J C ) ^ ^ . ^ C4^r..

tout 0 < £ ̂  £0, powr ?owf x e X2, et powr ^OM^ matrice symétrique

Démonstration: Dans cette démonstration, l'expression O(em) désigne
toute fonction A : fi x ]0, e0] -> R ayant la propriété suivante : il existe une
constante C telle que

sup max \h(x,e)\ ^ Cem .

vol. 31, n° 3, 1997



418 S. BUSSE, P G CIARLET, B MIARA

Au champ de vecteurs g* : Ùe —> R3 et aux fonctions g£
tJ, glhE,

F^e : Qe —> R, on associe le champ de vecteurs gt( e ) : Ù —» R3 et les fonc-
tions 0y(e), gy(e), /^(e) : Q -> R par les relations

Qlh\xe) = g\e)(x) , P; ^

les points xe e QB et x e Ï3 se correspondant comme en (3.7).
Des calculs simples utilisant l'hypothèse (3.4) montrent alors que

Eda6

= e

Des diverses relations ci-dessus, il est alors aisé de déduire les résultats
annoncés ; l'hypothèse « o s ^3(ô») » est utilisée pour établir les relations

Dans le deuxième lemme, on établit une inégalité de Korn « généralisée » ;
cf. (4.13). En effet, au lieu des fonctions « usuelles »

(4.12) e9(y)=±(d,vi+BJvt),

elle fait intervenir les fonctions ël ( v) définies en (4.4), qui se réduisent aux
fonctions e () l 9 0 O à é d ll i l
fonction 8,

l

fonctions e (v) lorsque 9 = 0. On notera à cet égard que, quelle que soit la

Cette inégalité de Korn généralisée est cruciale : elle permet en effet
d'obtenir les majorations a priori fondamentales satisfaites par la famille
( u ( e ) ) e > 0 (voir l'Etape (i) de la démonstration du Théorème5.1).
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COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 419

LEMME 4.2 : Étant donné une fonction 9 G ^2(ö>), on définit les fonctions
ët(\) comme en (4.4). Alors il existe une constante C5 telle que

_ 1/2

(4.13)

pour tout v e \(Q), où \(Q) est l'espace défini en (3.5).

Démonstration: C'est une extension de celle de l'inégalité de Korn
« usuelle » donnée par Duvaut & Lions [1972]. Elle comporte quatre étapes,

(i) L'espace

Ê(Q) ={v = (»,) e L\Q) ; êy(v) e L\Q)}

coïncide avec l'espace H (Q).
Dans la définition de l'espace É( Q ), les relations « ët ( v ) G L2( £2 ) » sont

naturellement à comprendre au sens des distributions ; par exemple,
« ëap(x) G L2(Q) » signifie qu'il existe une fonction de L2(Q), notée
^«/?(v)> t e l l e

pour tout <p
Soit v= (f t) un élément de l'espace É(£2) ; alors

, el3(v) = êl3(v) e L2(Q) ,

les fonctions etJ(\) étant définies en (4.12). L'identité classique

montre alors que dkvt G //~ 1(i3). Comme 5 V( e H~ X(Q), un lemme de
J. L. Lions (mentionné la première fois dans la Note (27), p. 320 de Magenes
& Stampacchia [1958] et démontré dans Duvaut & Lions [1972, p. 111 et
suivantes] pour des ouverts à frontière régulière, étendu enfin à des ouverts à
frontière « seulement » lipschitzienne dans Borchers & Sohr [1990] et Amrou-
che & Girault [1994]) montre que djvi G L2(Q). Par suite v G H ^ O ) , et
l'inclusion É(£?) cr H1 (£?) est établie. L'inclusion opposée est évidente,

(ii) L'application \\ . || définie par

est une norme sur l'espace H (£?), équivalente à la norme \\ . || 1 Q.
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L'injection canonique de l'espace H1 (£2) muni de la norme || . || 1 Q dans
l'espace É(Q) muni de la norme || . || est continue, et surjective d'après (i).
L'espace É(£?) muni de || . || étant un espace de Hubert, le théorème de
l'application ouverte montre que les deux normes sont équivalentes.

(iii) La semi-norme | . | définie par

1/2

est une norme sur l'espace \(Q) défini en (3.5).

Soit v = ( v i ) e V ( f l ) tel que êy(v) = 0. Comme e a (v ) = ël3

(v ) = 0, il existe des fonctions na e Hl(co) vérifiant na = 0 sur y0 et une
fonction rj3 e H2( œ ) vérifiant rj3 = dv n3 = 0 sur y0 telles que (c/ Ciarlet
& Destuynder [1979] ou Ciarlet [1990, Th. 1.4.1])

Les relations ëafi( v ) = 0 entraînent alors que

d* Vp+àpria-2 n3 dap 6 = 2x3 da0ny

Par suite, da^ rj3 = 0 dans co car le membre de gauche de l'égalité ci-dessus
est indépendant de xy L'ouvert co étant connexe, la fonction n3 est donc affine
par rapport à xv x2\ comme de plus r\3 - dv n3 - 0 sur y0, la fonction r\3

s'annule dans co (la longueur de y0 est > 0 par hypothèse). Les fonctions
?7a, qui vérifient alors da n^ + d^na = 0 dans œ et rja = 0 sur yQi s'annulent
donc elles aussi.

(iv) // existe une constante C5 telle que Vinégalité (4.13) ait lieu pour tout

Sinon, il existerait des fonctions v* G Y(Q), k~ 1,2, ..., telles que

\\yk\\hQ=l pour tout/: ^ 1 ,

0 lorsque fc —> °o .

La suite (v*)£=1 étant bornée dans H1 (f2), il existe une suite extraite
(v )~=1 qui converge dans L (Q). Comme |v | —> 0, cette suite extraite est
de Cauchy pour la norme || . ||, donc aussi pour la norme || . || x Q d'après (ii).
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II existe donc v e V(Q) tel que la suite (v )p = 1 converge vers v dans
H1 (Q ). Or d'une part || v ||, Q = lim || v' ||, Q = 1 ; d'autre part,

p ' t —^ oo »

|v| = lim |v | = 0, et donc v = O d'après (iii), ce qui est impossible. •

5. CONVERGENCE LORSQUE e -» 0

Dans le résultat qui suit, on établit que, lorsque e —> 0, l'inconnue mise à
l'échelle u(e) définie en (3.1) converge dans H1 (Q) vers une limite qui peut
être construite (cf. (5.3)) à partir de la solution d'un problème posé sur l'ouvert
co (cf. (5.4)), donc « bi-dimensionnel ».

THÉORÈME 5.1 : (a) II existe u = (M.) G \(Q) = {v G H1 ( f i ) ;
v = O sur ro} tel que

(5.1) u(e) -^udansU1 (Q) .

(b) On définit l'espace

(5.2)

Alors il existe Ç = ( £(. ) e V( co ) re

(5.3) wa = <̂ a - x3 da <J3 rf M3 = £3 .

(c) L'élément ^ = (c^.)e V(co) résout les équations variationnelles

(5.4) - [ may?da/?>73<to- [ i(*??3dafiddœ+ f n

= p1 ni dœ- \ qa da n3 dco
v œ v co

pour tout f] e V(co), où l'on a posé

(5.6)

(5.7)

(5.8) ' j

(5.9) ^
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(d) Les équations variationnelles (5.4) ont une solution ^ e V(ey) et une
seule.

Démonstration : Elle comporte sept étapes.
(i) II existe une constante BX vérifiant 0 < £t =S 1 et une constante M1 telle

que

(5.10) l|u(e)lli,Q ^ Mx pour tout 0 < e ^ ev

On fait v = u(e) dans les équations variationnelles (3.6). Les relations
(4.6), (4.7) et l'uniforme définie positivité (4.11) du tenseur (Aljki(e)) mon-
trent alors que, pour e ^ xnin{e0, (2 C2)~

 2},

f ljkeAljke(e) ek , ,{e ; u ( e ) ) e, , ( e ; u

Pour e suffisamment petit, il existe donc une constante cx dépendant des
fonctions 0 et ƒ telle que

(5.11)

Les relations (4.1)-(4.3), les majorations (4.5), l'inégalité
A-B)2 ^ A2/2-B2, et l'inégalit

ensuite que, pour e ^ mm{£0, l}5

(
(A-B)2 ^ A2/2-B2, et l'inégalité de Korn généralisée (4.13) montrent

e2 ë*(e
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Pour ^ suffisamment petit, il existe donc une constante c2 dépendant de la
fonction 9 telle que

(5.12) | | u ( £ ) | | ^ = S c 2 K / £ ; u ( £ ) ) l l
i.fl'

La relation (5.10) est alors une conséquence de (5.11) et (5.12).
(ii) On définit le tenseur symétrique ic( e ) = ( K ( s ) ) par les relations

(5.13)

Alors il existe une constante M2 telle que

(5.14) I |K(C)I I 0 ,O ^ A/2 pour tout 0 < e ^ ev

D'après les définitions (5.13) et les relations (4.1)-(4.3),

et la relation (5.14) découle alors de l'inégalité ci-dessus, des majorations
(4.5), et de la majoration (5.10) établie à l'Étape (i).

(iii) D'après l'Étape (i), il existe une suite extraite, qu'on continuera à
indicer par e > 0, et un élément u = ( w t ) e V( i3) tels que

(5.15) u( e )—u dans H1 ( Q ) lorsque e -> 0 ,

en notant —^ la convergence faible. Alors il existe des fonctions
£a e Hl(co) et f 3 e H2(co) vérifiant Çi - dv £3 = 0 sur y0 telles que

(5.16) "« = £ Œ -*3a Œ £ 3
 e t M3 = £3-

Des définitions (4.12), (5.13) et de la majoration (5.14), on déduit que
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La faible semi-continuité inférieure de la norme || . ||0 Q entraînant ainsi

II «a( u ) II o, a * lim înf lk,3( u( e ) ) || 0 o = 0 ,

il s'ensuit que ei3(u) = 0 ; par suite, les composantes ut de la limite u de
(5.15) sont de la forme (5.16) (cf. à nouveau Ciarlet & Destuynder [1979] ou
Ciarlet [1990, Th. 1.4.1]).

(iv) D'après VÉtape (ii), il existe une suite extraite, qu'on peut supposer
être la même que celle trouvée en (iii), et un élément K = (;cy) e L (Q) tels
que

(5.17) ic( s ) -^K dans L2 ( Q ) lorsque e -* 0 .

Alors

(5.18) Kafi = éfa/u), Ka3 = 0, K33 = - Y ^ i * - ( u ) •

Puisque u ( e ) ^ u dans H1 (Q) (Étape (iii)), la définition (4.4) des fonctions
ëap( v ) montre que chaque fonction R -( e ) = êa^( u( e ) ) converge faiblement
dans L2(Q) vers la fonction êa^(u).

Avec les relations (4.1)-(4.3), (4.6), (4.8), A^ff3(e) - Aa333(e) = 0 (c/
(2.7) et (3.7)) et les définitions (5.13) des fonctions Ktj(e), les équations
variationnelles (3.6) satisfaites par u(e) s'écrivent:

(5.19) f ({[A

{4[A°»°\0) + e2At\s)] [Ka3 + eë*U ; u(e))]}

[A3333(0) + E2A3l3 3 ( £ ) ] «33(e){ ^ 3 3

= ƒ w, V l + e2 fif* (fi) <ic pour tout v = (t),) e V(f3) .

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 425

Multipliant ces équations par s, faisant v3 — 0, et utilisant la définition
(4.9), on obtient :

f Aa3°\0)Ka3(e)d3vadx = 2ii\
ÙQ J

ica3(e)
Q

le facteur de e dans le membre de droite ayant la propriété suivante, qui
découle des inégalités (4.5), (4.7), (4.10), (5.10), (5.14) : il existe une cons-
tante c3 telle que

Çiiri CWI F ' ÎCi F \ \\i F \ V I ^ C V

0< < I ^ ' ^ / ' u v f c / ' v >* | —' 3 II 11 1,̂ 3

pour tout v = (t>() e V ( £ ) tel que v3 = 0. Un tel élément v étant fixé,

faisons tendre £ vers 0 ; il vient alors Ka3 d3 vadx = 0 d'après la conver-

gence faible (5.17). On en déduit que Ka3 = 0 en faisant varier les fonctions

Multipliant ensuite les équations (5.19) par e , faisant va = 0, et utilisant
la définition (4.9), on obtient de la même façon :

{A33aT(0) * „ ( £ ) + A3333(0) K33(e)} d3 v3 dx
Q

= {tâ

le facteur de a ayant la propriété suivante, qui découle à nouveau des inégalités
(4.5), (4.7), (4.10), (5.10), (5.14) : il existe une constante c4 telle que

SUD
U < £ %

pour tout v = (v , . )e V ( f l ) tel que va = 0. Un tel élément v étant fixé,

faisons tendre £ vers 0 ; il vient {kicaa + ( À -f 2 /j) ic33) d3v3dx = 0
i Q

d'après la convergence faible (5.17). On en déduit que
ÂKa(T + ( A -H 2 ju ) /c33 = 0 en faisant varier la fonction vy

(v) U élément %= (^.), ^«/ appartient à l'espace V(o>) é/̂ ^12* e n (5-2)
(cette appartenance a été établie à l'Étape (iii)), résout les équations varia-
tionnelles (5.4).

vol. 31, n° 3, 1997



426 S BUSSE, P G CIARLET, B MIARA

Dans les équations variationnelles (5.19), assujettissons les fonctions
v e V(*2) à vérifier

(5.20) el3( v ) = 0 dans Q .

Les équations (5.19) s'écrivent alors sous la forme

Q

= f
JQ

le facteur de s dans le membre de droite ayant la propriété suivante : il existe
une constante c5 telle que

pour tout V = ( U I ) G V ( ^ ) vérifiant (5.20).
Faisons alors tendre e vers zéro à v fixé, en prenant en compte les

convergences faibles (5.17) et les relations (5.18) ; on obtient ainsi

(5.21)

Or les composantes ut de u sont de la forme (5.16) et, de la même façon, les
composantes v\ d'une fonction v e V(D) vérifiant (5.20) sont de la forme

(5.22) va^ï?a-x3dari3 et v3 = ÎJ3, avec r\ = (f/ () G V(œ) .

Un simple calcul, consistant à reporter les expressions (5.16) et (5.22) dans
les équations (5.21), montre alors que ^ = ( ^ ) vérifie les équations varia-
tionnelles (5.4).

(vi) Les équations variationnelles (SA) ont une solution ̂  e V(co) et une
seule.

Il est facile de voir (Ciarlet & Destuynder [1979]) que l'application
où

(fl) = {v e H1 (Q) ; v = O sur To, é>l3(v) = 0},

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematica! Modellmg and Numencal Analysis



COQUES « FAIBLEMENT COURBÉES » 427

est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que les équations variation-
nelles (5.21) ont une solution et une seule. Or la forme biîinéaire B{ . , . )
définie par le membre de gauche de ces équations vérifie

pour tout v G \KL ( Q ) ,

et i 2 II £„( • ) II o Q \ e s t u n e n o r m e s u r l'espace V( Q ) (dont \KL ( Q ) est
I h j J • J

un sous-espace fermé), équivalente à || . || x fl (Lemme 4.2).
(vii) Soit u /a limite faible dans H ( £? ) de la suite extraite trouvée à

l'Étape (iii). Alors en fait, toute la famille (u(fi)) e > 0 converge fortement
vers u.

Les équations variationnelles (5.21) ayant une solution unique, toute la
famille (u(e) ) e > 0 converge faiblement dans H1 (Q) vers u. La limite faible
ic dans L2 (Q) de la suite extraite trouvée à l'Étape (iv) est donc elle aussi
unique (cf. les relations (5.18)), de sorte que toute la famille
converge faiblement dans L (Q) vers ic.

Pour montrer que la famille ( u ( e ) ) e > 0 converge fortement vers u dans
H1 (Q), il suffit d'après le Lemme 4.2 de montrer que

(5.23) ëtJ(u(8))^ëtJ(u) dansL2(Q).

En fait, on va montrer que

(5.24) K(£) -> K dans L2(Q) ,

et les convergences (5.23) en découleront, puisque (on rappelle que
ê ï3(u) = 0; cf l'Étape (iii))

Si S = (st) et T = (^ ) sont deux matrices symétriques, on pose (les

nombres Ay H(0) ont été définis en (4.9))
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Grâce aux relations (4.1)-(4.10) et (5.10), les équations variationnelles (3.6)
écrites avec v = u( a ) se mettent sous la forme :

f A K ( £ ) : Î C ( £ ) < & = | ƒ ut

Jü JQ

(5.25) f A K ( £ ) : Î C ( £ ) < & = | ƒ ut(£) dx + er(e ; u(s)) ,
Jü JQ

et il existe une constante c6 telle que

(5.26) osuçe\r(e;u(e))\^c6.

Des relations (5.25), (5.26) et de la convergence faible (5.15), on déduit
alors que

(5.27) Aic(e) : ic(e) dx -» ƒ ut dx lorsque e -^ 0 .
JQ JQ

Par ailleurs,

(5.28) 2 J u |K(e)- ic |^s : f A ( S ( c ) - S ) : ( K ( C ) - f t ) dr

JQ

- f J\K(e):ü(e)dx+ \ Aïe : (K - 2 K ( C ) ) dx ,

de sorte que, grâce à la convergence faible (5.17) et à la convergence (5.27),

(5.29) lim \ AK(C) :K(e)dx+ Aie: ( l e -2f t (e ) ) dx }•e">0 [Jo Jo J

= futdx- Aie : K dx:.

Or, faisant v = u dans les équations variationnelles (5.21) et tenant compte
des relations (5.18), on voit facilement que

(5.30) f A K : K dx = f {Xicppicqq + 2 ̂ / c y } dx

La convergence (5.24) découle alors des relations (5.28)-(5.30), et ceci conclut
la démonstration. •
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Remarque : Posons

bafkn = *M-g$g* + ^ ̂ g* g/h + g*

Alors les relations (5.5), (5.6) prennent la forme

e t

Cette écriture lève en particulier l'inconsistance observée dans ces mêmes
relations en ce qui concerne l'usage des indices et des exposants. •

6. LES ÉQUATIONS BI-DIMENSIONNELLES D'UNE COQUE «FAIBLEMENT COUR-
BÉE » EN COORDONNÉES CURVILIGNES

II convient maintenant de revenir aux variables et fonctions ayant une
signification « physique ». Il suffit pour cela, au vu des formules (3.1), (3.2),
de définir des fonctions ÇE : œ -» R et w*(0) : {QE}~ -^ R par

(6.1) Çe
a(y) = i £>a(y)et ^ ( y ) = e^3(y) pour presque tout v G CÛ ,

(6.2) ue
a(0)(xE) = 82ua(x) et ue

3(0) (xE) - eu3(x)

pour presque tout x G Q ,

les fonctions u. et £>i étant celles trouvées au Théorème 5.1, et les points
xe G Qe et x e Q se correspondant comme dans les formules (3.1). On obtient
ainsi le corollaire suivant du Théorème 5.1 :

THÉORÈME 6.1 : (a) Les fonctions Çt définies en (6.1) vérifient :

(6.3) %* =(£)e V(©)={i| = (i7|.)e H\œ)xH\œ)xH\œ)',

Vi = dv *?3 = ° SUr ?<)} »

(6.4) - f nffi-'d^dœ- f n^'' v3 3^ C dto + f *** dfi?,adœ
Jet> wco Jco

J co
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pour tout T] G V(co), où Von a posé

(6.6) » a / U

(6.7) ?aP(%e

(6.8)

(6.9)

(b) On suppose f e e L2(jQe) et 0e ̂  ^ ( c â ) . A/ors le problème variation-
nel (6.3), (6.4) a wne solution et une seule.

(c) Les fonctions u\{ 0 ) définies en (6.2) son? données par

(6.10)

(6.11) «4(°) = 3-

•
II reste enfin à écrire le problème aux limites «formellement » résolu,

c'est-à-dire lorsque les données et la solution sont suffisamment « régulières »
pour justifier l'usage de formules de Green ad'hoc ; dans (6.16), dr désigne la
dérivée tangentielle le long de y dans la direction du vecteur unitaire (Ta)
faisant un angle de + ? avec la normale extérieure unitaire (v a) .

THÉORÈME 6.2: La solution ^e = (£*) du problème variationnel (6.3),
(6.4) vérifiet au moins «formellement » :

(6.12) - d^ maP> e-na0-edap(T = px e + da q
a'e dans co ,

(6.13) -d/iafi'e=pae dansa,

(6.14) £ = a v $

(6.15) ma/>-evaVp=O

(6.16) ( f l a m " » ' e ) v p + 3 T (m a P ' e var0) = -q"'e vasur y v

(6.17) P
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Le problème variationnel (6.3), (6.4), ou le problème aux limites équivalent
(6.12)-(6.17), constitue les équations bi-dimensionnelles d'une coque linéai-
rement élastique «faiblement courbée » en coordonnées curvilignes.

Sans aucune hypothèse a priori de nature géométrique ou mécanique, nous
avons donc rigoureusement justifié ces équations par un résultat de conver-
gence, en montrant que les composantes covariantes du champ de déplacement
tri-dimensionnel, une fois rapportées à l'ouvert fixe Q par les « mises à
l'échelle » (3.1), convergent dans H1 (Q) vers des limites qui, par l'intermé-
diaire des formules (5.3), sont entièrement déterminées par la solution des
équations variationnelles (5.4) (ces dernières ne sont autres que les équations
(6.4) « mises à l'échelle »).

Le modèle bi-dimensionnel trouvé ici est celui de Novozhilov [1959] pour
lequel, moyennant une certaine restriction géométrique dont on s'est affranchi
ici, Destuynder [1980] avait obtenu un premier résultat de convergence par
une approche différente.

Ce modèle est également à rapprocher des modèles de coques « faiblement
courbée » en coordonnées curvilignes proposés par Koiter [1970], Green &
Zerna [1968, p. 400], Dikmen [1982, p. 158]. A l'inverse du présent modèle,
ces modèles sont obtenus à partir de diverses hypothèses a priori, censées
prendre en compte de façon satisfaisante la « faible courbure » de la surface
moyenne. Par exemple, Dikmen [1982, p. 158] définit une coque « faiblement
courbée » comme « une coque où le plus petit rayon de courbure est suffi-
samment grand pour que, localement, la coque soit presque plate », etc.

L'analyse asymptotique a également permis de justifier une hypothèse a
priori de nature géométrique, en montrant que le déplacement « limite »
w* ( 0 ) g1'e (les vecteurs g1'e constituent la base contravariante en chaque point
de la coque ; cf. Section 2) est un champ de Kirchhojf-Love, au sens que ses
composantes covariantes ue

t(0) sont de la forme (6.10), (6.11).
Une autre conclusion importante de ce travail est que l'hypothèse

« (?(y) = &0(y) pour tout y e œ» définit la notion de coque linéairement
élastique « faiblement courbée » aussi bien en coordonnées curvilignes qu 'en
coordonnées cartésiennes (cf. Ciarlet & Miara [1992, éq. (3.14)]). Elle signifie
qu'il est loisible d'utiliser l'un quelconque des deux modèles bi-dimensionnels
obtenus (en coordonnées curvilignes dans le présent article, ou en coordonnées
cartésiennes dans Ciarlet & Miara [1992]) dès que la fonction ff : cb —» R (qui
mesure « l'écart » entre la surface moyenne de la coque et un plan de référence
à choisir « au mieux ») est de l'ordre de l'épaisseur de la coque. Il convient
de noter que la même hypothèse définit pareillement les coques non linéai-
rement élastiques «faiblement courbées » aussi bien en coordonnées carté-
siennes qu'en coordonnées curvilignes (cf. Ciarlet & Paumier [1986] et Busse
[1997]).

Le champ de déplacement de la surface moyenne obtenu à partir de la
solution du problème (6.3)-(6.9) et celui obtenu à partir de la solution du
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problème trouvé en coordonnées cartésiennes (cf. Ciarlet & Miara [1992, éqs.
(6.3)-(6.9)]) ne coïncident pas en général. On peut néanmoins vérifier que, au
moins formellement, les composantes tangentielles et normales obtenues dans
les deux cas ont les mêmes « parties principales » par rapport à e. En ce sens,
la cohérence des deux approches est assurée.

Remarques :
(1) On vérifie immédiatement que, si la coque est une plaque « faiblement

inclinée » (Le., la fonction 0 est de la forme 9(xv x2) = ax x1 + a 2 x 2 ) , les
équations (6.3)-(6.9) coïncident avec celles d'une plaque en coordonnées
«naturelles » (cf. e.g. Ciarlet [1990, Th. 3.5-2]).

(2) Les mises à l'échelle (3.1) sur les composantes du déplacement, et les
hypothèses (3.3) sur les composantes des forces appliquées, sont les mêmes
que pour une plaque (Ciarlet & Destuynder [1979]) ou une coque «faiblement
courbée » en coordonnées cartésiennes (Ciarlet & Miara [1992]). On est par
contre conduit à faire des mises à l'échelle et des hypothèses différentes (elles
doivent être les mêmes pour les trois composantes du déplacement, et les
mêmes pour les trois composantes des forces appliquées) lorsqu'on considère
des coques « générales » (cf. Ciarlet & Lods [1996a, 1996b], Ciarlet, Lods &
Miara [1996]). •

Ce travail fait partie du Programme Capital Humain et Mobilité « Shells :
Mathematical Modeling and Analysis, Scientific Computing » de la Commis-
sion des Communautés Européennes (Contrat n° ERBCHRXCT 940536).
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