
M2AN - MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

PATRICK LE TALLEC

SALOUA MANI
Analyse numérique d’un modèle de coques de Koiter discrétisé
en base cartésienne par éléments finis DKT
M2AN - Modélisation mathématique et analyse numérique, tome 32, no 4 (1998),
p. 433-450
<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1998__32_4_433_0>

© SMAI, EDP Sciences, 1998, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « M2AN - Modélisation mathématique et analyse
numérique » (http://www.esaim-m2an.org/) implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1998__32_4_433_0
http://www.esaim-m2an.org/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


HATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
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ANALYSE NUMÉRIQUE D'UN MODÈLE DE COQUES DE KOITER DISCRÉTISÉ EN BASE CARTÉSIENNE
PAR ÉLÉMENTS FINIS DKT (*)

Patrick LE TALLEC (*), Saloua MANI ( 1 )

Résumé — Cet article propose et analyse une formulation vanationnelle du problème de coque de Kotter dans laquelle le déplacement
est exprimé puis discrétisé en base cartésienne De manière plus précise, les composantes cartésiennes du champ de déplacement u sont
approchées par des éléments finis mixtes non conformes de type DKT. On démontre que cette stratégie d'approximation conduit à des
formulations discrètes qui sont consistantes et qui convergent de manière optimale Par rapport à l'approche suivie classiquement dans la
littérature, le choix d'une approximation en base cartésienne permet de relaxer les hypothèses de régularité sur la carte (p et conduit de
manière plus concise à des résultats de stabilité et de convergence plus forts © Elsevier, Pans

Mots-Clés coques minces, base cartésienne, éléments finis DKT, inégalité inverse, erreur de consistance, convergence

Abstract — This paper descnbes and studies a vanatwnal formulation of a Koiter thin shell model in which the unknown displacement
field is expressed and approximated in afixed cartesian basis More precisely, the proposed method approximates each Cartesian component
of the displacement field by DKT (Discrete Kirchhoff Triangles) finite éléments Using a functional framework proposed by Blouza and Le
Dret, and appropnate inverse inequahties, we prove that the corresponding discrete formulation is consistent and that Us solution converge
in 0( h ) towards the unique solution of the continuous problem Compared to more Standard approaches wntten in a local basis, the
approximation in a Cartesian basis is simpler and requires les s regulanty on the configuration <p of the shell surface or on the underlying
me s h © Elsevier, Pans

Key words thin shells, Cartesian basis, DKT finite element, inverse mequality, consistency error, convergence

1. INTRODUCTION

Cet article propose et analyse une formulation vanationnelle du modèle de coque mince de Koiter, et son
approximation par des éléments finis mixtes de bas degré. Le modèle de Koiter est le modèle de référence pour
l'étude de coques rigides en cisaillement mais pouvant subir des déformations de flexion ou de membrane. Il
s'écrit traditionnellement sous la forme d'un problème elliptique du quatrième ordre par rapport à la composante
normale du déplacement de la surface moyenne et du second ordre par rapport aux composantes tangentielles de
ce même déplacement. L'analyse numérique de ce type de problème se heurte alors à deux difficultés :

— l'écriture en base locale qui est de gestion numérique compliquée, surtout pour les problèmes en grands
déplacements,

— l'approximation par des éléments finis de bas degré associés à des degrés de liberté facilement identifiables
par l'ingénieur.

Trois développements récents permettent d'améliorer cette analyse. D'une part, les formulations de type
« coques géométriquement exactes » permettent de calculer les tenseurs de déformations indépendamment de
toute base locale ([9], [11]). Ensuite, le problème mathématique peut être écrit dans un espace produit dont la
définition ne fait pas non plus référence à ces bases locales [4]. Enfin, les éléments finis de type DKT [7] ont pu
être appliqués avec succès dans de nombreuses situations industrielles [9].

Dans ce cadre, cet article propose et analyse une formulation variationnelle du problème de coque de Koiter
dans laquelle le déplacement est exprimé puis discrétisé en base cartésienne indépendamment de toute base locale.

(*) Manuscrit reçu en décembre 1996
(a) Université de Pans Dauphme, 15115 Pans Cedex 16, France, email letallec@ceremade dauphinefr
( t ) Faculté des Sciences de Tunis, Département de Mathématiques, Campus Universitaire, 1060 Le Belvédère, Tunis, Tunisie
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434 P LE TALLEC, Saloua MANI

De manière plus précise, on approche chaque composante cartésienne du champ de déplacement u par un espace
d'éléments finis DKT En se plaçant dans le cadre fonctionnel proposé dans [4], et à l'aide d'inégalités inverses
spécialement développées pour l'occasion, on démontre que cette stratégie d'approximation non conforme conduit
à des formulations discrètes qui sont consistantes et qui convergent de manière optimale, ceci pour des cartes assez
peu régulières et sans hypothèses sur la taille h du maillage

On considère donc dans cet article l'analyse numérique du modèle de coque mince de Koiter utilisé dans [1],
[12], [2] ou [4] et retrouvé dans [8] Dans ces modèles, la coque au repos est un milieu continu qui occupe la
partie de l'espace tridimensionnel définie par

(M e E\ OM=<f>(ïv

euclidien E3 d'un
L'épaisseur e de la coque est supposée bornée supérieurement (e e L°°(Q)) et inféneurement

lv £2) ^ c > 0 pour tout (^j, £2) e £2) Sa surface moyenne S est l'image dans l'espace
-ensemble borné Q du plan E2 de frontière F= Fx KJ FO par l'application <psous

Ö cz E2 ~> S a E3,

On suppose que tous les points de la surface moyenne sont réguliers de sorte que les vecteurs tangents et normal

aa = (P a' « = 1 , 2 ,

a1 A a2

a. =_ _̂  11 étant la norme euclidienne sur Ri ,
3 \a1 A a2\

 M

soient bien définis dans W1 ^(Q) et forment une base en tout point de S On note aussi que la mesure euclidienne
d'aire sur S est donnée par la formule

dS - \ax A a2\ dÇx d^2 = Vid^ di;2

avec

Vfl = a n a 2 2 - (au)
2 * 0,

Sur cette coque, on définit les gradients tridimensionnels de déformation et de déplacement

Tous les autres gradients seront rapportés à la variable bidimensionnelle Ç = (Çv Ç2)
D'un point de vue mécanique, nous faisons l'hypothèse que la coque au cours de son mouvement satisfait les

conditions de Kirchhoff-Love
I) les normales restent normales à la surface moyenne et ne changent pas de longueur,
II) les contraintes sont approximativement planes et parallèles au plan tangent à la surface moyenne

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DISCRÉTISATION EN BASE CARTÉSIENNE D'UN MODÈLE DE COQUES 435

La première hypothèse implique que le déplacement U d'un point de la coque tridimensionnelle est donné par
superposition d'un déplacement u — è(p de la surface moyenne et d'une variation ôa3 du vecteur normal

U( Çv i2. £3 ) = ôq>( Çv £3 ) + £3 «fcaC i» ^ )

Ç2). (1)

Dans cette écriture, le vecteur de variation de normale p = ôa3 se calcule à partir des conditions de
Kirchhoff-Love qui permettent d'écrire

öa3. F = ôa3 .aae
GL-¥ ôa3. a3 e

3

= Ôa3. V<p

= ô(a3. Vç ) — a3 Vô(p

= -a3.Vu

d'où on tire

P = ôa3 = — a3 . VM . F " = — ( a 3 . ua) aa .

La seule inconnue du problème de Koiter est donc le déplacement u de la surface moyenne qui peut être exprimé
soit en base covariante (av a2, a3 ) ce qui est le choix classique, soit en base cartésienne qui est l'approche suivie
dans cet article.

2. DÉFINITION DU PROBLÈME

2.1. Formulation faible

La formulation variationnelle du problème de Koiter pour les coques minces s'écrit classiquement ([1], [10])

{ trouver M € F tel que
a(u,v)=f(v%Vv e V.

Dans cette formulation, la forme bilinéaire a définissant la puissance des efforts intérieurs est donnée par

a(u,v) = j^(eEy(u) : y(v) + ̂ Ep(u) : p(v)) ^dÇtdÇ2 (2)

et fait intervenir le tenseur d'élasticité E e L°°(Ü) supposé symétrique et uniformément strictement positif, le
tenseur des déformations de membrane

® er (3)
\ - /

la variation de normale

P = -a3.Vu.F~1 (4)

vol. 32, n° 4, 1998



436 P. LE TALLEC, Saloua MANI

le tenseur de changement de courbure

Vu . Va^ + Val. Vu + VBl. V<p + Vw . VB
P(U)=P(U,{])= 2 3 _Z Z Z 1

= [ (« .a0-^«*>-«3]« a ® S' (5)

Le chargement extérieur est caractérisé par la forme linéaire

j{v)=j{v9ô)=\ P.vd^dÇz+ï (N.v-M.ô)da, 3 = - a3 . Vv . F" 1 . (6)

Les symboles de Christofrel JT^ introduits ci-dessus ne servent qu'à faire le lien entre les définitions
intrinsèques ( a3, dS, pye) qui seront utilisées dans tout l'article et qui caractérisent la géométrie de la surface
moyenne, et leur expression en base locale utilisée en théorie classique des coques. Ils sont définis à partir de la
base contravariante a :

et

a = a3 ,

par :

Ce problème variationnel de coques est défini sur l'espace fonctionnel des déplacements cinématiquement
admissibles

V={v e H1(Q,M3)9a3.V
2v e L2(Q,U4),v = a3.Vv = 0 sur To} (7)

muni de sa norme naturelle :

Cette norme est équivalente sur V à la norme :

On montre dans [4] que ( V, \\ || ) est un espace de Hubert, et que la forme bilinéaire a est continue coercive sur
V. On en déduit par application du lemme de Lax-Milgram le théorème d'existence :

THÉORÈME 2.1 : Si les forces extérieures vérifient P e L2(Q, K3), N E L2(TV R3) et M e L2(FV M3), alors
le problème variationnel (P) admet une solution unique.

Remarquons que dans le problème posé, le terme V2u n'apparaît dans l'expression de a que dans la partie du
tenseur de changement de courbure V(pf. V/?, d'où l'intérêt de l'introduction d'un problème (P') équivalent au
problème ( P ) mais faisant apparaître directement fi comme variable du problème. Cette nouvelle formulation
permet alors de traiter de manière indépendante les termes Vu et V2u dans la discrétisation du problème (P) et
autorise l'approximation du problème par éléments finis non conformes de type DKT.
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DISCRÉTISATION EN BASE CARTÉSIENNE D'UN MODÈLE DE COQUES 437

Le problème (P ' ) s'écrit

Trouver ( u, P) e Z ,

avec

Z={(i;,<5) G H 1 ( O , R 3 ) x H 1 ( O , R 3 ) î ^ = : ~ a 3 . V ü . F 1 sur D,u=<S = O sur r j .

Ci-dessus, la forme ƒ est toujours définie par (6), et les tenseurs de déformation y et p sont définis par (3) et (5).
Le problème (PO est clairement équivalent au problème ( P ) et admet donc une solution unique dans Z. Par
construction de S, l'espace Z correspond aux champs de déplacements U = u 4- Ç3S qui conservent les normales
et donc qui se font à cisaillement nul,

2.2. Formulation forte

L'interprétation du problème ( P ' ) sous forme d'équation différentielle se fait en deux étapes. On relâche
d'abord la contrainte de cisaillement nul

( M ) e Z = K e r ( 5 . S7ç + a3. Vt?).

l'image fermée, il existe un multiplicateur de Lagrange q e L2(Q) (l'effort de cisaillement) tel que l'on ait
D'après (P'), la forme linéaire a((w, ƒ?),. ) - / e s t dans l'espace orthogonal Zx et donc, par le théorème de

a( ( W ^) , (M)) - / (M)+[ ( 5 /
l/O

V(vyö) & ̂ (Q), v=â = 0 sur JT0 .

On introduit alors les tenseurs des efforts de membrane et de flexion

n = Va é

3

m = Vâj2Ep(u) .

Par définition de y( v ) et /?( Î;, S), et d'après la symétrie des tenseurs m et w, l'équation variationnelle précédente
s'écrit

f {n : (V<pl .Vv) + m : (Vç .VS + Va3 .Vv) + q . (a3 .Vv + Ö .
JQ

= [ P.udÉ+J (N.v-M.3)d(T9 V(viS)s H\Ü)

vol. 32, n° 4, 1998



438 P. LE TALLEC, Saloua MANI

ou encore par transposition

da{(V<p.n + Va3.m + a3 ® q) : Vu - F . v] dÇ - N.v
JQ J rt

+ {(Vp.m):V<5 + <5.(V>. #)}<#; + M.öda = 0, V(v9ö).

Après intégration par parties, il reste donc finalement

- Div ( Vq>. n + Va3 . m + a3 ® q) = P dans L2(Q) ,

( Vç>. « + Vfl3 . m + a3 ® q).v = N dans H" 1 /2(r\) »

- D i v ( V p . m ) + Vp.$ = 0 dans L2(Q) ,

(Vç.m).v = -M dans H~m(ri)y

ce qui correspond à la formulation forte de notre problème de coques.

3. DÉFINITION DU PROBLÈME APPROCHÉ

3,1. Construction de l'espace discret

On se propose d'utiliser une approximation par éléments finis mixtes non conformes du type DKT (Discrete
Kirchhoff-triangle). Cette méthode introduite par [7] a été déjà utilisée pour les problèmes de coques ([9], [2])
et est très largement utilisée en milieu industriel. Le principe de la méthode consiste à approcher le déplacement
admissible u et son gradient indépendamment l'un de l'autre et à imposer des contraintes du type Kirchhoff-Love
sur l'espace discret. L'originalité de notre approche est d'utiliser ici ces éléments finis pour approcher
les composantes cartésiennes de M, et non ses composantes en base locale, et les gradients de u au lieu de la
rotation f$.

On suppose que le domaine Q est polygonal et on considère une triangulation régulière 2F de D, dans le sens
i) Q = K*J T, 2T vérifie les règles d'assemblage,

Te 9"
ii) il existe une constante u > 0 telle que

hT
— *S o pour tout T
PT

où hT est le diamètre du triangle T et pT le diamètre du cercle inscrit.
On choisit d'approcher l'espace Z par Zh (non inclus dans Z) défini sur chaque triangle à partir de l'élément

fini Pf
3 -Hermite par

Zh = {(vh,ôh)<= Hl(Q9R
3xM3)9vh\Te P'3(T,R3)f

Vvh continu aux sommets, ôh = — a3 • 8
h . F~ \ 0h continu ,

9h | T G P2( T), Vr, et 0h vérifie les contraintes DKT ,

( i;̂ , ôh ) vérifie les conditions aux limites discrètes}. (8)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Les contraintes DKT de Kirchhoff-Love

439

\l

Figure 1. — Description du Triangle DKT : les trois déplacements et leurs dérivées sont définies en chaque sommet bt

Soit T= (bvb2,b3) un triangle de 9" et soient btJ = '• ̂  J, i <j, les milieux respectifs des côtés bt bf Soient

vtj et ttJ la normale et la tangente au côté bt bf i < j.
Alors les contraintes DKT qui interviennent dans la définition de Zh s'écrivent

a)

b ) <J »
j = h 3 .

(9)

(10)

(11)

Elles expriment que 8h est égal au gradient de vh en chaque sommet, que la composante tangentielle de 6h est égale
à la composante tangentielle de Vvh sur chaque côté, et que la composante normale de 6h y est égale à la
« moyenne » du gradient normal de vh.

Remarque 3.1 : La non conformité du problème porte sur deux aspects :
i) l'espace discret n'est pas inclus dans l'espace continu Zh<x Z car 6h n'est pas égal à Vvh,
ii) la forme bilinéaire ah ne sera pas forcément égale à la restriction de a sur Zh.

Remarque 3.2 ; On n'impose pas les contraintes de Kirchhoff-Love aux milieux bt car
et Vvh ne l'est pas.

= 9h est continue

Remarque 3.3 : Par construction, 6h est un polynôme d'ordre 2, et est donc caractérisé par ses valeurs aux
sommets et aux milieux des côtés. Les contraintes DKT permettent alors de vérifier que 6h s'écrit en fonction des
degrés de liberté de vh sous la forme

vol 32, n° 4, 1998



440 P. LE TALLEC, Saloua MANI

avec

L'élément fini a donc au total neuf degrés de liberté par sommet b% : trois pour caractériser vk(bt), six pour
caractériser son gradient Vvh(bt).

3.2. Propriétés de l'espace discret

Avant d'aller plus loin, il est nécessaire d'estimer l'erreur commise par l'élément DKT quand il remplace le
gradient exact Vuh par le gradient approché 8h. Ceci fait l'objet du lernme suivant.

LEMME 3.1 : Soit un triangle T= (bv b2, b3) € 2T, soit v la normale au côté btb; et soient Àv 12, 13 les
coordonnées barycentriques d'un point d; = ( <Jp <J2 ) de T.

Alors pour tout ( uh, fîh ) e Zh> nous avons

{dh-Vuh)\T = \ 2 K^u^.ib.-b^-b^)® vv. (12)

*. + *,
Démonstration: Pour T= (bv b2,b3), on note bi} = —=—. On a uk e Vh donc uh\T est un polynôme de

degré 3. La formule de Taylor au voisinage de btJ s'écrit alors :

Comme D3 u(btJ) est trilinéaire, on en déduit :

(13)2 - V

On multiplie (13) par v et t . En utilisant les contraintes DKT (10) et (11), on obtient :

**( V • \ = V«,lr(^) • \ + ID3 uh\T(b, - by b, - bf vy) (14)

^bv).tv = VuhMbv).t9. (15)

Mais tout v dans le plan de Q s'écrit v = at + /?vy, ce qui implique

G\ btJ).v = a0\ bv ) . tv + pd\ by ) . v v

. ttJ + /?[vMJ ï<fcw) . vy + | r » 3 «,|r(&, - bJt b, - b}, v y)]

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis
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Ceci s'écrit encore

,,) + !*>3 uh\^b, - bf b, - b}, vv) <g> vy . (16)

Par construction, 6h et Vuh sont des polynômes de degré 2, et donc peuvent s'écrire sous la forme de Lagrange
([6])

^ 2 \ ,

1 = 1 ,il/3

Par différence, et après prise en compte des contraintes DKT (9) et de (16), il reste

ce qui est le résultat cherché.

3.3. Le problème discret

Pour ( uh, fih ) s ZA, on définit les tenseurs de déformation continus et discrets

\

\

et la forme bilinéaire discrète

uh):y(vh)^^Eph(uh^h^

où Co ̂  CHT^ JT~ e s t u n e c o n s t a n t e définie par l'utilisateur sur chaque triangle r de la triangulation.
Le problème discret s'écrit alors

f Trouver ( uh, ph ) e Ẑ  tel que

Pour analyser ce problème discret, on munit l'espace Zh de la norme globale

vol. 32, n° 4, 1998



442 P. LE TALLEC, Saloua MANI

et locale

Remarque 3.4 ; L'ajout du terme de cisaillement Chx\ permet de garantir la coercivité de la forme ah sur tout
l'espace H1 x H1. Ce terme correcteur a cependant très peu d'influence sur la qualité des résultats numériques.

4. RÉSULTAT DE CONVERGENCE

4.1. Inégalités inverses

Pour simplifier les notations, et comme öh est une fonction explicite de vh pour tout (vh, Sh) G Zh, on notera
souvent vk e Zh au lieu de ( vk, ôh ) e Zh.

Les lettres C dénoteront dorénavant des constantes qui peuvent changer d'une inégalité à l'autre, mais qui sont
indépendantes du triangle T. Enfin, a™oy dénote la moyenne arithmétique de a3 sur le triangle T. Sous cette notation,
on démontre les inégalités inverses.

LEMME 4.1 : Pour tout (wh, ôh — - a3 . 6h . F~ l ) e Zh et pour tout triangle T, on a

\\aTy .D3 wh\\„iT *: ̂ 2 \\a™> .D0h\\2>T.
nT

Preuve : Ces résultats se démontrent de manière classique par passage à un triangle de référence f et
équivalence de normes discrètes sur t.

Soit B : f —» T l'application affine qui envoie f sur T. Sur f, on définit les fonctions

â3 = a3 o B ,

O^B'.iG.oB).

On a alors par construction

\\D3wJmT= ||(B-')3.D3wJL^4
PT

il n M M r>~ t h H ^ C V d e t B \ \ h \ \
\\eh\\2.T= WB 'eh\\2,T^ — y r — \\eh\\2,t

t \2 f.ft n ^ C Vdet B
) 'DBh\\2,T^ 2 l , 2 , f '
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Maintenant, sur f, les fonctions wh, 6h, âfoy. Dwh et â™oy . D6h appartiennent à des espaces polynomiaux fixes
de dimension finie. Par ailleurs, sur ces espaces ||D3wh || M T est nul dès que || Dwh || 2 f est nul, et 19h\m 2 ^ est nul
dès que DH^ est nul (Remarque 3.3). Donc, il existe des constantes C tel que

De même, si ||ô^oy . D6h\\2 t= II^(<^3K>y • fy. ) II 2 f e s t nu*' a^OTS <h°y • ̂  e s t constant sur le triangle et donc
d'après les contraintes DKT et la Remarque 3.3 :

«r y • r>wh( b, ) = « r y • u b. > = c i e = c y • ôo.

et ses coefficients d'ordre deux a^oy. V(wA sont aussi nuls. On en déduit, après multiplication par |é(é |, et par
construction de V wA

Autrement dit, les degrés de liberté caractérisant â™oy . wh sont alors ceux du champ linéaire

Or par construction, âÇoy .whG P'3 est caractérisé par ses degrés de liberté, donc on a nécessairement

d'où on déduit â™oy .D3wh = 0.
Il existe donc là encore une constante telle que

\\<h ' D w J L , r ^ CWa3 *Deh\\%t'

Le résultat final se déduit alors immédiatement en repassant dans ces inégalités du triangle de référence T au
triangle courant T. Observons enfin que la démonstration utilise à plusieurs reprises la constance de â™oy par
triangle, ce qui explique que l'inégalité inverse a été démontrée sur le vecteur normal moyen â^oy et non sur le
vecteur normal local av

4.2. Erreur de courbure

Les inégalités inverses locales de la section précédente permettent d'estimer l'erreur entre variation de normale
exacte fl{wh) et variation de normale approchée fih pour tout élément (wA, Ph) dans l'espace « DKT » Zh. Plus
précisément, nous avons le résultat fondamental suivant, justifiant l'utilisation des éléments finis DKT :

LEMME 4.2 : On suppose que la carte (p est dans W '°°(D). Pour tout (wh, ph) dans ZA, on a alors

vol. 32, n° 4, 1998
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Preuve : Par construction, nous avons (Lemme 3.1)

Par ailleurs, \Àt A , | m 2 r ^ Ch\~m et l ^ - f c j ^ hT On en déduit

(18)

K \ II 2, rll «3 • D " wh(b, ~ bJt b, - bJt vv ) || ̂  r | | vy || |IDF- ' \\ __r) ,

| a3 . D3 >v JL_ r + C 4 1 | D a 3 | L T || P 3 v w J L r . (19)

Nous avons aussi d'après les inégalités inverses de la section précédente et par développement de
DF~ l =-F l .DF.F~l

^ ChT\\Da3\\xT\\D3wh\\^T + ̂  \\a™y.D6h\\2tT,

nT

\a?oy.D9h\\2T= \\D(a3.eh.F- *) .F + a3. 0h. F- ' .DF - Da3.6h + (a™y - a3) .D0h\\2T

^ C{\\DPh\\XT+ \\eh\\XT+ H ^ - O s l U

Après report et majoration de ||Z)3 w^H^ T, il reste finalement

\\a3.Dwh\\^T^{\wh\h2i
hT

En revenant aux estimations (18)-(19), on en déduit

C\\(wh,ph)\\ZT+ C\\Da3\\^T\wh\U2:T ^ C\\(wh, fih)\\ZtT

UP-ph).F\\2T^ \\P- Ph\\2,T\\F\\^T^ ChT\\(wh,fïh)\\za.
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4.3. Erreur de consistance

La non conformité du problème discret peut maintenant être évaluée par le théorème suivant :

THÉORÈME 4.1 : Soit (« ,p ) la solution du problème continu et q l'effort de cisaillement associé. Si la carte
<p G W2j°°(Q), il existe une constante C indépendante de la triangulation telle que

Preuve : Sous la notation n = Va eEy( u ) = tenseur des efforts de membrane, m = Va y~ Ep( u * P* ) —
tenseur des efforts de flexion, la forme bilinéaire a s'écrit

= 2 f {n:
Te % JT

Introduisant le tenseur des efforts de cisaillement q intervenant dans les équations d'équilibre fortes, utilisant la
définition de y(wh), p(wh), l'identité

X(wh) = a3.Vwh + P(wh) .Vcp

= a3 . Vwh - a3. Vwh . F~ 1 . V<p = 0 ,

et la symétrie de m et n, cette forme peut s'écrire

T vT

+ m : ( Va3. Vw^ + Vqf . VjS)

+ q.(a3.

Après intégration par parties sur chacun des triangles T et prise en compte des équations d'équilibre fortes
satisfaites par m, n et q, il reste (wh étant continue aux interfaces)

Vp.m:(V#,-Vjff)<#;- M.
JT Jr1!

D'après la continuité de ph sur les arêtes des triangles, on peut retrancher ph à toutes les intégrales de bord interne
car les termes ainsi ajoutés s'annuleront deux à deux.

Après prise en compte de la condition aux limites sur M, on peut alors écrire

f
JT
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Après intégration par parties du second terme, on obtient alors

fl((« , fi ), (wh,ph))-f(wh, &) = - 2 div (V<p • m ) • (A - 0> <£ •

On en déduit d'après nos estimations sur l'erreur de courbure et les équations d'équilibre fortes

4.4. Résultat de convergence

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le résultat fondamental garantissant la convergence de
la solution DKT discrète vers la solution continue.

THÉORÈME 4.2: Si <p e W2'°°(O), l'erreur entre la solution (w \ /T ) du problème (P ' ) et la solution
( uh, Ph ) du problème discret est bornée par

\\{u-uf-P)\\^Ch\\Vcpq\\2Q+ M Uu-vh,f-ôh)\\z.
\vh>ôh) e Z/

M Uu-vh,f-ôh)\\z.
>ôh) e Z/J

Preuve ; Par construction, comme Ch,T est minorée par une constante uniforme Co, on a

f

D*après [4], le terme de droite définit une forme bilinéaire coercive sur Hl(Q) x ^(Q) muni de la norme
Z. Il existe donc une constante C telle que

ah((vh,öh),{vh,öh))>C\\(vh,oh)\\l V(vh,öh)eHlxH\ vh\Fa = 0.

Soit maintenant (uk9 fSh) la solution discrète et (vh,ôh) un élément quelconque de Zh. D'après l'inégalité de
coercivité précédente appliquée à (uh — vh, fih — ôh), et par construction de (uh, fih) on a

C\\(uh-vh, ph -ôh)fz ^ah((uh -vh,fih-Sh),(uh-vh,ph-Sh))

-ah((vh,Sh),(uh-vh,ph-Sh)). (20)

Le premier terme de droite est borné par l'inégalité de consistance :

Bx^Ch\\V<p.q\\XQ\\{uh-vh,ph-ôh)\\z.
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Le second terme s'écrit après développement

\B2\ =

Mais par construction, on a

j{eEy(u-vh):y(uh-vh)

+ Y2 (P(U*>P*) - PH(vh>h)) : Phiuh - vh> h ~

-ChXh(vh,Sh).Xh(uh-vh,Ph-ôh)}.dS\

\\p{u , f ) - ph(vh,ôh)\\2 Q\\ph{uh- vh, ph-

c\u*-vh\i.2.a>

C\uh~v

II/>*(«*-»*•&-A)

i, 2, a

1,2,

447

Par ailleurs, d'après le lemme de courbure, nous avons

Il reste à estimer

\\p{u,f)-Ph{vh,ôh)\\2Q

|]i [v«;. v(«* - «,,) + v(«* - vhy.

l,Q
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Par addition, on obtient finalement

\B2\ ^C\\{u -vh,f -oh)\\z\\(uh-vh,Ph-ôh)\\z.

Reporté dans (20) et après division par || (uh - vh, ph - ôh) ||z, il reste

ce qui implique le résultat cherché :

Uu-uh,p*-ph)\\z< \\(u-vh,p*-ôh)\\z+ \\{vh-uh,ôh-ph)\\z

^C{h\\V(p.q\\%Q+ \\(u -Vh,f -ôh)\\z),\/(vh,ôh) <= Zh

4.5. Estimation finale

L'estimation de l'erreur (u* - uh) nécessite maintenant d'estimer l'erreur d'approximation

Ceci peut se faire à partir de résultats classiques d'interpolation et permet ainsi de déduire.

THÉORÈME 4.3 : L'erreur d'approximation vérifie

inf \\(u-vh,f-ôh)\\z
\Vh,oh) e Z,h

et donc Vécart entre solution discrète (uk, Ph) et solution continue (M*, ƒ?*) est majoré par

\\(U - Uh,f - Ph)\\z^ Ch{\\V<p .q\\xn+ \\u\\XXQ) .

Preuve : II suffit d'adapter les techniques classiques d'estimation d'erreurs d'interpolation dans les espaces
d'éléments finis ([6]). Soit vh = ITh u* l'interpolée P'3 Hermite de M" et 6h = 0h(vh) le gradient discret associé
par les contraintes DKT

9 H \ T = E ( V ^ O . ) V 6 V , + l l t 2 ^ ® î I + l l + 2 \ b , + l b l + 2 \ X l + l l l + 2 ) .
l

Après transport sur le triangle de référence, et utilisation du théorème d'injection de Sobolev (H (T) continûment
inclus dans C (f)), on observe que l'application linéaire

L : H3( f) ~> H\ f) x H\ f)

S ->(u -tlhv ,Vv -9h(ÎIhv ))
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est continue. Par ailleurs, par construction, cette application linéaire est nulle sur F2( f) car, d'après le Lemme 3.1,
l'interpolation DKT {tlhv ,Oh{tlhv ) ) est exacte pour les polynômes d'ordre 2. Il existe donc une constante C
telle que

D'un autre côté, on a par construction

= \\v-nhv\\2
2T+

-nhv

Ch-T
2\\L(v

En combinant ces deux inégalités, il vient

^Ch2
T\u\2

32T,

d'où le résultat final par addition sur les triangles.

Remarque 4.1 : Le même type de démonstration (en enlevant le terme ( V2 v - V0^) ) permet de vérifier au
passage que le couple (vh,dk) = (nhu*,8h(vh)) vérifie l'inégalité

Wx(vh9fih)\\lT* \ \ a 3 . V ( u - v h ) \ \ l T + \ \ a 3 . ( V u - 6 h ) \ \ l T

^ ChT\u I3 2 r•

Cette superconvergence du terme de cisaillement permet en fait d'utiliser des constantes de cisaillement Ch,T en
0(h~T

2) dans l'énergie discrète sans affecter le taux de convergence du problème discret associé.
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5. CONCLUSION

Par rapport à l'approche suivie classiquement dans la littérature, notre choix d'une approximation en base
cartésienne nous a permis d'obtenir par une méthode originale et directe une convergence au même ordre que pour
les problèmes de plaque, tout en relaxant les hypothèses de régularité sur la carte <p((p e W2' °°( Q ) ) et en réduisant
les hypothèses sur le maillage à une unique condition de régularité locale. En particulier, le pas du maillage h peut
être quelconque et non uniforme. Ce type de résultat s'étend sans difficulté au cas des quadrilatères.

Trois restrictions subsistent :

— comme pour tous les résultats connus sur le modèle de Koiter, les constantes de coercivité utilisées dans
cet article (Théorème 4.1) dépendent de l'épaisseur de la coque ;

— comme pour les plaques, la convergence de l'élément DKT est d'ordre h alors que les rotations sont
approchées par des polynômes du second degré ;

— le résultat d'interpolation démontré (Théorème 4.3) n'est pas optimal. Il exige une régularité H3 de toutes
les composantes de w et démontre en contrepartie une convergence forte de (Vu* — 9h) dans H1. Il suffirait en
fait de pouvoir démontrer la convergence forte de la composante normale a3 . ( Vu - 9h) dans H1.
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