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SUR UN PROBLEME PARABOLIQUE-ELLIPTIQUE

PHILIPPE BENILAN! AND PETRA WITTBOLD?

Abstract We prove existence (uniqueness 1s easy) of a weak solution to a boundary value problem
for an equation hke (v — 1)§ = vye + F(v), where the function F R — R 1s only supposed to be
locally lipschitz continuous In order to replace the lack of compactness in £ on v < 1, we use nonlinear
semigroup theory

Résumé Nous prouvons Pexistence (I'unicite est facile) d’une solution faible pour un probleme aux
Limites associe a une equation du type (v — 1); = vzz + F(v)z ou la fonction F R — R est seulement
supposee localement lipschitzienne Pour pallier au manque de compacité en ¢ lorsque v < 1, nous
utilisons la theorie des semi-groupes non-lineaires
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1 INTRODUCTION

De trés nombreux travaux sont consacrés a lexistence de solutions faibles pour des problemes aux limites
associés a des équations paraboliques-elliptiques du type

b(v); = dwv, a(v, Dv) (1)
oub R — R est continue croissante et a (k,€) € R x RN — RY est continue en k et monotone coercive en &

Citons en particulier les travaux de Alt et Luckhaus [1], ol & coté d’hypotheéses permettant d’utiiser un bon
cadre vaniationnel, apparait clairement la condition suivante

a(k,€) = a(b(k),€) aveca R(b) x RN — RN continue (2)

S1 b(k) est strictement croissante, cette condition est automatiquement satisfaite et donc superflue , mais sinon
elle parait essentielle pour obtenir des solutions faibles pour ’équation (1) en effet, heuristiquement, dans un
procédé d’approximation, on obtiendra une compacité (forte) de b(v) dans la variable ¢, et de v dans la variable
d’espace z , compte-tenu de la continmté de b(k), on aura donc une compacité de b(v) en (£, z) , sous ’hypothese
(2), on pourra alors, avec un argument de pseudo-monotonie pour le gradient Dv, passer & la imite , par contre,
sans cette hypotheése, on manquera d’une compacité de v en temps pour passer & la limite dans a(v, Dv)

Cette situation apparait méme dans un exemple aussi: simple que ’équation en une dimension d’espace

(v — 1), = vgp + 07, (3)
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Dans {3], nous avons montré que, sous des hypothéses trés générales, on pouvait toujours, sans la condition (2),
développer I'approche par la théorie des semi-groupes non linéaires, du probléme aux limites associé & (1) sur
(0,00) x £2, avec des conditions de Dirichlet v = 0 sur (0, 00) x 9 ; nous obtenions ainsi, sans la condition (2),
Pexistence de “bonnes solutions” au sens de la théorie des semi-groupes non linéaires ; nous avons aussi montré
que sous la condition (2), les “bonnes solutions” étaient solutions faibles de (1). Et nous posions la question :
cette condition est-elle essentielle comme elle parait ’étre 7 en particulier dans ’exemple de I’équation (3), y
a-t-il existence de solutions faibles 7

Dans cet article, nous montrons qu’il y a effectivement existence (et unicité) de solutions faibles pour le
probleme aux limites de Cauchy-Dirichlet associé & (3). Nous considérerons, plus généralement que (3), une
équation

b(v)t = Ve + F(v)e (4)

ol F': R — R est localement lipschitzienne, et la fonction continue croissante b(k) vérifie :

Il existe une partie fermée négligeable K de R telle que
b soit continuement dérivable sur U = b~}(R\K) (5)
avec b/'(k) > 0 pour tout k € U.
Il est clair que cette condition (5) est en particulier vérifiée si les “plats” de la fonction b, c’est & dire les
valeurs [ € R telles que b=!(I) ait un intérieur non vide, sont isolés, et b est continuement dérivable de dérivée
strictement positive sur tout intervalle ouvert sur lequel elle est strictement croissante ; cette condition est

évidemment vérifiée par la fonction b(k) = (k — 1) considérée dans (3).

Nous allons prouver le résultat suivant pour le probléme aux limites de Cauchy-Dirichlet associé & (4) sur
(0,00) x (0,1) :

Théoréme. Soient F : R — R localement lipschitzienne et b : R — R continue croissante vérifiant (5). Pour
tout vo € L°°(0,1), il existe une unique solution (faible) v du probléme :

v € L=((0,00) x (0,1)) N L*(0, 00; Wy%(0,1))
et pour tout ¢ € D([0,00[x]0,1[), on a

/ / (V)G + VCan — F(0)Co)dt d + / B(00)C(0, -)dz = 0. (6)
De plus
v lloo € v < 16 oo P5- sur (0,00) X (0,1) ™)
et si v est la solution correspondante & une autre donnée initiale vo, alors
[, - b)) do < [0() - bw)) do  pour tout 2 0 ®)
et
b(wo) < blv,) = wv<v sur(0,00)x (0,1). 9)

La section 2 sera consacrée & la preuve de ce Théoréme. Dans la section 3, nous ferons quelques remarques sur
la généralité de ce résultat.
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2. PREUVE DU THEOREME
On peut toujours supposer
F(0) =0, b(0) = 0. (10)
On a le résultat élémentaire suivant :
Lemme 1. Etant donné f € L'(0,1), il existe un unique v € W21(0,1) N\ Wy*(0,1) tel que —(v" + F(v)’) = f
p.p. sur(0,1). De plus Uapplication f — v est croissante, continue de L*(0,1) dans W21(0, 1), et lipschitzienne

de L*(0,1) dans C*([0,1]) sur les bornées de L*(0,1).

Preuve. Pour étre complet, indiquons les estimations pour le probléme considéré. Etant donné v € w20,1)N
Wy'(0,1) et f = —(v" + F(v)'), on a

allollZ, < )3 = / o < Iflulivllon

et donc

olloo < = 11711 (11)

Considérons pour i = 1,2, v; € W>1(0,1) N Wy (0,1) et f; = —(v" + F(v;)') ; posons v = vy — v, f = f1 — fo
et 9 = X{v1vs) (F(v1) — F(v2))/(v1 — v2) ; on a g € L*(0,1) et, compte-tenu de (11),

1
C:=|gllec < ||F'|lpoo(~r,r) avec R= Zmax(llflllh Il f2111) 5

d’autre part v € W2(0,1) N Wol:l (0,1), v/ 4+ gv € WH(0,1) et —(v/ + gv)’ = f p.p. sur (0,1). On en déduit
0" + gvlleo < (1/2)|1f]l1, 0t

(w1 = v2)lloo < (1/2)€°"?|1f1 = fallr- (12)

Enfin si f <0, alors v’ + gv est croissante sur [0, 1], et donc
fi<fp = wvi<o (13)
Le lemme est alors immédiat. a
D’apres le Corollary 4.5 de [3] si v et v sont solutions de (6) associées & vg et v, alors on a (8) ; en particulier
si v = vy, alors b(v) = b(v) et donc d’aprés I’équation, (v — v)zz + (F(v) — F(v))z = 0 dans D’(]0, 0o[%]0, 1]) ;
de la méme maniére que dans la preuve du Lemme 1, ceci implique immédiatement v = v. On a donc montré
l'unicité d’une solution v de (6) et la propriété (8) ; il reste donc & prouver ’existence d’une solution et les

propriétés (7) et (9).

Notons d’abord que si v € L§2, ([0, 00[x[0,1]) N L2 ([0, oof; Wy (0,1)) vérifie (6), alors pour presque tout

T>0,0na
//(O,T)X(O,l) vt /j(b(v(T’ ) = /j(b(vo))
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ol 7 est la fonction convexe conjuguée de la primitive de b nulle en 0 ; et donc, supposant que v satisfait (7),
ona

[ [ < tolclibols (14)
Notons maintenant qu’il suffit de prouver le théoréme pour les données initiales vy vérifiant
vo € Wg2(0,1), wh e BV(0,1), (15)
ou BV(0,1) est l'espace des fonctions & variation bornée sur (0, 1).

Supposons en effet que le théoréme soit vrai pour de telles données initiales ; donnons-nous v € L°°(0,1) et
une suite (f,) de W21(0,1) convergeant p.p. sur (0, 1) vers vy ; définissons pour tout n,m € N

’UO""'sm = Hlf (HU(T)*’HOO’sup(_“v[)—“OOa fnaf’n+1a L >.fn+m)) .

L’espace {f € Wy*(0,1); f' € BV (0,1)} est réticulé puisque (f+)' = F'X{f>0} ; donc les données initiales vo n,m
vérifient (15) ; notons v, les solutions correspondantes. Utilisant (9) et (7), la suite (vp,m) est décroissante
en n, croissante en m et bornée par ||Uplleo ; POSONS vV = liMy 00 liMym—y00 Un,m. Il est clair que v vérifie (7) ;
d’aprés (14), la suite (un,m) est bornée dans L?(0, co; Wy*?(0,1)) et v vérifie (14) & la limite. Passant & la limite
dans (6) appliquée & vy, on voit que v est solution correspondant & vg.

Soit v, € L*(0,1) avec vy > vo p.p. sur (0,1) ; on peut approcher par une suite (f,) de W21(0,1) de
telle sorte que f, > f, pour tout n ; construisant Yo,n,m>Yn,mr ¥ correspondants, on aura Vg ,, ,, > U0,n,m, 4’04
Up,m = Un,m par utilisation de (9), et donc v > v & la limite. Notant enfin que la solution v ne dépend que
de b(vg) d’apres 'unicité prouvée ci-dessus, et que si b(vy) > b(vg), on peut toujours trouver 0y, &, € L>(0,1)

tels que Dy > 9g, b(Dg) = blwvg) et b(Dy) = bzg), on voit gque (9) est satisfaite pour toutes données initiales dans
L*(0,1).

Nous allons en fait montrer le résultat suivant :

Proposition. Sous les hypothéses du théoréme, pour tout vg vérifiant (15), il existe une solution (forte) v
satisfaisant

v € L=(0,00; W21(0,1) N Wy2(0,1)), b(v) € WH(0,00; L}(0,1)),
b(v)t = Uggy + F(U)Z' p.p. sur (07 00) X (07 1)7 (16)
b(’U)(O, ) = b(UO) p.p. sur (07 1)

11 est clair qu’une telle solution forte est solution de (6). D’autre part, si v est solution de (16) correspondant
& une autre donnée initiale v, vérifiant (15) et b(v,) > b(vo), on aura b(v) > b(v) d’apres (8) ; donc pour p.p.
t € (0,00), on aura (v(t) —u(t)) ez + (F(v(t)) — F(v(t)))z = 0 p.p. sur Pouvert {v(t) > u(¢)} de (0,1) ; raisonnant
comme dans la preuve du Lemme 1, on voit que {v(t) > v(¢)} = 0 pour p.p. t € (0, 00), c’est & dire que (9) est
satisfaite. De la méme maniere, on voit qu’une solution forte de (16) vérifie (7).

Pour achever de prouver le théoréme, il suffit donc de montrer la proposition. A cette fin introduisons
I'opérateur (multivoque) A de L'(0,1) défini par

Au = {—@" + F@)"); ve W»(0,1) n W' (0,1),u = b(v) p.p. sur (0,1)}. (1)
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Remarquons que d’apres le Lemme 1, étant donné f € Au, il existe un unique v € W2(0,1) N WOI’I(O, 1) tel
que u = b(v), f = —(v"" + F(v)") p.p. sur (0,1). Il en résulte qu’étant donné vy vérifiant (15), il existe une
solution v de (16) si et seulement si il existe une solution u de

u € WH°(0,00; L*(0,1)),%'(t) + Au(t) > 0 p.p. t € (0, 00),u(0) = b(wp). (18)

En effet, si v est solution de (16), il est clair que u = b(v) est solution de (18) ; réciproquement, si u est solution
de (18), la fonction v : (0,00) — W21(0,1) N W,*(0,1) définie p.p. ¢ € (0,00), grace au Lemme 1, par

v(t)" + F(v(t)) ='(t) p-p. sur (0,1),
sera solution de (16).
On a le résultat suivant :
Lemme 2. L’opérateur A de L*(0,1) défini par (17) est T-accrétif, m-accrétif et inversible.

Preuve. Ce lemme s’obtient facilement 3 partir de la Proposition 2.4 de [3]. Pour étre complet donnons rapide-
ment une preuve directe. Puisque f € Au si et seulement si u = b(v) avec v € W2(0,1)NW,*(0, 1) solution de
—(v" + F(v)") = f p.p. sur (0,1), par application du Lemme 1, 'opérateur A~! est une application croissante
continue et compacte de L!(0, 1) dans Cy(0, 1).

Montrons la T-accrétivité de A : pour i = 1,2, considérons f; € Au; et soit v; € W21(0,1) N WO1 1(0,1) tel
que u; = b(v;), fi = —(v/ + F(v;)') ; posons u = uy —uz f = f1— f2, v = v1 —v2. Si|a, B[ est une composante de
Iouvert {z €]0,1[;v(z) > 0}, on a v(a) = v(8) =0, v'(B) <0 < v'(a) et donc f]a g f=0;don f{v>0} f>0.
On en déduit pour tout A > 0: fut = f{v>0} u < f{v>0} (w+Af) < fu+AN)T.

Montrons la m-accrétivité de A : fixons f € L(0,1). L’application G(\,u) = A~!(f — Au) est continue com-
pacte de [0, 1] x L*(0, 1) dans Co(0, 1) ; d’apreés I'accrétivité de A, Pensemble {(\,u) € [0,1] x L1(0,1); G(A,u) =
u} est borné ; donc, d’apres le théoréme de Schauder, il existe u € L'(0,1) tel que G(1,u) = u, c’est-a-dire
u+ Au > f. O

Preuve de la Proposition. L’opérateur A étant m-accrétif, on peut appliquer la théorie des semi-groupes non
linéaires (cf. [4] ou [2]). Fixons vy satisfaisant (15). Pour € > 0 donnons-nous v0 € W1(0,1) N W' (0,1) tel
que

16(v) = b(vo)ll1 < €, [0 |11 < var(wp) (19)
et définissons u. : [0, 0o[— L*(0,1) par :
ue est linéaire sur [ne, (n + 1)e], uc(ne) = (I + €A)~"b(v?) pour tout n € N. (20)

Alors (cf. [4]) ue — w dans C([0, oc[; L}(0, 1)) lorsque € — 0. De plus, puisque f. = —(v?" + F(v0)") € Ab(v?) est

€
bornée dans L*(0, 1), les fonctions u, sont bornées dans W>°(0, oc; L!(0, 1)) et la fonction u est lipschitzienne
de [0, 00[ dans L'(0,1). Nous allons montrer que u est en fait dans W,.} (0, co0; L*(0,1)). Utilisant la théorie
abstraite (cf. [4]), il en résultera que u vérifie (18) et la proposition sera démontrée.

Pour prouver que u € Wl’l(O, 00; L1(0,1)), notons que uc(ne) = b(v?) ol v? est défini par

loc

b(v?) = e(v™ + F(v2)) + b(v?™ ') pour n € N. (21)
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Par accrétivité [v™" + F(u™)|; < [v9” + F(¥°)'{l, est bornée et donc, d’apres (12), [[v*||ls est bornée. 11
en résulte, par continuité de b, que les fonctions u? sont équicontinues sur [0,1] et donc, d’aprés le théoréme
d’Ascoli, que u € C([0, 00[x[0,1]) et ue — u uniformément sur tout compact de [0, 00[x[0, 1].

Posons 2 = {(¢,z) €]0,00[x]0,1[;u(t,z) € R\K} ; c’est un ouvert de Q =]0, c0[x]0,1[. Puisque u est lip-
schitzienne de [0, oo dans L1(0,1), u; est une mesure de Radon sur Q et K étant négligeable par hypothése, on
a Ut = UtXQ-

Considérons un rectangle w =Jtg —48, t1 + [ x]zo — §, z1 + 6| relativement compact dans {2 ; il existe un compact

k de R\ K tel que pour tout € > 0 suffisamment petit, ue(w) C x. Donnons-nous € € D(]zp — §, 21 + §]) tel que
0<¢<1,E=1sur[zg,z1)- Onapourtg —6 < (n—1e <t <ne<t;+4,

T1 / Au 2 1 u — un—l 2 1 u” — un——l ot — ,vn—l
CO/ ( ( ) S CO/ 52 ( € € ) S/ 52 € € € €
zo ot 0 € 0 € €

1 nt __ ,n—1’ 1 n_ ,n-1
—- [ i [+ eP e
0 0

1 [t /2 2 1 ue” — un 1\ 2 Y2
S;/O FT =)t a (/ € (————)) 12€" + EF' (@2 oo 6 [0

avec ¢g = (maxb_l(n) b’)‘l, cp = (minb—x(,c) b/)_'l

Donc il existe une constante C telle que

// 0u

(n l)e.ne[x]zg,xq !

2

12 72 \
—Iune )/ .

e+
Jo 2

En sommant pour les n tels que tp — 6 < (n — 1)e < ne < t1 + §, on voit que 83“; reste borné dans

L2(Jto, t1{x]mo, z1[). A la limite, % € L?(Jto,t1[x]|zo,z1[). Ceci étant vrai pour tout rectangle w relative-
ment compact dans 2, on a 2% € L () et donc u = uyxq € L=(0,00; L1(0,1)). O

3. REMARQUES

La méme technique peut s’appliquer & des équations plus générales de la forme (1) en dimension 1 d’espace ;
on peut aussi évidemment considérer d’autres conditions limites que celles de Dirichlet. Par contre, restant dans
le cas d’une équation de la forme (4), nous ignorons si l’on peut relaxer considérablement I’hypothese sur la
fonction b. En effet la technique repose sur I'existence de solutions fortes pour des données initiales suffisament
régulieres, et méme dans le cas F' = 0, ceci n’est plus vrai pour des fonctions b continues croissantes quelconques.

L’extension & la dimension d’espace supérieure a 1 pose des problémes de capacité ; elle sera considérée
ultérieurement.

D’apres les résultats de (3], la fonction b(v) est continue dans C([0, co[; L*(0, 1)) par rapport aux données vp,
b et F. Par contre nous ignorons s’il y a continuité de la fonction v elle-méme. Dans cet ordre de probléme,
nous ignorons méme si la fonction v, considérée dans la preuve de la Proposition converge (faiblement) vers la
solution v.
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