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UN ALGORITHME GENERAL POUR TROUVER UN SOUS-ENSEMBLE
D’UN CERTAIN TYPE À DISTANCE MINIMUM D’UNE PARTIE DONNÉE

par

C. HEUCHENNE 1

RÉSUMÉ

Soit w un ensemble fini, muni d’une valuation positive v, et p, a des sous-ensembles de w.

est une distance entre p et a.

On décrit ici un algorithme fournissant les sous-ensembles 6 minimisant d(P,6), lorsque p et

une classe ~P arbitraire de sous-ensembles de w sont donnés. L’algorithme se simplifie lorsque ~ est crois-
sante, ou décroissante, ou un demi-treillis.

***

La recherche des relations a d’un certain type les plus proches d’une relation donnée p est à l’ordre
du jour. Ainsi Zahn [6] donne une solution dans le cas où p est symétrique, irréflexive et satisfait une
troisième condition très restrictive, les a cherchés étant des équivalences ; Barbut [1] présente une
méthode quand le type considéré est celui des ordres totaux. Je me propose ici de traiter le problème
le plus général.

Un sous-ensemble p est fixé dans un ensemble fini w et on s’intéresse à certaines parties de w
formant une classe le non vide; le problème est de déterminer la meilleure approximation de p au sein
de le. Pour donner un sens mathématique à cette question, on doit pouvoir mesurer l’écart entre deux
sous-ensembles de (ù. Dans le contexte le plus large, (ù ne possède que sa structure ensembliste; on est
conduit assez naturellement à adopter comme écart de p et 6 le cardinal de leur différence symé-
trique pàa = (p--6) U (y2013p). C’est ce qui est fait par Zahn et Barbut, et dans d’autres domaines :
distance de Hamming entre mots booléens, distance entre opinions, distance entre sociogrammes, etc.

Si l’importance de chaque élément x de w est mesurée par le nombre réel positif v(x), une discri-
mination plus fine entre p et a est donnée par :

1. Institut de Mathématique, Université de Liège.
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d est une distance de 2w induite par la valuation v ([4], pp. 68-70). Si l’on note v(a) la valeur cumulée

le cas précédent est obtenu pour la valuation constante égale à 1 dans laquelle v(a) _ jal.

Sans précisions sur la classe ~, on ne peut espérer un algorithme très efficace de recherche du
a E e minimisant d(p,a). Celui que je présente n’est, au fond, qu’une exploration systématique et bien
conduite de toutes les solutions possibles.

Je noterai a un élément quelconque de F, c l’inclusion stricte, xl, x2, ..., 9 x~ les éléments de p
arrangés de telle manière que :

y,, y2, ..., ym les éléments de w-p ordonnés de telle façon que

Cela étant, soit Yk(Y,Gt) l’ensemble des 0". E ~ tels que

Puisque

Les nombres pour a E sont donc bornés inférieurement par :

Les distances d(p,a) pour a E sont donc bornées inférieurement par -r- v(xk+i).

1/algorithme est amorcé par la question p E ~ ? Si oui, p est évidemment la solution optimum
puisque d(p,p) = 0. Sinon, la classe ~ est séparée en bornée par v(yi) (quand a:D p) et _Wo(O)
bornée par v(xi) (quand c z p). Il reste maintenant à voir comment on peut progresser à partir des deux
cas où k  m et où k  n ; on notera que 0.

Pour on se demande d’abord si appartient à ~. Si oui, cet ensemble est la
meilleure solution au sein de car sa distance à p, égale à V(P-Y) -~- V( -~- V(Yk 1) est

min d(p,a). Sinon, on envisage deux possibilités exclusives pour 6 E 
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on sait en outre que i ; par conséquent c

est ainsi partagée en deux sous-classes dont les bornes infé-
rieures améliorent celles de 91’ k(Y,tX).

Pour on pose préliminairement la question E Q7 ? Quand la réponse
est affirmative, cet ensemble est optimum au sein de car sa distance à p réalise la borne inférieure

-~- V(Xk+,) de cette classe. Sinon, on considère trois propriétés exclusives pour 6 E 

Dans le premier cas, a puisque comme pna c il vient pna = 

puis a E classe bornée par -~- v(xk+1) + V(YI). Dans le second cas,

jxi, ..., est encore g ; par conséquent, a E classe bornée par + v(x~+2). Dans le

est ainsi séparée en trois sous-classes j
les bornes inférieures améliorent celle de 6

De proche en proche, ~ est partagée en classes de plus en plus petites ; pour chacune d’elles,
on connaît une borne inférieure de d(p,a). Le principe de la méthode S.E.P. ([5],X.B) est de traiter à tout
moment, parmi les cas encore libres, celui qui possède la borne la plus basse. Si, dans la classe examinée,
la réponse à la question «To E  ?» est affirmative (QO est dans JI/’ k(Y,a.) et 
dans le sous-ensemble ao minimise d(p,a) car il réalise la borne inférieure de son cas, laquelle
ne dépasse aucune autre borne inférieure à ce moment.

*
**

Pour mettre en évidence le principe de l’algorithme, je traite l’exemple ridiculement simple de

et la valuation :

Pour alléger le tableau, on a écrit ?» pour « ao E le ? non, « E o pour « Q

et Xt+l E ao, « G», etc. A, B, C,..., indique l’ordre temporel de traitement des cas.
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{x1, ..., et sont les trois éléments de e à distance minimum 4
de p ; si l’on ne désirait qu’une solution, on aurait pu s’arrêter dès le stade 0.

Cette illustration, pourtant élémentaire, montre que la procédure est très lourde. En fait, elle est
encore fictive parce que, pratiquement, la classe fl7 n’est jamais donnée par énumération de ses élé-
ments, mais bien par une propriété caractéristique ; le test « ao E ~ ?», à effectuer à chaque stade
de l’algorithme, peut être lui-même tout un programme. D’autre part, si la famille e ne se compose
que d’éléments fort éloignés de p, il faudra parcourir tous les sous-ensembles intermédiaires avant

d’aboutir; au pire, si le seul élément de ~ était m-p, l’algorithme conduirait à examiner les 2 1 (a) 1

parties de w. Ajoutons encore que le procédé est d’autant plus efficace que les valeurs de v sont large-
ment distribuées ; le cas de la valuation uniforme pour laquelle les bornes ne progressent que de 0 et 1
est évidemment le plus mauvais.
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En conclusion, on n’utilisera cet algorithme que si l’on ne dispose pas d’une méthode spéci-
fique à la classe e donnée. Si cette dernière est assez vaste, il est probable qu’il existe beaucoup de
a E e qui ne diffèrent de p que de peu d"ëlëments ; on peut espérer alors obtenir la solution à bref
délai, pourvu que le contrôle « ao e ~ ?o soit facile.

Pour la suite, il est utile de noter que les classes sont engendrées en dernier ressort par
laquelle résulte elle-même de la séparation de _ek(p) avec y = 

La procédure proposée ne devient vraiment intéressante que lorsque le jouit de certaines pro-
priétés ; le reste de l’exposé est consacré aux améliorations qui apparaissent alors.

Si West décroissante, les éléments de W qui minimisent d(p,a) sont les parties de p qui maximisent
v(a) ; inversement, si, quels que soient le sous-ensemble p de (ù et la valuation positive v, la solution est
contenue dans p, West décroissante.

Soit ao E e une partie de p qui maximise v(a) ; un tel sous-ensemble existe puisque West non
vide et décroissante.

Réciproquement, si Q7 n’est pas décroissante, on peut trouver 61 et a~ tels que ai E

le minimum de d(a2,a).
Du point de vue algorithmique, la décroissance vide toutes les classes car, avant

est donc vide. Le schéma de séparation se présente alors comme suit :

Quand la famille est non vide, on peut considérer l’ensemble
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Pourvu que à existe, on a les propriétés classiques : a c: c a entraîne l’existence de e et l’inclusion
’ et seulement alors, l’opérateur est partout défini et devient

une fermeture ([4], p. 35) ou une saturation gonflante ([3], p. 419).

Si F est un n-demi-treillis, les éléments de W qui minimisent d(p,a) sont les rx où oc est une partie
de p qui maximise 2v(oc) - v(&#x26;.) ; inversement, si, quels que soient le sous-ensemble p et la valuation positive v
de ~0, la solution est un « où a c p, West un n-demi-treillis.

Soit a une partie de p qui maximise 2v(a) - v(«) ; « appartient à tentant qu’intersection finie
d’éléments de ~. Un tel sous-ensemble a existe puisque 0 E c p etWa :f:. 0}.

En effet, comme pn0153 est une partie de p,

on en déduit :

puisque

Réciproquement, si ~ n’est pas un n-demi-treillis, on peut trouver di, a2 E F tels que OF.
Prenons p = alna2l

il s’ensuit que

Or, si 0153 c p,

comme p ~ FI en supposant

Un â E le avec oc c P ne peut donc provoquer le minimum de d(P,a).

Remarques : 1) Un 6 E F et inclus dans p n’est pas nécessairement de la forme â avec oc c p ;
oc c p n’entraîne pas généralement oc = pna. Pour le voir, prenons la classe Q7 des relations transitives
de E et w = 2   ;

p est :
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p est :

fI égal à :

contredit la première proposition ;
ce égal à :

met la seconde en défaut.

2) Une classe décroissante est un n-denù.treilhs ; les résultats donnés à propos des classes
décroissantes sont des cas particuliers de ceux relatifs aux n’demi-treillis, obtenus en prenant 0153 = a.

3) Dans les réciproques des deux énoncés, il est indispensable de demander cc pour toute valua-
tion v». Voici l’exemple d’une classe ~ qui n’est pas un n-demi-treillis (donc n’est pas décroissante)
et qui cependant, pour un certains v, est telle que le a E ~ à distance minimum d’une partie quelconque p
est toujours inclus dans p (donc de la forme 0153 où a c p).

~ n’est pas un n-demi-treillis puisque {a,c} = {a}. Le a e ~ à distance minimum de p ~ {a}
est p lui-même ; le a e ~ à distance minimum de {a} est 0.

Au point de vue algorithmique, le fait que ~ soit un n-demi-treillis supprime l’examen des

*
* *

Le problème étudié ici apparaît souvent à propos des relations binaires (ou graphes orientés)
d’un ensemble E, considérées comme parties de ce = E X E. Dans ce contexte, des classes ~ décrois-
santes sont constituées des relations acycliques, des relations sans circuits, des couplages, des relations
antisymétriques, etc. La relation du type demandé à distance minimum de p est alors la sous-relation
de p de valeur totale maximum ; ceci justifie les divers procédés connus pour chercher une forêt maxi-
mum ([5], VII,A, 2, c), un sous-graphe sans circuits maximum [2], un couplage maximum ([5], IX, D, 1, b)
au sein d’un graphe donné ; le cas où ~ est la classe des relations antisymétriques est trop trivial pour
nécessiter la description d’un algorithme.

Comme exemples de n-demi-treillis, on peut citer les classes des relations symétriques, des
relations transitives, des équivalences, des ordres. Trouver une relation symétrique à distance mini-
mum de p ne pose aucun problème ; pour la classe des relations transitives, à est la fermeture transitive
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de a ; pour la classe des équivalences, à est la fermeture réCexivo-symétrico-transitive. Pour la classe
F des ordres, Wa= {a : a est un ordre et a ~ oc} est non vide si et seulement si a ne possède d’autres
circuits que des boucles ; dans ce cas favorable, a est la fermeture transitive de oc ([5], V, C, 1, a). À titre
d’illustration, recherchons l’ordre à distance minimum du graphe p valué suivant.
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Les couples en dehors de p recevront la valeur 1. A, B, ..., Z, oc.) ~3, y, 8 indique l’ordre temporel
des stades. Aux conventions de l’algorithme général, il faut ajouter la notation oo pour désigner la non
existence de 0"0’ plus petit ordre contenant ao, quand 6o possède un circuit au moins.

On trouve trois ordres à distance minimum 6 de p :

Si l’on ne cherchait pas toutes les solutions, on pourrait s’arrêter après le traitement du stade T, quand
on a constaté que toutes les bornes restantes étaient ~ 6.

*
**

Les algorithmes et résultats précédents peuvent être dualisés. Ainsi, soient ~k(S,~) l’ensemble
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Bien que les classes soient différentes, les questions posées et les bornes inférieures sont les
mêmes que dans l’algorithme primal.

(X. est défini par :

quand = {a E ~ : a c ce) est non vide. Pourvu que (X* existe, implique l’exis-
tence de ~3* et l’inclusion P* 13 ce* ; ce** = ce* ; x* = oc lorsque oc E F. Si 0 E e et seulement alors,
cet opérateur est partout défini et devient une saturation contractante ([3], p. 419). Les énoncés suivants
ont une preuve identique à leur duale, donnée précédemment.

Si un U-demi-treillis, les éléments a de W qui minimisent d(p,a) sont les et. où et est un sur-
ensemble de p qui minimise 2v(ot) - v(et.) ; inversement, si, quels que soient p et v, la solution est un et.
où p, un U-demi-treillis.

L’algorithme dual s’adapte au cas où West un U-demi-treillis en partageant une classe 

est vide ; sinon, d’après le lemme, est une borne inférieure des distances à p
des éléments de en conséquence, le traitement des classes disparaît.
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Si ~ est croissante, les éléments de W qui minimisent d(p,a) sont les sur-ensembles de p qui mini-
misent v(a) ; réciproquement si, quels que soient le sous-ensemble p et la valuation positive v de co, la solution
inclut p, le est croissante.

Dans l’algorithme dual, les classes disparaissent puisque

est vide quand on a contrôlé que ~. ·
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