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Math. Sci. hum. (17° année, n°67, 1979, p.49-69)

1
DISTANCES INVARIANTES ET L-CLIQUES SUR CERTAINS DEMI-GROUPES FINIS

2 3
G. COHEN et M. DEZA

INTRODUCTION

Aprés quelques rappels généraux sur les espaces métriques, nous nous
intéressons aux ensembles finis munis d'une distance entiére. Nous considé-
‘rons d'abord des méthodes de constructions, d'extension et de restriction
de métriques associées 3 des graphes. Des exemples sont donnés, principale-
ment empruntés au contexte ''Codes correcteurs d'erreurs" (pour un traitement
détaillé, cf. par exemple /26/, /27/). La notion de distance invariante par
translation, importante dans cette derniére discipline, est &tudiée plus
généralement dans les groupes et demi-groupes non abéliens ; 1'invariance 3
droite permet de lui suBstituer la notion de "poidsﬁ (distance 3 1'unité),
plus simple 3 manier. L'accent est mis sur certains demi-groupes de rela-
tions binaires et sur le groupe symétrique, ainsi que sur 6 distances (ou

poids), notées L, ("city-block'"), L

‘00 ?

1 L (lee), H (Hamming), T, I, définies

en 1. et 3.4., et reliées entre elles en 5. Dans la quatriéme partie, nous

1 Nous remercions Bernard Monjardet, dont les conseils et suggestions nous
ont beaucoup aidés dans la mise en forme de l'article.

2 ENST (Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications), 46 rue Barrault
75634 Paris Cedex 13.

3 CNRS, Paris.
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définissons les L-cliques maximales, ensembles de cardinalit& maximale tels
que les distances entre leurs €léments appartiennent & un ensemble d'entiers
L. Nous proposons pour finir quelques problémes. Il est d noter qu'une par-
tie de la terminologie et des problémes sont empruntés au 'Codage", oi 1'on
se pose des questions du type suivant : trouver un 'code", ayant le maximum
de "mots", avec une contrainte sur la distance minimale entre mots, garan-
tissant, aprés une altération die 3 la transmission & travers un canal, la
reconnaissance du message émis. Les L-cliques sont une généralisation de
cette notion de code, & laquelle nous &tendons certaines bornes de cardina-
lité. L'espace métrique est ensuite particularisé (ici 3 Sn) pour obtenir

des résultats plus explicites.

1 . RAPPELS ET EXEMPLES

Soit E un ensemble fini, (R,>) le corps ordonné des réels avec l'ordre
ordinaire.
Soit une fonction d : E x E » (R,>) telle que

d(a,b) > o et d(a,a) =o , pour tout a,b € E.

d a éventuellement les propriétés suivantes :

1) symétrie : d(a,b) = d(b,a)

2) positivité : d(a,b) = o implique a =b

3) inégalité triangulaire : d(a,c) € d(a,b) + d(b,c).
Nous appellerons une fonction d vérifiant

1) prédistance

1), 2) quasi-distance

1), 3) écart (“"semi-metric')

1), 2), 3) distance.

Une quasi-distance induit une distance par cléture triangulaire :

n
dt(a,b) = min §~] d(xi, Xi+l) pour tout {Xi}’ n
avec x, = a, Xx_ = b.

1 n
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Un écart induit une distance sur l'espace quotient (E/R x E/R) avec
aRb<¢ d(a,b) = o.
Enfin toute fonction d posséde des cldtures symétriques

par exemple as(a,b) _ (d(a,b) ; d(b,a))

ou Min (d(a,b), d(b,a)),
Certaines généralisations sont possibles ol 1l'on remplace (R,>) par un en-
semble ordonné (A,>). Par exemple si A est une algébre de Boole,
d : Ax A~ A définie par d(a,b) = ab + ba vérifie les propriétés 1), 2), 3)

et est appelée autométrique (/4/, Chap. 15).

Dans la suite d sera toujours entiére, c'est a dire

d : ExE~> (N,>.

Quelques distances

Soit X, Y E:SDOE), ensemble des parties de E, alors S(X,Y) = IX A Yl est

la distance bien connue de la différence symétrique.

Considérons maintenant N = {1, 2, ... , n} muni de 1'addition modulo n,
et E = Nk. Pour X = (Xl’ e s xk), Y = (y], cen yk) deux éléments quel-
conques de Nk. Définissons :

L&Y =1 [x; -y,

i
L (X,Y) = Max |xi - yi|

i
L(X,Y) = ? Min (|xi - yi|, n - |x. - yi|)
HXLY) = [{i, =, # y.}].

H est la distance de Hamming, employée en transmissions ; elle s'interpréte

. e P . 1 P, k
comme distance de différence symétrique, en considérant un élément X de N

comme une partie d'un ensemble 3 kn &léments -
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Par exemple : (2, 1, 4) > (0100 1000 0001!) ; alors S = 2H.
Les métriques, LI’ L sont les analogues pour v = 1, r = @, ki = ] des dis-
tances de Minkowski-Hdlder associées aux normes ||x|| = (T Xi|xi|r)]/r

définies sur les espaces vectoriels. L] est encore appelée '"Manhattan",

"Taxicab", "city-block", "Grill", "écart absolu" ...

2 . DISTANCES DE GRAPHE : dG

Soit G un graphe simple (c'est & dire non orienté, sans boucle ni
aréte multiple). On note S(G) l'ensemble de ses sommets, A(G) 1l'ensemble
de ses arétes. La distance dG entre sommets de G est celle du "plus court
chemin" (chaTne) entre ces sommets.
(E,d) sera dit graphique si ses points peuvent &tre mis en bijection avec

les sommets d'un graphe G de fagon que les distances dans E et G soient

égales. Alors d sera notée dG.

Définition : Soient x, a, b € E , a # x # b. Alors x est entre a et b si

d(a,b) = d(a,x) + d(x,b).

PROPOSITION /16/ : (E,d) est graphique ssi :

Y a,beE , d(a,b) > 2 = I x entre a et b,

Distance d'ordre d>

Soit E un ensemble partiellement ordonné& par >. Son graphe de couver—
ture non orienté Gc(E) est défini ainsi : a, b € E sont 1liés par une aréte
ssi a couvreb (qu'on note a > b) ou b couvre a, c'est 3 dire si a > b ou
b > a et s'il n'existe pas d'élément x de E entre a et b. La longueur du
plus court chemin entre 2 points de CC(E) est une distance dite d'ordre,

notée .
t d>
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Distance de rang dr
Un rang sur E est une application de (E,>») dans N telle que V'x,y € E,
x > y =>r(x) = r(y) + 1. Si E est un treillis modulaire, r(x) définie comme
longueur de 1'intervalle [8,x] est un rang vérifiant r(x) + r(y) =
r(xvy) + r(x Ay) et on définit une distance dite de rang, notée dr’ par :
dr(x,y) =r(xvy) —r(xAavy.
La relation dr(x,y) =2r(xvy) - rx -r(y) = r(x) + r(y)-2r(x A y) rend
possible une généralisation et caractérisation pour les sup. et inf. demi-
treillis /23/.

On établit facilement la chalne irréversible suivante :

PROPOSITION : d = dr =}d = d, =d = dG .

2.1. Construction de distances graphiques

Soient E un ensemble fini,
T un ensemble d'opérations sur E, i.e. d'applications t : E ~ E,
T* le monoide libre engendré par T, i.e. ensemble des produits

finis d'éléments de T.

Définition : dT (e],ez) = min (i + j)
i,j
- ] 1 1]
tel que tyety «oe E (el) =ttty ... tj (e2) n

et dT(el’eZ) = o gi 1'@criture (1) est impossible.

PROPOSITION : dp est une distance graphique.

Preuve : dT satisfait les axiomes d'une distance, et son graphe associé
GT est le suivant :

5(6 )= E, A(G) = {(e,f) eExE ; JteT, t(e) =f ou t(f) = e},
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Inversement, soit dG une distance de graphe, on lul associe un ensemble

d'opérateurs T, de la facon suivante : soient i,j € S(G), avec

G
(i,7) € A(G) ; on pose tij(l) =3, tij(q) =1 et tij(k) = k pour tout

k # i,j, enfin Tg = {tij’ (i,j) € A(G)}.

Remarques : dT est finie ssi GT est connexe, Ou encore ssi Tx(E) = E.

En codage, les &léments de T sont appelés bruits élémentaires et ceux de ™
bruits.

Lorsque T s'identifie a une partie de E, ses éléments s'appellent en codage
erreurs élémentaires (de poids 1) et ceux de T* cypeurs . Dans /10/, T* est

appelé bruit additif arbitraire.

Exemples :

1) E=N-={1, 2, ... n}.
Appelons translation sur N une application t de N dans N définie par
ta(i) = i + a (modulo n), et identifions t,6 et a.

a) T = {ti’ ieN=E, G, = Kn’ le graphe complet 3 n sommets, d,, = H

T T

(distance de Hamming).

b) T = {tl}’ G est un chemin : S(G) =N, A(G) = {(j,] + 1), 0< j < n-1},

dp = L,
c) T = {t], tn—l}’ GT est un cycle : S(G) = N, A(G) = {(j,j + 1) modulo n}
dT = L.

2) En Linguistique, E = N* est 1'ensemble des mots sur 1'alphabet N. On
prend pour T 1'ensemble des opérateurs suivants : insertion, enlévement,
substitution d'une lettre quelconque de 1'alphabet dans le mot. Alors dT
est la métrique de Levenstein /24/, concidérée en codage et indépendam-—
ment en Biologie dans /2/ comme métrique de mutations dans les chaines

d'ADN.



55

Notons qu'on obtient une généralisation de ces métriques en pondérant les

opérateurs de T (ou les arétes de GT)° Des exemples sont donnés dans /24/.

2.2. Extension et restriction des métriques graphiques

Soient (Ei’ di) des espaces métriques graphiques, ﬂEi leur produit
cartésien, et définissons une application de ﬂEi dans N par :

Qf di ((xi)’ (yi)) = f ({di (Xi, yi)})-

PROPOSITION : (ﬂEi, @ di) est un espace métrique graphique pour

f=2, f =Max.
i i
Remarquons qu'ad partir d'une autre fonction, 1l'entropie, on obtient la
distance non entiére de Shannon-Fitingof-Goppa, ...

Exemples 1) Vi, Ei =E, di =d, £f =1

=]

alors @Zd(X,Y) =2 d(xi,yi), ol X = (xi), Y = (yi) e E.
i=1

Dans ce cas on identifie a&d et d.
= = = = '
2) Ei E, di Ll’ f = Max, Byiax L1 Max (c'est la norme L_ des
espaces hilbertiens).
3) Somme pondérée : Ei = E, di =H, A(X,Y) =2 2t H(xi,yi) est la

i
distance arabique /5/, adaptée aux erreurs arithmétiques /21/.

Restriction d'un métrique graphique

PROPOSITION : Soit SC E, dT restreinte 3 S est graphique ssi S stable

par T.

3 . DISTANCES INVARIANTES SUR UN GROUPE OU UN DEMI-GROUPE
Soit G un groupe fini (généralement non abélien) avec unité 1 ; on

note ab le 'produit' de deux éléments a et b de G, a—] 1'inverse de a.
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3.1. Poids associés aux distances

Définitions : Soit d une prédistance
- d sera dite Znvariante d droite (resp. d ¢auche) sur G si
Va, b, ¢ € G, d(a,b) = d(ac,bc), (re;p. d(a,b) = d(ca,cb)).
si d possé&de ces 2 propriétés, elle sera dite bi—invariante.
- On dira q'une application p : G - N est un prépoids si p(1) =0
et Yae G, p(a_]) = p(a), un quasi-poids si de plus p(a) =0H a =1,

un poids enfin si de plus p(ab) < p(a) + p(b), ¥ a, b € G.

PROPOSITION : L'application @ : d ~ Py> définie par pd(a) = d(a,l) est une

bijection entre 1'ensemble des distances (resp. prédistances, quasi-

distances) invariantes 3 droite et celui des poids (resp. prépoids, quasi-—

poids) sur G.

Preuve : @ I est l'application : d ~ dp, ol dp(a,b) = p(ab_]) ; d et Pq

seront donc identifiés dans la suite.

Toutes les métriques que nous considérons seront invariantes 3 droite.

1, 1) = d(ab—]), d(a) = d(a—l) = d(a,l). On aura ainsi

Alors d(a,b) = d(ab
1'équicardinalité de toutes les boules d'un rayon donné, agréable dans les
problémes de Codage.

Les notions d'invariance s'étendent aux demi-groupes, mais les caractérisa-

tions de la bi-invariance données dans les paragraphes suivants ne seront

plus valables.

n’ Tn’ Pn’ Sn

3.2, Les demi-groupes R, TP
Une relation binatre (sur N) est un sous—ensemble de N x N.
Une transformation partielle (sur N) est une application d'une partie
de N dans une autre.

Une transformation (sur N) est une application de N dans N.

B
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Une permutation partielle (sur N) est une bijection entre deux parties
de N.

Une permutation (sur N) est une bijection de N sur lui-méme.

Nous noterons R , TP, T , P, S_ respectivement les ensembles de
n n’ n’> "n’ "n

toutes les relations binaires, transformations partielles, transformations,

permutations partielles, et permutations. Il est évident que Sn = Tn(\ Pn’

TnU PnC TPnC Rn et |Sn] =n', |Tn| =", anl =§ i'.(?)zs
i=o
n . 2
|te_| = §=1(Iil) n', |R | =2 .

Chaque transformation partielle peut s'écrire comme un N-uple d'éléments de
N U {~}. Exemple ; N = {1, 2, 3, 4} ; la relation a = {(1,2), (3,3), (4,3)}

= {(i, a(i)), i =1, 3, 4} est un élément de TP,, c'est i dire une applica-

4
tion de {1, 3, 4} dans {2,3} et se représente comme a = (2, ©, 3, 3).

Chaque permutation partielle s'interpréte comme une transformation sur

N U {=}.

L'opération ordinaire ab de composition des applications a,b munit

P, T

a’ Ino TPn d'une structure de demi-groupe unitaire, 1'élément unité étant

la permutation identité 1 = {1, 2, ... , n). Plus précisément Pn est un
demi-groupe inversif, c'est 3 dire que tout &lément a de P ~admet un unique
élément "inverse" a ! tel que a ala=aetaltaals= a !, En fait Sn
devient méme un groupe, dit groupe symétrique. On peut généraliser la compo-
sition pour 2 relations de Rn (comme produit booléien des matrices binaires
d'incidence ou autrement dit produit des graphes associés 3 ces relations) ;
R devient ainsi un demi-groupe unitaire, /5/.

On sait qu'on peut définir sur Rn deux autres opérations, notées V et A,

correspondant & l'union et 1'intersection dans N x N. Avec O = @ et

1 =N=xN, Pn devient un treillis de Boole 3 n2 atomes (i.e. éléments a tels
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que b < a ssib = 5). (Pn,A, 6) est un inf demi-treillis ayant T pour unité,

et méme un treillis partiel, c'est a dire que 2 éléments quelconques de Pn

ayant un majorant commun admettent un supremum (l'ordre étant classiquement

défini par a < bey a Ab = a).

L'importance théorique de ces demi-groupes résulte des théorémes de plonge-

ment suivants :

Le Théoréme de Cayley '"tout groupe fini est isomorphe 3 un sousegroupe d'un

groupe symétrique" admet par exemple les généralisations :

a) tout demi-—groupe fini est isomorphe 3 un sous demi-groupe de transforma-
tions /9/.

b) tout demi-groupe fini est isomorphe & un sous demi-groupe de relations
binaires de type 1 ("1-fold") c'est d dire tel que 2 &€léments quelconques
aient une intersection vide /6/.

c) tout demi-groupe inversif fini est isomorphe 3 un sous demi-groupe inver-—
sif de permutations partielles (/15/ p. 139).

En combinant a) et b) nous obtenons

d) tout demi-groupe fini régulier (tel que ab = ac implique b = c) est

isomorphe 3 un sous demi-groupe de transformations de type 1.

3.3. Métriques invariantes 3 droite sur les demi-groupes Rn’ ™ , P, T, S

n n n

n

L

Les métriques L o

1° L, H, introduites au paragraphe 1, sont inva-

riantes 3 droite sur TPn' Les poids p(a) associés, oi, a = {(i, a(i))} ¢ TP

sont :
- ; |a(i) - il pour Ll’
1
- Max |a(i) - i pour L_,
i

L Min (la(i) - i, n - a(@) - i]) pour L,
1

[{i, a(i) # i}| pour H.
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Définition : Nous appellerons support @ d'un élément a de TPn
a={i, (i, a(i)) € a}.

Alors on peut définir sur TPn 1'écart H pax-H](a,b) = }a A BI. Sur Sn’ H,=0.

1 1

Rﬁ étant un treillis avec rang r (r(a) = lal) posséde une distance

Hz(a,b) =r(a) + r(b) - 2r(a A b). En remarquant que sur Pn’

]) on

aN -1 . i -
r(a) = Iﬁl et que la A b| = 7’ (ab ') (nombre de points fixes de ab
obtient :
Hy(a,b) = |a] + [8] - 2¢(ab™ ).
D'oll sur S “H, =2d=S.
n 2

Sur TPn on peut considérer également H3 comme 1'habituelle distance de

Hamming sur N U {x}.

Exemple : Soient dans R4 a = {(1,2), (3,3), (4,3)} = (2, », 3,3),

1= {0,D, (2,2), (3,3), (4,8} = (1,2,3,4). Alors 3 = {1,3,4},

T =1{1,2,3,4}, H](a,l) =1, H2(a,1) =5, H3(a,1) = 3.

3.4. Construction de distances graphiques invariantes 3 droite

PROPOSITION : Soit T un ensemble d'cpérateurs sur l'ensemble fini E.

Si T est identifiable & une partie de E, dT est invariante a droite.

Démonstration : Par définition (paragraphe 1)
dT(el’ e2) = min (i+j) tel que tl ty «.. ti e, =t
[JIRES R | v =
d'ol pour tout e de E t1 cee t e, e =1t ... tj e, e et d (e], ez)
dT(el e, e, e).

Ici dT est finie ssi T génére E(T*'=.E).

Exemples pour E = S

L

a) T = {transpositions}, dp est noté T
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b) T = {transpositions adjacentes t; = (i, i+1)} , dp est noté I.

On construit ainsi deux nouveaux poids ; T(T) (resp. I(J)) est le nombre

minimal de transpositions (resp. transpositions adjacentes) t. telles que

ti tj e ted/ = 1. Il est bien connu (Cayley) que T(§) = n - nombre de

cycles de O (cf. 3.6.).

3.5. Caractérisations de la bi-invariance [ﬁans un groupe (non-abélien) G;],

Soit f une prédistance invariante a droite, a, b, des é&léments quel-

conques de G.

_f(a) + £(b) - f(a,b)

Définition : (alb); = (a|b) = 5
Propriétés de (a|b) :

(ala) = £(a)

(a|b) = (b]a)

(a,b) = (a]a) + (b]b) - 2 (a|b).

De plus si f vérifie 1'inégalité triangulaire :
(alb) > 0 et f(a,b) = 0¢=1 entre a et b (f(a,b) = f(a,1)
+ £(1,b))
(aia) > (alb) avec égalité ssi a entre 1 et b.
Remarquons que (.l.) a des propriétés analogues 3 celle d'une corrélation,

ou d'une quantité d'information conditionnelle.

Réciproquement : Soit (.l.) une application symétrique de G x G = N ayant

les 2 propriétés suivantes :
1)'v3, becG (a|a) > (alb) avec égalité ssi a est entre | et b
2)\/a, b, c e G (a]a) + (blc) > (alb) + (a]c)

Alors d définie par d(a,b) = (a]a) + (blb) -2 (alb) est une distance.

PROPOSITION : Pour toute prédistance f invariante 3 droite les 5 propriétés
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suivantes sont é&quivalentes :

1) Va, b, ¢ (ab[cb)f = (balbc)f

2) Va, b f(ab) = f(ba)

3) f est invariante a gauche (donc bi-invariante), c'est & dire

f(ca,cb) = f(a,b)

4) Ya, b f£(a,b) = £(a~ ', b h)
5) Va, b £(a) = £(bab 1)
Preuve :
1) =3 2)° faire a = c.
2) = 3) f(ca,cb) = f(cab ¢ 1) = £ e lea) = £ )
= £(ab ) = £(a,b).

-1 -1 =1

3) =3 4) f£(a,b) = f(a la, a 'b) = £(a”'b) = £(a” ), b

1

).

Le™h = @™ = £a).

4) =35) f(bab 1) = f(ba,b) = £(a_ ‘b~
5) =32) f(ab) = f(a 'aba) = f(ba) .

2) = 1) 2)=3), et 3) + 2)=1).

Corollaire :
Il y a isomorphisme entre 1'ensemble des distances bi—invariantes de

G et celui des poids de G vérifiant Ya,b p(ab) = p(ba) ou p(a) = p(bab-])

3.6. Exemple d'application : cas de S

l).

Soit ~ la relation de conjugaison sur Sn @~7m ssiJo,0= ama
Notons @ la classe de T. On a :

s , =g} = {N@, @ ... N@O}, ZiNE =n} (2)

n/n

ol Ni«r) est le nombre des cycles de longueur i de O .
Soit F : Sn/ +~ N telle que F(i) = 0, alors
PROPOSITION : f : Sn X Sn + N définie par

*

£(@,m) =F«Wf5 =f@%q)
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. .. . . -1 3 ~ e
est une prédistance bi-invariante. Si de plus F {0} =1 (c'est a dire

Egi) = 03T = 1), f est une quasi-distance et Et (cldture transitive de f)

est une distance bi-invariante.

;}l /.\— .
Preuve : f est symétrique (§fm = 7@ ), nulle sur la diagonale (F(1) = 0),

invariante 3a droite par construction, donc 3 gauche d'aprés la condition 5)
.. P . ool b -1

de la proposition précédente. Si F {0} = 1, alors f(§,m) = 00T = 1, donc

f est une quasi-distance. D'autre part on vérifie que la bi-invariance est

héréditaire par clOture transitive, donc ft est bi—-invariante.

Construction de quasi-distances bi-invariantes sur S_1
RS

i
Pour § € S , posons f.@) =n - X N.(@G).
n i =1 j

Propriétés : 1) f H (distance de Hamming)

1

2) fn = T (définie en 3.4.)
n

Mgl » £ - £, 20

4) 2T 3 H.

Preuves : 1), 2), résultent des définitions

£,6) - £, =N € »0
et par (2) N, © < I’niT d'od 3).

D'autre part, par (2)

N+2Z N.g£n, d'od

T
n
2T = 2(n - I N.)=n—N1+(n—N]—22 N.)

j=1 j#l

A\

n - N1 =H, i.e. 4).
Nous donnons ainsi une réponse partielle 3 une question de /11/ : construire

des métriques bi-invariantes.

Généralisation :

La notion de cycle existe sur Tn /9/. Par suite les fi s'étendent 3 ce
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demi-groupe et fournissent des quasi-distances invariantes a droite.

4. L-CLIQUES MAXIMALES
Soit (E,d) un ensemble muni d'une métrique entiére. AC E est une
L-clique si Vx, ye A, x # y, d(x,y) € L, avec LC WN.

L'ensemble des L-cliques est noté dtkL).

Exemples : Pour L = {e, e+l, ... }, les éléments de dt(L) sont les e-codes,
pour L = {1,2, ... , e-1}, on obtient des e—anticodes, pour L = {e} des

e—codes équidisiants (cf. introduction).

Par analogie avec la théorie des graphes, on pose QL(E) = maxAiéJ,
A e JC(L). Dans cette section nous cherchons des bornes pour wL(E) (le
cas E = Sn’ d = H est étudié dans /12/). A ¢ &tkL) est dite maximale si
Ve E-A, A U {g} ¢ ét(L). Une famille d'ensembles Ti’ 1 $£1¢gt est
appelée L-recouvrement (resp. &-pavage)de E si tout élément de E appar-

tient 3 au moins (resp. au plus) 2-ensembles Ti' On a :

lTil P QIEI pour tout f&-recouvrement,
=1

lTiI < L|E| pour tout f%-pavage.
=1

He M e Mt

Donnons maintenant une borne inférieure pour wL(E), utilisant les 1-
recouvrements.

Soit A 8c$?L), prenons,Ti = {b ¢ E, d(ai,b) ¢ L}, alors A est maximale

ssi U Ti = E, soit ssi {Ti} est un l-recouvrement de E, d'ol :
a.€A a.eA
1 i
PROPOSITION :  w (E) 3 11
max lTiI

Supposons désormais que E soit un groupe, soient A,Bc E, on dit que (A,B)

est bruit-code correcteur [10/ si ¥ a, a' € A, b, b' € B, ab # a'b'. En

codage cette condition assure qu'un message "a" affecté d'un bruit '"b'",
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(ici multiplicatif) ne sera pas confondu avec un message "a'" affecté d'un

bruit "b'", et pourra donc &tre décodé sans ambigulté. Remarquons que pour

(A,B) bruit-code correcteur {Ti} {aiB}a ca €St un l-pavage donc

£ T, | .Posant L={k eN, k ¢ L,3x, y € E tels que

1

d(x,y) = k} on en déduit le

|al.]8] < |E

LEMME : Si A eattL), A €¢*Ki) et (A,A) est un bruit-code correcteur, on a

1a] ¢ —EL

|A]

Une borne analogue pour les schémas d'association est donnée dans /8/.

Soit S C E, notons S-1 = {s—], s € S} et appelons S symétrique si S = S_].

PROPOSITION : Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que (A,A)

soit bruit—code correcteur.

i) d invariante 3 droite et A ou A est symétrique

ii) d est bi-invariante.

Preuve : Supposons a, a' € A, b, b' € A et ab = a'b'. Alors

-1 1 ], a-l) = db',b).

1

et d((a')
-1

@) ' a=b'b

€ A donc d((a") ', a—]) e L ;

ii) Si d est bi-invariante d((a')—l, a_]) = d(a',a) € L.

i) Si A est symétrique (a')—l, a
Dans les 2 cas on obtient une contradiction, car d(b',b) € L.

Corollaire (borne de dualité) : Si d est bi-invariante sur le groupe E,

on a

wf(E>

Supposons i partir de maintenant d invariante & droite. Soit A Eti?L) maxi-

male, SC E et A/S une L-clique maximale dans S. Alors

LEMME : Si (A, A/S) est bruit-code correcteur, on a

e
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-1
Preuve : {S ai}aieA est un |A/S|-pavage de E.
En effet supposons que e € E s'écrive

e = = = =
S] al S2 3.2 ceve SQ/

alorsVi,j €2, i #j d(ai,aj) = d(si,sj) € L, donc % £ lA/S].

az, ai € A, si € S,

Par suite I |S 'a | = |s|.[a] ¢ |a/s|.|E|, d'ou
aieA

PROPOSITION (borne de densité) : Soient d invariante 3 droite sur le groupe E,

S CE et (A,A/S) bruit—-code correcteur, alors

|E]
ORI

wL(E) $w

Un. exemple d'application de la borne de dualité au codage.

E est le groupe Sn et d invariante a droite. Soit C un e—code (C EctTL)
avec L = {e, e+l, ... }), L = {l, 2y e e—~1}. Nous obtenons deux bornes
supérieures en considérant les deux e—anticodes suivants

A1 ={a € E, d(a) & E%;d} (boule de rayon tE%lJ).

Al est symétrique, donc pour tout C, (C’Al) est bruit—-code correcteur.

11 vient : |c| g |E].]|a,|™"

Un code réalisant 1'égalité |C| = lEI-lA,l_l est dit parfait.
Le deuxiéme anticode est 1ié 3 la notion de stabilisateur.

Soit dmax la fonction i - dmax(l) = Max {d()}
O’esi

1. -1 . N
et dmax définie par dmax(J) = max {i, dmax(l) < it

....l -
alors A2 = {q e Sn’ f(G') >n - dmax(e-l)} EXL).
-1
= - ] a : | IR S
IAZI (dmax (e-1))! et A2 symétrique d'od :

| < n! '

(@) (e-1n!

_ P . n!
Par exemple pour d = H, Hmax(l) = Hmax(l) =1, 11 vient |C] £ . :

(e=1)!

1'égalité étant réalisée s'il existe un ensemble exactement (n - e+1) fois

transitif /3/. Pour d = H, E = (Fq)n, la borne correspondante est celle bien

connue de Singleton : |C| g ¢ ~ erl
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5. QUELQUES PROBLEMES DANS Sn

1) Propriétés statistiques des poids

La valeur maximale, la moyenne, la variance et la convergence vers la

loi normale quand n + ® sont étudiées dans /11/, /25/, pour T, L., I.

]’
Diaconis (communication privée) remarque que H est asymptotiquement normale.

Des caractérisations analogues seraient intéressantes rour certaines classes

de distances (bi-invariantes par exemple).

2) Relations entre poids

Rappelons les définitions des différents poids sur un exemple pris

dans S6. Soit 6 = (é g 2 g g ?), notée (6 2 4 5 3 1) ou encore par ses

cycles (16) (2) (345). Alors

H(B) = |{i, i # 6(D)}]| =5 ; L,(8) =Zle(i) - i] = 14 ;

L (8) = Max|0(i) - i| = 5 ; L(®) = I Min(|6(i) - i|, 6-[6(i) - i]) = 6 ;
T(8) = 6-|{cycles}| = 3 ; 1(6) = |{minimal de transpositions t, = (i, i#)

telles que titj e tl 6 = 1}|, soit I(6) = 11.

Soient d], d, deux poids. Disons que d, > d

ssi V& e s,
n

2 1 2

d](G) > d2(¢7 et notons d1 - d2 cet ordre entre poids. On obtient alors le

diagramme suivant, reliant les 6 poids L L, L, H, Tet I :

l’

21

J

L
i+T T L
4 \,\ZT N
I S H
{ N

Pour 2T L] > I+T cf /11/, 2T % H > T (voir 3.6.) ; les autres
inégalités résultent des définitions. Un probléme plus général est d'éta-

blir des isomorphismes™lipschitziens" entre distances, c'est 3 dire pour
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2 distances d] et d2, de trouver A et U indépendants de n tels que

3) Cardinal des boules

Soit S(d,n,r)

I{Gxe Sn’ d@) = r}I le cardinal d'une sphére de

rayon r et B(d,n,r) ]{G’e Sn’ d() < r}l celui d'une boule de rayon r.

r
On a B(d,n,r) =1 S(d,r,1i)

i=1
et d] > d2 =) B(d],n,r) £ B(dz,n,r).
Les cardinaux de certaines boules et sphéres sont connus, par exemple
- .n r (—l)i -1,n
S(Hyn,r) = () r!' £ ~—= ~e () r!.
r . . r
i=o 1!

On peut montrer /7/ que

S(T,n,r) = 2:: n!

n
(t]...tn) €N

It. = n-r
i

B(L_,n, 1) B(L,,n-1,1) + B(L_,n-2,1)

Fn(nombres de Fibonacci) avec FO = F] =1,

La preuve est évidente, contrairement 3 celle du résultat suivant /19/ :
B(Lm,n,Z) = 2B(Lm,n-l,2) + 2B(Lw,n-3,2) - B(Lm,n—S,Z).

n-
Enfin S(I,n,r) =X S(I,n-l1,r-i) se montre par récurrence /25/. Pour une

i=o
formule explicite cf. /18/ p. 16.

Les expressions d'autres S(d,n,r) ou B(d,n,r) ne nous sont pas connues.
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