
MATHÉMATIQUES ET SCIENCES HUMAINES

F. BOURGUIGNON
Note sur les propriétés de décomposabilité des mesures d’inégalité
Mathématiques et sciences humaines, tome 93 (1986), p. 41-52
<http://www.numdam.org/item?id=MSH_1986__93__41_0>

© Centre d’analyse et de mathématiques sociales de l’EHESS, 1986, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mathématiques et sciences humaines » (http://
msh.revues.org/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est consti-
tutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSH_1986__93__41_0
http://msh.revues.org/
http://msh.revues.org/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


41

NOTE SUR LES PROPRIETES DE DECOMPOSABILITE

DES MESURES D’INEGALITE *

F. BOURGUIGNON

Cette note présente les principaux résultats existants concernant la décompo-
sition des mesures d’inégalité et en donne quelques exemples d’application
dans le cas du coefficient de Theil.

AXIOMES ELEMENTAIRES CONCERNANT LA MESURE DE L’INEGALITE

Soit Y = (yl,y2,...yn) une "distribution" de revenus dans une population de
n individus. On notera I(Y) ou une mesure de l’inégalité de
cette distribution, c’est-à-dire une application ~n ~ R.

On impose généralement aux mesures In( ) de satisfaire un certain nom-
bre d’axiomes élémentaires.

a/ Anonymat ou symétrie

In(yl’y2’ " ’ yn) est invariante à toute permutation de ses arguments. Par
exemple, Yn) = Yn ). Implicitement, ceci suppo-
se que les individus ont les mêmes "besoins" ou tirent la même "utilitê" d’un

revenu identique.

b/ Invariance par rapport à l’échelle des revenus

L’inégalité n’est pas modifiée si tous les revenus individuels sont multipliés
par le même nombre. En d’autres termes, 1 n ( ) est supposé homogène de degré
zéro :

~ Cette note résume les principaux résultats de certains travaux. L’auteur
dirige le Centre d’Economie Quantitative et Comparative de l’E.H.E.S.S.,
Paris.
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Cet axiome est discutable si l’on considère que l’aversion d’une socié-

té pour l’inégalité peut être fonction de son niveau moyen de revenu ou de

bien-être (voir S.-C. Kolml.

c/ Invariance ar rapport à l’échelle de la population

L’inégalité associée à une distribution ne se modifie pas si chaque individu
est "dupliqué" un nombre donné de fois. En d’autres termes, l’inégalité en
France est la même que dans un pays imaginaire qui serait la réplique à l’é-

chelle 2, 3, ..., n, de la population française. Comme pour l’axiome précé-
dent, ceci revient à supposer que la mesure de l’inégalité est indépendante
de la taille de la population.

d/ Transferts égalisateurs

Tout transfert de revenus d’un individu i à un individu j moins riche diminue

(ou n’accroît pas) la mesure de l’inégalité.

PROPRIETES DE DECOMPOSABILITE

Supposons la population partitionnée en m groupes k (=1 ... m) d’effectifs

IL, et dénotons yki le revenu du i-ème individu (i=1 ... nk) du groupe k. On
dira qu’une mesure In( ) est "agrégative" si elle peut s’exprimer sous la
forme :

avec

tion.

, pour toute partition (m ; ni , ..., n ) de la popula-

En d’autres termes, l’inégalité totale (I ) s’exprime comme une fonc-n
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tion des inégalités internes aux groupes k(I 1, ..., l ) et des caractéris-
tiques a ré ées (revenus moyens, effectifs) de ces groupes. On n’a pas besoin

de connaître les distributions propres à chaque groupe pour calculer l’inéga-
lité totale, mais seulement l’inégalité pour chaque groupe.

Si la fonction Fm est additivement séparable par rapport aux inégalités

intra-groupes In , ..., in on dira que la mesure In( ) est décomposable.En1 m n

d’autres termes, l’inégalité totale est la somme des inégalités intra-groupes,

pondérées par des fonctions ne dépendant que des revenus moyens et des effec-

tifs, et d’un terme dépendant également de ces seules caractéristiques agrégées.
Plus précisément, on montre que, dans ce cas, F m ( ) prend la forme :

Le dernier terme correspondant à l’inégalité de la distribution hypothétique
où tous les individus d’un groupe donné auraient le même revenu. Les mesures

décomposables différeront essentiellement par la fonction G( ) qui pondère
les inégalités intra-groupes.

LA FAMILLE DES MESURES DECOMPOSABLES

Il a été montré que les seules mesures décomposables satisfaisant les axiomes

indiqués plus haut et étant continument différentiables sont les suivantes,

(F. Bourguignon (1979), A. Shorrocks (1980)) :

(déviation logarithmique moyenne)

(coefficient de Theil)

les deux dernières mesures étant des cas particuliers de la première avec

Dans le cas général, les coefficients de pondération des inégalités
intra-groupe sont les fonctions :
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Pour la déviation logarithmique moyenne (DLM, c = 0), on a donc la

formule de décomposition :

et pour le coeff icient de Theil (T)

On peut noter que dans le cas général ( c ~ 0, 1), la somme des coeffi-

cients de pondération n’est pas nécessairement égale à l’unité.
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EXEMPLE : "UNE ANALYSE DE DECOMPOSITION DE L’INEGALITE DES REVENUS INDIVI-

DUELS EN FRANCE"~
Décomposition de l’indicateur de Theil et mesure de la contribution d’une

variable à l’inégalité totale des revenus
L’indicateur de Theil se définit comme :

où N est la taille de la population et y son revenu moyen. Supposons mainte-

nant que la population est divisée en G groupes g (= 1, 2, ..., G), d’effec-

tifs N et de revenu moyen y9. La propxiété de décompo,6abitité de 
de Theit est que (1) est équivalent à :

où T 9 est l’indicateur de Theil défini selon (1) pour le g40upe d’in-

dividus g. Sous cette forme, on voit donc que l’inégalité totale (T) s’ex-

prime comme la somme de deux termes :
- une moyenne pondérée de l’inégalité inteane à chaque groupe g(T I)
- l’inégalité existant entte les groupes g, en supposant que les individus

ont tous le même revenu, y , à l’intérieur de chaque groupe g(T ).9 .

Cette propriété est clairement analogue à celle, bien connue, de la

variance selon laquelle "la variance totale est égale à la moyenne des va-

riances plus la variance des moyennes". Il faut seulement noter que la "moy-
enne" des inégalités est dans (2) une moyenne pondérée non par la part de

chaque groupe dans la population totale, comme c’est le cas pour la variance,
mais par la part de chaque groupe dans le tevenu total (N 9 y 9 /N y).

Examinons à présent comment la propriété de décomposabilité peut être
utilisée pour mesurer la contribution d’une variable donnée à l’inégalité
totale des revenus. Soit par exemple la variable âge, considérée de façon

ce qui revient à décrire l’âge par un ensemble de variables indi-
catrices correspondant chacune à une tranche d’âge particulière. Considérée
ainsi, la variable âge permet également d’effectuer une partition de la popu-
lation et de lui appliquer la propriété de décomposabilité de l’indicateur

Extrait de Revue économique 36, n° 4, juillet 1985, pp. . 741-777.
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de Theil. Les "groupes" g apparaissant dans (2) sont donc maintenant des

groupes d’individus appartenant à une même tranche d’âge.

Comment se traduirait, dans le cadre de l’expression (2), l’affirma-

tion "l’inégalité totale est exclusivement due à la variable âge" ? Evidem-

ment, par le fait que les individus appartenant au même groupe d’âge ont des

revenus identiques et que la première composante de (2) est nulle puisque

chaque terme T 9 est nul. La mesure traditionnellement utilisée de la 
bution d’ une vlVLÚ1ble. à (C) est donc te iappoe de ta be-

cande compo4ante de (2), inégalité lu gtoupe,6 pailla vlVLÚ1-
ble. à l’inégalité totate :

Cette mesure n’est cependant pas sans ambiguïté. Dans l’exemple pré-
cédent, en effet, la contribution de la variable âge aurait pu également
être définie comme la diminution de l’inégalité obtenue en les te-

venu4 moyen6 de6 diveu gtoupu d’âge, sans modif ier l’ inégalité interne à

chaque groupe. A partir de (2), on voit que cette seconde mesure, C’, s’é-

crirait :

soit :

Par rapport à la définition précédente (3), on constate que la contri-

bution C’ tient compte non seulement du fait que l’égalisation des revenus

moyens des groupes g annule l’inégalité intergroupe (TE), mais aussi de ses
effets sur la pondération de chaque groupe dans le calcul de l’inégalité in-
terne moyenne (Tr). Initialement, cette pondération correspondait à la part
du revenu d’un groupe dans le revenu total ; après égalisation, elle était

égale au poids de chaque groupe dans la population totale.

On constate aisément que les contributions C et C’ ne coincident que

dans le cas très particulier où l’inégalité interne est la même dans tous
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les groupes d’individus. Si l’on veut s’en tenir au coefficient de Theil

pour mesurer l’inégalité, un choix est donc nécessaire. Dans ce qui suit,
nous avons retenu la définition traditionnelle, C.

Mesure de la contribution de plusieurs variables à l’inégalité (mesurées par
l’indicateur de Theil) et de leurs interactions

Au lieu de partitionner la population par rapport à une seule variable,

l’âge, on peut utiliser simultanément plusieurs variables, l’âge et la CSP

par exemple. Un groupe g est donc identifié par la tranche d’âge et la CSP

auxquelles appartiennent tous ses membres. Dans la formule (2), le rapport

TE/T indique alors la contribution simultanée des variables âge et CSP à
l’inégalité totale.

La comparaison de cette contribution simultanée et des contributions

isolées de chaque de ces deux variables est intéressante. Dénotons Cx la
contribution isolée [au sens de la définition (3)] de la variable X à l’iné-

galité totale, et TE (X) la seconde composante de (2) lorsque la partition G

de la population est effectuée par rapport à la variable X. On a donc, pour

l’âge, considéré isolément :

pour la CSP, considérée isolément :

et pour les deux variables prises simultanément :

Le point intéressant est qu’il n’y a aucune raison a priori pour que

Autrement dit, l’effet joint de l’âge et de la CSP sur l’inégalité
n’est pas forcément la somme de leurs effets isolés. La différence, si elle

existe, doit naturellement être attribuée à l’interaction existant entre ces

deux variables dans la formation des inégalités, IA CSP- donc :
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où, comme dans l’analyse de variance, IA CSP dépend de la corrélation liant
âge et CSP et de leur effet simultané sur les revenus individuels.

La contribution jointe CA CSP peut également être obtenue par une

procédure de décomposition condàtionnette de l’indicateur de Theil. Suppo-

sons la formule (2) appliquée aux groupes d’âge, et appelons TQ l’inégalité
interne au groupe d’âge a. Cette inégalité peut à son tour être décomposée
selon la formule (2) par rapport à la CSP et l’on peut en déduire la contri-

bution de la CSP à l’inégalité du groupe d’âge a : CCSP / a. La contribution
jointe CA CSP s’écrit alors :

et l’interaction IA CSP définie précédemment s’écrit :

autrement dit, l’écart entre la contribution conditionnée par l’âge de la

variable CSP et sa contribution isolée.

Ces concepts et méthodes se généralisent aisément au cas d’un nombre

quelconque de variables. Nous utiliserons dans ce qui suit les trois varia-

bles : âge, CSP et sexe.

La structure de l’inégalité française en 1975

L’inégalité entre l’ensemble des actifs
Celle-ci se décompose en deux parts, presque égales, l’une expliquée par les

trois variables disponibles (sexe, âge et CSP), l’autre résiduelle, qui cor-

respond aux inégalités internes à chaque groupe, ou cellule, défini conjoin-
tement par ces trois variables.

Les contributions du sexe, de l’âge et de la CSP
Les contributions simples de l’âge et du sexe à l’inégalité totale s’avèrent
assez faibles : 6,9 et 5,8 % respectivement. Ce résultat pour l’âge peut
être comparé à celui de M. Sollogoub qui concerne les revenus en 1970 des

ménages classés selon l’âge du chef de ménage. Celui-ci indique le Gini to-

tal, .432, et le Gini correspondant à une inégalité intra-cohorte nulle,
.134. Si l’on estime la contribution de l’âge au Theil global à partir des
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Tableau 1. Contributions simples et croisées des variables C.S.P., age et sexe
à l’inégalité totale.

a) Avec les notations de la section 1, ces pourcentages correspondent à l’inéga-
lité entre groupes (définis par la C.S.P., l’âge ou le sexe), T, rapportée à
l’inégalité totale, T. 

~

b) Il s’agit de la composante d’interaction I (cf. section 1). Ainsi on passe des
contributions simples CCSp : 44,2 %, 6,9 % à la contribution double
âge-C.S.P. par addition du terme interactif -1,9 : C 

= 44,2 + 6,9 -
1,9 = 49,2. age , CSP
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données utilisées par M. Sollogoub, on obtient 9,7 %, soit des Theils res-

pectivement de .342 et .0333.

La contribution simple de la variable CSP est beaucoup plus élevée

puisqu’elle atteint près de la moitié du Theil global. Le fait qu’une telle

part de l’inégalité résulte des différences de revenus moyens entre CSP re-
tient l’attention à plusieurs titres. Elle justifie d’abord les études et
les débats, nombreux en France, sur l’évolution à "court" terme (moins de 10

ans) de ces écarts de revenu. D’autre part, ces écarts représentent le fac-

teur d’inégalité lié le plus directement aux variables économiques, en l’oc-

currence les dotations des agents en capital humain, en capital matériel,
..., les conditions d’équilibre sur les marchés du travail, du capital... Il

faut cependant rappeler que ces écarts sont surestimés puisqu’il s’agit des
revenus déclarés. En effet, comme on le sait, les revenus réels de certains

indépendants, notamment ceux des exploitants agricoles dont les revenus dé-

clarés sont les plus faibles de tous (20 % de moins que celui d’un manoeu-

vre), sont nettement supérieurs. Mais il nous était impossible de procéder à

un redressement significatif de ces revenus. Les seules informations dispo-
nibles sont de caractère macro-économique. A ce niveau, le biais n’a qu’une
incidence mineure sur la valeur du Theil total, parce qu’en relevant le re-
venu moyen des exploitants agricoles, on diminue la contribution de la va-

riable CSP à l’inégalité, mais on augmente la pondération du Theil interne à
cette CSP (qui est le Theil le plus élevé de tous les Theils intra CSP). Il

reste vrai que ce biais conduit à surestimer la contribution de la variable

CSP.

Au total, la contribution conjointe des trois variables atteint 55,4%;
ce chiffre est très légèrement inférieur à la somme des trois contributions

simples, ce qui indique une assez faible interaction entre les trois varia-

bles considérées. L’inégalité résiduelle (44,6 %) correspond, par ailleurs,
à la somme des contributions à l’inégalité totale de la dispersion des reve-
nus observée au sein de chaque "cellule" définie par rapport aux trois va-

riables (par exemple, les femmes, employées et âgées de 40 à 44 ans).

La contribution de la CSP à l’inégalité dans chaque groupe d’âge, et

réciproquement celle de l’âge à l’inégalité à l’intérieur de chaque CSP, va-
rient comme en témoigne le tableau 2 (colonnes 4 et 8). Au sein des cohortes,
on constate une incidence croissante de la CSP avec l’âge. Elle est faible

pour les moins de 30 ans (.9/5, soit 18 %, et 2./6,7, soit 30 %), passe à
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40 % pour les 30 à 40 ans et dépasse 50 % pour les 40-50 ans. Ce phénomène
résulte de la forme des profils de revenu : ils sont d’autant plus pentus,

d’habitude, que le revenu moyen de la CSP est élevé ; il en résulte une con-

tribution croissante avec l’âge des différences de revenu par CSP à’l’inéga-
lité totale dans chaque cohorte. La contribution de l’âge à l’inégalité
intra-CSP varie également : elle est très faible pour les indépendants et

les salariés qualifiés (13 %), pour les contremaîtres, techniciens, cadres

moyens et supérieurs, le maximum étant atteint parmi les instituteurs et

professeurs (29 %), ce qui s’explique aisément par les caractéristiques des

profils de traitement pour chaque catégorie d’enseignants.
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