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Math. Sei. hum.(25%année, n°98, 1987, p.69-87)

COEFFICIENTS D'ACCORD ENTRE DEUX PREORDRES TOTAUX
COMPARAISON ORDINALE DES COEFFICIENTS

V. GIAKOUMAKIS*, B. MONJARDET#**

1. INTRODUCTION

Dans un texte précédent (Giakoumakis et Monjardet, 1986) nous avons étudié
quinze coefficients d'accord entre deux préordres totaux dont douze générali-
saient le classique tau de Kendall entre deux ordres totaux, tandis que trois
généralisaient le non moins classique rho de Spearman (en particulier tous
ces coefficients varient entre -1 et +1 ). Dans ce texte nous complétons ce
travail en étudiant d'une part les inégalités entre ces coefficients, d'autre
part les préordonnances associées. Dans le premier cas, nous considérons d'a-
bord les inégalités "élémentaires" entre les douze coefficients généralisant
tau , puils celles entre les trois coefficients généralisant rho . Il n'a pas
été jugé utile de chercher d'éventuelles inégalités entre ces deux types de
coefficients, puisque 1'on sait que dans le cas des ordres totaux, il n'existe
pas d'inégalité simple entre tau etrho (cf., par exemple, Kendall 1970 et
Monjardet et Leconte de Poly Barbut 1986). Dans le second cas nous montrons
que les préordonnances (totales) associées a sept coefficients d'accord géné-
ralisant tau sont toutes différentes, ce qui signifie qu'étant donné deux
tels coefficients 0 et 0' on peut toujours trouver deux couples (Pl’PZ) et
(P3,P4) de préordres totaux pour lesquels 0(P1,P2)59(P3,P4) tandis que
0'(P1,P2) > 0'(P3,P4) .

Nous avons parlé plus haut d'inégalité élémentaire entre deux coeifi-
cients 0 et o' ; nous entendons par 14 que pour tout couple de préordres to-

taux 1'inégalité o(P1,P2) 5_0'(P1,P2)(0u 1'inégalité inverse) est vérifiée.

Plus généralement, nous considérons un domaine (¢ formé par un ensemble

de couples de préordres totaux, et un ensemble I de coefficients d'accords

* Université Paris 5
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définis sur © . Nous définissons une relation d'ordre < sur I en posant
C]
1 )
o % o' & pour tout (P1,P2)€O R o(P1,P2)_§c (P1,P2)
L'ordre strict correspondant est défini par o < o' ® 0 < o' et il existe

pour o,0'€ZL :

(P1,P2) tel que O(P1,P2) < 0'(P1,P2) . Nous d?sons queO O et o' sont in-
comparables pour l'ordre < si o ¢ o' et o' {0, i.e. s'il existe un cou-
ple (P1,P2) de préordresetotaux avec 0(P1,P2? <0‘(P1,P2) et un autre cou-
ple avec 1'inégalité inverse; dans un tel cas nous notons og<3' . Lorsque

1'ensemble © aura été clairement précisé, nous allégerons les notations en

remplacant par exemple < par <.

Nous représentons 1'ordre ainsi obtenu sur I par son classique dia-
gramme (cf. par exemple, Barbut et Monjardet 1970). Dans un tel diagramme les
coefficients sont représentés par des points du plan. Le point représentant

un coefficient o est relié par un segment de droite "montant" a tout point

représentant un coefficient o' qui "couvre" ¢ (i.e. o < o' et il

n'existe pas ¢" avec o < ¢" < ¢' ). Dans un tel diagramme le coefficient

o est inférieur au coefficient o' si et seulement si, il existe un '"trajet"

\J \l

ascendant de o jusqu'ad o' ; dans le cas contraire ¢ et o¢' sont compa-

rables.

Donnons maintenant un résumé du contenu de ce papier. A la section 2
nous rappelons les notions indispensables portant sur les préordres totaux en
précisant les notations utilisées dans ce texte. La section 3 est consacrée a
1'ordre entre les douze coefficients généralisant tau , ordre étudié pour
divers domaines de couples de préordres totaux. Nous considérons d'abord 1'en-
semble noté &2* des couples (P1,P2) pour lesquels P1 et P2 sont dif-
férents du préordre "universel" X? (ol tous les éléments de X sont équiva-
lents); cette légére restriction provient de ce que si P1 ou P2 égalent
X2 , les valeurs de certains de ces douze coefficients peuvent €tre indéter-
minées; nous éliminons donc ce cas qu'il serait fastidieux d'examiner en dé-
tail. Les conclusions de cette étude peuvent se lire sur la figure représen-
tant le diagramme de 1'ordre partiel entre les douze coefficients, ce dia-
gramme est '"complet'" a une exception prés : nous conjecturons sans voir pu le
démontrer en général, qu'on a toujours T < T, 3 cette conjecture est repré-
sentée sur la figure par un trait pointillé entre 1T, et T, - Dans tous les

b
autres cas l'ordre (qui peut @tre 1'incomparabilité) entre deux coefficients

[N

a été déterminé; ainsi sur les 66 relations possibles entre les douze coeffi-
cients il y a 25 (ou 26) inégalités strictes et 41 (ou 40) incomparabilités.
Dans le reste de cette section on détermine de méme 1l'ordre partiel entre les

douze coefficients, mais pour les domaines restreints suivants de couples de
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préordres totaux : ensemble des couples pour lesquels le nombre d'accords
stricts moins le nombre de désaccords stricts entre les deux préordres totaux
est soit positif ou nul, soit négatif; ensemble des couples (P1,P2) de pré-
ordres totaux pour lesquels soit P1 c P2 , soit P1 c Pg (préordre total ré-
ciproque de P2) ; évidemment dans ces deux derniers cas beaucoup de coeffi-
cients prennent la méme valeur, et par exemple, dans le dernier cas, on ob-

tient un ordre total entre les coefficients dont les valeurs différent.

Dans la section 4, aprés avoir rappelé 1'expression des trois coeffi-

cients généralisant rho , nous étudions les inégalités entre eux.

Dans la derniere section, on montre que certains des coefficients étudiés
sont "ordinalement" différents en ce sens que les préordonnances qu'on peut

leur associer sont différentes. On s'est limité ici & montrer ce résultat pour
sept des coefficients généralisant tau , mais il pourrait €tre étendu a tous

les coefficients considérés dans cet article.

Les références finales sont limitées, puisque les problémes étudiés ici
1'ont été trés peu auparavant, et que toutes les références concernant les
coefficients d'accord considérés peuvent &tre trouvées dans Giakoumakis et

Monjardet (1968).

2. RAPPELS ET NOTATIONS

Dans tout ce texte, X désigne un ensemble fini, 3 n éléments.

Un préordre total P sur X est une relation binaire sur X (c'est-
a-dire une partie de X? ), réflexive ((x,x) € P pour tout x € X) , transi-
tive ((x,y) €EP et (y,z) € P impliquent (x,z) € P) et totale ((x,y)¢€P
implique (y,x) € P ).

Si de plus P est antisymétrique ((x,y) € P et (y,x) € P impliquent

x=y ) P est un ordre total.

Les propriétés classiques des préordres totaux sont bien connues (cf.
par exemple, Barbut et Monjardet 1970). Nous introduisons les notations utili-

sées dans ce texte en rappelant quelques faits fondamentaux :
. Tout préordre total P est égal 3 I+0 ou
I={(x,y)€Xx? tel que (x,y) €EP et (y,x) €P}

est la partie symétrique de P ,

0= {(x,y) € X2 tel que (x,y) €P et (y,x) ¢ P}
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est la partie asymétrique de P , et ou

+ est la notation pour la réunion de deux ensembles disjoints.

. La partie I de P est une relation d'équivalence (i.e. une relation
réflexive, symétrique et transitive) a laquelle est associée une partition
de X . Par définition, les classes du préordre P , sont les classes de cette

partition 7 . On utilisera parfois la notation I:1-= I-{(x,x),x€ X} .

. Le préordre total P induit un ordre total sur les classes de
donc une partition ordonnée de X (i.e. une partition 7 de X munie d'un

ordre total sur les classes de m , noté < ). Inversement, a toute partition
m

ordonnée de X , notée (m,<) correspond un préordre total sur X (cette
m
correspondance étant bijective).

Ce fait justifie qu'un préordre total P soit souvent noté par sa parti-
tion ordonnée associée i.e. par C1< C2< ees < Ct (ol les Ci sont les classes

de P , ordonnée suivant 1'ordre ). En particulier si toutes les classes

<
m
Ci ont un seul élément, i.e. si P est un ordre total, on le notera

< <...< o u implement Koo X x. €X .
X, <x, x, ~ou plus simplem XX, n° ; €
Inversement, si P n'a qu'une seule classe X , cela signifie qu'il est

composé de tous les couples de X , et on le notera donc X? .,

Partition et paramétres fondamentaux associés a une paire de préordres totaux

Soient P =0+1, P'=0'"+1" deux préordres totaux sur X . On a :

X2 = 0+1+0° = 0'+1'+0'" ot OF (respectivement o'’ désigne la
relation réciproque de O (respectivement de O0' ) :

0" = {(x,y) € X / (y,x) €0} .

On appelle partition (fondamentale) associée a la paire P,P' , la
partition de X? définie dans le tableau 1 ci-dessous; compte tenu des éga-
1lités entre les effectifs de certaines classes de cette partition, ces effec-

tifs définissent cinq nombres différents (au plus), dénotés a,b1,b2,c et d :

0! 1’ o't
0 a=10n0"] b, = lont'| d=1lono'f|
P
I b, = |INO0'| c=1INnT1I'l | b, =11no0'F
1 1 Pr
of d=10"no"l b, = 1o n 1| a=10"no'"|

Tableau 1.
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En posant b = b1+b2 et c* = —32 on a :

nz = 2(a+b+d)4-c‘ et n(n-1) = 2(a+b+tc*+d) .

Les effectifs des classes de cette partition jouent le rdle des paramétres
fondamentaux pour calculer un grand nombre de coefficients d'accord entre P

et P' .

On trouvera 1l'expression des douze coefficients généralisant tau étudiés
ici au début du paragraphe suivant et celle des trois coefficients généralisant

rho au paragraphe 4.1.

3. COMPARAISONSORDINALES DE DOUZE COEFFICIENTS GENERALISANT LE TAU DE
KENDALL

3.1. Expression des douze coefficients

Tous ces coefficients s'expriment en fonction des paramétres associés a un
couple de préordres totaux, définis dans la section précédente. Nous donnons
. . 2(a-d
ci-dessous les formules correspondantes; une expression telle que T_= ( )
a n(-1)

2[a(P,P') -d(P,P")]

.. "o
signifie que Ta(P,P ) = =~ CED) .
S 2(a-d) + 2c¢*-2b T = 2(a-d) + 2c*-b
1 n(n-1) 2 n(n-1)
T = 2(a-d) + 2c* T = 2(a-d) + 2c*+b
3 n(n-1) 4 n(n-1)
_ 2(a=d) + 2c*+2b
5 n(n-1)
T = 2(a-d) - 2c* : = 2(a=d)
F n(n-1) a n(n-1)
_ _a-d q = a-d 4 = a-d
a+b+d a  a+b,+d b a+b +d
_ a-d
TS T
[(a+b2+d)(a+b1+d] 2
_a-d
Y= a+d

3.2. L'ordre partiel entre les coefficients : cas général

Par cas général, rappelons que nous considérons ici 1'ensemble 0= Prx des

couples de préordres totaux sur X , dont aucun n'est égal au préordre X2 ,
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Lemme 1
1) T, < T, < T4 i.T4 5.15
(2) Tp < T, < Ty

Ces inégalités sont évidentes d'apres 1'expression des coefficients.

Lemme 2

5

En remplacant n(n-1) par 2(a+b+c*+d) , on montre que 1'inégalité <y infé-

(3) Max (Y,da,d ) < T

rieure ou égal a Tg est équivalente a 1'inégalité triviale O < 4d(b+c*) .

On vérifie de méme les deux autres inégalités.

Lemme 3

%) Tp <e ﬁ'r3

On vérifie que la premiére inégalité est équivalente a 1'inégalité triviale

0 < 2c*(b+2a) et la seconde a 1'inégalité triviale 0 < 2c*(b+d) .

Lemme 4
(5) T, < Ts )
Posons a+b,+d = [o]= o , atby+d = [0'] =o' , 2(b +c*) = |I| =i,
2(b,+c*) = IT' = i' .
On a :
a-d
Tb = ce—
voo'
2(a-d)+2c*+2(b1+b2) 2(a-d) i+i'-2c*
T. = = +
3 n(n-1) n(n-1) n(n-1)
_ 2Yoo' T+ i+i'-2c*
" n(n-1) b n(n-1)
On a donc :
T, > T, & 2v 0o’ T, + iiii:gs* > 1 i+i!-2c* Z-Tb
5% b n(n-1) b n(n-1) = b n(n-1)-2/00"
(Si n(n-1) = 2V/oo' , Tg = Tb)

Cette derniére inégalité est vraie, puisqu'on a toujours

i+i'-2c* > n(n-1) - 2voo' .
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. n(n-1) - 1"

En effet soit o > o' ; puisque o' = ———— ona
n(n-1) - 2Voo' < n(n-1) - 20' = i' ; mais i + i' - 2¢* > i' puisque

o

i-2cx=i-|INT'| >0 .

o
Donc _]_'_E_L——Z‘lz"[b a
n(n-1)-2v0o0"

Lemme 5

(6) Si pcrp', Ty ST,

Si P=P' ona Ty = T, < +1 . Soit PcP' ,ona d-= b1 =0,
a 1 2(a+c*)+b2 n(n—1-—b2

= ' - = ————— - =
101 = a+b, > 10"1 =2, 1, (a+b2)2 YA n(n-1) n(n-1)

L'iné ité <
inégalité Tb AL

2(a+b2)b2 n(n-1) < b

est alors équivalente a 1'inégalité

9 nz(n—1)2-+(a+b2)b§ . Mais celle-ci est vraie puisque

a+b. = |0] S.Eig:ll n?(n-1)2 (on a d'ail-

3 implique 2(a+b2) b, n(n-1) <b

2

leurs L strictement inférieur a 14).

Remarque :
Nous conjecturons qu'on a toujours (7) T, ST, Cette inégalité est trivia-
lement vraie dans le cas a-d négatif (car on a alors befﬁriTA)’ et nous

avons montré qu'elle était vraie dans d'autres cas particuliers. Il reste

alors a trouver une preuve générale (ou un contre exemple ...!)

A part les inégalités (1) a (6) établies dans les lemmes précédents et -
sans doute - 1'inégalité (7), il n'existe pas d'autres inégalités entre les
douze coefficients d'accords, dans le cas général (i.e. quand le domaine de
définition de ces coefficients est P2* ), Ce résultat peut s'exprimer de la

maniere suilvante :
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Proposition

L'ordre partiel entre les douze coefficients d'accord définis sur P2%* est

représenté par le diagramme de la Figure 1.

Figure 1.

Sur ce diagramme le trait pointillé entre T, et T, signifie que 1'inéga-
1lité entre ces deux coefficients est seulement conjecturée. Si cette conjec-—
ture est vraie, l'ordre partiel figuré ci-dessus correspond a 26 inégalités et

40 incomparabilités entre les coefficients.

Pour montrer la proposition précédente, on considére d'abord les inéga-
lités entre les valeurs absolues de certains de ces coefficients, inégalités
dérivant directement de leurs expressions :

It I < lel < minCld_I,1d, 1) <It | < max(ld_[,1d, 1) <y

Deux quelconques des coefficients vérifiant une telle inégalité sont évidem-
ment incomparables; on en déduit 17 incomparabilités. Les autres incomparabi-
1lités du diagramme seront montrées ultérieurement pour un domaine restreint

de couples de préordres (cf. 3.3) et seront donc a fortiori valables dans le

cas général.
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Remarque

A part les inégalités évidentes résultant des formules, il ne semble pas y
avoir eu d'études générales sur la comparaison des douze coefficients ci-dessus.
En particulier, les lemmes 2 & 5 ci-dessus sont (apparemment) nouveaux. Lingoes

(1979) "soupconne" que 1l'ordre entre quatre coefficients qu'il considére
q

(11 » Tg 5 T, ety ) est partiel, mais il écrit faussement qu'on a toujours
Te 2_1112 T (puisqu'en fait T, et T  sont incomparables). Il remarque
. s . a-d+b+c* . ° o,
—e <+ % =
aussi que T, peut s'écrire ——rmg donc que si b+c [IIUI'|l tend

vers zéro, Tg tend (supérieurement) vers Yy .

3.3. L'ordre partiel entre les douze coefficients : cas a-d>0 .

On se restreint ici a l'ensemble des couples (P,P') de préordres totaux pour
lesquels a(P,P') - d(P,P') > 0 (et P et P' différents de X?) . Toutes

les inégalités du paragraphe précédent restent évidemment valables dans ce cas
particulier, mais il s'en ajoute d'autres. Puisque dans ce cas les coefficients

T, € da , db » T, et y sont toujours positifs, on a

8 1.« T, Le S_mln(da,db)‘ﬁ T

r < ﬁ'max(da,db) <y .

b

On va montrer qu'en fait il n'existe pas dans ce cas d'autres inégalités
supplémentaires que celles données par (8), ce qui peut s'exprimer de la ma-
niére suivante ;

Proposition
L'ordre partiel entre les douze coefficients définis sur 1'ensemble des cou-
ples de préordres totaux pour lesquels a-d>0 (avec a ou d # 0) est

représenté par le diagramme de la Figure 2.

Figure 2,
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La encore dans le diagramme ci-dessus, le pointillé entre T et 14 ,
signifie que cette inégalité est seulement conjecturée. Si on la suppose vraie,
1'ordre partiel ci-dessus correspond a 42 inégalités et 24 incomparabilités
entre les coefficients. Remarquons que sur ce diagramme nous avons ajouté un
treiziéme point o , qui correspondrait a la valeur d'un coefficient toujours
nul. Ceci permet de visualiser sur le diagramme les coefficients ¢ pour les-
quels on a toujours o(P,P') > 0 ; c'est en fait le cas de tous a l'exception

de TF , T1 et 12 .

Pour démontrer la proposition précédente, il faut démontrer les 27 incom-—
parabilités représentées sur le diagramme (24 plus 3 pour le point o ). Une
incomparabilité entre deux coefficients o, et g, s'établit en montrant
qu'on peut avoir pour certains couples 01(P,P') < 02(P,P’) et pour d'autres
01(P,P') > OZ(P,P') ; ceci peut se faire directement a 1'aide d'exemples, ou
indirectement en utilisant la transitivité de la relation d'ordre. I1 nous

suffira en fait d'utiliser quatre exemples que nous donnons ci-dessous.

Exemple 1. P=1<2<...<7 P'=1<2 ...7
Exemple 2. P=1<2<34568 P'=1<2345686
Exemple 3. P=1<234<5 P'=1<5<234
Exemple 4. P=12<34<5<K6 P'=1<24<356

Démontrons ces incomparabilités en commencant par les trois concernant o .

I1 est clair qu'il existe P,P' pour lequel <t > 0 , T, Z.T1 > 0 (prendre

F
par exemple P = P' ordre total); dans 1'exemple 1, on a Tp = %.> 0 >
3
- Lo = - I ' = e - —
T, .07 > T, .42 ; dans l'exemple 2, on a T, B >0 > Tp .07 .
Donc 9_”T1 s g_NTz , 2J|TF .

Si PcP'# X ,ona y=+1 2_T4 > T - Dans 1'exemple 3, on a

y= A4 <1, =1 4= T5= .4 . Donc Y||T1 et YIIT4 . On en déduit

1- Ty = 13" T

yll'r2 et vy “T3 , car si, par exemple, y < 1, on aurait y < T, , et si

2 4

T, <Y , on aurait T, <y
On a TFIIT1 et Tp “T2 ; en effet T, < Tzli g impliquerait T, <y
ce qui est faux; et dans l'exemple 1, ona T_ = .28 >0 > 1, > 1

F 2 1
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Les incomparabilités vy ”Ti et TFIITi (pour 1i=1,2) impliquent im—

médiatement Tt lit. , ellt. , d Ht. , da llt. , T, llt. . On en déduit
a i i a i i i

b b

d et db que ces trois coefficients

immédiatement des expressions de Ty » a

sont incomparables.

On a T3 4 b

qui est faux; et dans 1'exemple 1, on a Ty = .28 < T, = .64 < db =1 . 0n

lldb et T, Illd, ; en effet 1, < d, impliquerait T, <Y ce

4 b

montre de méme T Ilda et T

3 lia_ .

4

Enfinona 71 |lt, ; en effet T, < T, est impossible (car impliquant

b 3 b

T4 < Y) , et dans 1l'exemple 4, on a Ty = .6 < T, = 75

On vérifie qu'on a bien obtenu les 27 incomparabilités annoncées, donc

que la proposition est démontrée.

N.B. : Dans les quatre exemples utilisés, on avait a-d > 0 ; 1l'ordre par-
tiel de la Figure 2 est donc aussi valable si tous les couples d'ordres totaux
vérifient cette inégalité stricte. Dans le cas des couples vérifiant 1'éga-

1ité a=d , 1l'ordre partiel se réduit a celui représenté Figure 3.

Ts
Ty
T3
0
—_ T2
T
F o
Figure 3
En effet, on a dans ce cas
2c* 2c*

v =7 n(n-1) A Ta= €7 da = db = T T Y5-T3 BEXCT5))

Pour montrer les quatre incomparabilités restantes, il suffit d'exhiber un
exemple avec T1 >0 et un autre avec Ty >T2 ; or si P = 1<234<567<89x

et P' = 234<89x<567<1 ,ona a=d= 18 et T1=.2>0;etpour

P=12<34 et P'=13<24,o0na 1_=0> T, = A7 .



80

3.4. L'ordre partiel entre les douze coefficients; cas a-d < 0

On se restreint ici a 1'ensemble des couples (P,P') de préordres totaux
pour lesquels a(P,P') - d(P,P') < 0 (et P et P' différents de X2 ). On

a maintenant les inégalités évidentes :

(9) 'ys_min(da,db) <t ﬁ_max(da,db) <e<r <0.

b — a —
La aussi il n'existe pas d'autres inégalités que celles du cas général et

celles de (9), ce qui s'exprime par le résultat suivant.

Proposition

L'ordre partiel entre les douze coefficients définis sur 1'ensemble des cou-

ples de préordre totaux pour lesquels a-d<0 est représenté par le dia-

gramme de la Figure 4.

Ts

Figure 4

Comme dans les deux diagrammes précédents, nous avons fait figurer dans
celui-ci, un point o représentant un coefficient identiquement nul. Ce dia-
gramme montre qu'il y a 45 inégalités et 21 incomparabilités entre les douze

coefficients dans ce cas.

Pour démontrer la proposition, il faut donc montrer ces 21 incomparabi-
lités plus les cinq concernant le o . La démonstration est analogue a celle
du paragraphe précédent et nous la présentons rapidement; elle utilise les

exemples suivants :
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23456 < 1

234 < 5 < 1

45 <1 <2< 3
5<46<2<1<3

1 < 2 < 3456 ; P!
1 <234 <5 P'
1<2<3<4<5 3 p!
1 <23 <45< 6 ; P!

Exemple 2'

i

we

Exemple 3' :

Exemple 5 :

Y ™ ™
1]

Exemple 6 :

1
1 = 3 ' ' = = —
. On a gllri, i=1ab5, car pour 1l'exemple 3 ,0<T1 Ty 5_5133145_15,

et pour l'exemple 6, T,<T <T3<T4<T5 = .,33<0.

1 2
Ona vlit i=1 et 2, car pour 1l'exemple 3' . T,= T,= T -1
* i? ’ ’ 7 1 2 3 5
et pour 1'exemple 5 , T1< T, ==,35 <y=- .33,
. On déduit de o et yllri , 1=1et 2, que d T » db » e et T,

sont incomparables a Ts s i=1 et 2.

. T T, i = 7. |9 impli T, T et dan
On a FII ;o 1=1 et 2, car, 1||_ plique 1-£ r o dans

' = - = -
1'exemple 6 , T1<'T2 .63 < Tp .53.
. On a TFIITb s Y da’ db , car, dans 1l'exemple 3', ona
= -— = = = = — '
Tp A<y 2 da db .14 , et dans l'exemple 6 , on a
Yy =- .67 < db = - .61 < Ty = .59 < da = - ,57 < Tp = .53 .

. Ona d lld et T ., dbllr

b b b °

On vérifie qu'on a bien obtenu ainsi les 26 incomparabilités du diagramme re-

présenté Figure 4.

3.5. L'ordre partiel entre les douze coefficients; cas P comparable avec

P' ou P'" .

3.5.1. Cas PEP'=1‘X2

Les paramétres d'un tel couple vérifient d = b1 =0< min(a,bz) , (en parti-

culier on est dans le cas a-d > 0 ). On obtient alors les expression sui-

vantes des douze coefficients :

2(a+c*-b,) 2(a+c*)-b 2(a+c*)
T - 2 T 2 T
1 n(n-1) 2 n(n—-1) 3 n(n-1)
2(a+c*)+b2 2(a+c*+b2)

= T -

T = = =Y = =
4 n(n-1) 5 n(n-1) db +

. _ 2(a-c*) T 2a

F n(-1) a n(n-1)
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e=d = 2a __a_ _lo'l
a n(n-1)-2c* a+b, ol
1
T _ a _ ,0'l\2
b 1'(T0|)
(a(a+b2))2

On voit donc que certains coefficients deviennent égaux. On va montrer qu'en
dehors des modifications apportées par ces égalités 1l'ordre partiel entre les
coefficients est exactement le méme que celui obtenu en 3.3 (dans le cas

a-d > 0 ). Ceci se traduit par la proposition suivante :

Proposition

L'ordre partiel entre les douze coefficients définis sur 1'ensemble des cou-
ples (P,P') de préordres totaux vérifiant P < P' # X? est représenté par

le diagramme de la Figure 5.

Ty
<

Tb* T3

e=d
a T,

T

///j/
T
T
F
o
Figure 5

Pour démontrer cette proposition on utilise 1'exemple supplémentaire suivant :

Exemple 7 : P=1<2<3.,..14, P'=1<2,..14 .

.Ona ollt, et T, : on utilise les exemples 1 et 2 (ot 1'ona P cP'),

F 2
pour lesquels on a respectivement T T % >0 > Ty =~ .07 et
_ _3
Tp = .07 < 0K T, =%
. On a 11 HTb si 1b< T on aurait o< Ty < 11 < 12 ce qul est impossi-
ble; dans 1'exemple 7, on a T, = 72 < Ty = .736 .
. 0n a T3||Tb 2T, < T, est iTpossible (puisque T1||Tb) ; et dans 1'exem-
_ 2 _ 2 =
ple 1, on a Ty = 7-< T, = (7)2 .

.Ona o, Tt ,e, Tt llt, et en utilisant les résultats précédents.

1 Ty »
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. 0On a T T2||T T, ou T, < T, est impossible (puisque T Ty Hra) ;
2

' = - = — = e
et dans 1'exemple 1, on a L 42 < g .07 < Tr 7 -

On vérifie que les douze incomparabilités requises ont été établies.

N.B. : Le cas PcP'cX? (i.e. d = b1 = 0 < a) comporte deux cas particu-
liers. On peut d'abord avoir aussi b2 = 0 , auquel cas on P = P' ; tous les
. . a-c*
coefficients prennent alors la valeur +1 sauf 1= — <71_ = 2 _ . on
F  atc* a atc*

peut aussi avoir c* = 0 , auquel cas P est un ordre total, on a alors

T1 < Ty < Tp = T, = e = da = T4 < Tb < Ty <y = db = TS = +1 avec o incom-

parable a L et T, , et inférieur a2 e .

5.3.2. Cas PSP'r # X2

Les résultats sont similaires au cas précédent : a part les égalités entre
coefficients induites par le fait qu'on a dans ce cas a = b1 =0<d, on a
les mémes inégalités que dans le cas traité au paragraphe 3.4 (cas a-d<0) .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette assertion, i.e. la
Proposition

L'ordre partiel entre les douze coefficients définis sur 1'ensemble des cou-
. i r c c
ples (P,P') de préordres totaux vérifiant P < P'" # X? est représenté par

le diagramme de la Figure 6.

1
0 T,
'F
Figure 6.
N.B. : Si de plus ona P = p'r (b2==0) , tous les coefficients prennent la
_ d _ _ _ _ _ c*—d .y
valeur 1 , sauf 2= TFid < T1 =T, =Ty =T, =T = 5iq S1 d'autre
part, on a a = b1 =ckx=0<d, P estun ordre total et on obtient :
1 Y da T1 < 12 < Tb < T3 Ta TF e db < 14 T5 avec o e et
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incomparable avec Ty et Tg .

4. Comparaison ordinale de trois coefficients généralisant le rho de Spearman

Dans ce paragraphe on examine 1'ordre entre les coefficients Py s Py et I

qui généralisent le rho de Spearman dans le cas des ordres totaux. (Pour

leurs définitions et étude individuelle cf. Giakoumakis, 1985, Giakoumakis et

Monjardet, 1986).

4.1 Expressions de ces coefficients

Ils sont tous les trois basés sur le codage 'rang moyen" dont on rappelle brie-
vement la définition. On fixe une suite X Xyee X d'éléments de X et on
considére un préordre total sur X, P = C1 < C2 < .0 < Ct ; on note

n, = ICiI , 1€[1,t] . Soit X, €X et x, € C,

Par le codage "rang moyen' on fait correspondre a P le vecteur

r = (r1,...,ri,...,rn) de R" défini de la facon suivante :

+1
r. = 2 n2 + ng .
L ok

Par exemple, si P = ab < cde < £ , on aura

r= (1,5, ,5,4,4,4,6) .

Donnons maintenant les formules des trois coefficients .

Posons P = C,<...C;...<C_, n; = lCiI’ i€ [1,t]
v - ' ' (- ' .
P' = Ci<...Ci...<Ci, nf=lCil , i€ [1,u]
t (n}-n;) u (niS— n;)
T= T ——" , U= I S
i=1 i=1
On a :
6d2 (r,r")
ST
n3—n—6dE(?,?')'(T+U)
Pa ™ n®-n
n? -n-6d2 (£,%')~(T+V)
pb =
(n3-n-2T) 1/2 (n3-n-20) 1/2
. > > . > >
ot r,r' sont les vecteurs ''rang moyen' correspondants a P,P' et dE(r,r')

>
1)

. .y >
la distance euclidienne entre r et r' .
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4,2, L'ordre partiel entre les trois coefficients généralisant rho .

I1 résulte d'abord aisément des formules ci-dessus qu'on a toujours

p o <ey o b <ol et oo >0,

D 3 i .
onc pour p négatif on a Py 2P, 3.01

On dit que deux préordres totaux P = C1 < "'Ci"'< Ct .

P'"=¢C! <...C, ... <C'" sont de méme type si t =u, et |IC.| = IcC!l ,
1 i u 1 1
1

pour tout 1 = 1,...,t .

Lemme. Soient P et P' deux préordres totaux de méme type : alors

Pp 2Py -
Si P et P' sont de méme type, on a T = U , et, par conséquent
CIS .
n3-n-6dé(r,r')-2T N
= . 1 3 - 2 \ = 3 - 3 -
Py e p— ; pulsque n3-n dE(r,r ) (n n)p1 , on obtient :
(n3—n)p1—2T (n3—n)p1-2T
B arotmesm——— . <
P T W3-n-2T ; alors Pp 2Py ® oot 5-p1 s

(n3—n)p1—2T < (n3—n)p1—2Tp1 (puisque n3-n-2T > 0) & 2T Z'ZTp1 , ce qui est

vrai puisque Py <1, o

Nous conjecturons qu'on a toujours oy ﬁ_p1 , sans avoir pu le démontrer.
L'ordre partiel entre les trois coefficients est donc représenté par le dia-
gramme suivant de la Figure 7a, ou le pointillé entre Py et oy signifie
que 1'inégalité R <p, est conjecturée. On a représenté sur la méme figure

les diagrammes obtenus lorsque p, est positif (Figure 7b) ou négatif (Fi-

gure 7c¢).
P1 01 0,
A
\
\ 0 <0
\ Qb a
\
\
Pa VO 0, >0 N
Figure 7a. Figure 7b. Figure 7c.

5. Comparaison des préordonnances associées a sept coefficients

Soit & 1'ensemble des préordres totaux sur X . Une préordonnance (totale)

~ . e
sur .~ est un préordre total m défini sur r

Soit o0 wun coefficient d'accord entre préordres totaux. On lui associe

une préordonnance (o) sur NI , en posant, pour p,q € S

(p,q) € (o) ® o(p) < o(q) .
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Autrement dit (p,q) € w(o)

préordres totaux constituant ¢

taux constituant

nance 7(o) sera notée simplement o©

Etant donné un couple des préordres totaux
ij

s1 au sens du coefficient d'

accord o , les deux

sont plus proches que les deux préordres to-

p . Dans la suite, pour alléger les notations, la préordon-

(Pi’Pj) et un coefficient

0 on note o la valeur de o qui correspond a ce couple.
Pour montrer que les deux préordonnances associées a deux coefficients
o et o' sont différentes, il suffit d'exhiber deux couples de préordres

.
.

totaux (P1,P2) et (P3,P4) tels que, par exemple
12, 34 3 12

et <

Proposition

Les préordonnances associées aux sept coefficients T

1’

T sont toutes différentes.

a

F

b

Preuve
Pour cette preuve on utilise en particulier des couples
totaux en ce sens que la valeur du coefficient d'accord

et Monjardet, 1986).

Pour P P ona +1 =7+ T i

"extrémaux'" de préordres

1

+

est (cf. Giakoumakis

pour P3 # P

1 2 5 1°? ’ 4
P3 n P4 préordre total (par exemple, P3 = a<b<ecd | P4 = a<bc< d)
on a
r§4 <t ewt, i€1,4] d'ob
34 12 34 .
T <Tl2 = =Ty = +1 ndhs # T, 1€ [1,4]
B 12 12 12 _

. Pour Pl P2 = ordre total on a T, = Tp =75 = +1 et pour P3 n P4
préordre total non ordre total (par exemple, P3 = ab < cd , P, =ab < cd)
on a 134 < 134 < 134 = +1 d'otu

F 5
36 34 12 12 12 34 _
T < T < T, ST =Tg =715 = +1 Tsg # T, Tg
. Pour P1 = P; = ordre total, on a :
T12_T12 - -[-12 - T12 - T12 - T12 - n r
1 =" 3 4 a P +1 et pour P3 P4 ordre total,
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r
4

1?4 < T34 ,734 ’ T24 s 124 , Tga d'ot finalement

(par exemple, P, =ab <c<d, P,=d<bc<a) ona

P, #P 3 4

[
—
I

T1#T2>, T3,T4,T ,TF .

a
12 12 12

. Pour P1 = ac < bd , P2 = ab < cd on a T, = .33, Ty = o, T, = .33

122 = .33 et pour P3 =c<ab<d, P4 =ab <c<d on a

34 _ 34 34 _ ' s
Ty =73 T, = .33, d'ou
T4 # T2 . 13 .
_ _ 12 12
. Pour P1 =a<b<«<ead, P2 = abc < d on a T, = 0, Ty = .33 et pour
_ _ 34 _ 34 _ vos

P3 =b<a<d, P4 =a<bc<d ona T, = 17 et Ty T .33 d'ou

T, # Ty -
. Pour P, = P, = ordre total on a T12 12 _ 112 112 12

1 2 a = = = = = +1 et pour
F 2 3 4
_ . 34 34 34 _ 34 34 _ ' s

P3 = P4 # ordre total on a : T, o Tp < T, = T3 =T, = +1 d'ou

T, Tp # Ty s Tg s Ty -

Pour P, = Pr = ordre total on a T12 = T12 = -1 et pour P, = Pr # ordre
I B R a F P 37 %4

_ 34 34 'os
total on a -1 = e < T d'ou T, # T - O
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