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THEORIE

DES

CHAMPS GRAVIFIQUES

Par M. Th. De DONDER,

Professeur a I’Université libre de Bruxelles,
Membre de I’Académie royale de Belgique.

—— Q ——

PREFACE.

Dans cette seconde partie de notre nouvel exposé synthétique de
la Relativité einsteinienne, nous étudions d’abord les champs gravi-
fiques dans toute leur généralité. Nous en déduisons ensuite les cas
particuliers les plus importants : les champs massiques, les champs
électromagnétiques, les champs massiques et électromagnétiques. Ces
champs permettent de trouver, d’'une maniére systématique, les pro-
priétés fondamentales du champ newtonien, du champ de Maxwell-
Lorentz et de I’électrodynamique des corps en mouvement.

La marche suivie est toujours la méme : la dérivation variationnelle
fournit les dix équations aux dérivées partielles du champ gravifique
considéré. Puis les quatre identités fondamentales de la Gravifique,
combinées a ces dix équations, nous donnent le théoréme du tenseur
phénoménal; celui-ci s’exprime par des équations qui généralisent
les équations de la dynamique et de la conservation de I'énergie; en
sommant convenablement ces équations, on obtient la généralisation
de 'équation de continuité.

Pour plus de briéveté, nous n’avons pas reproduit ici certains
calculs fort longs, mais élémentaires; nous avons eu soin d’indiquer
les recueils ou on pourra les trouver. Nous engageons vivement le
lecteur a ne s’arréter a ces calculs qu’aprés une premiére vue d’en-
semble sur la vaste et puissante conception einsteinienne.
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CHAPITRE 1.

LES EQUATIONS FONDAMENTALES DU CHAMP GRAVIFIQUE.

1. La dérivée variationnelle. — Soient &,, £, ... des fonclions
quelconques de z,, ..., z,. Représentons les dérivées d’'une de ces
foncuons E., par 1apponl A xy, par le symbole Eak- De méme &, 1
sera la dérivée seconde dc §, par rapport a .z, et a x..

Considérons une fonction quelconque ¥ (&, 5s, ..., &4, ...) de
ces fonctions , et de leurs dérivées successives &, , etc. Pour sim-
plifier, nous désignerons la fonction F(§, &, ..., &4, ...) par le
symbole F(&q, &uk, ...) ou, encove plus simplement, par F.

Prenons la différentielle de I, c’est-a-dire écrivons

(l) dF '—2 [’}r Ea+2”r ’/au k= E ) d;lF/[ Su ki - ]

L. J
ou, en permutant les opérations d et 5—
’ dx .

OF 0(d=:.) OF  O(dEq))
dF _42 [ d&u - dEu'[; ().I'/,» +2LEI dsa'k’ —W -+ .] .

En intégrant par partie, cette expression peut se mettre sous la
forme

or 0 oF
dF EZ;EIIE« +Z E.(()g,, I ) 201./ ((m) dt,
JF
+ZE ory <d§" o dz., / +22 dz‘; dr, <m> dt,
J o 1 |
_2‘2 dr; L’_'/ (4)5::;1) dE“J e ‘\»7
ou encore

Jd oF oF ~
w 2 [d"u 2& 9 <()E"""> +ZZ oz 0-2"1 (');a I.I> . J s
“ L \ JF _ ~ i ( ) ' ~
+’T 9 ) ()E""“ ; dry d;u Il d&,, +2 dE« dEll,/ e ]

Posons

(3)

8F _ JF 0 ( JF 02 aF )
3. T . e Oz \z)_f:,> A-IAJ 0z o (()cr Iy
i
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Cette opération est désignée sousle nom de dérivée variationnelle
de F par rapport a &. Elle jouit de propriétés remarquables.

Tutorime. — La dérivée variationnelle par rapport at., de la
dérivée partielle

. oF oF JF
(4) 47;,=Z <JE_(¢ 5”'1—}—,‘2‘)—51.7;“'”{_‘_“.)’

est identiquement nulle.
Démonstration. — On a, en effet,

3 (OF\ _ N [ 2F,  »eF o,
Bt Q&v”) =2;A_: [dsu 05, T OE, g dE SR
a _k j

9 BB )
()-l'j <dfr iy 05” ’)g",j Set,l ‘)EHJ-: dEc.j C_n.kll

L (9
o ory <UE:-,1¢E” .-

Rappelons que e;j=o0siiZjete; =1 sii=/.
En effectuantles calculs, onverra queles termes s’entre-détruisent;

d’ou les identités

[ :
e [ dJF
(5) I}?(E)Eo
2. Les équations fondamentales du champ gravifique. — Consi-

dérons maintenant une fonction ne dépendant que des g8, Bl .
Sa variance par rapport a un changement quelconque de varia-
bles z\, ., 3, x; est celle d'un multiplicateur (') ou facteur de
densité. Nous appellons s la fonction caractéristique gravifique.

Considérons, en outre, une fonction J, de méme variance, mais
qui peut dépendre, indépendamment des g*B, g*# . .., d’autres fonc-

tions telles u2, %a@é » Ay, etc. définies précédemment. Cette fonction

sera explicitée dans les deux Chapitres suivants; elle sera désignée
sous le nom de fonction caractéristique phénoménale.

(') Explicitement, on aura
d(z')
J(z)

~

o ’ o(x' .
ME = INE (Sapr Sag,iv Bas,ij, »++) = IME(8 2B 8uB,is SuBiiy - --) %;;) =JN's

2 By i j, =12, 3,4
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Prenons, par rapport a g*#, la dérivée variationnelle de la somme
(6) g + IIL.

On aura donc

(7) S(INE+ INL) DN 4 L) 2 (()(Dllh =+ )Y
7) 5g%8 T 0g4B dz; \ " 0BT )

,)(m + )
+2202‘,:}r/ PYC N >‘

Le principe variationnel fondamental de la Gravifique consiste
a égaler a zéro les dix dérivées variationnelles par rapport
auzx g*#. On obtient ainsi les dix équations fondamentales de la
gravifique; a savoir

3( e + M)
(8) ‘ —85"—7‘3—— = 0. \
Posons aussi (')

0IILE
(9) B = O&?:E’

SN
(10) Byg=— W%

fal

Nous appellerons ®5g le tenseur gravifique covariant symé-
trique (2), B,3 le tenseur phénoménal covariant symétrique ou
simplement le tenseur symétrique.

(') Les ?S'Zp et B,z seront donc des tenseurs covariants du second degré, multi-
pliés par un facteur de densité; il en résulte que les dix équations (8) sont inva-
riantes par rapport & un changement quelconque des variables ou paramétres z,, x,,
z;, z,.

(?) Dans le présent texte les notations ont été modifiées comme suit. Au lieu de
considérer les dérivées totales par rapport & gf, nous utilisons ici les dérivées

d
partielles par rapport & g*#; les dérivées totales étaient désignées par le symbole —— dgh ;

- . - 9
les dérivées partielles seront désignées par le symbole dg"p; on passe des unes aux

autres par les relations

a 0 d s a—z) 0
dg = Tt g dgr = (TR ) ggay

Pour utiliser les dérivées partielles

d'une fonction des g,,, g, &3

g on
dgnﬁ ) ’
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On a, en vertu de (8),
(11)

‘Gé-'b = ‘Gxﬁ. l

Désignons par G l'invariant de courbure, et par @ et b deux cons-
tantes universelles. On voit que C est donné par

(12) CEEZ&’“@Q&B’
x B
ou P'on a posé
| oy o)
. O d?cﬂ d?c( \BT) ac
TR > KEARRSLARSL]
g <

| o7

—_—

M

dzg 0L (o) = T

Rappelons que ces accolades ont été définies dans I'Introduction.
Silon prend pour M3 la valeur (') :

(14) Me=(a+bC)y/—g,

on obtient, en effectuant les opérations indiquées en (8) (2) :

(15) ——i(a—r—bC)ng—f—b{,’uB:ng

. N . I
aura soin de remplacer tout d'abord, dans cette fonction, g,, par;;(g,,+ &u)s

T . . ..
&3 Par - (g;—+ g3,); elc. Rappelons que dans notre Gravifique einsteinienne
2

(Gauthier-Villars, Paris, 1921, ou Annales de 'Observatoire R. de Belgique, 1921),

le tenseur B, €tait défini par
e o\ %8 ,—
Cug=— (1 +Ea$) <> (A v'—g)_.
avec

A \"— g= Dll,
et

“_ 4 _\ 9 _d_‘+z ¢ d \_ . . 8
T dgn e oz, (lg-u‘ﬁ,}&) 0x, i, (dgug,_n) cee=(2—gyy) Eg"P'
W (v

Il en résulte donc (ue le tenseur employé dans la Gravifique einsteinienne vaut
le double de celui utilisé dapns le présent Mémoire.

(') Gravifique einsteinienne, équation (12).

(?) Gravifique einsteinienne, Note 4. Dans le cas ol « = o0, voir A. EINgTEIN,
Berliner Berichte, novembre et décembre 1915, et D. HILBERT, Gottinger Nach-
richten, novembre 1915).
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ou 'on a posé
Bap

\—&

(16) TaBE

Multiplions les deux membres de (15) par 2*# et sommons par
rapport a « et 55 d’ou, en vertu de (12),

(7) IbC=~—T—2al

en posant

(18) TEEE;;’(“TM (i=1,2,3,4)
et i

(19) T=NTi (i=1,%3 6

Substituons (17) dans (13); les dix équations fondamentales de
la Gravifique einsteinienne prennent la forme

a . 1 .
(20) ’;gaﬁ'*‘b';lmfﬂ:rra{i—' ;é"a_{iT‘ to, 6 =1,2, 73 4.

Remarque. — Le principe variationnel tel que nous venons de I'exposer
revient évidemment & généraliser le principe de Hamilton (1), ¢’est-a-dire
a annuler la variation

(21) Sf(-'mé’—!— M) dzy dzs dxy dz, = o,
Q
Q étant une portion d’espace-temps sur les frontiéres de laquelle les vaviations

doivent s’aunuler. C’est encore pour éviter l'usage d'un espace quadridimen-
sionnel que nous avons préféré 'exposé ci-dessus.

3. Les identités fondamentales de la Gravifigue. — En appliquant
a la fonction N8 des théorémes démontrés antérieurement ( 2), nous

(') H. A. LorENTz, Verslag Amsterdam, 12 {évrier 1915, — D. HuLsgnt, Géttinger
Nachrichten, novembre 1915. — Th. Di DoNbER, Verslag Amsterdam, »7 mai 1916,

(%) Th. DE DoNDER. La synthése de la Gravifique (C. R. Ac. Sc., 11 juin 1923,
p. 1701); Les identités fondamentales de la Gravifique (Bull. Ac. Roy. de Bel-
gique, avril 1924). Voir aussi notrc exposé de la Gravifique de Weyl-Eddington-
Einstein (Gauthier-Villars, 1924), dans lequel on trouvera la théorie compléte de
ces identités,



THEORIE DES CHAMPS GRAVIFIQUES. 7

aurons, i cause du caractére de facteur de densité de cette fonction,
les quatre identités suivantes :

() E[ J Sﬂ gi PRI N

OL; amed ag“-’
i

1
> i cgi/

/

O . COlL
S gl/,:x ..]:—ZO,

i

ou encore, en vertu de (g ) :

AN ABZE 1 ;
B X i o —_ — . . 7
(23) Y [:Lp + 5 E gl/,xw;._,] =0 (¢ =1, 2,3, 4.
i ! j
: .
Nous avons posé
) ~eir i i

(»4) B! Y ©5)-

4. Théoréme du tenseur phénoménal. — En vertu des dix équations
fondamentales (8), les quatre identités (23) nous fournissent immé-
diatement les quatre équations suivantes :

. ~ I [ IS
-+ - /2@ =
(25) 2 [m )> & u] o,

i /

ol nous avons posé, comme en (24) :

(26) 5;:2 &1/ Gy
j

Nous dirons que les quatre équations (23) exprime le théoréme du
tenseur phénomenal.

Renmrquons que ces équations peusent aussi se mettre sous la
forme

~N o 1 i
7) , 2.‘ [l)‘l,‘j - ;Z‘J"U,x“"’j\l =0 (x=1,2,3, 4).

| i

/

On veérifie aisément (Grav., [9 . 140) que ces quatre ¢ uations
k) 1) N
peuvent aussi s’écrire

[ OB Jal) ]
. TP EIAeL = (=1, 2,3,.4).
(28) Z[:}.L‘i 2/,”./ S('/l ° "

13
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Nous poserons

(29) 3"0!—2 [3%; 126’11 173'/]

/

et nous dirons que F, (« =1, 2, 3, 4) sont les composantes de la
Jorce totale généralisée. Les quatre équations (27) peuvent alors
s’écrire

(30)

«

o= O.

Le théoréme du tenseur phénoménal exprime donc que les quatre
composantes de la force totale généralisée sont nulles.

5. Théoréme du pseudo-tenseur gravifique <5> — Un pseudo-
tenseur (asymétrique) gravifique () est, par définition, un ensemble

de seize fonctions (5) (2, 3=1, 2, 3, 4) satisfaisant aux quatre
équations

(31) > "Sﬁ—wng —o.

i -

Rappelons que les ®f ne dépendent que des g*B, et de leurs
dérivées successives par rapport a Ly, ..., L.
Rapprochons (31) des identités fondamentales (23), d’ou

(32) Y[ (2) ] =0

Utilisons les équations (11) et les notations (26); d'ou les quatre
équations

(33) 2()__[(;>+T_“J =

().Z‘i -

i

. . N \ . l
ul expriment le théoréme du pseudo-tenseur gravifique ( ) .
q p !/ 5 fiq o

(') Le lecteur trouvera dans la Note 6 de la Gravifique einsteinienne I'expression
explicite de quelques pseudo-tenseurs gravifiques. Nous avons, en mai 1916 ( Verslag
Amsterdam), donné le premier exemple d’un tel tenseur. Voir aussi le Mémoire de
T. Oxava, Japanese Journ. of Physics, vol. 111, n°* 4-6, Tokyo, 1924, p. 95-115.
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Les équations (33) sont identiquement satisfaites si I'on prend

) ;
()=

mais alors ce théoréme ne sert a rien; il se réduit immédiatement a
. ., . /T .
des 1identités. On peut trouver d’autres solutions pour ka) satis-

faisant aux équations (33) ou aux équations (31); mais alors les

. 1] . . .
€xpressions (“) ne sont pPas covariantes a un ltenseur asymetrlque;

, . . i
c’est pour cette raison que nous désignons ) SOus le nom de

pseudo-tenseur gravifique.

Ondes et rayons gravifiques. — Cette théorie a été développée dans notre
Gravifique einsteinienne (§ 29 et 45) en nous inspirant des travaux de
J. Hadamard et E. Vessiot.

Variances. — Nous ne ferons pasici un exposé de la théorie des variances :
covariance, contravariance, invariance, etc. Nous nous contenterons d’'expli-
quer nos notations. Les lettres droites, sans indice (a. B, v, ¢, ...), telles
que C, T, a, b sont des invariants par rapport a tout changement des varia~
bles x,, x2, x3, ;. Les lettres de ronde, sans indice, telles que IJ1t, JNts ou
&1L, ® représentant un multiplicateur (ou facteur de densité ou facteur ten-
soriel). Les indices inférieurs indiquent des covariances. Ainsi, Fy est un cova-
riant et F, est un covariant multiplié par un facteur de densité (covariant
tensoriel). De méme, gqg8, Tag sont des covariants du second degré; les G 43,
Tx4 sont des covariants du second degré multipliés par un facteur de densité
(covariant temnsoriel du second degré). Les indices supérieurs indiquent les
contravariances. Ainsi g3, T*3 sont des contravariants du second degré; les
23 sont des contravariants du second degré multipliés par un facteur de
densité (contravariants tensoriels du second degré). Un symbole peut étre
affecté a la fois d’indices inférieurs et d’indices supérieurs : les indices infé-
rieurs indiqueront la covariance par rapport a ces indices, tandis que les
indices supérieurs indiqueront la contravariance par rapport a ces indices. Il
en résulte une variance mixte. Ainsi, Tg a une variance mixte, et ‘GE a la
méme variance, multipliée par un facteur de densité

Dimensions. — En poursuivant I'étude des dimensions commencée a la fin
du Chapitre IlI, on trouvera aisément que 'invariant de courbure C a pour
dimensions L—2. Si nous admettons que les dimensions de la constante uni-
versellea sont celles de I'énergie( 1) par unité de volume, c’est-a—dire L-1T-2M,

(') Par définition, lcs dimensions de I'énergie sont celles de la masse (ou M)
multipliée par une vitesse au carré (ou L*T-?).
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on en déduira que la constante universelle b a pour dimensions LT-2M. Les
dimensions de ¢ et de M sont donc T-3M. On en déduit immédiatement
que Tyq, Taz, Taz; T12, Ty, Tas ont pour dimensions L—1 T-2M, que T, Ta;, T
ont pour dimensions T—3M, et que T,; a pour dimensions LMT—*_ De la résulte
que les Tg (o, B =1, 2, 3)ont pour dimensions L-!T-2M (énergie par unité
de volume), que T%, T}, T4 ont pour dimensions L-2T—!'M (quantité de
mouvement par unité de volume), que T}, T}, T} ont pour dimensions T-3M
(flux d’énergie par unité de surface et par unité de temps), et que T} a pour
dimensions L1 T—2M (énergie par unité de volume) (1).

CHAPITRE 11.

CHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE.

6. Définition du champ gravifique massique. — Considérons un
champ gravifique di a des masses. Pour décrire le mouvement de ces
masses, nous utiliserons, avec le speclateur S, les coordonnées eucli-
diennes (2) z,, xs, 25 ¢t le temps x, ainsi que la vitesse généralisée

19 29 3 D y
dont
oo dx, .
(34) ul:—:W (x=1.2,3,1).
sont les quatre composantes contravariantes et dont les composantes

covariantes sont

(35) HIEZg;xu" (m=1,2,3,4)
i
Les w® et les ug sont des fonctions de &y, .. .. x;.
Rappelons qu’on a
Ql Yt
(36) \\252‘25'13114:/.1: 1.
x B

Le spectateur S utilisera, en outre, le facteur de densité mas-
sique I; ce multiplicateur est fonctionde z,, ..., Z;. Ce speclateur
utilisera enfin un tensewr massique dont les dix composantes symé-
triques sont désignées par ‘T,g; ce sont aussi des fonctions de zy, Z3,

gy Ly

(') Pour plus de détails on pourra consulter notre Gravifique einsteinienne,

Note 23.
(%) Voir la premiére Partie de cette synthése : /ntroduction a la Gravifique

einsteinienne, aout 1y23, sp. Chap. I1, équations (169) et (172).
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7. La fonction caractéristique du champ gravifique massique. —
Nous poserons ('), dans le cas du champ gravifique massique,

(37) 3115—22 &¥3( M uyug+ Typ).
a B

Les symboles qui y figurent ont été définis dans le paragraphe
précédent.

8. Equations fondamentales du champ gravifique massique. —
Grace a la fonction caractéristique (37), nous pourrons calculer le
tenseur phénoménal ou massique T,g défini par(10). Nous auronsici

(38) %'»aﬁﬁ )8 U UG+ Ll

Posons comme d’habitude :

O
(39) Ne=—x
V—&
el
. Uy
(4o) P\z{:’»E ; LN
V=8

Alors, les relations (38) deviennent
(40 Tas=N Ug ug+ Py,

Introduisons aussi le tenseur mixte

(42) PQEE &3Py,
ainsi que
(43) P=NP

Il en résulte que

449

(') En généralisant les résultats de H. A. Louwknrz ( Verslag Amsterdam, 191,
p- 1076), nous avons été amené i donner a la fonction DIL une premiére forme en
1919 (Bull. Ac. R. Relg., p. 315-323) et la forme présente, plus géncrale, en février
192 (Bull. Ac. R. Belg., p. 77-82).
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Grace a ces préliminaires, on trouvera immédiatement que les dix
équations (20) du champ gravifique provoqué par les masses pourront
3 .
s’écrire

a o I 1
(45) 5 B8+ bGa3=N (uxug—- ;gz.@) + Pay— Qg,(-;P.

Ce sont les équations fondamentales du champ gravifique massique.

9. Théoréme du tenseur massique. — Reportons-nous aux quatre
équations (25) qui expriment le théoréme du tenseur phénoménal.
Substituons-y les valeurs de ®; déduites de (38), c’est-a-dire

(46) ‘6'25 Iy b+ ‘J.’g,
d’ou
IO uyui + 2 I . o
47) E[———( o —;ZZg'lm-,-,a(9lmu‘+‘45‘) =o.
i ¢ j k .
Posons
. N i I .
i ! ik
et

0Tl 1 iy ol
- &k g LB | = Ly
(49) E ['Mi 5 E kE & ,,/.,,,J.,J Ty

i )
Alors, les quatre équations (47) s'écriront, en abrégé ('),

(50) Fa=N3+Ly=0 (e=1, 2,3, 4).

Elles expriment le théoréme de la force totale généralisce.
Remarquons que (48) peut s’écrire immédiatement, en vertu de la
définition de I’accélération covariante A, :
J(ILuwd)

) M y= A D)
(51) Ma= T Aa+ 11z p =5

{

En multipliant les deux membres de cette identité par u* et en

(1) A comparer avec A. EINsTEIN (Ann. de Phys., 49, 1916, p. 769, et Berliner
Berichte, 8 février 1417. p. 142,
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sommant, on obtient

. N\ (Il ux)
X = —_—
(52) 2“%11( P y
X X

ou encore

. \ﬁv)(t)l.lﬂ) Pyt —
ORCCLES R

X X

C’est ’équation de continuité.
Le théoréme du tenseur massique (50) peut aussi se mettre sous.
la forme suivante grace aux identités (51) et a la relation (52):

1
(54) S%IEBZAQL—NIE‘J.’,-M+H?1=0.

{

Multiplions par g%8 et sommons par rapport a o.; d’ou

~ R S
(55) 3715'9'(,1\“—11,13 Tiul+ Txr=o,
damd

i

ou nous avons posé

(56) ‘2152 g¥8 7y et :Fx:E §2353.
8 B
10. Cas particuliers importants. —— 1* Fluide massique incohé-
rent. — Clest, par définition, le cas ou les #,3=o0. Les particules

massiques ne subissent que Paction du champ gravifique défini,
comme on sait, par les dix potentiels einsteiniens g,.
Les équations fondamentales gravifigues (45) deviennent

|
a 5 1
(57) ‘;ngi—i‘bgzﬁ:N(”x“fﬂ__‘)ng$>-

Alors le théoréme du tenseur asymétrique devient, en vertu

de (47) a (49),

J(I wyul) a -
(58) .‘7115.2 [_(W,I_ — 72;{,-,-,1“' u!] =o.

i J

MEMORIAL DES SC¢. MATH, — N¢ 14, 2
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L’équation (53) prend la forme trés simple

(59) lzdmzun

oxy

Clest V'équation de continuité du fluide massique incohérent.
En toul point ou O 3£ o, on aura, en vertu de (54),

du
{6o) A= 1__22'_'”1"1,”:0

ou, en vertu de (35), on aura

d2x ~ 7).
(61) A= “*52345"'"'“ (x=1, ..y §).

ds? n
/

Ces derniéres équations sont susceptibles d’unc interprétation trés
belle, a savoir : Les trajectoires de tout point massique, ainsi que
leur mode de parcours, s'obtiennent en extrémant (i‘)

(62) ) /\/ZEgalgdxad.rgzo,
o o

ce qui peut s’écrire plus simplement

(63) afds=o_

On varie par rapport & x,, s, 3, Z, en supposant fixes les extré-
mités de la ligne le long de laquelle se fait I'intégration. Si I'on pose

SN
(61 /\ Tag * U =1.

Les ¢quations des extrémales de (62) et (63) peuvent s’écrire

= u*,

s
d [ IW™ JW !
[0 (5m)—(5) ==

(') \. Einstein (Berliner Berichte, 1914, p. 103) admet la relation (62) comme
hypothése, — Th, De DoNpen, Bull. Ac. It de Belg.. Cl. des Sciences, 1g1y, p. 320.

i \ dory

(6)
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On a vu dans le Chapitre Il que ces équations sont identiques
aux équations (61).

2° Fluide massique parfait. — Le tluide massique est dit
parfait si le tenseur P2 est de la forme particuliére

(66) Pl=—cip.

Rappelons que
, 8
(6-) pP3 = *

‘

oy

T

On sait que, puisque les P¢ sont des composantes de tenseur,
. . Q
; sont de méme variance que P3.

Tutorime. — Si un fluide massique est parfaitdans un systéme

de coordonnées z,, ry, x;, x,, il est parfait dans tout autre sys-
by ! ! ! !
teme x\, x,, z,, z,.

En effet,
. i dxp e . 0x; Jos Jxy 3
68 _ZEPJ" il _VZJ- L B i SN N
(68) oz, pr e &P P ar; P dxl, P ey
i
d’ou
(70) p=p. C. Q. F. b.
Corollaire I. — L’égalité (70) exprime que p est un incariant

pour tout changement des variables . . . 2,.

Corollaire Il. — On a de plus, en retournant a (66),

. W
(71) P“f‘EE &3 P&=—1)2‘ 5 8iI8=—P8as
i i
et
o
(72) l’:—;ZPiz—’,p.
A

Les équations fondamentales du champ gravifique provoqué
par un fluide massique parfait deviennent (45) :

a 1
(73) 5 a8+ bgas=N (uxus— ;hw) + P&as
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Le théoréme (50) du tenseur phénoménal devient
(74) g+ Za= 0,
ou &, est donné par (49) :

(75) 2y=— =g L

On aura donc explicitement

{76) E?M Blzzg,jaulul—v g———_o (x=1,2,3,4).

i

().I:a

Ces équations peuvent aussi s’écrire, en vertu de (54),

¥\ .
(77) .9LA1_,,12‘¢1.“,_,_%=0;
i

d’ou, grace a (75),
(78) mAaﬂ/—(uzﬂ_ 92 .

ds dx,,

De méme, en retournant a (55), on aura, en utilisant (56),

Jap E
(79) «%A“+\—g(u“— ~Z,)l{,j a3 )

11. Dynamique dans ’espace et le temps. — Nous avons établi
dans le Chapitre IIT les relations permettant de passer a ’espace et
au temps; a savoir :

(80) ur = p%V—1,
(81) wy, =Z Soy 9 V1,
ou l'on a posé

(82) V= %

En substituant les valeurs de «* et «, dans I'équation (47) du ten-
seur massique, on obtient

J (2 G0 V—l>
(83) 9LV- 2 —t L i i\'—l 225;,-,#9»'”/'
Ly

- i

— V=2 E Lol E Lajvl+Lyg=o.

i j
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On aurait pu mettre aussi cette équation sous la forme | Introduc-

tion, (221) a(223)]:
w0 (32~ ()] () B e

L'équation de continuité (53) devient ici, aprés substitution,

AANTIOH N
ZT+\ ZA,O_O.

i i

(83)

Utilisons maintenant les équations (55). En vertu de (219) et (221),
de I'Introduction, on aura

J—1 0%
(86) | v- i.%("“ %) L v- :ZZ "‘éka> V=203 3 @0l Fa =0

i

(x=1, 2,3, 4

Multiplions les deux membres de cette équation par g,g et sommons
par rapport a a; d’ot

V ! a

(87) v—lm[Z Sas d( 8) L oy- 1\2 ["] ka]
'(j

—V “Z v.’gﬂgl Tivi-Dy=0

1

Retournons un instant a équation (86); elle peut s’écrire
A2z, dlogV gl
/—2 x s o -]l Lpj
R ki s L
i
— V-2 V“E Lol T = o,

i

ou i et des 2 t des dérivées total ra rt at.
;s désignent des ivée es par rapport a

Dans le cas ot &« = 4, cette derniére équation se réduit

(89) oLV~ l— T I "’”’J — VoY ik =
It} R
i

i

Multiplions cette équation par — ¢* et additionnons le résultat
aux équations ( 88) qui correspondent a o« =1, 2, 3; nous obtenons















