
MÉMORIAL DES SCIENCES MATHÉMATIQUES

THÉOPHILE DE DONDER
Théorie des champs gravifiques
Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 14 (1926)
<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1926__14__1_0>

© Gauthier-Villars, 1926, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSM_1926__14__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


MÉMORIAL 
CIRM - BIBLIOTHEQUE 
N» d'Inventaire L. IA\2S 
Date 

DES 

SCIENCES MATHÉMATIQUES 
PUBLIÉ SOUS LE PATRONAGE DE 

L'ACADÉMIE DES SCIENCES DE PARIS 
DES ACADÉMIES DE BELGRADE, BRUXELLES, BUCAREST, COÏMBRE, CRACOV1E, KIEW, 

MADRID, PRAGUE, ROME, STOCKHOLM ( FONDATION MITTAG-LEFFLER), ETC. 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE, AVEC LA COLLABORATION DE NOMBREUX SAVANTS. 

DIRECTEUR ; 

Henri VILLAT 
Correspondant de l'Académie des Sciences de Paris, 

Professeur à l'Université de Strasbourg. 

FASCICULE XIV. 

Théorie des Champs graviflques 
PAR M. TH. DE DONDER 

Professeur à l'Université libre de Bruxelles, 
Membre de l'Académie royale do Belgique. 

PARIS 
GAUTHIER-VILLARS ET C", ÉDITEURS 

LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECO LE POLYTECHNIQUE 

Quai des'Grands-Augustins, 55. 

1926 





THEORIE 
DES 

CHAMPS GRAVIFIQUES 
Par M. Th. De DONDER, 

Professeur à l'Université libre de Bruxelles, 
Membre de l'Académie royale de Belgique. 

PREFACE. 

Dans cette seconde partie de notre nouvel exposé synthétique de 
la Relativité einsteinienne, nous étudions d'abord les champs gravi-
fiques dans toute leur généralité. Nous en déduisons ensuite les cas 
particuliers les plus importants : les champs massiques, les champs 
électromagnétiques, les champs massiques et électromagnétiques. Ces 
champs permettent de trouver, d'une manière systématique, les pro­
priétés fondamentales du champ newtonien, du champ de Maxwell-
Lorentz et de l'électrodynamique des corps en mouvement. 

La marche suivie est toujours la même : la dérivation variationnelle 
fournit les dix équations aux dérivées partielles du champ gravifique 
considéré. Puis les quatre identités fondamentales de la Gravifique, 
combinées à ces dix équations, nous donnent le théorème du tenseur 
phénoménal; celui-ci s'exprime par des équations qui généralisent 
les équations de la dynamique et de la conservation de l'énergie; en 
sommant convenablement ces équations, on obtient la généralisation 
de l'équation de continuité. 

Pour plus de brièveté, nous n'avons pas reproduit ici certains 
calculs fort longs, mais élémentaires; nous avons eu soin d'indiquer 
les recueils où on pourra les trouver. Nous engageons vivement le 
lecteur à ne s'arrêter à ces calculs qu'après une première vue d'en­
semble sur la vaste et puissante conception einsteinienne. 
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CHAPITRE 1. 

LES ÉQUATIONS FONDAMENTALES DU CHAMP GRAVIFIQUE. 

1. La dérivée variationnelle. — Soient ç,, £2? ••• des fonctions 

quelconques de xs, . . . , ;r4. Représentons les dérivées d 'une de ces 

fonctions Çfl, par rapport à #*.-, par le symbole \aj- De même ^a,ki 

sera la dérivée seconde de £„ par rapport à r^ et à ;r/. 

Considérons une fonction quelconque F ( £ , , ç2, . . . , ç t , , . . . ) de 

ces fonctions £a et de leurs dérivées successives Ç„,A, e tc . Pour sim­

plifier, nous désignerons la fonction F ( £ , , £2, . ••? ï i . n • • • ) P a r ^e 

symbole F(Ç a , 5«,^ • ••) o u i encore plus s implement , par F . 

Prenons la différentielle de F, c 'est-à-dire écrivons 

<•> —2 [£^2^---^22^-----1-
« fc £ / 

ou, en permutan t les opérat ions d et *— > 

A- k l 

En intégrant par part ie , cette expression peut se mettre sous la 

forme 

rfF s y \ *Ldl,+y - ( JL *,) _ y ± (*L ) ^ 
/i ' À- k 

+22 è, (s£ *«•') +22 Â̂ F, (¾)rf?-
A / k l 

k l ] 

ou encore 

rt A- A / 

+2i[|^.-2^X^7/)!^^2£r/ç''-'----]-
Posons 

en 5$; = ôTc ~2* àxj \d^j ) ^Zà^u dxj ,)Tk \<)ccjk ) 
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Cette opérat ion est désignée sous le nom de dérivée variationnelle 

de F par rappor t à £c. Elle joui t de propriétés remarquables . 

THÉORÈME. — La dérivée variationnelle par rapport à;,., de la 
dérivée partielle 

(4) éi, = 2 ( ^ > " + 2 â^t«-'*+---y 

est identiquement nulle. 

Démonstration. — On a, en effet, 

?J ( âF\ _ V V V f <)1V y <P F y 
SEc \àxt) -ZiZà^-i l<)Sndtc *"-''* <%tttk1)çcW 

1 à ,d¥ d*F „ d*F „ 
ÔXj \ ^ c ^ ^ ^ ^ v ^ ' ^ ^ ^ ^ y - ' 7 ' ^ 

à* / <)F \ ] 

Rappelons que £,y = o si iy^j et s a = i si i =J> 

En effectuant les calculs, on verra que les termes s 'entre-détruisenl ; 

d'où les identités 

1 0;r- \ ttXi / 

2. Les équations fondamentales du champ gravifique. — Consi­

dérons maintenant une fonction ne dépendant que des gx$, ^ a ^ ' ' , 

Sa variance par rapport à un changement quelconque de varia­

bles # , , x2, #3 , / 4 est celle d 'un mult ipl icateur ( ' ) ou facteur de 

densité. Nous appelions dTUr la fonction caractéristique gravifique. 

Considérons, en outre , une fonction J R , de même variance, mais 

qui peut dépendre , indépendamment des «x^, #a^''> • • • ? d 'autres fonc­

tions telles wa, J [, A a , e tc . définies précédemment . Cette fonction 

sera explicitée dans les deux Chapitres suivants; elle sera désignée 

sous le nom de fonction caractéristique phénoménale. 

( l ) Explicitement, on aura 

at» - .m» <*„, *.,,,. gmMt... ) - or«(s"ap, g'^,h ^, ,- , , . . . ) Jg-J » .m'* ^ 

a, p, / . y , . . . = i, 2, 3, \. 
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Prenons, par rapport à ^ P , la dérivée variationnelle de la somme 

(6j OMir-+-0X1. 

On aura donc 

8 ( on* -4- DM ) t)( .m*' -i- .m ) 
(7) 

te*P <te*p 

-22; 
/ A-

^ 

"2j dry \ ^*p./ / 
/ 

( -
•)(D\l#-hD\l) 

ôxj i)x/, \ dg*$*Jk 

Le principe variation/tel fondamental de la Gravifique consiste 
à égaler à zéro les dix dérivées variâtionnelles par rapport 
aux g*P. On obtient ainsi les dix équations fondamentales de la 
gravifique; à savoir 

(8) 
3(3Ry-4- 311) 

8**3 

Posons aussi (') 

(9) 

( 1 0 ) 

w - 8 J R*' 

Nous appellerons t5£p le tenseur gravifique covariant symé­
trique (2), ©â  le tenseur phénoménal covariant symétrique ou 
simplement /e tenseur symétrique. 

(1) Les î?£ft et féaS seront donc des tenseurs covariants du second degré, multi­
pliés par un facteur de densité; il en résulte que les dix équations (8) sont inva­
riantes par rapport à un changement quelconque des variables ou paramètres xu xv 

x31 xk. 
(2) Dans le présent texte les notations ont été modifiées comme suit. Au lieu de 

considérer les dérivées totales par rapport à g-aP, nous utilisons ici les dérivées 

partielles par rapport à g*£; les dérivées totales étaient désignées par le symbole , a . ; 

les dérivées partielles seront désignées par le symbole -r—ja» o n P a s s e des unes aux 

autres par les relations 

d ù 
dg 3T7/ - (*— S«P ( 2 - s / / ) dgOLp,i/H 

Pour utiliser les dérivées partielles -—d'une fonction des gix, gm giiy . . . , on 
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On a, en vertu de ( 8 ) , 

eu) sçh - « fi = t'ap. 

Désignons par C l ' invariant de courbure , et par a et 6 deux cons­

tantes universelles. O n voit que C est donné par 

où l 'on a posé 

<i:n 

cl pUï îC 

^=22 [ 
Rappelons que ces accolades ont été définies dans VIntroduction. 

Si Von prend pour JÎI» la valeur (•) : 

(i4) cmff=(a + * C ) v / = 7 , 

on obtient , en effectuant les opérations indiquées en (8) ( -) : 

(15) — - (a-^bC)g^-h bCj^= T a ? 

aura soin de remplacer tout d'abord, dans cette fonction, g^ par -- (g^-h #2 1) , 

£"i3 P a r - ( ^ i s - ^ ^ i ) ; e t c . Rappelons que dans notre Gravifique einsteinienne 

(Gaulhier-Villars, Paris, 1921, ou Annales de l'Observatoire R. de Belgique, 1921), 
le lenseur ©ft0 était défini par 

\v'-g=3H, 

" ^ dx^Xdg*?*) ~*~Zé <tx Ox\dg«ï*-"J "'==("'2~t^Zg^P% 

({A'') 

II en résulte donc que le tenseur employé dans la Gravifique einsteinienne vaut 
/e double de celui utilisé dans le présent Mémoire. 

(1) Gravifique einsteinienne, équation (12). 
(2) Gravifique einsteinienne, Note 4. Dans le cas où M = o, ro//' A. EINSTKIN, 

Berliner Berichte, novembre et décembre 1915, et D. HILBERT, Gôttinger Nack-
richten, novembre 1915 ). 
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où l 'on a posé 

<i6) T a8 = 
ggft 

Multiplions les deux membres de ( i 5 ) par g<*$ et sommons par 

rappor t à a et {i ; d 'où, en vertu de (12) , 

(•7) 

en posant 

( 1 8 ; 

et 

(19) 

cbC: T — ia 

T g s = 2 ^ T a / (f = i, a, 3,4; 

T ^ T J ( I = I, a,-3, 4). 

Substituons (17) dans ( i 5 ) ; les dix équations fondamentales de 

la Gravifique einsteinienne prennent la forme 

( 2 0 ) - ^ - + - ^ 3 ^ = 1 ^ - -^aftT (a, f = i , i , \ 4.1 

Remarque. — Le principe variationnel tel que nous venons de l'exposer 
revient évidemment à généraliser le principe de Hamilton (1 ), c'est-à-dire 
à annuler la variation 

( 2 1 ) 8 f(DMff -h Jl l ) dxx dx± dx6 dx>+ — o, 

fi étant une portion d'espace-temps sur les frontières de laquelle les variations 
doivent s'annuler. C'est encore pour éviter l'usage d'un espace quadridimen-
sionnel que nous avons préféré l'exposé ci-dessus. 

3. Les identités fondamentales de la Gravifique. — En appliquant 

à la fonction JTL# des théorèmes démontrés antér ieurement ( - ) , nous 

(1) H. A. LORKNTZ, Verslag Amsterdam, iafé\ner 1913. — D. HII.UËUT, Gottinger 
Nachrichten, novembre 1916. — Th. DK DONDEII, Verslag Amsterdam, 27 mai 191b". 

(2) Th. DK DONDER. La synthèse de la Gravifique (C. R. Ac. Se, 11 juin 1923, 
p. 1701); Les identités fondamentales de la Gravifique (Bull. Ac. Roy. de Bel­
gique, a\ril 1924). Voir aussi notre exposé de la Gravifique de Weyl-Eddin g ton-
Einstein ((iauthier-VilIars, 192/1), dans lequel on trouvera la théorie complète de 
ces identités. 
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aurons, à cause du caractère de facteur de densité de celte fonction, 
les quatre identités suivantes : 

( i>.) 

ou encore, en vertu de ( 9 ; : 

( 23 ) (a = i, 2, S, 4). 

Nous avons posé 

( • > 4 ) ^=2^^/-

4. Théorème du tenseur phénoménal. — En vertu des dix équations 
fondamentales (8), les quatre identités (23) nous fournissent immé­
diatement les quatre équations suivantes : 

( * ï ) 

où nous avons posé, comme en (^4) : 

(26) 6i=2^«a 

Nous dirons que les quatre équations (20) exprime le théorème du 
tenseur phénoménal. 

Remarquons que ces équations peuvent aussi se mettre sous la 
forme 

(*7) 2[SH2-.*'']=» (a = 1, 2, 3, 4) . 

On vérifie aisément (Grav., [V)], p. 1^9) que ces quatre équations 
peuvent aussi s'écrire 

('*%) 

/ L / 

,• = <> i a = 1, >, 3, \). 
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Nous poserons 

<-> * - 2 [g - Î2 «»•«]• 
et nous dirons que ÊFa (a = i, 2, 3, 4) sont les composantes de la 
force totale généralisée. Les quatre équations (27) peuvent alors 
s'écrire 

(3o) ^ a = 0 . 

Le théorème du tenseur phénoménal exprime donc que les quatre 
composantes de la force totale généralisée sont nulles. 

5. Théorème du pseudo-tenseur gravifique ( p j • — Un pseudo­

tenseur (asymétrique) gravifique (') est, par définition, un ensemble 

de seize fonctions ( P J (a, [3 = 1, 2, 3, 4) satisfaisant aux quatre 

équations 

Rappelons que les ©g ne dépendent que des gaP, et de leurs 
dérivées successives par rapport à # l7 . . . , JCA. 

Rapprochons (3i) des identités fondamentales (23), d'où 

i 

Utilisons les équations (1 1) et les notations (26); d'où les quatre 
équations 

i 

qui expriment le théorème du pseudo-tenseur gravifique ( ) • 

(1) Le lecteur trouvera dans la Note 6 de la Gravifique einsteinienne l'expression 
explicite de quelques pseudo-tenseurs gravifiques. Nous avons, en mai 1916 ( Verslag 
Amsterdam), donné le premier exemple d'un tel tenseur. Voir aussi le Mémoire de 
T. OKAYA, Japanese Journ. of Physics, vol. III, n0B 4-6, Tokyo, 1924, p. 95-115. 
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Les équations (33 ) sont identiquement satisfaites si l'on prend 

mais alors ce théorème ne sert à rien; il se réduit immédiatement à 
f i \ 

des identités. On peut trouver à?autres solutions pour ( ) satis­

faisant aux équations ( 3 3 ) ou aux équations ( 3 i ) ; mais alors les 

expressions/ j ne sont pas covariantes à un |tenseur asymétrique; 

c'est pour cette raison que nous désignons ( * ) sous le nom de 

pseudo-tenseur gravifique. 

Ondes et rayons gravifiques. — Cette théorie a été développée dans notre 
Gravifique einsteinienne (§ 29 et 45) en nous inspirant des travaux de 
J. Hadamard et E. Vessiot. 

Variances. — Nous ne ferons pas ici un exposé de la théorie des variances : 
covariance, contravariance, invariance, etc. Nous nous contenterons d'expli­
quer nos notations. Les lettres droites, sans indice (a . [3, y, i, ...), telles 
que C, T, a, b sont des invariants par rapport à tout changement des varia^ 
blés x\, Xi, x-i, Xf+. Les lettres de ronde, sans indice, telles que DM, OMs ou 
sDXl, 6 représentant un multiplicateur (ou facteur de densité ou facteur ten-
soriel). Les indices inférieurs indiquent des covariances. Ainsi, F a est un cova­
riant et # a est un covariant multiplié par un facteur de densité (covariant 
tens >riel). De même, g^p, Tay sont des covariants du second degré; les § a p , 
tSa'i sont des covariants du second degré multipliés par un facteur de densité 
icovariant tensoriel du second degré). Les indices supérieurs indiquent les 
contravariances. Ainsi g*?, TaP sont des contravariants du second degré; les 
*Sa? sont des contravariants du second degré multipliés par un facteur de 
densité (contravariants tensoriels du second degré). Un symbole peut être 
affecté à la fois d'indices inférieurs et d'indices supérieurs : les indices infé­
rieurs indiqueront la covariance par rapport à ces indices, tandis que les 
indices supérieurs indiqueront la contravariance par rapport à ces indices. Il 
en résulte une variance mixte. Ainsi, T£ a une \ariance mixte, et fë£ a la 
même variance, multipliée par un facteur de densité 

Dimensions. — En poursuivant l'élude des dimensions commencée à la fin 
du Chapitre III, on trouvera aisément que l'invariant de courbure C a pour 
dimensions L—2. Si nous admettons que les dimensions de la constante uni­
verselles sont celles de l'énergie(1 ) par unité de volume, c'est-à-dire L- 1 T- 2 M, 

(1) Par définition, les dimensions de l'énergie sont celles de la masse (ou M) 
multipliée par une vitesse au carré (ou L-T-2). 
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on eu déduira que la constante universelle b a pour dimensions LT-2M. Les 
dimensions de 01t# et de OUI sont donc T~3M. On en déduit immédiatement 
que Tu, TM , T33,"Tis, T13, T,3 ont pour dimensions L-t T-»M, que T, ; , T a„ T34 

ont pour dimensions T- 'M, et que T l 4 a pour dimensions LMT-*. De là résulte 
que les TJ* (a, P = i, 2, 3) ont pour dimensions L- 'T- 2 M (énergie par unité 
de volume), que TJ, TJ, TJ ont pour dimensions L - 2 T _ ! M (quantité de 
mouvement par unité de volume;, que TJ, TJ, TJ ont pour dimensions T~3 M 
(llux d'énergie par unité de surface et par unité de temps), et que TJ a pour 
dimensions L ' T - 2 M (énergie par unité de volume) (1). 

CHAPITRE U. 

CHAMP (iRAVlFIQUE MASSIQUE. 

6. Définition du champ gravifique massique. — Considérons un 

champ gravifique dû à des masses. Pour décrire le mouvement de ces 

masses, nous utiliserons, avec le spectateur S, les coordonnées eucli­

diennes ( 2 ) # , , ^ 2 , x:] et le temps x-x ainsi que la \ i tesse généralisée, 

dont 

(34) «y= (-^f (a = i. 2, 3, \). 

sont les quatre composantes contravariantes et dont les composantes 

covariantes sont 

(35) / / a = V « - / a ^ <a = i ,* , 3,4) 

Les f/a et les //a sont des fonctions de xK xs. 

Piappelons qu 'on a 

( 3b ) W 2 = ^ ^ é V i " a "'"J '-= ' • 

Le spectateur S utilisera, en out re , le facteur de densité mas­

sique ïTL; ce multiplicateur est fonction de # , , . . . , ^ - , . Ce spectateur 

utilisera enfin un tenseur massique dont les dix composantes symé­

tr iques sont désignées par 4'£ap; ce sont aussi des fonctions de^r , , #.2, 

J?3 , X \. 

(') Pour plus de détails on pourra consulter notre Gravifique einsteinienne, 
Note 23. . . . 

(-) Voir la première Partie de cette sxnthèse : Introduction a la Gravifique 
einsteinienne, août 1920, sp. Cliap. II, équations (1G9) et (172). 
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7. La fonction caractéristique du champ gravifique massique. — 

Nous poserons ( ' ) , dans le cas du champ gravifique massique, 

(37) J l l S - 2 2 ^ a ? ( O T l # a l # ? - r - f f a | i ) . 
a p 

Les symboles qui y figurent ont été définis dans le paragraphe 
précédent . 

8. Équations fondamentales du champ gravifique massique. — 

Grâce à la fonction caractéris t ique ( 3 ^ ) , nous pourrons calculer le 

tenseur phénoménal ou massique fëap défini p a r ( i o ) . Nous aurons ici 

(38) £a(3 = ,91, f/a ws-+- 2 a 3 . 

Posons comme d 'habi tude : 

m, 
(39) N ^ 

v — g 
et 

<4u) P^J*^. 

\ l - S 

Alors , les relations (38) deviennent 

( i n T a s s Nwawp-h Pa!:J. 

Introduisons aussi le tenseur mixte 

(42) p g s y ^ / p a / > 

ainsi que 

(43) P - ^ P ; . 
i 

11 en résulte que 

(44) 
T = N + P. 

{l) En géné ra l i san t les r ésu l t a t s de H. A. LOMKNTZ ( Verslag Amsterdam, 191.Î, 

p . 1070), nous avons été amené à donner à la fonction ,")H une première forme en 

1919 {Bull. Ac. R. Relg., p . 317-v.îJ) et la forme présen te , plus générale , en février 

192^ (Bull. Ac. R. Belg., p . 77-821. 
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Grâce à ces préliminaires, on trouvera immédiatement que les dix 
équations (20) du champ gravifique provoqué par les masses pourront 
s'écrire 

( 4 5 ) -? g 7$H- b%a? = N lu* MJJ — I gx<A -h Pa? — ^ gtf P. 

Ce sont les équations fondamentales du champ gravifique massique. 

9. Théorème du tenseur massique. — Reportons-nous aux quatre 
équations (25) qui expriment le théorème du tenseur phénoménal. 
Substituons-y les valeurs de fë£ déduites de (38), c'est-à-dire 

(46) 

d'où 

«SÎEss^MaMP-r-ffS, 

(47) 2 \â(fflu1't— -î22*"**JA*>«<«+*D 
/ L i k 

2—^— -722^-^-^-
Posons 

(48) 

et 

(49) 

i * 

2 [ S H 2 2 * ' w ^ . 
Alors, les quatre équations (47) s'écriront, en abrégé (*), 

(5o) 5 r
a=c9Ia-h t i ,

a=o (a = i ,2, 3, 4). 

Elles expriment le théorème de la force totale généralisée. 
Remarquons que (48) peut s'écrire immédiatement, en vertu de la 

définition de l'accélération covariante Aa : 

( 5 i ) $1 a = $L Aa -4- f/a 7 
O(âtu') 

ÔXi 

En multipliant les deux membres de cette identité par wa et en 

(1) A comparer avec A. KIXSTKIN (Ami. de Pkys., 49, 1916, p. 769, et Berliner 
Berichte, 8 février 1917. p. 142. 
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sommant , on obt ient 

i3 

(5a) 

ou encore 

(53) 

2^--=2- dx. 

2-^r-+2ff-"a=°-

C'est l 'équation de cont inui té . 

Le théorème du tenseur massique (5o) peut aussi se mettre sous 

la forme suivante grâce aux identi tés ( 5 i ) et à la relation (52) : 

(54) §*= Olky.- H ï ^ î / « / + ffa= O. 

Mult ipl ions par g*$ et sommons par rappor t à a; d'où 

(55) &*== t 9 l A a — u* y #/«'-+-:?*= o, 

où nous avons posé 

(56) ^ = ^ ^ ½ ¾ et ^ = 2 ^ ^ 3 -

10. Cas particuliers importants. — i° Fluide massique incohé­

rent. — C'est, par définition, le cas où les $ a p = o . Les part icules 

massiques ne subissent que l 'action du champ gravifique défini,, 

comme on sait, par les dix potentiels einsteiniens g^. 

Les équations fondamentales gravi fiques (45) deviennent 

( 5 : ) " g*?-*-*>%*$= N (nxu<i— \g*'yj-

Alors le théorème du tenseur asymétrique devient, en vertu 

d e ( 4 7 ) à ( 4 9 ) , 

(58) **»a2[—^ T2^»"""|=0-
MÉMORIAL DIÎS SC. MATH. — N" 14. 
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L'équat ion (53 ) prend la forme très simple 

< 5 9 ) 
\d(Dlui) 

I àx} 

C'est M équation de continuité du fluide massique incohérent . 

En tout point où *7i ^ o, on aura, en vertu de ( 5 4 ) , 

A,-^_iyy <6o) 

ou , en vertu de (55% on aura 

ds IJUA**IJ 

i /' 

a //' UJ = o 

( 6 i ) - ^ - 2 2 1 2 1 - ' lU = u ( a = i, . . . , 4 ) -

Ces dernières équations sont susceptibles d 'une in terpré ta t ion très 

belle, à savoir : Les trajectoires de tout point massique, ainsi que 

leur mode de parcours, s'obtiennent en exti émant ( ' ) 

(62) o / /^yig0L{idx0Ldxfi=o, 

ce qui peut s'écrire plus simplement 

(63) 8 f ds =o. 

On varie par rapport à .r , , x.2, # ;{, x-t en supposant fixes les extré­

mités de la ligne le long de laquelle se fait l ' intégration. Si I o n pose 

Wr 
=i/^£ #*?"*'# =l-(6 j i 

Les équations des exlrémales de ( 62 ) et (63) peuvent s'écrire 

d.rx 

\ \ d 

f dAàii*) \àxz) ~~ °' 

(l) \. Kinstein (Berliner Beric/ite, 1914. f). i<»5 ) admet, la relation (62 ) comme 
hypothèse. — Th. I>E DONDEK, liull. Ac. II. de Relg., Cl. des Sciences, 1919, p. 3ao. 
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On a vu dans le Chapi t re ï ï l que ces équations sont ident iques 

aux équations (61 ). 

2° Fluide massique parfait. — Le fluide massique est dit 

parfait si le tenseur Pj* est de la forme part icul ière 

(66, p > 3 _ 6 ^ . 

Rappelons que 

(67) P ^ = _ ^ _ . 
V — g 

On sait que , puisque les P£ sont des composantes de tenseur , 

e$| sont de même variance que Pj*. 

THÉORÈME. — Si un fluide massique est parfait dans un système 

de coordonnées xi} .r2, #3, x,n il est parfait dans tout autre sys-

terne x.^ x^^ x~, x, . 

En effet, 

a ^JLJLd lJx'x ,)Xj ^i<Ld ll t).v'x o** l <)x'x
 r *' 

i j • i j 

d'où 

I 7*> ) / / — p. C. Q. F. D. 

Corollaire I. — L'égalité (70J exprime que p est un invariant 

pour tout changement des \ariabhs X\. . ,x>t. 

Corollaire II. — On a de plus, en retournant à (66), 

et 

<7->) I» = 2 ^ = - 1 / , . 

/>̂ A* équations fondamentales du champ gravifique provoqué 
par un fluide massique parfait deviennent (45 ) : 

(73) ^ g*? H- ^ V? a? = N ( " a ,̂¾ — ." tfa? ) ~^Pg^ 



l6 TH. DE DONDER. 

Le théorème (5o) du tenseur phénoménal devient 

(74) 2 t a - h 2 a = o , 

où # a est donné par (4p,) : 

<*> ' * — < = - ' & 

O n aura donc explicitement 

/ «v *%r* d(âluaui) dt V^V^ àp , n , , 

<?6) 2 ^, - - ^ 2 2 ^ - - ^ - ^ - ^ = ° («-•.».3-o-
Ces équations peuvent aussi s 'écrire, en vertu de (54) , 

(77) 0 l A a — i # a ^ tf/tt'-h 2 a = o; 

d 'où , grâce à (75 ) , 
dp dp 

<78) OTAa+^ ( „ , £ _ £ ) _ . 

De même, en re tournant à (55) , on aura, en utilisant (56 ) , 

(79) 
âl *->=î(»"f-2.£^)-° 

11. Dynamique dans l'espace et le temps. — Nous avons établi 

dans le Chapitre III les relations permet tant de passer à l 'espace et 

au temps ; à savoir : 

(80) u*=v*\—-9 

(81) ugL=^àgajvJ\-^ 

où l 'on a posé 

( 8 2 ) V = 
ds 
lit* 

En substi tuant les valeurs de u% et ux dans l 'équation (47) du ten­
seur massique, on obtient 

(83) sn -[: 'f?** vi V-i 

</r, ^-^-22^--^ 
-v-2 *>'2^ p/ + H a = o . 
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On aurai t pu mettre aussi cette équat ion sous la forme [Introduc­

tion , (221) à ( 2^3)] : 

i 

L équation de continuité (53) devient ici, après subst i tut ion, 

(85) i«J(e9lV-ip*) 
àxi 

V - i V $p/^= o. 

Utilisons maintenant les équat ions (55) . En vertu de (219) et (221) , 

de l 'Introduct ion, on aura 

(86) v^^rV rf( V - ' P « ) 
dt 4- ^22)^^)-^2^ -h ur* = o 

(a = 1, 2, 3, 4/. 

Multiplions les deux membres de cette équation par g^o et sommons 

par rappor t à a; d'où 

(87) -«[$,*ffi£^22[;j--] 

Retournons un instant à l 'équat ion ( 8 6 ) ; elle peut s 'écrire 

— V-2 i>* V t?,-e'-+- 5?a = o, 

où -r- et -T-J désignent des dérivées totales par rappor t à t. 

Dans le cas où a = 4, cette dernière équation se rédui*" 

(89) aiv-.]-^H-22î?V-"]-v-2a'«"+îr*=n-

Multiplions cette équation par — ^ a et addit ionnons le résultat 

aux équations ( 8 8 ) qui correspondent à OL= I , 2, 3 ; nous obtenons 










