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APPLICABILITÉ DES SURFACES 

ÉTUDIÉE DU POINT DE VUE FINI 

Par M. Bertrand GAMBIER, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

INTRODUCTION. 

Le problème de l'applicabilité a été étudié du point de vue diffé­
rentiel dans un précédent fascicule, divisé en trois chapitres : i° déter­
mination et classification des invariants et paramètres différentiels ; 
2° reconnaître si deux surfaces données sont isométriques; 3° étude 
de l'équation aux dérivées partielles de Monge-Ampère dont dépend 
la déformation d'une surface donnée. 

Il s'agit maintenant d'étudier la réalisation des théories ainsi 
formulées. Ce fascicule est divisé en deux chapitres : le premier 
étudie les principales familles (à un ou plusieurs paramètres) con­
nues de surfaces toutes isométriques entre elles ou les couples 
remarquables de surfaces isométriques : pour les familles, dépendant 
de deux fonctions arbitraires, relatives aux cas malheureusement 
trop rares où l'équation de la déformation est complètement inté-
grable, la question a été résolue au fascicule précédent; la théorie du 
parallélisme de Peterson [42] ou de la stratification de x>:* facettes, 
due à M. Bianchi [4], permet de faire rentrer dans un tout harmo­
nieux les résultats épars dus aux divers chercheurs isolés; j 'ai tâché 
de résumer aussi clairement et succinctemeut que possible les beaux 
résultats de M. Bianchi [5] sur la déformation des quadriques; l'étude 
de la déformation infiniment petite se rattache étroitement à la 
détermination des familles isométriques possédant un réseau conjugué 
permanent; il était donc naturel que ce premier chapitre accordât 
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une large part à ce problème qui d'ailleurs est important aussi pour 
la méthode de H. Weyl [49] exposée au second chapitre. Ce second 
chapitre étudie d'abord quelles sont les régions réelles qui se corres­
pondent clans l'isométrie de deux surfaces réelles; il y a une cir­
constance, assez paradoxale au premier abord, qui se présente pour 
certaines surfaces réelles isométriques, c'est le cas où chaque point 
réel de l'une a un homologue imaginaire sur l'autre : j 'indique des 
propriétés d'auto-isométrie de ces surfaces. Enfin il est naturel de 
se demander si une surface fermée peut être déformée dans son 
intégrité, qu'il s'agisse soit d'une déformation infiniment petite, 
soit d'une déformation finie; M. H. Wej>l a démontré ce beau résul­
tat, d'abord qu'une surface fermée, convexe, sans singularité, de 
courbure totale 471, ne peut être déformée, ni infiniment peu, ni 
d'une façon finie, avec conservation de toutes ces qualités, puis, que 
cette surface est définie, in abstracto, par son seul ds1 : j 'indique le 
principe de la démonstration de M. H. Weyl, en signalant les généra­
lisations qu'il y aurait lieu de faire pour certaines surfaces convexes, 
ou non, mais fermées, et peut-être aussi les simplifications ou perfec­
tionnements que l'on devrait essayer d'apporter aux démonstrations 
de M. Weyl. 

La géométrie Infinitésimale est peut-être l'une des branches des 
Sciences mathématiques où le jeune chercheur aperçoit le moins 
aisément la coordination des idées générales au milieu des résultats 
isolés: j'espère l'y avoir aidé, conformément à'l 'esprit de cette 
collection. 

CHAPITRE L 

FAMILLES ET COUPLES ISOMÉTRIQUES. PARALLÉLISME, STRATIFICATION, DÉFORMATION 
INFINIMENT PETITE. RÉSULTATS DE M. BIANCHI SUR LA DÉFORMATION DES QUA-
DRIQUES. 

1. Nature des familles ou couples isométriques à chercher. — 
Nous avons vu au Chapitre II du fascicule précédent, les cas précis 
où l'équation de la déformation s'intègre complètement; c'est un fait 
remarquable que chacun des types correspondants ait été obtenu 
parla méthode de Weingarten [48], combinée a\ee les résultats de 
MM. Goursat [26], [27] et Baroni [9] ; l'étude directe de l'équation de 
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Monge-Ampère, faite par MLM. Gau [24] et Gosse [25], a montré 
que ces divers types, déjà connus, étaient les seuls. En dehors d'eux, 
les surfaces réglées sont le seul échantillon fournissant une solution 
dépendant d'une fonction arbitraire, correspondant nécessairement 
-(sinon la proposition serait contradictoire) aux surfaces réglées appli­
cables sur la surface de départ : cette déformation des surfaces 
réglées s'obtient explicitement par des quadratures; je renvoie au 
Tome 3 de la Théorie des surfaces de Darboux. 

Ceci explique pourquoi les diverses surfaces isométriques connues, 
restant à signaler, ne peuvent que comprendre soit des familles à 
nombre fini de paramètres, soit des couples isolés; nous ne faisons 
pas de distinction ici entre deux surfaces égales ou symétriques. Le 
plus beau résultat que Ton puisse obtenir ne peut donc que se réduire 
à ceci : trouver une surface S d'où nous puissions déduire une surface 
S1? applicable sur S, et dépendant d'un nombre fini de paramètres, 
telle que la même opération puisse se répéter sur S t , au lieu de S, les 
paramètres entrant dans S2 étant distincts de ceux entrant dans Si, 
et ainsi de suite, de façon à avoir une chaîne dénombrable de surfaces 
toutes isométriques, contenant un nombre de paramètres de plus en 
plus élevé, mais toujours fini : c'est ce que M. Bianchi a fait pour 
les quadriques et ce sera l'un des plus beaux titres de gloire de 
M. Bianchi [5] ; déjà d'autres chercheurs ont cherché à étendre 
ce genre de recherches à d'autres types (surfaces tétraédrales par 
exemple, travaux de M. Jonas [33]). Il est très vaisemblable que le 
même progrès peut être réalisé, sinon pour un ds1 quelconque, du 
moins pour une classe très étendue de ds'1 qu'il y aurait lieu de 
déterminer. 

2. Surfaces de révolution, surfaces hélicoïdales. — Le premier 
exemple à signaler de familles isométriques est celui des surfaces de 
révolution ou hélicoïdales représentatives d'un ds2 de révolution 
donné a priori. C'est Minding [40] puis Bour [13] qui ont signalé les 
premiers ces exemples; prenons le ds- de révolution sous la forme 
canonique [ U fonction de u seul(')] 

(i) ds* = l)*(du^dv*). 

(1) En posant U du — du, on a l'autre forme canonique du2 -h U2 dv* souvent 
employée; il est facile de modilier les formules (2 ) et (3) en conséquence. 
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On obtient oo2 surfaces représentatives (A, m constantes arbitraires) 

(2) X = rcos(—TT-W), Y=/*sin( i-wj, Z = hv -+- 3, 

/-, ça, 5 étant trois fonctions de u définies par 

(3) r*-= / I I»(U 2 — A2), a'«=Us—/H*L''*—A", w'^ ~ ^ 
#n(U*—A») 

Les formes révolutives correspondent à A = o, les formes hélicoï­

dales proprement dites à A ^ o. 

Pour h = o, on a donc oo1 surfaces de révolution applicables 

entre elles, avec un réseau conjugué permanent, à savoir celui des 

parallèles et méridiens. Prenons comme prototype de la famille la 

surface S obtenue pour m = i, que nous supposerons réelle; les 

autres s'obtiennent en multipliant le rayon /• = U du parallèle par m, 

divisant la longitude par m et calculant z par la quadrature 

/ 

pour m <C 1 -, la nouvelle surface obtenue S/M offre toujours une 

région réelle comme homologue d'une région réelle de S, mais 

quand S vient s'appliquer sur S /w, on doit supposer Sm composée de 

plusieurs feuillets superposés; pour m > i , la région réelle de S 

représentée par Sm correspond à l'inégalité =p >> m; or, si M est un 

point de la méridienne de S, T le point où la tangente en M perce 
Taxe de révolution, et (j. la projection de M sur l'axe, on a 

MfJL _ 

JV1T ~ 

de la sorte, soit w l'angle aigu, pris en valeur absolue, de la tangente 

à la méridienne avec la direction des parallèles et soit — = cos w0; on 

doit avoir w > co0 ; soit /*0 le parallèle de S pour lequel l'angle co 

devient é g a l à w 0 ; si la concavité de la méridienne est tournée vers 

Taxe de révolution, on peut remplacer w > co0 par r > /*0 ; si au 

contraire, la convexité est tournée vers l'axe de révolution, on rem­

place w > w0 par r < / 0 ; d'autre part les géodésiques de S tangentes 
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au parallèle r0 ont pour équation 

de sorte qu'elles remplissent la région r > / 0 ; sur la surface S m , le 
parallèle /• = r0 de S est transformé en parallèle de rebroussement et 
nous voyons que la surface S,„ recouvre la région de concavité 
ou convexité géodésique de S au voisinage du parallèle r0 sui­
vant que le long de ce parallèle la courbure totale de S est 
négative ou positive. 

Prenons maintenant un hélicoïde H (A, m); on peut déterminer 
-oo1 hélicoïdes tels que le parallèle de rayon r0 = U 0 de la surface 
révolutive S prototype déjà utilisée devienne hélice de rebroussement 
sur H; les paramètres A et m sont déterminés alors par l'équation 

Ug — m*-U'* — /18 = 0; 

nous allons montrer que l'on peut obliger ces hélicoïdes à recouvrir 
la région de concavité géodésique du parallèle de S ou la région de 
convexité géodésique. Nous pouvons supposer que U soit positif; la 
région recouverte de S est déterminée par l'inégalité 

U« — mUi'*— A s > o , 

ce qui, au voisinage du parallèle critique /• = r0 de S revient à 

Ui ( U0 — m°- U; ) ( u — u0 ) > o ; 

sur H le parallèle r0 de S est transformé en une hélice congruente à 
l'hélice 

(4) X = ocosç , Y = os in9 , Z = hmy, p = /ny/TJg — h*= m*\J'9. 

Le rayon de courbure R ou de torsion T de cette hélice, la courbure 
totale K de S ou H sont donnés par 

Introduisons une quantité géométrique nouvelle 0 définie par 

KO) O - T . 2 + I V - m 2 l J j _ _ 
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L'inégali té annoncée revient donc à 0. U ' 0 ( M — u0)> o, ou puisque 

sur S , r = U , simplement à 0. ( / • — r 0 ) > o; si donc l 'expression 

p + K est négative (ou posit ive), la région de concavité (ou con­

vexité) de S, au voisinage du parallèle cr i t ique est recouverte , à 

1}exclusion de l 'autre , par l 'hélicoïde H. Comme vérification, l 'hélice de 

rebroussement a bien comme courbure la courbure géodévique ^pn 

du parallèle cr i t ique. Le résultat obtenu comprend comme cas 

part iculier celui de la surface de révolution Sm étudiée précédem­

ment . Enfin on remarqne que si U0 = m- U"0, on a 

l 'hélice obtenue ne devient plus sur H une ligne de rebroussement , 
asymptot ique singulière, mais une ligne régulière, asymplot ique 
ordinaire de H ; le développement de z''2 suivant les puissances 
croissantes de u — u0 commence cette fois par le terme 

(7) « ' ^ [ U ^ - i - L o U S — # / i * ( U ; a + U ' 0 U ; ) ] ( a — M o ) » + . . . 

= U ' 0 ( U ' 0 - I » I « U ; ) ( M — i i 0 ) « - h . . . . 

L'hélicoïde H n'est réel que si 

U'0(U'0—#n*U5)£o 
ou encore 

et, si cela a lieu, il recouvre la surface S de part et d 'autre du paral­
lèle r = r0 ( o n remarquera que si cet hélicoïde exceptionnel est 
imaginaire, il est représenté par une équation à coefficients réels, car 
z et w sont imaginaires pures ; les valeurs de v imaginaires pures 
donnent X réel, Y et Z imaginaires pures ) . Le lecteur verra sans 
peine la singularité bien plus compliquée qui a lieu si U' = o, 
c'est-à-dire si le parallèle u0 est géodésique : l'hélice transformée est 
une droite atteinte asymptotiquement par les hélicoïdes en nombre 
infini obtenus pour A = U 0 , ni quelconque. De même on verra la 
modification des résultats quand 

u ' 0 ^ o et u ' 0 u ; - u 0 u ; = o; 

comparer avec le Chapitre I I , paragraphe 1. 



APPLICABILITÉ DES SURFACES ÉTUDIÉE DU POINT DE VUE FINI. 7 

Les explications qui précèdent montrent clairement que si le ds* 

donné est réel, défini, positif, on peut, pour des valeurs convenables 

de A et m, obtenir des surfaces, hélicoïdales ou révolutives, imagi-

naires, mais d'équation réelle; par exemple pour h = o, ni réel 

supérieur à i, la surface de révolution Sm comprend, pour la nappe 

réelle S telle que p < m, une nappe où les coordonnées X, Y de Sm 

sont réelles et Z imaginaire pure; on sait que celte nappe imaginaire 
de S/w, en roulant sur la nappe réelle de S, conduit à des systèmes 
cycliques réels et à des systèmes triples orthogonaux réels, comme/ 
l'explique Darboux [16]. 

Il est juste de signaler ici le rôle exceptionnel que jouent la sphère 
et la pseudosphère. Quand deux surfaces de révolution, dont la 
courbure est variable, sont applicables, les parallèles se corres­
pondent nécessairement, comme courbes le long desquelles la cour­
bure totale a une valeur constante, puis les méridiens, comme trajec­
toires orthogonales du système précédent : les formules précé­
dentes (2) et (3), avec A = o, donnent donc la solution générale de 
la déformation d'une surface de révolution en nouvelle surface de 
révolution. Pour la pseudosphère, le résultat cesse d'être valable; on 
peut déterminer directement la méridienne d'une surface de révolution 
dont la courbure totale est égale à — 1 : M étant un point de cette 
méridienne, C le centre de courbure, IN le point où la normale en M 
coupe l'axe, on doit avoir 

M C . M N = — 1, 

d'où une équation différentielle du second ordre; l'un des deux para­
mètres correspond à une translation le long de l'axe et n'a aucun 
intérêt; l'autre est paramètre de forme; il est plus simple de remar­
quer que l'élément linéaire de la surface peut recevoir l'une de trois 
formes types : parabolique, elliptique, hyperbolique 

(8) du'1 H- e2" dv*, du* -h sh2 u dv*, du* H- ch2 u dv2. 

Pour chacune de ces trois formes, les formules (2) et (3) [conve­

nablement modifiées, en tenant compte du choix de la forme cano­

nique du- H- U2 dv2 au lieu de L2 (du2 -h dv2)] donnent des surfaces 

de révolution ayant ce ds2; la méridienne (r, z) est définie parles 

formules suivantes, qui contiennent, au moins pour les deux derniers 

types, un paramètre m de forme : 
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type parabolique : 

r=meu, z = f \ A — m 2 e'lu du; 

elliptique : 

hyperbolique : 

r = m sh u, z = j \ A — m2 ch2 u du ; 

r = m ch M, z = j Ji — m2 sh2 «/ d« .yVï=ï 
et l'on constate que l'on retrouve par ce procédé les oo1 formes 
annoncées de méridiennes. La pseudosphère jouit de cette propriété 
curieuse qu'en la déformant en surface de révolution, de façon 
que les parallèles restent parallèles, la déformée est la pseudo­
sphère elle-même. Je n'insiste pas davantage sur la forme bien connue 
des trois types révolutifs. 

Pour la sphère, bien que la même exception subsiste, il devient 
presque inutile de la signaler, parce que les diverses applications 
de la sphère sur elle-même se réduisent à une superposition ou à 
une symétrie, de sorte que sur toute surface de révolution de cour­
bure totale égale à + i les parallèles se transforment toujours en une 
famille de parallèles de la sphère (la réciproque n'étant pas vraie, ce 
qui est l'exception signalée). 

Si le ds2 de révolution, U- (du2 -f- dv2 ) , est quelconque, dans la 
famille oo- de surfaces révolutives et hélicoïdales, obtenues par (2) 
et (3), il n'y a que les oo1 surfaces révolutives (m quelconque, A nul) 
qui possèdent un réseau conjugué permanent; nous verrons plus 
loin, à propos du parallélisme, les formes exceptionnelles de U pour 
lesquelles on peut extraire de ces oo2 surfaces une famille 00' conte­
nant un réseau conjugué, autre que celui des méridiens et paral­
lèles : ce réseau est formé de géodésiques et la famille d'hélicoïdes 
peut être déduite, par parallélisme, de l'hélicoïde minimum. 

3. Surfaces minima adjointes. — Les surfaces minima possèdent 
une propriété importante découverte par Schwarz [43], [44], 
O. Bonnet [11] (') et Peterson [42] : à toute surface minima connue S 

(1) . r ^ A i - ï - B ! , JK = A . , - + - B 2 , 3 = A : i - ' -B 3 

(1) Le lecteur se rappellera que le but de cette collection n'est pas de dresser un 
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[A,, A2, A3 fonctions de a; Bt, B2, B3 fonctions de (3; les courbes* 
(A,, A2, A3) ou (B, , B2, B3) sont minima et de plus imaginaires 
conjuguées l'une de l'autre si la surface est réelle], correspond par 
les formules 

i X = A1 e
tta-+- B, e-''w? 

(•2) J Y = A2 eiv-h B., e-«'w, 

( Z = A3e'w_f. B 3 e - 'w , 

où GO est une constante réelle arbitraire, une famille de surfaces appli­
cables sur S, avec conservation du réseau de longueur nulle comme 
réseau conjugué; ces surfaces sont dites associées à la première; 
réciproquement, deux surfaces minima applicables sont associées. 
Deux surfaces associées se recouvrent dans toute leur étendue et 
peuvent être effectivement déformées de façon continue l'une en 
l'autre; les deux surfaces w et &> —|— 7r sont symétriques par rapport à 

l'origine. La surface particulière w = f ou ( GJ = : — — ) est dite 

adjointe de S. Aux points correspondants les plans tangents à deux 
surfaces associées quelconques sont parallèles, et lés éléments 
linéaires correspondants font entre eux l'angle constant w; les réci­
proques sont vraies. En particulier, pour deux surfaces adjointes, les 
éléments homologues sont rectangulaires; les lignes de courbure de 
l'une correspondent aux asymptotiques de l'autre. Au cours de la 
déformation continue où la surface S décrit le cycle complet de 
ses surfaces associées, chaque point de S décrit une ellipse, car 
(x0, y0, z0) étant les coordonnées du point de la surface adjointe 

( co = - )? les formules (2) peuvent être remplacées par 

(3) x0=i(Ay — Bj), yi= *'(A.2 —
 B0> a 0 =*(A 3 —B 8 ) , 

i X = x cosw -4- #0 sinw, 

(4) < Y = ^ c o s w -hjKo sino), 

( Z = z cosw -h z0 sinto. 

historique complet des recherches successives, mais dé présenter la synthèse des 
résultats acquis, et que la science a un caractère essentiellement collectif. Il serait 
toutefois" injuste de ne pas signaler la part prépondérante qui revient au géomètre 
français O. Bonnet dans le développement de la théorie dont ce fascicule et le pré­
cédent ne présentent que la mise au point réalisée par les efforts combinés de 
plusieurs générations successives. 
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tAux points correspondant dans l'applicabilité, les rayons principaux 
sont les mêmes, car RR' = — R.-* se conserve d'après Gauss. 

4. Surfaces de translation à profils de translation plans situés dans 
deux plans rectangulaires. — Soit, en axes rectangulaires, la surface 
de translation 

( 0 j r = U l - h V 1 , y = Vi: 3 = Va . 

Peterson et M. Bianchi [6] ont signalé la famille à un paramètre de 
surfaces de même définition où a est une constante arbitraire 

(2) /Y=y\u?( (i — a-) H- U'.,- du, 

U = / v / r ' ( - sO + v?*, 
U, et LU sont fonctions de u, et V,, V., de v; les quadratures qui 
interviennent sont les mêmes que celles relatives à la déformation de 
la surface de révolution d'axe O y ayant pour méridienne la courbe 
(U, , U2, o) ou celle d'axe O ; ayant pour méridienne la courbe 
(V<, o, V2). Les asymptotiques d'une telle surface s'obtiennent par 
quadratures, les variables se séparant : si, en effet, on choisit U2 

et V, comme variables indépendantes u et r, on obtient l'équation 

pour la surface (i 
V'\du-^- \ '[ dv- = o 

5. Déformation de la surface tétraédrale. — C'est à M.ïzitzéica[46] 
que revient l'honneur d'avoir signalé ce bel échantillon de surfaces. 
M. Jonas [33] a signalé de belles propriétés nouvelles de leur 
déformation sans avoir eu connaissance des résultats complets de 
M. Tzitzéica. J'ai moi-même [18] étudié en détail la déformation de 
ces surfaces. La sphère S, x*-\-y2 -f- z2 = i possède oo« représen­
tations paramétriques, par coniques homofocales, 

p 2 = ( À - ^ q ) ( [ x - f - q ) ^ 

(a — b){a — c) ' 

z , = ( > > - î - c ) < > - r « c ) 
Ce — a)(c — b)9 
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1 et ix sont les paramètres curvilignes ; a, b, c sont des constantes que 
l 'on peut , sans res t re indre , assujettir aux relations a = i , b = o. La 
surface tétraèdrale _ 

(2) aX^-f- [3Y»-i-Tz£=i 

admet doncoo' représentat ions correspondantes , obtenues en écrivant 

1 1 1 2 1 1 

(3) %*X* = x, p\'*=y, T Ï Z ' = Ï . 

Dans chacune de ces représentat ions, le réseau X, JUI est conjugué; la 
courbe X = j / . est une cubique asymptot ique de _ , enveloppe sur _ 
du résean conjugué (X) ou (/JL). Ecrivons 

X = A(X + a)*(i_-î-a)?, 

« ) i Y = B ( X - i - ô ) a < i n - a ) ï , 

\ Z = G(X-h c)*([x 4- c;* 

Si nous calculons en fonction de A, B, C, a, b, c considérés comme 

données , les constantes inconnues Af, B', C , a', b', c par les équa­

tions 

(5) A*a'-hB*6'-4-G ac'=A' ia' 'TT-B'^' 'H-C'*c' ' (« = o, 1, 2, 3, 4), 

on a une solution dépendant d 'une constante arbi t ra i re , et la sur ­

face 2' correspondant à ces valeurs (A ' , B ' , C , a1', bf, c) est appli­

cable sur 2 , l 'applicabilité ayant lieu par les points de même X, JJL. 

Les équations (5 ) expriment d'ailleurs Végalité (ou la symétrie) des 

deux cubiques gauches X =_ \x de 2 et de _ ' , enveloppes de courbes 

du réseau conjugué. Au fond, la propriété est le développement de 

celle-ci : la cubique gauche A(X -f- a ) 3 , B ( X - f - 6 ) 3 , G(X 4 - c ) 3 a pour 

cône directeur de ses tangentes un cône de second degré inscriptible 

dans un, donc 00' tr ièdres trirectangles ; on déplace la cubique de 

façon que chacun des tr ièdres tr irectangles, dont les faces sont oscu-

latrices à la cubique , vienne successivement coïncider avec le 

t r ièdre O X Y Z . Deux surfaces tétraédrales 2, 2', définies par leur 

équation, (2 ) pour _ et analogue avec a', (3', y' pour 2f, sont appli­

cables si la fonction I 

(a6_j_ pe_}_ Y « — 2 | 3 3 Y 3 — 2 Y 3 a 3 — 2 a 3 ( J 3 ) * ^ t ( 6 ) | _. . _ _ _ _ _ __ _ 
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a la même valeur pour _ et _'. M. Tzitzéica et M. Jonas ont abordé 
ensuite le problème plus général : trouver toutes les surfaces défor­
mées de _ ; c'est cette question que je vais essayer de résumer. 

Si I est nul,, le ds* de la surface est réductible à la forme 

(7) ds- = v du'2 - 2 u du dv — dv-

que Von sait déformer complètement: en effet, posant 

( 8 ) — + p== M j , — = Pi, 
2 V2 

on obtient la forme de Weingarten [48] 

(9) ds1 = du- + 2 ( M , — zv2).dv2. 

La méthode de Weingarten ramène la déformation du ds2 (7) ou{9) 
à la recherche des surfaces telles que 

(10) p'-f- p ' r= 4/^ 

p' et p" étant les rayons principaux, p la distance de l'origine au plan 
tangent. L'équation (10) revient à intégrer l'équation 

<"> 5 ¾ - ^ = ° 
et à prendre l'enveloppe du plan 

(12) ( a - h 8)^-+- i"(j3—- a ) y - h ( a [ 3 — i)z—p(i -4-a (3) = 0. 

Si I n'est pas nul, le ds2 de la surface est réductible à la forme 

( 13) ds9-= 7 {u du--f- 2 m du dv -f- p <ak>2). 
4 

Déterminer la surface générale représentative de (i3) revient, 
d*après la méthode de Weingarten, à déterminer une surface (a) 
satisfaisant à l'équation (avec les mêmes notations p', p", p) 

( i4 ) p'p"p>=m3. 

La surface <7 étant lieu du point (x, y, z), soit (£, 77, Ç) le pôle rela­
tivement à la sphère x2-\-y2-+-z2 = m du plan tangent àcren x,y, z; 
ce pâle décrit une surface (<?')'satisfaisant aussi k l'équation ( i4) , 
et l'on a une surface 2 représentative de ( i3) en faisant les qua-
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dratures 

\ ^ - = j t du -hxdv, ^ - = Tri du.-^y dv, 4 - = / Ç du H- z dv, 

\ v = œ*-h y* -4- a2, z* = £2-+- V -+- Ç2. 

Les caractéristiques de Véquation ( i4) so/i£ /es asymptotiques. 
Les surfaces tétraédrales du type I ^ o correspondent à une qua-
drique Q de centre O : P étant un plan tangent au cône asymptote, le 
faisceau Q -j-XP2 =- o fournit oo1 surfaces tétraédrales se raccordant le 
long de deux cubiques gauches symétriques relativement à l'origine; 
chacune des deux génératrices Q =— o, P = o fournit l'une ou l'autre 
de deux surfaces parabolo-tétraédrales (a, b constantes, ab = m) 

(16) X = (u — aï)2, Y = (c — ô*)3, Z= ~[a(u — aï) -t- b(v — 62)] 

applicables sur l'élément ( i3) . 
L'équation (i4) possède une propriété importante : une transfor­

mation affine de centre O, conservant les volumes, remplace une 
surface Œ par une autre surface solution.; comme une rotation 
d'ensemble de a autour de O entraîne la même rotation pour l'en­
semble cr, <J', 2, il ne reste que cinq paramètres dans cette trans­
formation de 2 : la surface transformée-, s'obtient par trois quadra­
tures. Appliquée à une surface tétraédrale, ceci n'introduit que les 
deux paramètres que nous avons signalés (choix de la cubique 
asymptotique, puis déformation le long de cette cubique restant 
invariante), parce que trois paramètres sont absorbés par la transfor­
mation de Q en elle-même, un système de trois diamètres conjugués 
se transformant successivement en les divers systèmes analogues. La 
surface cr, d'équation xyz = i, d'où//2-= 3, est un échantillon curieux, 
pour lequel la transformation annoncée dépend de trois paramètres au 
lieu de cinq. 

Sur toute surface 2 d'élément ( i3) , ou sur toute surface <x 
solution de{\/\), les asymptotiques se déterminent par quadrar-
tures. 

Introduisons maintenant une simplification : soient deux ds2 

du même type correspondant à deux valeurs différentes de m, à 
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savoir m et m 

<*3) 

( i3') 

; Q 

ds~ = 7 ( u du* -f- 2 m afo dv -f- trrfp2 )? 

<&'2 = - {Ti dû* -t- im dû dv + v dv*). 

On peut obtenir toutes les surfaces représentatives de ( i 3 ' ) en fai­
sant une homothét ie de rapport k sur les diverses surfaces représen­
tatives de ( i 3 ) , ce qui se traduit par 

s 

m \ m J 

L'homothét ie est réelle si m et m ont le même signe ; sinon /< est 

imaginaire pu re . Nous pouvons donc nous borner à m = — i . Dans 

ces conditions, t rouver toutes les surfaces représentatives de ( i 3 ) , 

avec /ra = — i, revient à déterminer toutes les solutions de l 'équation 

(17) 
c)*0 

e^—p-ï 

A une solution 9 connue correspondent , sauf rotation autour de 
l 'origine, oo5 surfaces *(ff) solutions de ( i 4 ) (avec m = — i) ainsi 
obtenues : le système 

- ! • 
(18) 

daid$ 
= *0 e% 

6*0 6¾ 

est complètement intégrable, en vertu de ( i 7 ) ; ce système (18) 
admet trois intégrales l inéairement indépendantes \, rh Ç, et si 1 on 
écrit , pour définir A 

? '1 Ç 
<% o\ dl 

('9) A== d* doi d0L 

àÇ o\ oX 
à[i drfi d$ 

on trouve aussitôt 

( 2 0 ) 6>logA __ dQ 
dz ~ = dï' 

6UogA dQ 

o>3 



APPLICABILITÉ DES SURFACES ÉTUDIÉE DU POINT DE VUE FINI. l 5 

ou A = ce^, où c est une constante ; on peut prendre c =— i à condi­
tion de multiplier Ç, par exemple, par un facteur convenable; écrivons 
donc 

(21) A = _ e 0 . 

La surface (E, o, Ç) est alors solution de o o"p'1 -f-1 = o; la sur­

face {x, y, z) polaire réciproque de ('£, n, Ç) par rappor t à la 

sphère x2-±-y2-\-z2-\-i = o s 'obtient aussitôt; puis les variables 

u = ; 2 -4- o2 -f- Z2 et v = x2 -\-y2 - j - z2 ; les formules ( i 5) donnent 

une surface 2 de ds'1 ( i 3 ) avec / ? ? = — i ; les paramètres a et (3 sont 

ceux des asymptotiques de (l, r;, Ç), (x, y, z), ( X , Y, Z) . La substi­

tution linéaire homogène de déterminant i sur (>, o, Ç) définit du 

même coup oo3 surfaces 2 . L' intégration du système (18) revient à 

l ' intégration d 'une équation de Kiccati, car la connaissance de 9 

revient à dé terminer 2 par une solution connue ( D , D' , D") du 

système de Gauss-Codazzi. Pour une suiface à courbure totale con­

stante, on a de même à intégrer l 'équation -—^ = e^ — e'^ analogue 

à (17) , puis un système complètement, intégrable, analogue à (18). 

O r toute équation -—7-5 =f(9), où f est une fonction connue, 

joui t de cette propriété importante, remarquée par Sôphus Lie pour 
les surfaces à courbure totale constante, que la solution Q = y ' (a , (3) 

fait connaître immédiatement oo1 solutions nouvelles 9 z=f(ca, - h 

où c est une constante arbitraire : le pendant de la transformation 

de Lie, des surfaces à courbure totale constante, est donc, ici, cette 

transformation ( T ) de Tzitzéica : nous appellerons T„ la transfor­

mation où la constante n est liée à c par la relation = c 3 ; le 

système (18) est remplacé par 

j . g _ r f e «g t i + n^àj 
07.- àoL dtx 1 — n à$ 

w ^ = e * 1 

d_*\ _ i—n _ ô 6¾ , 0I6 6¾ 

-dp- ~ i - h / i * o>a """" d$ df 

où, 9 est restée la même fonction. 
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M. Bianchi [7] avait trouvé en 1879 k transformation complémen­

taire des surfaces à courbure totale constante (transformation à un 

paramètre faisant correspondre à la première surface connue une 
autre telle que la congruence de leurs tangentes communes soit con-
gruence de normales, transformation dépendant d 'une équation de 
Riccati) . Backlund [ 1 , 2 , 3 ] , en i883 , généralisa la transformation 
complémentai re ; ses efforts, combinés avec celle de M. Bianchi, 
aboutirent à la transformation générale des surfaces à courbure totale 
constante, dépendant cette fois de deux paramètres, toujours obtenue 
par une équation de Riccati : si l 'on appelle L la transformation 

de Lie [38] passage de Q(a, (3) à 9 ( COL, £ j , L - 1 consistera à rem­

placer c par - ; appelons C la transformation complémentaire et B la 

transformation générale de Backlund, on a 

(>2) B = LCL-i. 

Or pour leï> surfaces 2, G, <J' étudiées ici, M. Jonas a imaginé une 
transformation 0,, complétant Tn de la même façon que la transfor­
mation B de Backlund complète la transformation L de L i e ; cette 
transformation Qn est basée sur la transformation des équations de 
Moutard imaginée aussi, avec les théorèmes de permutabili té, par 
M. Bianchi. Ici, £,, rt, £, x, y, z sont six solutions de la même équa­
tion de Moutard 

<*> £ |= e 6 R > 
où 9 est solution de (17) . Nous déterminons une intégrale R du 
système (18'), où n est supposé différent de zéro ou 1 ; les trois sur­
faces (£, r), £) (x, y, z) et ( \ , Y, Z) sont supposées rapportées à 
leurs asymptotiques ( a , (3), et nous calculons 

(24) 

' \ r e~° 17 *\àR d% / l \ àV{ d* 1 ) 

I l *~° | \ .dhdx . N dK dx~\ j 

puis r},, Ç«, yK, z{ par permutat ions circulaires; soit 

{'25) " = H + ^î^!: î , v, = x2-i-y2=z2, 
1 J 

126) X i = X-1- M1Ç1-H (-'i-z-i— u% — vx-h n*(y\iz — ^y)-+-n *(y^ — Zli\) 
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avec formules semblables pour Y, et Z4 : la surface ( X , , Y , , Z , ) a 
pour ds2 

( 2 7 ) ds2= y(Uidu2—iduidvy-*- Vidv2) 

avec 

(28) dXA=-(!;ldul-hxldvl), dYl = ..., d Z , = . . . . -

L'obtent ion de 2 , ( X , , Y , , Z,) dépend à la fois du choix de n, puis 

du choix de R , ce qui fait trois constantes (au lieu de deux pour la 

transformation de Backlund) pour la transformation 0W. 

Imaginons maintenant que de 2 on ait dédui t par une transfor­

mation 0 / l i une surface 2t, puis par une transformation 0„ une sur­

face 22(ni n^y^\); on obtient , en termes finis, une surface 23 t rans­

formée à la fois de £ , par une transformation 0„a et de 22 par une 

transformation 0Wi : c'est le théorème de composition et permu-

tabilité. Pour / Ï ( /i2 = i, il faut que les solutions R, et R2 satisfassent 

à une certaine relation numér ique convenable entre les constantes 

dont elles dépendent , et cela posé, le théorème de permutabil i té 

subsiste, mais la quatr ième surface (x5, y3, z>s) dépend d 'une cons­

tante arbi traire et s 'obtient par une quadra tu re . Ce dernier cas part i ­

culier, /i, n2 = i , avec la restr ict ion convenable sur R,, R2 , jou i t d 'une 

proprié té importante : écrivons 

( 29 ) -> £ h 22> s< 

2i est supposée correspondre à 2 par 0„ et R, ; 22 à 2 par 0 t et R2 : 
n 

de la sorte 2 correspond à 2.2 par Sn et TJ-; on constate que 22 corres-
R 

pond à 2i par 0W et - ^ , de sorte que le cycle fermé 22{22, à trois 

termes, correspond à la même transformation 0„ et trois fonctions 
R i . *•* " 

successives R< ? ^> -rr> dont le produit égale un ; le cycle inverse 
(30) 2, S,", S„ S 

correspond à 

8 i e t n 2 , ^ - » 5 - ; 
K2 *M \ j ^ 

le théorème sur la composit ion et permutabi l i té mont re 
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transformations 9nr 8IU, 0n< appliquées successivement, four­
nissent à partir d'une première surface connue une succession illi­
mitée de surfaces toutes applicables entre elles, dépendant d'un nombre 
croissant de paramètres : si l'on sait intégrer (i 8') pour une valeur 
quelconque de /i, ces surfaces s'obtiennent par des quadratures. 

Ihexiste enfin une surface 2i2 auxiliaire qui n'est pas applicable 
sur les surfaces 2, telle que 2 et 2i2 d'une part, puis 2l2 et 2t cons-
.tituent les deux nappes d'une première, puis seconde congruence W 
[propriété vraie encore pour (2, 2r2), puis 2i2, 2 2 ) ] . 

2 et 2t étant obtenues, 22 s'obtient par une quadrature, de sorte 
que la transformation générale 0„ peut être de oo' façons décomposée 
en deux transformations asymptotiques; quand 22 a elle-même été 
choisie, la surface 2i2 s'obtient sans quadratures, le point courant 
de 2{2 s'obtient par intersection des trois plans tangents correspon­
dants de 2, 2X. 22. Cette théorie exige une somme énorme de calculs, 
pour finalement arriver à des résultats extrêmement simples et élé­
gants. Nous verrons plus bas comment M. Bianchi a obtenu, pour 
les quadriques générales, la généralisation de ses résultats relatifs à 
la sphère x2 -\-y2 -+- z2 = =t î ; il était indispensable, pour bien 
apprécier l'importance capitule des idées de M. Bianchi, d'indiquer 
un autre exemple que celui des quadriques; les surfaces tétraédrales, 
grâce à la profondeur des recherches de MM. Tzitzéica et Jonas, nous 
l'ont offert; depuis le résultat définitif obtenu par MM. Gau et Cosse 
sur l'irréductibilité de l'équation de Monge-Ampère de la défor­
mation, c'est donc dans la direction de M. Bianchi que la théorie doit 
faire des progrès : si un ds'2 quelconque n'offre pas de telles défor­
mations, il serait intéressant de déterminer les ds2 particuliers qui 
les offrent. 

Dans la classe des surfaces étudiées ici, les surfaces tétraédrales 
jouent un rôle exceptionnel, ainsi que toutes celles pour lesquelles <r 
et G sont réglées : elles échappent en partie aux transformations 
indiquées ici. J'ai étudié moi-même les circonstances élégantes qui se 
produisent dans l'applicabilité les unes sur les autres des surfaces 
tétraédrales. 

6. Surfaces à courbure moyenne constante. — Un autre exemple 
de déformation curieux est celui que Sophus Lie et Ossian.Bonnet [12] 
ont signalé pour les surfaces à courbure moyenne constante. Etant' 
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donnée une surface 2 à courbure totale constante positive -̂ > les deux 

surfaces S, et S2 parallèles à 2, obtenues en portant sur chaque nor­
male la longueur -+- a ou — a k partir de son pied, ont leur courbure 

moyenne constante ^ -\- -^ = - ; ces deux surfaces sont d'ailleurs iso-
n H a 

thermiques associées; leurs lignes de longueur nulle correspondent 
aux asymptotiques de 2. Quand on applique à la surface 1 la trans­
formation de Sophus Lie, déjà indiquée au paragraphe précédent, on 
déduit de 2 oo1 nouvelles surfaces 2f, et par suite, ce1 surfaces S't 
ou Ŝ , : les surfaces S', sont toutes applicables entre elles et ont, aux 
points correspondants dans l'applicabilité, les mêmes rayons prin­
cipaux, car RR' est le même en vertu du théorème de Causs, et, 
d'autre part, ^ -f- jr-, a la même valeur - ; la famille S' offre la même 

u K a 

particularité. 
Cette transformation des surfaces Si ou S.» dépend d'un paramètre; 

au cours de la déformation, il n'existe pas de réseau conjugué per­
manent. A signaler que dans la famille de surfaces déduite de S, on 
trouve une surface (réelle) et une seule 2'. qu'Hazzidakis [30] a 
signalée, dont les lignes de courbure correspondent à celles de 2; la 
surface S', correspondante admet avec S,, comme reseau conjugué, 
celui des lignes de courbure. 

La transformation de Sophus Lie des sui faces à courbure totale 
constante n'est pas une applicabilité; elle a été déjà signalée au para­
graphe précédent; elle le sera de nouveau dans le paragraphe con­
sacré aux résultats de M. Bianchi; il importe de bien séparer les deux 
points de vue distincts auxquels on peut l'envisager. 

Considérons une surface 1 à courbure totale constante négative, 
égale à (— i), rapportée à ses lignes asymptotiques &. (3, et sa repré­
sentation sphérique a, donnant les ds2 respectifs 

\ i - > ds1 = doi1 — dV- -r- > cos > M doi <7[5, 

^ ' l ( a ) (h2 = <7a2 -+- d[i2 — 2 cos > to r/a rf3 

avec l'équation de condition 

d1 o) 

A une solution w(a, (3) de (2), correspond le point (c, c', c"), qui 
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décrit <r, par le système complètement intégrable 

d 2 ô A dô d , , . 2ÔOL d8 

(3 ) 

do) 

V-V UM U . . d(X </« 

</a2 da da SIÏ120J dp 

d 2 6 
I COS2 0J = O, dadp 

^ 0 . 1dâàt) d0 d . . . 
i —r- -+- 0 : - — — lO£>(Sin9 0)) = O. 
\ d p 2 Mi i îo ) da dp dfl o V ; 

L'intégration de (3) revient à une équation unique de Riccati. 
On obtient ensuite le point {x, y, z), qui décrit 2 par les formules 

de Lelieuvre, c'est-à-dire par trois quadratures. La remarque de 

Sophus Lie consiste à remarquer que &),==&) (ta, -) est une nou­

velle solution de (2), quelle que soit la constante t. Si nous adoptons 

cette valeur nouvelle w1? en conservant les mêmes a, |3, on a les ds2 

nouveaux 
^ ( 21 ) ds - = da.2 -h d$2 -+- 1 cos 2 u>i da. d[i, 

! (ffi) dv\ = daï-^d^-— 2C0S20J! dad[i. 

On a ainsi, une fois 1, obtenue par la nouvelle,équation de Riccati, 
une correspondance particulière entre 2 et 2K qui conserve les 
lignes asymptotiques, les lignes de courbure 

(w = a + p , v = a — [B, ds2 = c o s 2 a> du2 -h s in 2 w rfe2;, 

maw gr«i' change l'angle des asymptotiques. 
On peut, au contraire, sur la surface 2, considérer le point de 

coordonnées 

U) a i = = r ?i='P> 

de sorte que 

(5) *>!(«!, j * 0 ^ ( * « l , ^ ) = " ( « , P)-

Remplaçons dans (1'), a et (3 par a,, (3, : on a les ds2 respectifs 

( da-f-f-d.8? + acosaco^at t , ^ ) ^ ^ ( 3 , , 
( 1 ) 
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Remplaçons maintenîint a, et (3, p a r - ? ¢(3 ; on a 

l ds'i = - î l H- <2rfGsH-2COS2io(a. t3)^ae/p, 

I d?2 = — -r- t*dp— 2c6s2co(a, pWa<73. 

Cette foisron a ainsi réalisé par les points de même a, (3 sur 2 et 
sur 2\ une correspondance conservant les asymptotiques, leur angle 
et les aires : sur 2 on a une double infinité de losanges de même 
côté / découpés par les asymptotiques 

a, a z h / , a zh 2 / , . . . a.±nï 

p, p ± / . p=t2/ , . . ' . , ; J ± / I / , . . . . 

Dans la correspondance nouvelle entre 2 et 2 , ces losanges sont rem­

placés par des parallélogrammes dé même côté - (sur les asympto­

tiques (3 = consl.), It (sur les asymptotiques a = const.). Sur les 

représentations sphériques, on a le résultat analogue, sauf que les 

lignes a, (3 ne sont pas asymptotiques. Les lignes de courbure 

a, ± (3, = const. de2t ontpourhomologuelescourbes- ± tfi = const. 

de 2 qui ne sont pas lignes de courbure, sauf pour la valeur t = ± i, 
qui donne la transformée d'Hazzidakis. C'est à ce second point de vue 
que l'on étudie la transformation de Sophus Lie pour les surfaces de 
Bonnet-Lie et pour les surfaces de Voss; c'est, au contraire, au pre­
mier point de vue c^ue l'on se place dans la déformation des qua­
driques de M. Bianchi. Il importait de bien caractériser la différence 
des points de vue, car, suivant les circonstances, chaque auteur 
adopte l'un ou l'autre, en oubliant presque toujours de prévenir le 
lecteur du choix adopté. 

Dans le cas de la" transformation de Bonnet-Lie pour les surfaces à 
courbure moyenne constante, il est nécessaire pour la réalité que la 
surfue à courbure totale constante 2 de départ soit à courbure totale 
positive : il suffit, dans les formules qui précèdent, de supposer a 
et (3 imaginaires conjuguées, w imaginaire pure et de faire sur 2 une 
homothétie de rapport i; h constante t doit avoir l'unité pour module* 
On pourra, pour éviter l'emploi des imaginaires, écrire le ds2 de 2 
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et (7 sous la forme 

(6) 

ds* = ch2 w du'2 -4- sh2 o) de2 , 

dcr2 = sh2w du*--^- ch2o> cfc»a, 

d 2w d2oj i , 

d?/- de2 4 

La transformation de Sophus Lie (premier point de vue) consiste à 

prendre 

(7) W|(f/, r) = «[MCOsa — cs ina , u sina -1- v cosa] . 

Le second point de vue consiste à écrire 

\ O J , ^ M , , l > , ) = OJ( M , P ) , 
( o ) , 

/ « , = , « 0 0 * 1 — rsuia , %>y — u sina -t- v cosa. 

Les surfaces S, et S2 ont pour ds2 

(y) ds2= e-*-«>(du2-+-dvn-). 

La transformée d'Hazzidakis correspond à a.= z b - - La forme (g) 

montre que la correspondance entre le point (u, v) de S4 et le point 

(u{, Vi) de S'j obtenu par (8) est bien une application. 

7. Déformation avec conservation des rayons principaux. — Cet 
exemple de déformation à un paramètre, où les rayons de courbure 
principaux se conservent, n'est pas le seul; nous avons vu que chaque 
famille de surfaces minima associées donne cette circonstance (cette 
fois avec un réseau conjugué permanent); il e\iste encore une série 
d'autres exemples, étudiés par OssianBonnet[12], puisHazzidakis [31] 
et M. Servant [-43], mais on n'obtient alors que diverses familles de 
surfaces toutes imaginaires à un paramètre, bien que leur ds2 convienne 

à des surfaces réelles: je cite en particulier le ds2 simple ( ) du dv, 

où U et V sont fonctions arbitraires, respectivement du seul aoui^et 

qui donne la famille de surfaces dépendant du paramètre t : 

( I ) ;=î^i=iii_z/, y = u>^ * = ^ 0 + 4 ^ - / 1 

avec 
(t> + t)(u — t) f== r Y2dv _ r U2du 

u--v ' J—J^-t-ty2 J (u — ty' 

U t* —ns J c* —1)2\ 
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On remarquera que L) = iu2, V = — iv2 donne 

ds2 = — (u — v)2 du dv, 

et en remplaçant u, v par A + /B et A — *B, on a le ds2 caracté­

ristique des surfaces développées de surface minima 

ds2 = 4B*-(d\2-hdB2). 

Quand le paramètre t augmente indéfiniment, on obtient la surface 
limite 

U - h V 2 2 

( 4 ) /„ = A l dv -+- A J 2 rfw, <|/0 = * /"v tfr — i T L rfw. 

8. Déformation où une série de lignes de niveau reste lignes de 
niveau. — M. Goursat [28] a signalé ce cas intéressant ; je l'ai moi-

même retrouvé par une méthode plus simple. Prenons une surface 

développable D arbitraire et traçons les sections de D par une série 

de plans parallèles choisie arbi t rairement : par exemple, les plans 

z = const . ; déplaçons chaque section de cote z, parallèlement à Oz, 

perpendiculaire à ces plans, de façon à lui donner une nouvelle 

cote Z, où Z est une fonction, f(z) arbitraire; la surface S ainsi 

obtenue possède la propriété daclmettre une déformation continue à 

un paramètre où les lignes de niveau z = const. restent lignes de 

niveau; on remarque que, dans le passage de D à S, chaque généra­

trice de D devient une courbe plane dans le plan projetant horizon­

talement la génératr ice; ces courbes planes donnent sur S les lignes 

conjuguées des courbes z = const. , et au cours de la déformation 

annoncée, ce système conjugué reste conjugué. La surface S est sus­

ceptible d'être représentée par les formules paramétriques mettant en 

évidence ce système conjugué (z), (a) 

i jr=f(z) 6 v a)-h n(a), 

(i) b ' = / ( * ) f i i W + T„(a), 
I z = z 
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avec les relations différentielles 

- v 'I'I («)»__ V(g ) 
^ ; 0',(a) 6'(a)" 

Les déformées s 'obtiennent en écrivant 

X = y U ) S(a)H- r^a), 

(3) ,' Y = / ( a ) ë , ( a ^ + Tfî,(a), 

f Z= Csji-^n)'2^ z)dz, 

où /i est une constante; les fonctions 9(a), 0((a),Y)(tf), *h (a) se 
calculent par les formules 

0 = p COSOJ, Oj = p sinoj, 

? 2 = e 2 + 0 î
> — n, 

( 4 ) / 6/co _ v / ( 6 ^ o ' f - M ) ( e ^ + ey-2)-(er-he,ejp» 
' 'a ~ 62^-02- /1 ' 

^ ( ^ = VCfO =
 f/(^\ 

5', (a) t\a) 0 ' ( « ^ 

On peut remarquer que cet exemple comprend un grand nombre 

de cas connus ( surfaces de révolution, surfaces moulures, surfaces de 

translation à profils plans dans deux plans rectangulaires, surfaces de 

Peterson ayant un système conjugué doublement de Kœnigs : ces 

dernières surfaces s 'obtiennent en annulant /}, YÎ,, YJ, r n ) . 

9. Couples isolés de surfaces applicables. — Je cite quelques 

exemples simples de couples isolés remarquables. 

Soit une surface de translation S telle que les cônes directeurs des 

tangentes à chaque profil de translation A ou B soient homofocaux; 

il lui correspond une déformée unique S, de même définition, telle 

que le profil A, admette pour cône directeur de ses tangentes le même 

cône que B et inversement Bj que A. Peterson [42] a le premier cité 

ces couples : j ' e n ai moi-même repris l 'étude [20] . 

De même, soit une surface quelconque 2 de courbure totale cons­

tante —;; portons sur chaque normale à 2 une longueur constante b : 

on obtient ainsi une surface S ; S admet une seule déformée S, telle 

que le réseau de courbure soit resté de courbure ; S! est parallèle, à 
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la distance constante a, d'une surface 2K à courbure totale con­

stante j - : par une homothétie convenable, 2 et 2{ deviennent trans­

formées d'Hazzidakis l'une de l'autre. J'ai donné cet exemple [19] . 

J'ai donné divers autres exemples déduits de la théorie des méca­
nismes; Peterson a donné aussi d'autres exemples curieux. 

10. Parallélisme de Peterson, réseau conjugué. — Soient deux 
surfaces S et Sj applicables : si l'on écarte le cas de deux surfaces 
réglées, la correspondance ponctuelle résultant de leur application 
fournit un réseau conjugué, et un seul, formé de deux familles 
distinctes; prenons ces courbes pour lignes de coordonnées u, v; 
l'équation de Laplace, relative à ce réseau, est 

U ; dudv ÎH2\ dv du ) du 2H2\ du dv)dv~°' 

Elle est la même pour S e t S, , admet pour solutions x, y, z, xK, yK, zn 

et, en vertu d'un théorème de G. Kœnigs, 

x2-+- \--^ z2— x2—y\— z-. 

Une surface S7, parallèle à S suivant le réseau conjugué en jeu 
au sens de Peterson, est définie par les équations 

(2) dx'^V^du-^-q — dv, dv'^..., dz' = ..., 
v ' du dv ~ 

où P et Q satisfont aux équations 

£-£(•£-'£)«»-'>--
£-dp('£-'S)<'-<»« 

et S' admet pour ds2 

(4 ) ds'2 = P2E du2-r-2PQF du dv-r-Q2G dv2. 

Mais alors, avec les mêmes P et Q, on obtient une surface S', paral­
lèle à S, suivant le réseau (u, v) applicable sur S' avec le réseau (M, v1) 

(3) 
K ' ] dQ 
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conjugué, par les quadratures analogues à (2) 

(5) rlx\ = P^-du +-Qâ-p-dv, dy\ =. . . , dz\=.... 
1 du dv J ' 

Suivant que le réseau R1 correspond à oo1 déformées de S ou à une 
seule, le parallélisme au sens de Peterson donne oo1 ou une seule 
déformée de S'. L'élimination de P ou Q entre (3 ) conduit à l 'une 
ou l 'autre de deux équations de Laplace pour déterminer P ou Q : 
si P est calculée, Q s'obtient sans quadratures par la première équa­
tion (3 ) . 11 vaut souvent mieux opérer ainsi pour sauvegarder la 
symétrie : soit O une solution quelconque d e ( i ) (<I> pourra être l 'une 
des 7 solutions signalées). On peut remplacer les inconnues P et Q 
par la seule inconnue il telle que 

dQ dû 

( 6 ) P = ^ ' Q = " ^ ' 
du dv 

et la nouvelle fonction inconnue Q est s implement assujettie à vérifie^ 

l 'équation de Laplace 

(7) i ! _ _ _ _ _ l _ / E ^ - F 
{7) dudv iWV ' * 

d * 
àG_FàE\dv_ dQ 
du dv J d<ï> du 

du 
d* 

L / G — — F —^ du âQ -
2 H 2 \ dv du/ d4> dv ~~ 

dv 

Cette propriété permet de découvrir la transformée d'Hazzidakis 

d 'une surface 2 à courbure totale constante'— : on peut, par homo-

thétie, prendre a = 1 ; 2 est applicable sur la sphère unité S, de sorte 
que le réseau C des lignes de courbure reste orthogonal , donc con­
j u g u é ; la représentation sphérique S' de 2 est une sphère unité paral­
lèle à i , au sens de Peterson, suivant le réseau C; donc, à S déformée 
de 2 sur ce réseau conjugué C correspond une surface 2r, parallèle 
à S suivant ce réseau et applicable sur S', donc à courbure constante 
unité et réelle; 2 et 2' se correspondent avec conservation des lignes 
Me courbure ; 2 et 2' sont déterminées in t r insèquement par les trois 
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formes fondamentales 

i
S dx2 = ch2 cp du- -+- sh2 cp dv2,, 

S dcdx = sho ch cp (du2 H- dv2), 

S de*- = sh2 cp du* -t- ch2 cp dv*-, 

! S d # 2 = sh2 cp du* H- ch2 cp dV2, 

S dcdx = sh y ch y (du2 -h dv*-), 

S c?c2 = ch2 cp du- -H sh2 cp dv*-, 

cp étant solution de l 'équation 

d 2? d 2? 
J T T "+" J T •+- s n ? .en cp = o. 
du2 dv2 T . T 

On remarquera que si 2 est réelle, mais à courbure totale constante 

négative, 2' devient imaginaire avec deux coordonnées réelles et une 

autre imaginaire pure . 

Cela permet aussi de démontrer qu 'en dehors des suifaces de révo­

lut ion ou des surfaces moulure de Monge, si deux suifaces S et S4 

sont applicables, le réseau de courbure se correspondant , la surface S 

admet même icprésentat ion sphérique de ses lignes de courbure 

qu 'une surface à courbure totale constante (positive si S et Si sont 

réelles toutes deux) . En effet, la sphère s, sur laquelle on prend 

Timage sphéi ique de S, est parallèle à S au sens de Peterson; donc 

la déformée connue S, de S entraîne une déformée cr, de s suivant un 

réseau rectangulaire : a, e s t a courbure totale constante et parallèle 

à S, ; en renveisant les rôles de S et SK, on retrouve la transformée 

d'Hazzid. kis erde <7| ; d'ailleurs s n 'admet , suivant le réseau image des 

lignes de courbure de S, qu 'une déformée <7,, sauf le cas réservé. 

11 . Réseau conjugué persistant dans une déformation. — Si nous 

considérons un ds2 connu a priori, il est facile de voir qu 'un réseau 

connu int r insèquement ne pourra , en général, jamais devenir con­

j u g u é ; en effet, ce réseau étant pris comme réseau de cooidonnées , 

E, F , G sont connus et l 'on essaie de trouver une solution des équa­

tions de Gauss-Codazzi où ô' = o. L 'équat ion ôô" = K ( E G — F 2) (avec 

les notations constamment employées ici) permet de ne garder que 

l ' inconnue S qui se trouve ainsi déterminée par une équation auxdif-

féienlielles totales, en général sans solution. Ainsi , si le réseau est 

MÉM. DES SC. MATH. N° u l . 2 
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celui des lignes de longueur nulle, on a 

E = G = o 

et Gauss-Codazzi donnent à = U, S" = V, où U et V ne dépendent 
respectivement que de u et v; on a ensuite la condition 

d2F i dF dF 
or or . F 2 U V = o, du dv F du dv 

qui n'est pas une identité et oblige F à être d'une forme particulière : 
on retrouve ainsi l'élément caractéristique convenant à une famille de 
surfaces minima associées. On obtient ainsi la notion de réseaux qui 
peuvent, au cours de la déformation, devenir conjugués o, i , 2 
ou oo' fois. Rapportons, en effet, une surface S à un réseau conjugué; 
on a alors ô' = o; il s'agit de savoir si l'on peut trouver une nouvelle 
solution (ô, o, ô") des équations de Gauss-Codazzi, distincte de 
(8, o, o") relative à la surface S donnée; on peut poser, avec une 
unique inconnue X, 

(O S = x«, r = £ . 

On a les deux équations 

<*> £=j".1H"!s' £H"H,1«-
0" 

En écrivant que là et T- sont nouvelles solutions de (2 ) , on a 

<•> «GH?}*G-*)- S-UW-D-' 
En prenant la nouvelle inconnue v définie par 

(4) X 2 = I + V
£ ' 

on remplace (3) par 

<'> Ê—<->[|-|«. ï—-[lïlï]-
La condition d'intégrabilité s'écrit 

<»> [£[!"ifl-l[!?!l]]H"!î?Kll?ifl-
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Si le coefficient de v dans cette équation (5) n'est pas identi­
quement nul, cette équation (5) fournit une seule valeur de v, donc, 
au signe près (ce qui indiffère), une seule de A et, suivant que cette 
valeur de v ne satisfait pas ou satisfait aux équations (3'), il n'existe 
pas ou existe une surface nouvelle où le réseau (M, V) est encore con­
jugué. 

Si Von a simultanément 

£[{• , • }?] -£[{?}* ]—{Vi l?! -
il existe une déformation continue à un paramètre. 

Il est très remarquable de signaler, qu'en supposant ô' = o, on a 

(n\ i 2 2 M f 1 2 ) ' ( « ) «" (12)' 
(7 ) { - 1 s * — { a p { a } y — { M } ' 
les symboles accentués de Christoffel se rapportant à la représen­
tation sphérique de la surface, c'est-à-dire formés avec la troisième 
forme fondamentale S de2 au lieu de la première Sdx2, de sorte 
que'(3') et (5) peuvent s'écrire sous forme plus simple 

t*\ ây t ^ \il'2Y <>v ( I 2 ) ' 
(8) _ = 2 ( V + I ) j 2 j , _ = a v j j j f 

de sorte que la propriété du réseau ne fait intervenir que sa 
représentation sphérique : c'est une nouvelle démonstration de la 
propriété du parallélisme de Peterson signalée au paragraphe pré­
cédent. Déterminer en particulier toutes les familles à un paramètre 
de surfaces applicables avec réseau conjugué permanent, revient à 
déterminer tous les réseaux sphériques tels que 

/ N d ( 1 2 ) ' d ( 1 2 / ( 1 2 V f 1 2 ) ' 
( l0) Tu\ i( = 3 5 { a J = a i i ) { a p 

Les équations (6) et (10) font immédiatement découvrir une classe 
importante de surfaces S indiquées la première fois par Voss [47J; 
les équations 

(M) { V } - . , { " } _ . 
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expriment que les lignes v •=. const. et u = const. sont géodésiques ; 

elles entra înent (6 ) : donc, si une surface admet un réseau con­

jugué formé de géodésiques dans les deux familles, elle admet 

une déformation continue à un paramètre où ce réseau reste con­

jugué [Voss e tGu icha rd ont étudié ces surfaces (f) s ns avoir r emar ­

qué cette déformation continue à un paramètre , qui n 'a été signalée 

qu 'après développement de 11 théorie exposée dans ce parag a p h e , 

développement dû sur tout à M. Bianchi] ; les deux équations équiva­

lentes à (11) 

/ <\ ( I 2 ) ' f l Q 

expriment que le da2 de la sphère (cr) est réductible à la forme 

du*1 -j- dv1 — 2 cos i o) du dv 

qui montre aussitôt (voir § 6 ) , qu'i l existe aussi une surface 2 à 

courbure totale constante dont le ds2 est 

du2 +- dv2 H- 9 cos> &) du dv ; 

2 admet aussi (a) pour représentation sphérique et les hgnes ( w, v) 

sont asymptotiques de 2 : les réciproques sont vraies. L i défor­

mation continue de S revient à Ix transformation de Bonnet-Lie 

pour 2 (pr ise au sens où l 'angle des asymptot iques et les aires se 

conservent) . Ceci suppose toutefois que les lignes u, v géodésiques 

de S ne sont pas les géodésiques singulières constituées par les lignes 

de longueur nulle , mais dans ce c\s on a les surfaces minima. 

On a ensuite une nouvelle classe de surfaces intéressante, en s u p ­

posant que l 'on a s implement 

<"> ! " 

Les lignes v = const. sont géodésiques, mais non les lignes u. 

M. Bianchi a étudié ces surfaces. 

Pour les trois classes ainsi obtenues, suivant que le réseau conjugué 

permanent comprend 2, 1 ou o familles de géodésiques, il y a une 

propriété importante à signaler, qui se ra t tache in t imement à l ' é tude 

(1) Depuis la rédac t ion de ce fa«cicu!e, j ' a i publ ié aux Acta mathem'tttca, t. 51 , 
1927, p . 8 3 - I 3 I , un Mémoire détai l lé sur les suifaces de Voss -Guicha id ['23 bis]. 
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de la déformation infiniment peti te, à la théorie des 12 surfaces de 
D . r b o u x [17] et aux autres travaux de M. Bianchi [8 ] sur les con-
gruences W . On appelle congruence W une congruenee rectiligne 
telle que sur les deux nappes de la surf ice focale les lignes asympto­
tiques se cor respondent ; parmi elles, il y a une classe importante W 
telle qu 'aux points homologues déterminés sur les nappes focales par 
chaque rayon de 1A congruence, la courbure totale des deux nappes 
soit la même; on constate que si l 'on prend pour lignes de coor­
données les asymptotiques de la nappe focale 2, cette courbure com­
mune peut s 'exprimer sous la forme 

( i 3 ) 
[ * (" )+- *(")]* 

et réciproquement : dans la théorie des 12 surfaces, résultant de la 
déformation infiniment petite de 2, il existe une surface S correspon­
dant à 2 par plans t tngents parallèles, de sorte que le réseau asymp-
totique de S se transforme en un réseau conjugué de S, tandis que la 
surface 2', seconde nappe de la surface focale de la congruence W ' , 
est celle que Darboux associe à 2; S est déformable à un paramètre 
avec conservation du réseau conjugué. Si cp et ^ sont constants, on a 
p o u r 2 une surface à courbure totale constante; si cp seul est constant, 
on a la seconde classe indiquée plus haut (l 'hélicoïde minimum est 
une telle surface 2), et si ni cp, ni ty ne sont constants , on a la troisième 
classe; on peut alors supposer cp == «, ip = v. Si 2 est paraboloïde 
hyperbol ique équi l i lè re , on obtient les surfaces de translation à 
profils plans dans deux plans rectangulaires; si 2 e»t conoïde droit , 
on obtient les surfaces de M. Goursat avec une série de lignes de 
niveau persistantes. 

D'autre part , à chaque surface 2 de cette classe étudiée ici (équa­
tion i 3 ) , correspondent oo2 surfaces 2' de la même espèce, obtenue 
par une équation de différentielle totale de Riccati (équat ion où entre 
une constante arbitraire dans les coefficients de l 'équation, soit / r ) . 
Si 2{ est une transformée de 2 relativement à la constante À» et 22 

une autre relative à A*a, il existe une quatrième surface et une seule 2 3 , 
obtenue rationnellement, qui est transformée A-, de 2.2 et t r ans ­
formée k2 de 2{ : ceci s 'applique en particulier si 2 est à courbure 
totale constante. A chacune des 00- t r insformées de 2 correspond 
ainsi une surface S (de ds2 variable) , déformable avec un réseau 
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conjugué, et l 'on voit le lien étroit des deux théories : la surface S4 

correspondant à 2t est transformée de S comme 2{ de 2. D'ai l leurs , 

grâce aux formules de Lelieuvre [ 3 6 ] , on reconnaît aussitôt que la 

déterminat ion des surfaces 2 revient à t rouver une équation de 

Moutard 

d2ô 
(14) / - 4 - = Me> 

dudv 

admettant trois solutions QK, 9.2, #3 liées pa r l a relation 

(i5) e î -MÎ- t -6 ï=9(fO-f-<KiO, 

où cp et 4» sont les fonctions ent rant dans ( i 3 ) . 

Comme problème intéressant relatif à cette théorie, il y aurai t lieu 

de chercher tous les ds2 admettant un ou plusieurs réseaux définis 

a priori de l 'espèce indiquée. 

J ' ind ique quelques cas particuliers : la sphère (en négligeant un 

déplacement sur elle-même) n 'admet qu 'un réseau de l 'espèce en 

j e u ( ' ) : méridiens et parallèles (une des familles est composée de 

géodésiques) ; il resterait à savoir quels autres réseaux peu t admet t re 

le ds2, d92 -f- sin2 Q d®2. P o u r le ds2, ch2 u (du2 H- dv2), qui convient 

à l 'hélicoïde minimum, les oo2 géodésiques peuvent être réparties 

en oo1 couples de réseaux conjugués, définis par l 'équation 
(16) \*-du*-—(ch°- u — X2) dv* = o. 

Pour chaque valeur de la constante X, il existe une déformation à un 

paramètre donnant des hélicoïdes non minimum : l 'hélicoïde minimum 

appart ient à chaque famille, et ses oo2 hélicoïdes de déformation sont 

surfaces de Voss une seule fois. 

Le ds-, u2 (du2 -f- dv2), convient aux développées des surfaces 

minima; lui aussi possède oo2 géodésiques que l'on peut répar t i r 

(1) Si les méridiens sont obtenus comme sections de la sphère par le plan pivo­
tant autour d'un diamètre isotrope, on a un cas exceptionnel; d'une façon générale, 
chaque surface de révolution admet une déformée imaginaire où l'axe est devenu 
isotrope, les méridiens et parallèles primitifs se transforment en les pseudo-méri­
diens et pseudo-parallèles de cette déformée imaginaire. Je développe ce point au 
Bulletin de la Société' mathématique, t. LVI, 1928. dans un Mémoire qui paraîtra 
quelque temps après ce fascicule sous le titre : Quelques cas méconnus de la 
déformation des surfaces [23 ter]. 
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comme précédemment en oc1 familles 

(17) À2 du*-—(u'2— \*)dv*-=o 

et à chaque famille correspondent oo1 hélicoïdes où le réseau reste 
conjugué pe rmanen t ; mais ici il n 'y a plus de surface commune , 
comme l 'hélicoïde minimum, à oo1 familles. 

Su r ces deux exemples, on trouve, en plus, le réseau conjugué per­
manent formé de méridiens et parallèles : j ' a i étudié en détail ces 
exemples [21] . 

Comme autre exemple intéressant, il y a à signaler les surfaces 
tétraédrales 

2 2 2 

a x* H- [iy* + v 3 5 = i, 

où a, (3, y sont constants ; chacune admet oo2 courbes définies par 
l 'équat ion 

2 2 2 

ux* -+- vy*-r- WZ* = O 

e t l ' on peu t les répart i r , comme j ' a i expliqué plus haut , en oo1 familles 
formant un réseau conjugué permanent . 

O n constate aisément que la déterminat ion des surfaces admet tant 
un réseau conjugué permanent revient, en se bornant à la troisième 
classe indiquée plus haut, à l ' intégrat ion du système 

, i d . r k ( E G — FMI ( 12 

(18) 

1 

i 
•]-[•; 

" I f " j = l 
i ) ( 2 ) 4 v a - H P ) i 

i d , rK(EG — F * n ( I 2 ; 

2 \ 

Les ligncs.de coordonnées (u, v) forment alors le réseau pe rmanen t ; 
les surfaces (ou ds2) ainsi obtenus dépendent de six fonctions i r ré ­
ductibles d 'une variable : la solution la plus é tendue connue jusqu ' i c i 
est celle qu 'a signalée M. Goursat , où le réseau conjugué comprend 
une famille de lignes de niveau; cet exemple fait intervenir trois fonc­
tions d 'une variable. Il y aurait lieu de traiter plus à fond ce sujet. 
Le lecteur est prié de se repor ter à la Note additive. 

12. Déformation des quadriques. Résultats de M. Bianchi. — Soit 

http://ligncs.de
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une surface S qui se déforme, au sens de Gauss, en entraînant avec 
elle un trièdre trirectangle TM attaché intrinsèquement à chaque 
point M de S; on peut concevoir un élément géométrique EM (point, 
surface, courbe, congruence, . . . ) , correspondant à chaque point M 
de S et attaché invariablement au trièdre TM; quand S a pris la confi­
guration S i, le trièdre TM a pris la position (TM)t etEM la position (EM)(. 
D'autre part, Vêlement de contact, tel que Sophus Lie l'imagine, 
comprend un plan, que nous appellerons facette et un point que 
nous appellerons centre. Cela posé, soit une surface S à courbure 
totale constante — i ; traçons dans chaque plan tangent à S un 
cercle C de rayon constant sina ayant pour centre le point M de con­
tact; sur C prenons un point M' arbitraire, qui est centre d'une 
facette contenant la droite MM' et inclinée de l'angle a sur le plan 
tangent en M à S ; nous obtenons ainsi oo1 facettes correspondant 
à M, puis, en faisant \arier M sur S un tolal de oo3 facettes. 

Or, si l'on considère un système de oo1 surfaces, chaque surface 
fournit oo2 éléments de contact et le système des oo* surfaces donne 
oo3 éléments de contact : la réciproque n'est pas vraie; étant donnés, 
a priori, oo:i éléments de contact, appelons stratification, d'après 
l'usage italien, l'opération qui consiste à répartir ces oo:j facettes le 
long de soK surfaces dont elles constituent les plans tangents, le centre 
de chaque facette étint le point de contact; oo* éléments de contact 
donnés, a priori, ne peuvent, en général, être stratifiés, car, en 
cherchait à extraire de ces oo"3 éléments une série oo2 relative à une 
surface S, on obtient une équation aux différentielles totales du pre­
mier ordre, qui, en général, est impossible, on n'admet qu'un nombre 
fini de solutions, mais dans certains cas favorables, on peut obtenir 
oo' surfaces. 

On constate que pour la surface S et les oos facettes définies plus 
haut, la condition d'intégrabilité illimitée est réalisée, et Ton obtient 
oo* surfaces S' précisément de même courbure totale constante, — i, 
que S; la correspondance (M, M') entre S et une des nouvelles sur­
faces S' est le premier exemple de transformation de Backlund, obtenu 
en 1881 par Backlund, tandis qu'en 1879 M. Bianchi n'axait obtenu 

que la transformation complémentaire', relative à a = - ; dans ce 

cas, a = - , la congruence MM' est une congruence de normales, la 

surface 2 normale aux droites étant une surface W définie par 
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R — R' = const. D'autre part, que a soit égal ou non à - 5 sur S et S' 

les asymptotiques se correspondent; si S se déforme autour d'une 
asymptotique Cl restant rigide, S' se déforme autour de l'asympto-
tique correspondante (3U restant rigide aussi, de sorte que la transfor­
mation équivaut ainsi à une transformation de courbes et non plus do 
surfaces; ici, les courbes sont à torsion constante et cette transfor­
mation avait été signalée dès 1879 par Sophus Lie [38] ; ceci a d'ail­
leurs été l'origine de la belle transformation asymptotique des 
courbes que M. Bianchi a imaginée. En faisant varier a, on obtient 
oo2 surfaces S' déduites de S par oo1 équations de Riccati. 

On peut dire que S' est une transformée de S sous l'angle a et 
écrire S' = Sa et inversement S — S'a (le symbole Sa ne définit pas 
une seule surface, mais oo1). S et a étant donnés, choisissons S' et 
déduisons de S' une surface S7(3 ou S"; on écrira donc schémati-
quement 

S"=S'ÎJ = Sa?, 

on démontre qu'il existe une transformée et une seule S (3 telle que S' 
soit une transformée (S (3) a; dans le cycle S, Sa, S a (3, S (3, S, cha- . 
cune des quatre surfaces est alternativement transformée de la précé­
dente sous l'angle a, puis (3 et le quadrilatère gauche MMaMapMp, 
quand M décrit S, se déforme, de sorte que ses côtés et ses dièdres 
restent constants, les côtés restant tangents à un couple de deux sur­
faces, les plans de deux côtés concourants étant tangents à une même 
surface. Par n transformations successives a,, a2, • • • j a « , on obtient 
ainsi 271 surfaces offrant une configuration curieuse; si l'on prend 
deux surfaces S et Sa les équations de Riccati relatives à S et (3 
ou Sa et [3 sont équivalentes l'une à l'autre, précisément en vertu du 
théorème de permutabilité. Si S se déforme en une autre surface S, 
les 00* facettes relatives à S et a deviennent les facettes de même 
définition relatives à S, mais la loi de stratification a changé en pas­
sant de S à S ; en particulier, si S est la sphère de rayon /, les oo8 

facettes de S offrent une configuration exceptionnelle où les oo1 sur­
faces de stratification sont réduites chacune à l'une des oo1 généra­
trices de l'un ou l'autre système de la sphère 

x% _r_ yt _|_ z'i 4- cos2 a = o, 
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concentrique à S, le plan de la facette tournant autour de la généra­
trice, de sorte que chaque génératrice donne oo2 éléments de contact. 

Généralisons maintenant : soient une quadrique Q, réelle ou imagi­
naire, puis une quadrique Q, du système homofocal à Q ; le choix 
de Qi constitue un premier paramètre arbitraire. La facette/, ayant 
pour centre un point M de Q, tangente en M à Q, coupe Q, suivant 
une conique C réelle ou imaginaire; à chaque f ace t t e / corres­
pondent oo" facettes/, , dont le centre M, est sur C, dont le plan est 
déterminé par MM, et l'une des génératrices de Q, issue de M,. 
Les oo3 facettes / , forment un ensemble stratifiable, les surfaces de 
stratification se réduisant comme plus haut à une génératrice du 
système choisi sur Q, . Si l'on imagine que la quadrique Q, flexible 
et inextensible, se déforme en entraînant avec elle les facettes/,, pour 
toute configuration S de Q, les oo3 facettes/, ne cessent de former un 
système stratifiable, et les surfaces correspondantes S, sont toutes 
applicables elles aussi sur Q; S4 s'obtient par une équation de Riccati 
qui introduit une seconde constante arbitraire; chaque conique Cest 
coupée par quatre surfaces Si en quatre points de rapport anharmo-
nique constant; les foyers F et F, des facettes associées/ e t / , tan­
gentes à S et S i engendrent une congruence rectiligne FF , , dont les 
nappes focales sont S et S,, les asymptotiques se correspondant 
sur S et S,. Quand S se déforme de façon à venir s'appliquer sur Q, 
F vient en M, F, \ient en un point M, de Q, ; or, dans l'affinité 
d'Iyory, le point M, de Q, correspond à un point M de Q; si l'on 
applique Sj sur Q, l'homologue de Fi dans l'applicabilité est le 

point M. 
Quand on laisse f\xe le paramètre A qui individualise Q, dans le 

système homofocal à Q, on obtient pour S, oo' déformées dont l'une 
peut être représentée par S).; de même, de SA on déduit (SA)A, 

ou SAA, ; on démontre qu'il existe une surface et une seule SX, telle 
que SÀA, soit aussi définie comme ( S A , ) / , ce qui est l'analogue de la 
propriété déjà démontrée pour la sphère. 

Je ne puis citer toutes les propriétés élégantes rencontrées dans 
cette théorie. Je me contente, pour amener transition avec les pro­
priétés établies au Chapitre suivant, de signaler que ceci s'applique 
non seulement aux quadriques réelles, mais encore aux quadriques 
soit imaginaires et d'équation réelle, soit d'équation imaginaire; pour 
les trois types, on peut obtenir des déformées réelles et il se produit 
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un fait très remarquable : supposons S et S, réelles toutes deux. Il est 
naturel, au moins au premier abord, d'imaginer que la correspon­
dance d'applicabilité (M, F) entre Q et S est une correspondance de 
point réel à point réel et que la correspondance ( F , F , ) , qui n'est pas 
une applicabilité, est aussi correspondance de point réel à point 
réel; cette dernière condition exige d'abord que le plan tangent à Q 
en M coupe Q, suivant une conique C réelle; comme la facette fK 

tangente à S, en F, est réelle et vient recouvrir une facette tangente 
à Q , , il est nécessaire que la quadrique Q, soit réglée; cela posé, 
l'applicabilité de Q et S, relie F et M; M, et M ne sont réels ensemble 
que si, dans la famille homofocale étudiée Q et Q, sont réglées toutes 
deux; on constate donc qu'à toute quadrique réelle Q, à points ellip­
tiques, on peut faire correspondre une déformée réelle S correspon­
dant à Q point réel pour point réel, mais que les oo2 surfaces réelles S, 
déduites de S par la méthode exposée ici correspondent, dans leur 
applicabilité, à Q ou S point réel pour point imaginaire. M. Bianchi 
emploie l'expression application idéale pour ce genre, singulier au 
premier abord, d'applicabilité. Peterson, dont les travaux sont mal­
heureusement restés longtemps ignorés, est le premier géomètre qui 
ait signalé ce genre d'applicabilité, que j'étudierai systématiquement 
au Chapitre suivant. 

Nous avons vu plus haut comment une théorie semblable peut être 
développée pour d'autres ds2 et l'intérêt qu'il y aurait, non pas tant 
à développer cette théorie sur un exemple déterminé, mais plutôt à 
classer tous les ds2 auxquels cette théorie s'applique. 

Je ne dois pas oublier de citer le nom du géomètre français Guichard 
dont les résultats sont toutefois plus difficiles à percevoir, les méthodes 
étant empruntées à la théorie des espaces àplus de trois dimensions [29]. 

13. Déformation infiniment petite. — Si nous imaginons une série 
de surfaces toutes applicables entre elles, dépendant d'un paramètre t 
se déformant d'une façon continue quand t varie lui-même d'une 
façon continue, on peut concevoir que l'on suive les trajectoires des 
divers points (u, v) de la surface initiale S 0 obtenue pour t = o et 
que l'on écrive pour la surface St 

i
X = x -+- txv-\-1

2 x2 -+-..., 
Y = ^ - h ^ i - + - ^ « H - . . . , 

Z = z-h tzt-t-flz*-*-.,., 
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où les Xi,yi, zL sont indépendants de t, mais fonctions de u, v telles 
que l 'on ait ident iquement 

( 2 ) dX2 -h d\2
 -H- dZ* = dx2 -+- dy2 -h dz*-. , 

Cela donne les équations successives 

dx dx] -h dy dyx -h dz dzx = o, 

, , dx dx2 - dy dy2-h dz dz2 H— (dx2 -+- dy2 -+- dz*\ ) = o, 

dx dx* -h dy dyz -*- dz dz* •+- dxY dx2-+- dy\ dy2-h dz\ dzt = o, 

qui permettent , de proche en proche , de déterminer les Xi, y^ z/.'Sï 

l 'on se bo ine à la première équation, on obtient Y équation de la 

déformation infiniment petite de la surface S. D'après Cauchy, si 

l'on sait trouver la solution générale de ce problème (homogène), 

on sait obtenir par de simples quadratures la solution de chacune 

des équations suivantes qui correspondent au même problème non 

homogène. 

Darboux a fait constater que si l 'on pose 

(4) X = x -+- xh Xi = x — xl7 Y = . . . , 

l 'équation de la déformation infiniment petite de S revient à l 'équation 

(5) d\*--h dY'2 -f- dZ* = dX2 -h dX2 -+- dZ2, 

qui fait connaître un couple de surfaces applicables et réc iproquement . 

Le fait que les asymptotiques sont les caractéristiques de l 'équation 

de Monge-Ampère de la déformation de S entraîne qu'il y a avantage 

à rappor ter S à ses asymptotiques réelles ou imaginaires; S est alors 

représentée par les formules de Lelieuvre 

("/(•.È-«.£)M''t-">t)* 
(4) U/(^_.*)*_(^_^)* 

(-/(•.S-'.^M'.t-'-l)* 
où 0,, 02, 03 sont des solutions d 'une même équation aux dérivées 
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partielles 

<?> ;£? = ". 
et sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à la 
surface S. La suiface S, la plus générale s'obtient en cherchant la 
solution la plus générale, w, de (7) et écrivant 

(8 ) 
^ 1 = -

y{ et z{ se déduisant de X\ en remplaçant 0, par 02, puis 03. 
Je ne puis entrer ici dans la belle théoiic des douze surfaces ima­

ginée à ce propos par Darboux [17 ] ; mais je signale simplement ce 
fait que 0 ( , 02, 0s, ÛJ étant solutions d'une même équation de Laplace, 
le plan d'équation 

(9) 81^ + 82^ + 833 + 0) = 0 

enveloppe une surface A, (avec les notations de Darboux) où le 
réseau a, (3 est conjugue et telle que S et A, se correspondent par 
plans tangents parallèles. C'est cette surface que M. Bianchi appelle 
associée de S dans la déformation infiniment petite qui fait corres­
pondre S, à S : la relation entre S et Si est évidemment réciproque ; 
on voit aisément que la relation entre S et A, est récipioque aussi; 
au réseau asymptotique (a , (3) de S correspond sur A, un réseai 
conjugué tel que la tangente à la courbe a sur A, est parallèle à la 
ta gente asymptotique (3 de S; de même, aux asymptotiques de A, 
cone^pond sur S un réseau conjugué, dont les tangentes sont, dans 
leur ensemble, païallèles à celles des asjmptotiques de A , , avec 
échange comme plus haut. C'est cette correspondance (S , A ^ que 
nous avons rencontrée plus haut dans l'étude des réseaux conjugués 
permanents au cours d'une défoimalion; si S a sa courbure totale de 

la (orme 
— 1 

K = 
[?(«) + *(P)P 

avec les notations de ce paragraphe, A, admet une déformation con­
tinue où le réseau a, (3 resre conjugué, tandis que S éprouve une 
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altération qui n'est pas une déformation, altération qui conserve les 
asymptotiques. 

Weingarten a, de son côté, trouvé cette surface A, par une méthode 
légèrement différente. Les fonctions #1, JKi, «s, à déterminer satisfont 
aux équations simultanées 

( Ç^f ^£i - Q ^ ^ 1 
\ e)da da ~ ° ' &à[i à$ 

^ i Odxdxx Q dx dx, = 

= o, 

On introduit l'invariant du système des deux formes 

/ E rf<x*+ 2 F doi d$ + G d$2 = ds*-, 

( I O ) 
§****=(§**%)**+(§**%) dh 

soit cp, fonction caractéristique de déformation 

. . i / d O ùx _ d Ç àx\ i QD(x, xx) 
0 0 y " a v / E G - F A g p g ) J ? 1 ^ d a e ) ^ l d p / - 2 H c ) D(a, P) • 

La fonction cp est déterminée par l'équation linéaire 

2S\ SÏH / + 5 p \ KH A 
_ 2F8' — ES"— G8 

( I2) û l x V kTi / + 7 ï f t \ KTÎ / ~~ H2 *' 

puis c, c', c" é tant les cosinus d i rec teurs de la normale à S, on aura 

te, (»S-'£)>-(»3-'£)' 
. <** K v /EG — F * 

( l 3 ) 1 (wdc ^ C \« ,+ /V^ a 

P K ^EG — F2 

• — L l c 

et formules analogues pour y , , *,, de sorte que la méthode de 
Weingarten, comme celle de Darboux, conduit à une équation aux 
dérivées partielles, linéaire et du second ordre, suivie de trois qua­
dratures de différentielle totale. La méthode de Darboux a l'avantage 
d'offrir une équation aux dérivées partielles de forme plus simple j 
elle a, par contre, l'inconvénient de supposer la surface préalablement 
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rapportée à ses asymptotiques, tandis que la méthode de Weingarten 
s'achève en coordonnées curvilignes quelconques. C'est donc une 
question d'opportunité, qui, dans les applications, conduit à adopter 
l'une ou l'autre. 

A signaler que M. H. Weyl a utilisé la généralisation de la méthode 
de Weingarten pour étudier le problème analogue où le ds2 lui-même 
subit une variation infiniment petite. A ce point de vue il est bon de 
remarquer que la méthode de Weingarten revient à avoir dédoublé 
la troisième équation (9) en la réunion des deux équations 

, /A Q dx dxx „ P dx dxi 

Il est important de signaler que le problème de la déformation infi­
niment petite dépend, linéairement, pour une surface donnée, de 
deux fonctions arbitraires d'une variable. De la sorte, pour une sur­
face réglée, la déformation finie de la surface en surface réglée 
encore, dépendant explicitement d'une fonction arbitraire, on en 
déduit, par un calcul simple, une solution explicite avec une fonction 
arbitraire de l'équation résolvante delà déformation infiniment petite; 
si donc il s'agit d'une quadrique, même si l'on ne sait pas déformer 
complètement la surface, on sait intégrer complètement le problème 
de la déformation infiniment petite, puisqu'il suffit de réunir les deux 
séries de déformation offertes par les deux systèmes de génératrices; 
cette simple remarque, due à Darboux, permet de prévoir, a priori, 
pourquoi les recherches de M. Bianchi sur les quadriques ne pou­
vaient manquer d'aboutir à des résultats élégants; il reste, dans cet 
ordre d'idées, à étudier toutes les surfaces pour lesquelles on sait 
résoudre explicitement le problème de la déformation infiniment 
petite; c'est alors qu'il est indispensable de suivre la méthode de 
Darboux et l'on est ramené au problème complètement traité par 
Darboux au Tome II de la Théorie des su/faces : trouver toutes les 
formes de k(a, (3) pour lesquelles l'équation (7) s'intègre explici­
tement; Darboux a même montré que cela permet un premier pro­
grès dans la détermination des surfaces que l'on sait complètement 
déformer. 
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CHAPITRE II . 

ÉTUDE DE LA DÉFORMATION DU POINT DE VUE FINI. 

1. Applicabilité de surfaces réelles par régions réelles ou imagi­
naires . — Deux surfaces réelles S et S, étant soit applicables, soit 
isométriques, il existe entre elles un certain nombre (fini ou infini) 
de correspondances ponctuelles assurant l ' isométrie; nous en choisis­
sons une bien déterminée. Trois cas peuvent se présenter : 

i° Un point M de S a, quelle que soit sa position sur S, un homo­
logue réel M, sur S | ; exemple : deux surfaces minima associées S 
et S , , et dans ce cas. réciproquement , S, a même propriété que S ; 
autre exemple : S est une surface de révolution arbitraire et Si une 
déformée révolutive obtenue en multipliant le rayon de chaque paral­
lèle de S par une constante a << i , et dans ce cas, il peut arriver qu'à 
un point de S, ne corresponde pas un point réel de S ; 

2° Un point M de S a, suivant sa position, un homologue M, 
sur S , , réel ou imaginaire; exemple : surface développable et plan ou 
deux surfaces de révolut ion; 

3° Un point réel M de S a toujours un homologue M, imaginaire 
sur S, ; nous avons reconnu au Chapitre précédent que toute qua­
drique Q non réglée possède des déformées de cette espèce. 

J'ai établi au Bulletin des Sciences mathématiques, 1920 et 192 1, 
t. 44 et 45 [22J, les résultats suivants (il ne s'agit ici que d 'une 
nappe simplement connexe, de sorte que pour un hyperboloïde à 
deux nappes, nous ne nous occuperions que de l 'une des deux nappes) . 
La surface S est supposée séparée en deux régions S' et S" séparées 
par une courbe C; la région S' correspond point réel pour point réel 
à la surface S, (ou à une fraction de S , ) ; la courbe C a pour homo­
logue la courbe C, de S, ; enfin, la région réelle S" de S est telle qu'à 
chaque point de S" correspond un point imaginaire de Sj ; alors, ou 
bien la surface S, se compose de deux portions S^13 et S(

1
2) isomé-
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triques entre elles, séparées par C , , et cette courbe est arête de 

rebroussement de S, et en même temps asymptot ique singulière 

de S, ; le rayon de courbure de C, est en chaque point égal au rayon 

de courbure géodésique de C sur S, le rayon de torsion de C, est 

différent de la quanti té ±\/— RR' , où R et R' sont les rayons de 

courbure pr incipaux de S ; ou bien la surface S, admet la ligne Ci 

pour ligne d'arrêt, toujours asymptotique singulière, avec mêmes 

circonstances pour la courbure et la torsion. 

Si donc, nous nous bornons au cas de d ligne de rebroussement , 

chaque point M de S a deux homologues sur S , , réels si M est 

dans S', imaginaires conjugués si M est dans S". Il est intéressant 

de traiter en détail le problème suivant : On se donne sur une surface 

réelle une courbe C; on construit une courbe C , , réelle, définie 

in t r insèquement par sa courbure et sa torsion, définies comme plus 

hau t ( l a torsion étant différente de zh 4 / r r ^ j : existe-t-il une 

déformée réelle S, de S admettant C, comme asymptotique singu­
lière (ligne d 'arrêt ou de rebroussement )? Quelle est celle des deux 
régions, limitées sur S par C, qui est recouverte par S ,? Dans mes 
travaux cités plus haut, j ' a i soumis cette question à la méthode expé­

rimentale. Depuis la publication du fascicule précédent , M. Goursat 
vient de résoudre la question en deux Notes insérées aux Comptes 

rendus de VAcadémie des Sciences [28 bis] et une nouvelle Note 
de M. Goursat est en préparat ion. 

Pou r l 'intelligence de ce qui suit, le lecteur est prié de se reporter 
au Chapitre III du fascicule précédent (§ 5, p . 2.5-29). 

Nous partons d'une surface S et d 'une courbe C arbitraire tracée 
sur S ; il s'agit de déformer S de façon que C prenne une configuration 
donnée à l'avance, T, en se bornant au cas singulier où la courbure 
de T est égale à la courbure géodésique de C sur S. Les coordon­
nées courantes x(u, v), y(u, v), z(u, v) du point de la surface 
inconnue 2 sont intégrales de l 'équation de Monge-Ampère déjà 
écrite, où E est l ' inconnue, 

(1) Ç u E î i - 5 ? a = K ( E G - F * X i - A 5 ) . 

Nous avons vu comment on a aussitôt, pour v = o, les dérivées 

d-x d*y d*z d-x d-y d*-z 
( 2 ) dû**' dlûï' 5ïï«' du dv ' dudv* dudv 
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(la courbe C a pour équation v = o, le système tracé sur S est ortho­
gonal, F==o, E(w, o) = i ; C, C', C" sont les cosinus directeurs le 
long de C, ou T de la surface 2 déformée de S). La difficulté ne 
commence qu'en essayant d'obtenir les dérivées, pour v = o, 

— , ï!îz, —. 
^ ' dv* ' dv- ' d^2 

L'équation (i) donne, par de simples substitutions, avant d'avoir 
fait la moindre division, 

cosord9-* i dG i dG /Q . A ft,i r , f„ /i t/e\n 
cnrL^^ï^a~r^^ ( P s , n e" Ï C O s e )J = Gc L K + ( T - ^ ) J ' 

„cos6 r<J2z i <)G „ i dG..„ . „ "I , , f / i etôyi 

équations où G, y-» -T—> R sont calculés en y faisant ensuite v = o. 

On remarque que si, par un moyen quelconque, l'une des trois fonc­
tions inconnues x(u, v), y(u, v), z(u, v) a été obtenue, la condition 

E du- + 2 F du dv + G de2 — ota2 = d^2 -\-dz* 

fournit les deux solutions associées y, z par de simples quadratures, 
avec des constantes négligeables (déplacement ou symétrie); de sorte 
que si cette première solution contient ou ne contient pas de cons­
tantes arbitraires, la surface 2 contient le même nombre d'arbitraires; 
d'autre part, cette première solution x peut être holomorphe sans 
qu'il en soit de même pour y et z, après les quadrature!) à effectuer : 
c'est là qu'il est utile de regarder l'ensemble des équations (4) et non 
une seule, à la fois pour décider du nombre éventuel de constantes 
ou de l'holomorphie; nous ne nous occupons que du cas singulier 
où la courbure de T est égale à la courbure géodésique de C sur S. 

Or c, d, c" ne peuvent être nuls tous trois; si c est nul tout le 
long de T, comme le plan oscillateur de T est tangent à 2, on en 
conclut que le plan oscillateur de T est toujours parallèle kOx, donc 
que T est ou une droite parallèle à O x, ou une courbe plane dont le 
plan est parallèle à Ox; prenons ce plan pour plan z = o, de sorte 
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que c = c' = o, c" = i . Dans ce cas la dernière équation (4 ) montre 

que, —jr- étant nul , et 9 égal à y , si K 4 - ^ =^ o, c'est-à-dire si la 

courbure totale de la surface n'est pas nulle, car - = o, z n'est pas 

holomorphe; les deux premières ne déterminent plus - ^ , - ^ et 1 1 l dv- dv-

l 'étude directe faite par M. Goursat montre qu'alors x, y sont holo-
morphes, tandis que z ordonné sui \ant les puissances de v est de la 
forme 

(5) * ^ % 0 - W J + . - • ] > 

/0? f\i • • • dépendant de u\ oh a une surface 2, sans constante, 
admettant la courbe plane 2 comme arête de rebroussement et le 
plan z = o pour plan de symétrie; ce cas correspond à ce fait que la 
courbe T, réunie au plan 5 = 0 tangent à 2 en tous les points 
de T, fournil une caractéristique double de l 'équation (1), l ' équa­
tion (1) jouissant de plus de cette propriété que tous les éléments 

des caractéristiques doubles \\(u, v), ~-^ y- satisfont à l 'équation 

du premier ordre 

( 6 ) A£ — 1 = 0 

dont dépend la recherche des courbes parallèles géodésiquement et 
dont toutes les intégrales appartiennent à (1) (ce qui précède 
suppose T plane, mais non rectil igne). 

Si la courbe T n'est pas plane, on a —=— = o en vertu du choix 

de T; c, c', c" sont tous trois différents de zéro et alors chaque 
d- y d 2 v d 2 ^ 

équation (4 ) montre que -7-7 > y y > -r-{ sont toutes trois infinies; la 

surface 2, si K -h =^ ^ o, admet bien F pour arête de rebroussement ; 

elle ne contient aucune constante arbitraire ; 2 recouvre S en double sur 

la région de convexité ou concavité géodésique suivant que K + =^ 

est positif ou négatif. La courbe T, avec l'ensemble de ses plans 
oscillateurs, n 'est plus une caractéristique double de l 'équation (1) ; 
au point de vue géométrique il n 'y a pas une différence essentielle 
entre ce cas où T est gauche et celui où T est plane; une certaine 
transformation de contact sur l 'équation (1) la transforme en une 
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autre équation de Monge-Ampère en permettant de ramener l 'un à 

l 'autre les deux cas. 

Si R + r n j j = o , T devient asymptotique régulière et l'on a une 

déformation de S dépendant d 'une fonction arbitraire : 2 recouvre S, 

de par t et d 'autre de C, si toutefois 2 est réelle (voir Chap. 1, § 2 ) . 

Le cas où la courbe C est géodésique a besoin d'une étude 

spéciale; si T n'est pas recliligne, il n 'y a rien à d i re ; on est dans le 

cas normal de déformation, on obtient deux surfaces régulières. Si T 

devient recliligne, il y a divers cas bien distincts qui peuvent *e p ré ­

senter : la courbe T est une singularité ou algébrique, ou transcen­

dante de 2; dans ce dernier cas 2 s 'enroule asymptol iquementautour 

de celte droite T. L'exemple donné au Chapitre I, paragraphe 2 , 

fournit précisément (pour h = U0 , m quelconque) oo1 hélicoïdes 

s 'enroulant asymptoliquement autour de la droite déformée du paral­

lèle géodésique. Peterson a montré la même circonstance pour 

l'ellipsoïde et une section pr incipale; les formules 

I \/y--hz2= y/1*2—L.2 s\nq cos/?, 

\ y r c i 9~\ 
' - = tang — = = = loff tanffi s 

(7) \ z ^ y / B ^ — G 2 * 8 3 ] 

=f^ cos2/> + G2 sin2/? dp, 

où B > C > o, donnent une surface applicable sur l'ellipsoïde 

(8) X = A sin/7, Y = B cos/? sin^, Z = G cos/> cos^. 

Ce qui précède condui t à un résultat fort simple : si S est une sur­
face réelle qui n 'admet pas d 'asymptot ique singulière (ligne d 'arrêt 
ou de rebroussement) , et si l 'on considère une déformée réelle Si 
de S correspondant à S par points réels, dans l 'applicabilité S recouvre 
nécessairement S, complètement; elle peut, réciproquement , être 
recouverte totalement par S , , de sorte que S, n 'aura pas non plus 
d 'arête de rebroussement ; elle peut , au contraire , n 'être recouverte 
que partiellement par S , . La sphère , l 'ellipsoïde, le tore (que l'axe 
coupe ou non le cercle mér id ien) , une quadrique quelconque donnent 
des exemples simples de surfaces auxquelles s 'applique cette p ropo­
si t ion; une telle surface représente d 'une façon parfaite son ds2, ou 
du moins une région du ds2, au sens qui va être défini. 
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2. Régions d'un ds2. Correspondances de point réel à point imagi­
naire. — Supposons que la surface réelle S ait une déformée réelle S i , 
tel que tout point réel M de S ait pour homologue un point imagi­
naire M, d e S , ; il est clair que, réciproquement, tout point réel de S* 
a pour homologue un point imaginaire de S. Si les surfaces S et S< 
sont analytiques, on voit aussitôt que chaque point M de S (réel ou 
imaginai.e) doit avoir sur S un homologue M (réel ou imaginaire en 
même temps que M), tel que la correspondance MM soit une autre 
application de S ; la propriété ne peut donc appartenir qu'à des sur­
faces auto-applicables. Supposons donc qu'un ds2 

( i ) ds2 = E(u, v)du*-±-i F(u, v) du dv hG(u,v)dV2 

admette une auto-transformation 

(2) u=f(u', v), v = y(u', v), 

c'est-à dire qu'en vertu de (2) on aura identiquement 

(3) E(u, v)du*--hi¥(u, v)dudv-±-G(u, v) dv*-==E(u', v')du'*-+-.... 

Or, on sait (fascicule précédent, Chapitre III) trouver, lorsqu'elles 
existent, les transformations de cette espèce (2 ) . Ainsi, pour la qua­
drique 

oc*- y*- z*-
( 4 ) h V -\ ip= o, x^ ' a b c ' 1 

l'emploi des variables x, y donnerait les transformations x = exf, 
y — e , y où s et s, désignent ± i ; u n autre motif d'aulo-applicatiori 
est, dans ce cas, que z n'est pas une fonction uniforme de x et y. 
Donc, dans le cas général, les diverses déterminations (x, y, z) cor­
respondant à un même couple (u, v) donnent une auto-appli­
cation. En écartant provisoirement les ds2 de révolution, nous pour­
rons trouver un système de variables canoniques (u, v) telles que 
tous les points de la surface S qui se correspondent dans les auto-
applicalions soient obtenus parle même couple (//, v), de sorte quece 
couple sera nécessairement réel pour les points réels; c'est ainsi que, 
pour la quadrique précédente, les variables canoniques pourront être 

choisies : 
u =- x2 et v=y*-. 

Le ds2 réduit ainsi obtenu ne possède plus d'auto-transformations; 
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les deux inégalités EG — F 3 >> o, E ;> o définissent dans le plan MUV 
une ou plusieurs régions où le ds2 est défini, positif; si, par ce pro­
cédé, on trouve N régions où N ^ > i , les surfaces réelles correspon­
dant à une même région peuvent se correspondre par points réels, 
mais deux surfaces correspondant à deux régions différentes se cor­
respondent point réel pour point imaginaire. C'est ainsi que, pour la 
quadrique (4) supposée ellipsoïde réel, a^>b> c> o, on a le ds2 

réduit 

(5) 4ds*=du* >ri + ii_!—~u^ri+ii—Ï—i 
\ u a2 U v \ \ v b1 u v \ 

L i-â-i\ L i-â—b] 
C* I 

+ idudv —j —-
ab I u v\2 

et les régions sont données par les inégalités 

i
/ u v\ / u v eu cv\ UV{l-*--b)V--â-b + aT+bï)>0> \ / \ / 

[ u v\ I u v cu\ uV-â-b)v-â~s + *) >°-
On obtient ainsi trois régions, donc trois types de surfaces appli­
cables sur l'ellipsoïde réel, conformément aux prévisions de M. Bianchi. 
La région correspondant aux surfaces réelles, applicables sur l'ellip­
soïde, point réel pour point réel, tout au moins pour une partie de 
l'ellipsoïde, est le triangle limité par cow, w^ et la droite 

u v 
a o 

l'ellipsoïde représente huit fois cette région et les frontières de cette 
région dans le plan uuv correspondent aux courbes invariantes sur 
l'ellipsoïde dans une auto-application convenable. Ce dernier résultat 
est général : les courbes frontières d'une région d'un ds2 réduit (1) 
(qu'il y ait une ou.plusieurs régions) correspondent nécessairement 
soit à un bord des surfaces représentatives, ligne d'arrêt, soit à une 
courbe invariante dans une auto-application de la surface; d'après les 

(1) Il s'agit d'une frontière pour laquelle l'élément ds* ne soit pas toujours infini; 
si le ds- reste infini, les surfaces représentatives ont toutes une ligne de rebrous­
sement de l'espèce déjà citée. 
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principes exposés au Chapitre III du fascicule précédent, une courbe 
invariante dans une auto-application est nécessairement une asymp­
totique ou une géodésique. 

Pour un ds2 de révolution, la notion de ds2 réduit ne subsiste que 
partiellement; on reconnaît ainsi que le paraboloïde de révolution 
définit deux types de surface. 

Il faut bien remarquer d'ailleurs qu'un ds2, réduit ou non, peut 
toujours, pour les points réels, être écrit avec des variables réelles et 
que dans toute région où cette forme est définie positive, on peut 
construire une infinité de surfaces réelles, représentatives d'une cer­
taine portion de la région, proposition aisée à démontrer, mais trop 
souvent regardée comme évidente. 

3. Isométrie, applicabilité. — Le mathématicien Voss a, le pre­
mier, signalé la différence entre les mots applicabilité et isométrie. 
Deux surfaces S et S, sont applicables l'une sur l'autre si l'on peut 
trouver une suite continue de surfaces isométriques 2(1) dépendant 
du paramètre A, telles que 2(10) se confonde avec S, 2 ( A , ) avec S<, 
et que, de plus, A variant d'une façon continue entre les limites 10 

et A,, les positions des divers points de 2(1) et les positions des 
divers plans tangents varient d'une façon continue. 

Nous allons montrer, avec Eugenio Elia Levi [37], que deux sur­
faces S et S,, isométriques et de courbure totale négative, sont appli­
cables; mais que si S et S i sont à courbure totale positive, deux cas 
se produisent, l'un à l'exclusion de l'autre : S, est applicable sur S, 
ou bien S, est applicable sur la symétrique de S relativement à un 
point sans être applicable sur S. 

La restriction sur la continuité des plans tangents est essentielle; 
c'est, d'ailleurs, ici qu'elle est signalée pour la première fois; envi­
sageons, en effet, une surface S quelconque, de courbure totale posi­
tive; menons-lui un plan tangent quelconque P que nous déplaçons 
ensuite parallèlement à lui-même, de façon qu'il partage S en 
deux régions S' et S", S' d'abord réduite à zéro, puis augmentant 
d'une façon continue pendant que S" diminue; remplaçons à chaque 
moment S' par sa symétrique S' relativement à P ; la surface S" + S' 
est évidemment isométrique à S" + S' ou S;dans cette déformation 
de S, les divers points de S subissent un déplacement continu, mais 
la position du plan tangent varie brusquement pour les points 
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qu'atteint P; le procédé permet évidemment de remplacer par conti­
nuité une portion quelconque de S parla surface symétrique. Le pro­
cédé s'applique évidemment encore au cas où S comprend une région 
à courbure totale négative. Il faut d'ailleurs remarquer que c'est le 
procédé employé pour quitter un vêtement ajusté, de laine ou soie, 
(maillot, bas, chaussette) pour éviter une déformation (au sens non 
mathématique), c'est-à-dire pour n'obtenir qu'une déformation au 
sens de Gauss. C'est aussi l'un des procédés employés par M. Lebesgue 
pour construire des surfaces isométriques sur le plan, par exemple, 
et qui ne sont pas développables, certaines étant réglées, certaines ne 
l'étant pas et même ne contenant aucun segment de droite [34 ], |3o] . 
J'ai, de mon côté, étudié certaines surfaces isométriques au parabo-
loïdc de révolution x2 -hy2 = 'ipiz en m'inspirant de principes ana­
logues [23]. Dans ce qui suit, on suppose donc que la surface étudiée 
est définie par points et plans tangents et qu'il y ait continuité au 
double point de vue ponctuel et langentiel dans la déformation uti­
lisée, et de plus, continuité aussi sur chaque surface. 

Soient une surface S à courbure totale négative et une autre sur­
face S, isométrique à S; représentons S et S, sur le plan WMC; les 
asymptotiques issues de deux points correspondants O et 0 | de S 
et S, ont pour image des courbes C et C pour S, Ci et C, pour S, 
issues toutes de l'image co de O et d ; réciproquement, à deux courbes 
quelconques T, F, issues de w, non tangentes en w, correspond un 
seul couple de deux surfaces 2, 2' isométriques à S et S,, symé-v 

triques l'une de l'autre, admettant pour couple particulier d'asympto-
tiques les courbes d'images T et T, ; les asymptotiques C e t C , peuvent 
être supposées à torsion positive, C et C, à torsion négative; si donc 
nous considérons une courbe T(l) variant d'une façon continue 
avec X, telle que T(o) et T(cc) coïncident respectivement avec C 
et C,, et de même une autre courbe r'(À) telle que r f (o)EEC' , 
r'(oo) = C,, à chaque couple T(À), T'(À) correspond une surface 2(1) 
isométrique à S, se réduisant à S pour 1 = o, à S, pour 1 = oo et non 
aux symétriques de S ni S,, car la torsion de l'asymptotique d'image 
T(l) en un point ne peut varier que d'une façon continue ; or, au 
point d'image &>, la torsion ne peut que rester égale à elle-même ou 
changer de signe : elle e>t donc constante, et si l'asymptotique 
d'image T(o) coïncide avec C, celle d'image r(a>) coïncidera avec 
celle qui a pour image C, et non avec une courbe symétrique relati-
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vement à un plan. Si maintenant on veut passer de S à la symé­
trique S', de S relativement à un plan, il suffira de supposer que la 
courbe T(l) \arie depuis C pour 1 = o jusqu'à C, pour 1 = oo, et T 
depuis C jusqu'à C,. Nous avons, d'ailleurs déjà rappelé que les 
familles de surfaces minima associées comprennent des couples de 
surfaces symétriques. 

Prenons maintenant une surface S à courbure totale /tosilive; 
traçons sur S une famille de courbes à un paramètre ne se coupant 
pas, dont aucune n'est géodésique, dont aucune ne possède d'inflexion 
géodésique; adoptons sur l'une, C, un sens positif, d'où, par conti­
nuité, le sens positif résulte sur les autres. Soient M un point de C, 
MT la tangente dans le sens positif, Mn la normale principale orientée 
de M vers le centre de courbure, M 6 la binormale telle que le trièdre 
MT nb ait la disposition du trièdre de référence; le demi-plan limité 
par M/? et son prolongement et contenant la demi-droite Mb est 
orienté de Mn vers Mb; la normale MN à la su i face S en M peut être 
réduite à la demi-droite MN située d<̂ ns ce demi-plan et l'angle 
(Mn, MN) ou 9, a une valeur bien déterminée comprise entre zéro 
et 7r; 9 ne peut devenir égal ni à zéro, ni à 7r sur aucune de nos 
courbes puisqu'il n'y a pas d'inflexion géodésique; il ne peut devenir 

égal à - i si nous éliminons les asymptotiques réelles, mais singu­
lières que pourrait posséder S; ces courbes, nécessairement isolées, 
sont celles que nous avons citées au numéro précédent; en chaque 
point d'une telle courbe D, D', D" sont infinies, mais DD" — D'2 reste 
fini E. E. Levi, à qui le raisonnemenl suivi ici est dû, avait oublié 
celte difficulté, de sorte que je rétablis maintenant la démonstration; 
nous réduisons donc si c'est nécessaire notre portion de surface de 
façon à ne plus rencontrer de telle arête de rebroussement. Il est clair 
maintenant que si S se déforme, au sens de Gauss, d'une façon con­
tinue, pont tuellement et tangentiellement, l'angle 0 reste aigu ou 
obtus, les deux cas s'excluant; si nous remplaçons S par sa symé­
trique S, relativement au plan Min, le trièdre Mtnb subsiste, mais la 
demi-normale MN est remplacée par la demi-droite MN symétrique 
relativement à Mb, de sorte que 9 est remplacé par 71 — 0 et que ! 
sont d'espèce différente; on ne peut passer par continuité d'un, 
face à courbure positive à une autre surface isométrique d'esj 

férente (relativement à l'angle 9), en particulier de S à S. 
1 - ' MATHÉMAÏi' 

file:///arie
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montrer qu 'on peut établir la liaison continue entre deux surfaces de 

même espèce; en effet, C, étant la courbe de S, homologue de C, 

R et R, les rayons de courbure , T et T , de torsion, correspondants 

en M et M, , 9 et 0, les angles déj^ définis en M, on a 

sinô sinG! i 

On détermine une courbe T(l) par les condilions in t r insèques 

R ( X ) = R + ? ; R ' , T(X)=T '+V', 
V ' 1 + A V ; 1 + X 

où A varie de zéro à + o o ; T varie donc de C jusqu 'à C, ; R(X) étant 

toujours compris entre R et R, est inférieur à p, donc 9(1) est tou­

jours défini d 'une façon unique , de genre aigu ou obtus en même 

temps que 9 et 0, ; nous avons ainsi obtenu la chaîne S ( A ) demandée. 

O n remarque donc que la donnée a priori d 'une courbe T t rans­

formée de G définit deux surfaces 1 e t ^ ; ces deux surfaces sont 

d'espèce différente, non applicables, simplement isométriques. 

De même, quand une surface représentative du ds2 a une arête de 

rebroussement du genre étudié au paragraphe précédent, les deux 

morceaux de 2 qui se raccordent le long de cette arête sont sim­

plement isométriques. 

i . Détermination d'une surface convexe par son ds2. Résultats de 
M. H. "Weyl. — Cauchy [15] a démontré la propriété importante : 

deux polyèdres convexes constitués de faces égales et semblablement 

placées sont égaux ou symétr iques; au point de vue de notre étude, 

leurs surfaces sont applicables. Mais deux polyèdres, dont un seul est 

convexe, peuvent être composés du même nombre de faces égales deux 

à deux et semblablement disposées sans être égaux; ainsi, prenons un 

pentagone régulier convexe ABCDE, et sur la perpendiculaire au plan 

du pentagone en son centre, deux points S et S, arbitraires de part et 

d 'autre du plan; on a ainsi un polyèdre c o n \ e \ e à io faces formé de 

la réunion par leur base de deux pyramides régulières; il existe, 

d 'autre part , un pentagone régulier étoile A ' B ' C ' D ' E ' de centre Or 

tel que A ' B ' = AB , on peut trouver deux points S' , S\ sur l'axe de ce 

nouveau pentagone tels que S 'A 'B ' et SAB soient égales, S'jA'B' 

et S, AB aussi; le nouveau polyèdre à 10 faces, formé par la réunion 
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de ces deux pyramides étoilées, est applicable sur le premier. En tout 
cas, un polyèdre convexe n'admet pas de déformation infiniment 
petite où le .nombre des faces reste le même. 

Certains polyèdres non convexes admettent une déformation con­
tinue où chaque face reste égale à elle-même; M. Bricard [14] a 
donné des exemples précis d'octaèdres. 

Liebmann [39], Minkowski [41], Hilbert [32], M. Blaschke [10], 
et finalement M. H. Weyl [49] ont, par leurs efforts successifs, établi 
le résultat fondamental : une surface fermée convexe prise dans sa 
totalité n'admet aucune déformation infiniment petite ; Hilbert a 
même ajouté que la sphère n'admet aucune déformation finie 
(dans sa totalité). M. H. Weyl a étendu ce résultat à une surface 
fermée convexe quelconque et donné une généralisation impor­
tante; deux surfaces fermées convexes, sans arêtes anguleuses, ni 
points coniques, étant supposées isométriques, sont nécessairement 
égales ou symétriques; la réciproque de cette dernière proposition 
est encore plus curieuse : un ds2 convexe définit dans l'espace à 
trois dimensions une surface fermée et une seule (plus la symé­
trique). 

Il s'agit d'indiquer comment on définit un ds2 convexe. Une sur­
face fermée convexe ne peut, tout au moins au point de vue de la 
géométrie projective, être représentée biunivoquement sur le plan; 
on peut, au contraire, établir une correspondance biunivoque entre 
elle et toute surface fermée convexe, la sphère, par exemple. En pre­
nant une sphère ayant son centre en un point intérieur à la surface, 
puis un point de vue P intérieur aux deux surfaces, une demi-droite 
issue de Préalise une correspondance biunivoque; on peut encore, en 
donnant à la sphère un rayon suffisamment grand pour envelopper 
toute la surface S prendre le point où la demi-normale extérieure à la 
surface coupe la sphère. Les coordonnées (x, y, z) d'un point cou­
rant M de S sont des fonctions continues de (c , , c2, c3) coordonnées 
du point image m de la sphère 2 que nous pouvons réduire à avoir O 
pour centre avec l'unité pour rayon. On peut donc écrire 

(o « = / , ( , , CV ?-%>-?=)> y=M >,. -=/3( >, 
\v/cf+c.^ + c(i y* V / 

de sorte que x;y, z sont devenus fonctions homogènes et de degré 
zéro des trois variables indépendantes (c , , c2, c3) qui peuvent être 
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multipliées par un facteur arbitraire positif. Le ds2 de la surface ( i ) 

peut être écrit 

( ds2 =2d
eîk dci dck, elk,= eki (*, k — \,i, 3), . 

( 2 ) ' ' .* 
i _ dx dx dy dy dz dz 
l ' ' ~~ dci dck dct dck dct dck 

Les coefficients eut sont donc homogènes et de degré — 2, et l'on a 

(3) 2^eikck=o (« = i , 2 , 3). 
k=i 

Réciproquement, toute forme quadrat ique > e^dcidok, où les coef-

ficients eut sont homogènes et de degré — 2 et satisfont aux trois éga­
lités (3 ) , peut être regardée comme le ds2 d 'une surface: il suffit, en 
effet, d 'écrire 

1U 'XV 1 — u* — v*-

( 5 ) c ' - = I + tt-a+p2' «•*= I + t f . ^ p . ' C3 = , + „ * + „ * ' 

ce qui est permis en vertu de l 'homogénéité pour convertir la forme 
en une expression JLdu2 -f- 2F du dv-\- G dv2 habituelle; on peut 
reconnaître directement si la forme quadrat ique est définie positive ; 
il suffit pour cela que l'on ait toujours 

(5) 2C '*X 'X*>° 
i, k 

pour chaque système X.,, X 2 , X 3 qui vérifie 

(6) Xï + X ï + X J = i , X,r, h X î c , + X 3 c 3 = o . 

On peut, sans connaître aucune surface représentative du ds2, calculer 
la courbure totale K. de cette surface suivant Li direction (c\, c2, c 3 ) , 
c'est-à-dire au point d'image ( c , , c2 , c 3 ) ; on peut, de même, définir 
intr insèquement une courbe par une équation homogène 

F(c,, c2, c3) = o 

et la courbure géodésique de cette courbe en chaque-point. Si K est 

toujours positive, finie, non nul le , .nous dirons que le ds2 est con1-
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vexe*; on suppose les elk analytiques et holomorphes pour tous les 
systèmes (c«, c2, c3) non nuls ensemble et réels. 

Cela posé, la méthode d 'H. Wey l est basée au fond sur le cas par­
ticulier où il s'agit de la sphère elle même; Hilbert a donné une 
démonstrat ion simple de cette propriété : toute surface fermée de 

courbure totale constante + i , sans singularité, se réduit à la 

sphère; en effet, si tous les points sont des ombilics, c'est une p ro ­
priété connue que la surface est une sphère ; si tous les points ne sont 
pas ombilics, il y a contradiction, car au voisinage d 'un point M non 
ombilic, le réseau des lignes (//, v) de courbure forme un système de 
coordonnées régulier, et l'on a 

( 7 ) ds*- = sh2 <p du*- + ch2 cp dv * 

avec 

/ O N d2® d2v , . 

Les rayons principaux sont 

(9 ) Ri = thç, R 2 = c t h ç . 

Si la surface n'est pas sphérique, R | et K2 ne restent pas constants ; 

chacun, suivi par continuité, garde un signe constant, de sorte que R , , 

restant compris entre zéro et i, atteint quelque part en M une valeur 

minimum, donc cp aussi; ce point M n'est pas ombilic (sinon R< 

serait é g d à i ) ; les formules (7) et (8 ) sont donc valables; la valeur 

de cp étant positive, non nulle, on a 

du2 - ' dv2 -

or, le second membre de (8) est négatif sans égalité : c'est la contra­
diction annoncée. 

M. Blaschke, puis M. H. W e y l ont donné une démonstrat ion 
simple de la propriété due à Liebmann, que toute déformation infi­

niment petite d'une surface fermée sans singularité se réduit à 

un déplacement solide infiniment petit, et, somme toute, la propo­
sition d 'H. Wey l , que je vais maintenant aborder, est la générali­
sation de cette propriété à une déformation finie. 

M. H. W e y l imagine un ds2 convexe contenant un paramètre 
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variable T ; il le suppose développable suivant les puissances de T 

(10) ds2 = A + T A 1 + T 2 A 2 + . . . , 

où A, A , , . . . sont des formes quadrat iques différentielles, régu­

lières sur toute la sphère ; on suppose que S 0 soit une surface fermée 

connue, dont A est le ds2\ H . W e y l montre que l'on peut trouver 

trois développements convergents 

[ X = x + T # 1 + T2\r2-+- . . , 

(u ) Y = ^ + - ^ + -:^8 + . . . , 

tels que 

(i2) €fX2^dY*+dZ*-= A + TAJ + . . . , 

(x, y, z) sont les coordonnées connues du point courant de S 0 et les 

fonctions inconnues (x{, yx, s , ) , . . . , (xi, yh Zi), . . . seront succes­

sivement calculées pour tout système (cK, c2 , c 3 ) . La démonstrat ion 

comprend deux parties : on a d 'abord 

(13 ) dx dxy + dy dyx + dz dzx 
2 

et c'est cette équation que l 'auteur étudie d'abord : le problème homo­

gène correspondant est la résolution de 

(i4) dx dxv-+- dy dyx + dz dz\ = o. 

H . W e y l suit la méthode analogue à celle de Weingar ten pour la 

déformation infiniment pet i te ; si l 'on pose ( H = y'EG — F 2 ) 

S dx*- = E rf«2+ 2F du dv + G dv*- = A, 
05 ) , 

( A! = E rfa*+ 2F du dv + G dv2 

O n introdui t une inconnue auxiliaire cp telle que 

, ^ Q dx àxi i / ^ „ x Q dx dxx i / /, ¥¥ \ 

et tout est ramené au calcul de 9. Puisque S est soit la sphère, soit 

une surface fermée convexe, l 'équation homogène ( i 4 ) n 'admet d 'autre 

intégrale définie sur toute l 'étendue de S 0 que 

(17) ç+qz + ry, r\-^-rx—pz, l-^-py—qx, 
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où £, o, Ç, />, q, r sont des constantes arbitraires; si l'on connaît une 
solution de (i3) (#, , yx zx) définie sur toute la sphère, la solution 
générale sera 

xx-^%-+- qz — ry, ^ + ^ + rx — /?s, ^ + Ç +/?JK — .£ x. 

Il s'agit de faire disparaître les constantes auxiliaires ainsi introduites, 
qui, finalement, ne servent qu'à remplacer la surface inconnue par 
une surface d'orientation et position différentes. On peut imprimer 
une translation convenable (1, /J., V) à la surface (X, Y, Z) de sorte 
que les intégrales étendues à la sphère (c , , c2, c3) 

{18) fxdv, Çxdv, fzdv 

soient nulles quel que soit T; car si elles ne le sont pas, on écrit 

yi(X-r-X)rfflr=o, 

ce qui donne 

X ==—-!- fxd*. 

Un simple changement de notations* permet alors de supposer 1 = o, 
p = o, v = o, d'où 

(19) j x di = o, I y dv = o, / z dv = o. 

On détermine £, Y), £ par les relations 

(20) J(xl-hÇ-+-qz—ry)da = o, j(jKi + .. .) = o, J (^ + . . .) = 0, 

qui se réduisent à 

(20') f(x[ + Ç)da = o, j(yl^-r\)da = o, j (zv + Ç)da = o. 

Un nouveau changement de notations permet donc de supposer 
5 = yj=Ç = o. On détermine ensuite p, q, r par les relations 

J \ y z 
da = o 
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ou, si l 'on préfère,, 

[ j ( j ' Z~~yz^ch^f \.X{PX^ <U' + r * ) - P i a f i + y* ^z'2)]da = o, 

( 22 H I ( ~i x — zx\ ) dv + = o, 

f / \ x * y —xyv)dv-\ . . . - .= 0. 

Les trois équations linéaires non homogènes ainsi obtenues enp, q, r 

ont une solution unique en p, q, r, car les mêmes équations rendues 

homogènes entraîneraient , en mult ipl iant pa r /? , q, r et ajoutant, 

j [(p-x-h qy-+- rz)*-—(p*--+- q'2 +- r2 ) ( .r2 + j 2 - h z'2)]dv = o, 

égalité qui n'a d 'autre solution que p = q = r = o. O n a ainsi nor­

malisé d 'une façon unique la solution xt, yt, z%\ on peut montrer , 

par une méthode analogue à celle qui est suivie pour le problème de 

la déformation infiniment petite, que l 'équation aux différentielles 

totales ( i 3 ) se ramène à l ' intégration d 'une unique équation linéaire 

aux dérivées partielles du second ordre , du type elliptique, parce 

que la surface (x,y, z) a sa courbure constamment positive, finie, 

non nulle. Cette équation a une intégrale unique définie sur toute la 

sphère, exprimée simplement au moyen d 'une fonction auxiliaire ana­

logue à la fonction de Green relative à l 'équation de Liplace dans le 

plan. Ce premier point établi, les fonctions (.r2 , fy2 , z2), • . . , (xi, yi, zi) 

s 'obtiennent de proche en proche par la même méthode et d 'une 

façon un ique ; les développements (i i) sont convergents moyennant 

certaines conditions imposées au développement ( T O ) . 

Supposons maintenant le ds2, 2 eZA(T) de / de k défini, convexe 

depuis T = O jusqu 'à T = i et la surface S 0 connue ; la méthode 

appliquée comme plus haut depuis T = o jusqu 'à T = r, ( T , < Ï ) , con­

dui t pour T = Tj à une surface STi convexe, connue ; on répète ensuite 

en prenant S t comme nouvelle surface initiale, et l 'on arrive à une 

valeur r 2 ( r , < r2 < i) avec une surface STa et ainsi de sui te ; H . W e y l 

montre que l 'application du procédé permet d'arriver à r = i , au bout 

d 'un nombre limité d 'opérat ions. L'existence d 'une solution est ainsi 

démont rée ; pour démontrer Vunicité, supposons que S 0 est la sphère 

et imaginons que pour : = i on obtienne non seulement la surface S4 
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« 
du procédé suivi, mais une autre solution S, ; on peut inversement 

passer de S, à une surface S0 ayant le ds2 obtenu pour r = o; mais 

alors, nous avons vu directement que S0 coïncide avec S0 convena­

blement déplacée; donc Si n'est autre chose que S, après le dépla­

cement défini par ( S0 S0 ). 
Je dois me borner à ces indications assez rapides sur certains 

points; il serait à désirer que le Mémoire de M. H. Weyl; contenant 
33 pages, soit repris et simplifié; l'auteur annonce plusieurs fois dans 
son Introduction qu'il traitera telle question par telle méthode, et 
plus loin, ou bien suit une autre méthode, ou se contente de nouveau 
d'affirmer l'existence de la solution sans produire la démonstration 
promise. 

Ici, il est bien entendu que les surfaces convexes enjeu se com­
posent d'une seule nappe analytique et ne présentent aucune singu­
larité. Il y aurait lieu de généraliser le résultat dans diverses direc­
tions; en songeant au théorème de Gauchy, une surface fermée 
convexe formée de plusieurs morceaux de surfaces analytiques, telle 
une lentille biconvexe, est probablement indéformable tout comme 
un polyèdre convexe. Il se peut que la propriété de convexité ne soit 
pas absolument nécessaire et qu'une surface telle que le tore, dans sa 
totalité, bien entendu, soit absolument indéformable; il y aurait une 
question de régularité peut-être plus importante qu'une question de 
convexité; l'exemple des polyèdres spéciaux de M. Bricard montre 
qu'il À a là une difficulté pour bien préciser la question de régularité. 

D'autre part, la proposition d'H. Weyl ne concerne que des sur­
faces fermées convexes de courbure totale 4^ (curvatura intégra, 
comme disent les géomètres allemands). Je dois citer quelques 
exemples de surfaces convexes de courbure totale 87r et qu'il y aurait 
lieu d'étudier au point de vue de M. H. Weyl. 

Je prends d'abord un cas où la surface se partage en deux mor­
ceaux convexes réguliers (tout au moins jusqu'au premier ordre). 
Prenons dans le plan horizontal un cercle de centre co et un point O 
intérieur; par O, menons une sécante OAB limitée aux deux points A 
et B où elle perce le cercle; sur la perpendiculaire au plan du cercle 
en O, portons deux longueurs égales OO, = 0 0 2 et construisons les 
deux demi-ellipses pour lesquelles 0 , 0 2 est un axe complet et OA 
ou OB l'autre demi-axe. Quand la sécante OA tourne autour de O, la 
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demi-ellipse O, A 0 2 engendre évidemment une surface fermée con­

vexe régul ière; quand on étudie les sections méridiennes de cette 

surface, on constate qu 'en O, la courbure des deux demi-ellipses 

O, A 0 2 et O, BO> sont différentes; en 0 | , il y a donc une singularité 

de la surface, ne se manifestant d'ailleurs qu'à partir du second ordre . 

Si O se rapproche de co, la surface tend vers un ellipsoïde. La surface 

analytique complète comprend évidemment la portion déjà construite 

et sa s\ métr ique relativement à l'axe 0 | 0 0 2 ; on a ainsi une surface 

algébrique de degré 4, admettant 0 | et 0 2 pour points doubles où le 

cône des tangentes se rédui t à un plan double ; le plan méridien, 

mené par O perpendiculairement à Oco, donne une ellipse double 

tracée sur la surface complète. Par exemple, O étant origine, Oco axe 

des x, en supposant Oco = e, z > o, O O , = i et le ra>on du cercle co 

étant i - f -e , on aura les équations paramétr iques 

( x = [E h ( i -i- s) cos©] sinÔ = s s inG4- ( i + e)C|, 

(23) [y— ( i- '-e)sincp sin6 = (i -h e)c2 , 

Z = COS0 = Cj . 

Pour e = o, la surface se réduit à une sphère . On a pour ds2 

(24) ds2= [I + 2S(I + S ) ( I + cos 9)] dft*—2Ê(I + s) sin © cosô sinô rf6 dy 

-•-(i-r- s)2 sin26d<p2. 

La courbure totale a pour expression 

(0Ï\ J L = I+E(l-HCQSy) 
v ; RR' (1 + E) [sin*6 + cos*6(i + s + e cos?)*]2 

On remarque qu'au point O , ou O 2 ( s i n 0 = o, cos0 = ± 1), la cour­

bure totale devient -, r-, r_ : elle a donc une valeur indé-
(l + Ë)( I + e + £ cos»)3^ 

terminée entre e t , r-, - • On remarque que pour avoir 
1 + 6 (1 + s ) ( i -H 2£)3 ~L ~I r 

toute la surface, il faut faire varier <p de zéro à 27: et 9 de zéro à 277; 

mais alors la sphère ( c , , c 2 , c 3 ) est ba la jêe deux fois; au point de vue 

de M. H . W e y l , sin# = y/cf + c2
 u ' e s t pas une fonction holomorphe 

de c , , c2 , c3 ; il faudrait reprendre la méthode pour un exemple de 

cette sorte et voir les conclusions précises que l 'on peut obtenir . 

Je cite maintenant un exemple plus compliqué : 
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La sphère a un ds2 qui peut recevoir la forme 

(26) dv^lpiu + iV—piu'-hriWdp-r'd-rf), 

où ^ ( a | c o , co') est la fonction classique de Weiers t rass : 2co est la 

période réelle, 2co' la période imaginaire pu re ; on peut obtenir toute 

la sphère, une fois, en faisant varier £ entre — ^ - et - f - ^ ? - , et ri 

entre — co et -f-co; deux points (£, n) symétriques par rapport au 

point (=L -r> zizco J donnent le même point de la sphère . Dans ces 

conditions, le ds2 suivant (m, n constantes) 

i dsn- = [JO(W + it) — ptu'+ n)][dx*-h dy2], 

(27) j x= Ç + / n [ ^ ( c i ) + i Ç ) — e 2 p 5 

( r = 'ri+ n[p(<É}'+n) — e2p 

est défini sur toute la sphère prise deux fois, car on doit faire varier 

ici £ de — à -\ - et 0 de — 2co à + 2 c o ; deux valeurs de £, YJ/ 

symétriques par rapport à ( ± : — » db co ) ne donnent plus deux points 

de la surface se correspondant dans une auto-applicat ion; il s'agirait 

de savoir si ce ds2 (27) définit, in abstracto, une surface fermée con­

vexe de courbure totale 87T, ayant quatre points singuliers corres­

pondant à £ = d z — ?Yj = =bco; la surface se composerait de deux 

nappes se raccordant aux quatre points singuliers e n j e u . Si une telle 
surface existe, ses géodésiques seraient fermées et à antipodes, du 
moins sur une certaine fraction de la surface; aux points singuliers 
que j ' a i indiqués, la courbure reste finie et égale à - f - 1 . 

O n peut de même construire des surfaces fermées (ou des ds2) 

convexes, de courbure totale 1277, 167:, . . . . 

D'autre part , pour revenir à l 'analogie des questions traitées ici 
avec elles relatives aux polyèdres, on voit aussitôt que les surfaces 
ayant un réseau de G. Kœnigs doublement conjugué [telles qu 'un 
ellipsoïde ou la surface ( 2 3 ) ] relatif à une série de plans parallèles 
et un axe perpendiculaire à ces plans, peuvent être déformées par les 
formules données au paragraphe précédent de façon qu 'une telle sur­
face supposée fermée convexe puisse prendre un nombre fini de 
configurations encore fermées, mais offrant deux points coniques sur 
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l ' a x e ; c ' e s t , d ' a i l l e u r s , au fond ce q u i se p r é s e n t e p o u r l es s u r f a c e s d e 

r é v o l u t i o n . 

J ' a j o u t e enf in q u e , si d a n s u n e s u r f a c e c o n v e x e o n fait u n t r o u a u s s i 

p e t i t q u e l ' o n v e u t , la p o r t i o n r e s t a n t e p e u t , d ' a p r è s L i e b m a n n , ê t r e 

d é f o r m é e t o u t e n t i è r e . 
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NOTE ADDITIVE 

Au moment de la mise en pages définitive de' ce fascicule, deux Notes 
importantes paraissent aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
(M. Masloff, i4 mai 1928, et M. Vasseur, 18 juin 1928). On sait trouver tous 
les couples isolés ou toutes les familles à un paramètre de surfaces applicables 
possédant un réseau conjugué commun formé de lignes cylindriques ou 
coniques; ce problème se ramène, par une coïncidence curieuse, à la déter­
mination des mécanismes, soit transformables (couples isolés), soit défor-
inables (déformation continue), constitués par deux courbes et j'ai traité 
moi-même ce problème au Journal de Liouville (9e série, t. 1, 1922, p. 19-76). 
D'autre part, je sais que M. Finikoff, professeur à Moscou, a publié, en russe, 
un Mémoire considérable sur les réseaux permanents. 

J'adresse enfin un hommage ému à la mémoire du géomètre italien Bianchi, 
mort à 72 ans, au début de juin 1928; Darboux et Bianchi ont bien voulu 
s'intéresser à mes travaux et ces deux fascicules ont été rédigés sous l'inspi­
ration directe des découvertes de ces deux illustres géomètres. 
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