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APPLICABILITE DES SURFACES
ETUDIEE DU POINT DE VUE FINI

Par M. Bertrand GAMBIER,

Professeur 3 la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCTION.

Le probléme de T'applicabilité a été éiwudié du point de vue diffé-
rentiel dans un précédent fascicule, divisé en trois chapitres : 1° déter-
mination et classification des invariants et paramétres différentiels ;
2° reconnaitre si deux surfaces données sont isométriques; 3° étude
de I’équation aux dérivées partielles de Monge-Ampére dont dépend
la déformation d’une surface donnée.

Il s’agit maintenant d’étudier la réalisation des théories ainsi
formulées. Ce fascicule est divisé en deux chapitres : le premier
étudic les principales familles (a un ou plusieurs paramétres) con-
nues de surfaces toutes isométriques entre elles ou les couples
remarquables de surfaces isométriques : pour les familles, dépendant
de deux fonctions arbitraires, relatives aux cas malheureusement
trop rarcs ou l’équation de la déformation est complétement inté-
grable, la question a éLé résolue au fascicule précédent; la théorie du
parallélisme de Peterson |42] ou de la stratification de x* facettes,
due a M. Bianchi [4], permet de faire rventrer dans un tout harmo-
nieux les résultats épars dus aux divers chercheurs isolés; j'ai taché
de résumer aussi clairement et succinctemeut que possible les beaux
résultats de M. Bianchi [3] sur la déformation des quadriques; I’étude
de la déformation infiniment petite se rattache étroitement a la
détermination des familles isométriques possédant un réseau conjugué
permanent; il était donc naturel que ce premier chapitre accordat
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une large part & ce probléme qui d’ailleurs est important aussi pour
la méthode de H. Weyl [49] exposéc au second chapitre. Ce second
chapitre étudie d’abord quelles sont les régions réelles qui se corres-
pondent dans I'isométrie de deux surfaces réelles; il Yy a une cir-
constance, assez paradoxale au premier abord, qui se présente pour
certaines surfaces réelles isométriques, c’est le cas ou chaque point
réel de I'une a un homologue imaginaire sur I'autre : Jindique des
propriétés d’auto-isométrie de ces surfaces. Enfin il est naturel de
se demander si une surface fermée peut étre déformée dans son
intégrité, qu'il s'agisse soit d’'une déformation infiniment petite,
soit d'une déformation finie; M. H. Weyl a démontré ce beau résul-
tat, d’abord qu’une surface fermée, convexe, sans singularité, de
courbure totale 4m, ne peut étre déformée, ni infiniment peu, ni
d’une fagon finie, avec conservation de toutes ces qualités, puis, que
cette surface est définie, in abstracto, par son scul /s?: Jindique le
principe de la démonstration de M. H. Weyl, en signalant les généra-
lisations qu’il y aurait lieu de faire pour certaines surfaces convexes,
ou non, mais fermées, et peut-étre aussi les simplifications ou perfec-
tionnements que 'on devrait essayer d’apporter aux démonstrations
de M. Weyl.

La géométrie Infinitésimale est peut-éire I'une des branches des
Sciences mathématiques ou le jeune chercheur apercoit le moins
aisément la coordination des idées générales au milieu des résultats
isolés: j’espére I'y avoir aidé, conformément a DPesprit de cette
collection.

CHAPITRE 1.

FAMILLES ET COUPLES ISOMETRIQUES. PARALLELISME, STRATIFICATION, DEFORMATION

INFINIMENT PETITE. RESULTATS DE M. BIANCHI SUR LA D_I:II'ORMATION DES QUA-
DRIQUES.

1. Nature des familles ou couples isométriques a chercher. —
Nous avons vu au Chapitre Il du fascicule précédent, les cas précis
ou I’équation de la déformation s’intégre complétement; ’est un fait
remarquable que chacun des types correspondants ait été obtenu
par la méthode de Weingarten [48], combinée avec les résultats de

MM. Goursat [26], [27] et Baroni [9]: Pétude directe de 'équation de -
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‘Monge-Ampére, faite par MM. Gau [24] et Gosse [23], a montré
que ces divers types, déja connus, étaient les seuls. En dehors d’eux,
les surfaces réglées sont le scul échantillon fournissant une solution
dépendant d’'une fonction arbitraire, correspondant nécessairement
-(sinon la proposition serait contradictoire) aux surfaces réglées appli-
cables sur la surface de départ : cette déformation des surfaces
réglées s’obtient explicitement par des quadratures; je renvoie au
Tome 3 de la Théorie des surfaces de Darboux.

Ceci explique pourquoi les diverses surfaces isométriques connues,
restant a signaler, ne peuvent que comprendre soit des familles a
nombre fini de paramétres, soit des couples isolés; nous ne faisons
pas de distinction ici entre deux surfaces égales ou symétriques. Le
plus beau résultat que I'on puisse obtenir ne peut donc que se réduire
a ceci: trouver une surface S d’ou nous puissions déduire une surface
Sy, applicable sur S, et dépendant d’un nombre fini de paramétres,
telle que la méme opération puisse se répéter sur Sy, au lieu de S, les
paramétres entrant dans S, étant distincts de ceux entrant dans Sy,
etainside suite, de fagon a avoir une chaine dénombrable de surfaces
toutes isométriques, contenant un nombre de paramétres de plus en
plus élevé, mais toujours fini : c’est ce que M. Bianchi a fait pour
les quadriques el ce sera 'un des plus beaux titres de gloire de
M. Bianchi [3]: déja d’autres chercheurs ont cherché a étendre
ce genre de recherches a d’autres types (surfaces tétraédrales par
exemple, travaux de M. Jonas [33]). Il est trés vaisemblable que le
méme progres peut étre réalisé, sinon pour un ds? quelconque, du
moins pour une classe trés étendue de ds* qu’il y aurait lien de
déterminer.

2. Surfaces de révolution, surfaces hélicoidales. — Le premier
exemple a signaler de familles isométriques est celui des surfaces de
révolution ou hélicoidales représentatives d’un ds* de révolution
donné a priori. C'est Minding | 40] puis Bour [13] qui ont signalé les
premiers ces exemples; prenons le ds* de révolution sous la forme
canonique [U fonction de u seul (*)]

(1) ds? = U2(du2 +— dv?).

(1) En posant U du'= du, on a l'autre forme canonique du?- U?dy? souvent
employée; il est facile de modifier les formules (2) et (3) en conséquence.
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‘On obtient =? surfaces représentatives ( , m constantes arbitraires)
(2) X:rcos(—%_—.—w), Y=rsin<% +w>, LZ=hy-+3,

r, w, 5 étant trois fonctions de u définies par

_ —h7
(3) rr=m(U2—h2), z:=Ur—meU—h?, o= 'TUE——ZE)

Les formes révolutives correspondent a A = o, les formes hélicoi-
dales proprement dites a A £ o.

Pour A=o0, on a dohc o' surfaces de révolution applicables
entre elles, avec un réseau conjugué permanent, a savoir celui des
paralléles et méridiens. Prenons comme prototype de la famille la
surface S obtenue pour m =1, que nous supposerons réelle; les
autres s’obtiennent en multipliant le rayon » = U du paralléle par n,
divisant la longitude par m et calculant z par la quadrature

f‘/U‘!—sz—’Edu;

pour m <1, la nouvelle surface obtenue S, offre loujours une
région réelle comme homologue d’une région réelle de S, mais
quand S vient s’appliquer sur S,,, on doit supposer S,, composée de
plusieurs feuillets superposés; pour m>1, la région réelle de S

e e qe . U .
représentée par S, correspond a l'inégalité g > m; or, si M est un
point de la méridienne de S, T le point ou la tangente en M perce

I'axe de révolution, et i la projection de M sur I'axe, on a

Mp | U],
MT —|U |’

de la sorte, soit » I'angle aigu, pris en valeur absolue, de la tangente
- . . . .
a la méridienne avec la direction des paralléles et soit — = cos w,; on

doit avoir w > w,; soit r, le parallele de S pour lequel I'angle w
devient égal a w,; si la concavilé de la méridienne est tournée vers
I'axe de révolution, on peut remplacer w >w, par r>ry; si au
contraire, la convexité est tournée vers 'axe de révolution, on rem-
place ® > w, par 1 <C r;y; d’autre part les géodésiques de S tangentes
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au paralléle ry ont pour équation

+r.du

=i

de sorte qu ‘elles remplissent la reglon 7> ry; sur la surface S, le
paralléle » = r, de S est transformé en paralléle de rebroussement et
nous voyons que la surface S, recouvre la région de concavité
ou convexité géodésique de S au voisinage du paralléle ry sui-
vant que le long de ce paralléle la courbure totale de S est
négative ou positive. _

Prenons maintenant ‘un hélicoide H (4, m); on peut déterminer
-c0' hélicoides tels que le paralléle de rayon r,==U, de la surface
révolutive S prototype déja utilisée devienne hélice de rebroussement
sur H: les paramétres & et m sont déterminés alors par I’équation

dv =

2 2 U2 2 — -
Ug—m2Ug— A2 =o;

nous allons montrer que 'on peut obliger ces hélicoides a recouvrir
la région de concavité géodésique du paralléle de S ou la région de
convexité géodésique. Nous pouvons supposer que U soit positif; la
région recouverte de S est déterminée par I'inégalité

U— m2U— A2 > o,
ce qui, au voisinage du paralléle critique 7 = r, de S revient &
Uy (Up— m2Uj) (1e — uy) > o;

‘sur H le paralléle ry de S est transformé en une hélice congruente a
I'hélice

(4) X=gcosg, Y=gsing, Z=hmy, o=m\/Ui—ht=mU,.

Le rayon de courbure R ou de torsion T de cette hélice, la courbure
totale K de S ou H sont donnés par

’
Us
72 ?

4

—h k= U¢—U,Uj
mU3’ U

(5). =

= -

Introduisons une quantité géométrique nouvelle § définie par

I _ R4+ m2Ug—m2Uy Uy _ Up—m2Uj
(6) 0= ﬁ.+K~ ‘m2U3 = szg
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L’inégalité annoncée revient donc a 6. Uy (v — uy) > o, ou puisque
sur S, r="U, simplement a 6. (r—r,) > o; si donc I'expression
I P e 5 vt ité On-
72+ K est négative (ou positive), la région de concavité (ou con
vexité) de S, au voisinage du paralléle critique est recouverte, a
Iexclusion de I'autre, parhélicoide H. Comme vérification, I'hélice de

. 4. . 1

rebroussement a bien comme courbure la courbure géodévique T
du paralléle critique. Le résultat obtenu comprend comme cas
particulier celui de la surface de révolution S,, étudiée précédem-

™

ment. Enfin on remarqne que si U, =m? U}, on a

1 —_—

L -4+ K-
T=EvV—K

7

I'hélicc oblenue ne devient plus sur H une ligne de rebroussement,
asymptotique singuliére, mais une ligne réguliére, asymplotique
ordinaire de H; le développement de z'* suivant les puissances
croissantes de & — u, commence cette fois par le terme
) 3 =[U@+ UgUg— m2(Uy2+ Gy Uy )] (e — wg)2 +...

= Uy (U — m2UQ) (0 — up)2+....
L’hélicoide H n’cst réel que si

Uy(Uy—m2Ug) 20

Uy (Uy— U——&Sj“)@o

ou ¢ncore

et, si cela alieu, il recouvre la surface S de part et d’autre du paral-
lele 7 =7, (on remarquera que si cet hélicoide exceptionnel est
imaginaire, il est représenté par une équatioh a coefficients réels, car
5 et w sont imaginaires pures; les valeurs de ¢ imaginaires pures
donnent X réel, Y et Z imaginaires pures). Le lecteur verra sans
peine la singularité bien plus compliquée qui a licu si U,=o,
c’est-a-dire si le parallele u, est géodésique : Uhélice transformée est
une droile alteinte asymptotiquement par les hélicoides en nombre
infini obtenus pour h=U,, m qucleonque. De méme on verra la
modification des résultats quand

v#0 et UyUs—U,Ul =o;

comparer avee le Chapitre 11, paragraphe 1.
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Les explications qui précédent montrent clairement que sile ds*
donné est réel, défini, positif, on peut, pour des valeurs convenables
de & et m, obtenir des surfaces, hélicoidales ou révolutives, imagi-
naires, mais d'équation réelle; par cxemple pour h=o, m réel
supérieur a 1, la surface de révolution S,, comprend, pour la nappe

réelle S telle que -[LJ—I <_m, une nappe ot les coordonnées X, Y de S,,
sont réelles et Z imaginaire pure; on sait que cette nappe imaginaire
de S,, en roulant sur la nappe réelle de S, conduit a des systémes .
cycliques réels et a des systémes triples orthogonaux réels, comme
I'explique Darboux [16].

Il est juste de signaler ici le réle exceptionnel que jouent la spheére
et la pseudosphére. Quand deux surfaces de révolution, dont la
courbure est variable, sont applicables, les paralléles se corres-
pondent nécessairement, comme courbes le long desquelles la cour-
bure totale a une valeur constante, puis les méridiens, comme trajec-
toires orthogonales du systéme précédent: les formules précé-
dentes (2) et (3), avec h = o0, donnent donc la solution générale de
la déformation d’une surface de révolulion en nouvelle surface de
révolution. Pour la pseudosphére, le résultat cesse d’étre valable; on
peut déterminer directement la méridienne d’une surface de révolution
dont la courbure totale est égale @ — 1 : M étant un point de cette
méridienne, C le centre de courbure, N le point ot la normale en M
coupe l'axe, on doit avoir

MC.MN =—1,

d’ou une équation différentielle du second ordre; I'un des deux para-
métres correspond a une translation le long de 'axe et n’a aucun
intérét; autre est paramétre de forme; il est plus simple de remar-
quer que Pélément lincaire de la surface peut recevoir 'une de trois
formes types : parabolique, elliptique, hyperbolique

(8) du?+ e2t dv?, du? + sh2u dv2, du?+- ch2u dv?.

Pour cbacune de ces trois formes, les formules (2) et (3) [conve-
nablement modifiées, en tenant compte du choix de la forme cano-
nique du? + U2 dv? au lieu de U? (du? + dv?)] donnent des surfaces
de révolution ayant ce ds*; la méridienne (r, ) est définie par les
formules suivantes, qui contiennent, au moins pour les deux derniers
types, un paramétre m de forme :
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type parabolique :

r=mes, z :f\/l_—:h—!—e‘—'—“du;.
elliptique :

r=rmshu, z=f\/i—_m‘1—ch—2—u-du;
hyperbolique :

r=mchu, z ;f\/l— m? sh2u du,

et l'on constate que l'on retrouve par ce procédé les o' formes
annoncées de méridiennes. La pseudosphére jouit de cette propriété
curieuse qu'en la ‘déformant en surface de révolution, de facon
que les paralléles restent paralléles, la déformée est la pseudo-
sphére elle-méme. Je n’insiste pas davantage surla forme bien connue
des trois types révolutifs.

Pour la sphére, bien que la méme exception subsiste, il devient
presque inutile de la signaler, parce que les diverses applications
de la sphére sur elle-méme se réduisent a une superposition ou a
une symétrie, de sorte Que sur toute surface de révolution de cour- .
bure totale égale a 41 les paralléles se transforment toujours en une
famille de paralléles de la sphére (la réciproque n’étant pas vraie, ce
qui est 'exception signalée).

Si le ds* de révolution, U?(du* + dv*), est quelconque, dans la
famille o? de surfaces révolutives et hélicoidales, obtenues par (2)
et (3), il n’y a que les o' surfaces révolutives (m quelconque, / nul)
qui possédent un réseau conjugué permanent; nous verrons plus
loin, a propos du parallélisme, les formes exceptionnelles de U pour
lesquelles on peut extraire de ces x* surfaces une famille «o' conte-
nant un réseau conjugué, autre que celui des méridiens et paral-
leles : ce réseau est formé de géodésiques ct la famille d’hélicoides
peut étre déduite, par parallélisme, de ’hélicoide minimum.

3. Surfaces minima adjointes. — Les surfaces minima possédent
une propriété importante découverte par Schwarz [43], [44],
O. Bonnet [11] (*) et Peterson [42] : a toute surface minima connue S

(1) xr = A-+ By, ¥y =A,+B,, s=A3--By

(') Le lecteur se rappellera que le but de cette collection n’est pas de dresser un
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[Ay, Ag, A, fonctions de «; B,, B,, B; fonctions de 3; les courbes’
(Ay, Ay, Aj) ou (B, By, B;) sont minima et de plus imaginaires
conjuguées I'une de I'aatre si la surface est réelle], correspond par
les formules
\ X = Ay e'iw—|— B, e—iw,
(2) ¢ Y =A,eiw B, e—iu’,
'. Z = Aj;eiv4 Bye—iw,
ou » est une constante réelle arbitraire, une famille de surfaces appli-
cables sur S, avec conservation du réseau de longueur nulle comme
réseau conjugué; ces surfaces sont dites assocides a la premiére;
réciproquement, deux surfaces minima applicables sont associées.
Deux surfaces associées se recouvrent dans toute leur étendue et
peuvent étre cffectivement déformées de fagon continue l'une en
l'autre; les deux surfaces o et w -7 sont symétriques par rapport a

.. . . ] T .
Porigine. La surface particuliére w == ou (m:—;) est dite

adjointe de S. Aux points correspondants les plans tangents a deux
surfaces associées quelconques sont paralléles, et les éléments
linéaires correspondants font entre eux P'angle constant w; les réci-
proques sont vraies. En particulier, pour deux surfaces adjointes, les
éléments homologues sont rectangulaires; les lignes de courbure de
l'une correspondent aux asymptotiques de 'autre. Au cours de la
déformation continue ou la surface S décrit le cycle complet de
ses surfaces associées, chaque point de S ‘décrit une ellipse, car
(0, ¥4, %0) étant les coordonnées du point de la surface adjointe

((.) = ;), les formules (2) peuvent étre remplacées par

(3) zo=1(A;—By), Y1=i(Ay— B,), Z9= ((A3— By),

‘ X = z cosw + 2y sinw,
(4) { Y =y cosw —+ yysinw,

( Z = z cosw —+ zg sinw.

historiquc complet des recherches successives, mais dé présenler la synthése des
résultats acquis, et que la science a un caractére essentiellement collectif. II serait
toutefois injuste de ne pas signaler la part prépondérante qui revient au géométre
francais O. Bonnet dans le développement de la théorie dont ce fascicule et le pré-
cédent ne présentent que la mise au point réalisée par les eflorts combinés de
plusieurs générations successives,
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*Aux points correspondant dans I'applicabilité, les rayons principaux
sont les mémes, car RR' = — R* se conserve d’aprés Gauss.

4. Surfaces de translation a profils de translation plans situés dans
deux plans rectangulaires. — Soit, en axes rectangulaires, la surface
de translation

(1 r=U+V,, y=U, 3=V,

Peterson et M. Bianchi [6] ont signalé la famille 2 un paramétre de
surfaces de méme définition o @ est une constante arbitraire

X:aU,%—%,

Y :/ vUP(1—a2) +~UR du,

o 1) R
'Z:f\/\'—(l—(ﬁ)—l—\._,-dv,

U, et U, sont fonctions de u, et V,, V, de ¢; les quadratures qui
interviennent sont les mémes que celles relatives a la déformation de
la surface de révolution d’axe Oy ayant pour méridienne la courbe’
(Uy, Uy, 0) ou celle d'axe O3 ayant pour méridienne la courbe
(Vi, 0, V). Les asymptotiques d’une telle surface s’obtiennent par
quadratures, les variables se séparant : si, en effet, on choisit U,
et V, comme variables indépendantes « et ¢, on obtient 'équation

(2)

Ulrdur— V| der=0
pour la surface (1).

5. Déformation de la surface tétraédrale. — C’est a M. T zitzéica [ 46|
que revient I'honneur d’avoir signalé ce bel échantillon de surfaces.
M. Jonas [33] a signalé de belles propriétés nouvelles de leur
. Sig prop
déformation sans avoir eu connaissance des résultats complets de
M. Tzitzéica. J'ai moi-méme [18] étudié en détail la déformation de
ces surfaces. La sphére S, z* -y 4- 52 = posséde =o' représen-
tations paramétriques, par coniques homofocales,

,_ T a)y(p+a)
rr= e
(a—b)(a—c)

: w_ h=0)(p+0b)
(,l) ) _([)—a)(l)—c")’

. (M+c)(p+c)
T le—=a)(c—b)
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) et p. sont les paramétres curvilignes; «, b, ¢ sont des constantes que
I'on peut, sans restreindre, assujettir aux relations @ =1, b =o. La
surface tétraédrale X

@

(2) «X3 4 BY]

n

_-\{Z:

admet donc ' représentations correspondantes, obtenues en écrivant

) 1 L2 11
(3) X =r,  BIYi=y,  yIZi=g3.
Dans chacune de ces représentations, le réseau 1, p est conjugué; la
courbe A = p est une cubique asymptotique de X, enveloppe sur 2
du résean conjugué () ou (). Ecrivons
' 3 3

s X = A(h+a)(p+ a)?,

3 3
.Y = B(x -+ 0)2(p+ b)?,

3
2

: 3
Z=C(x=+¢c)( +c)

Si nous calculons en fonctionde A, B, C, «, b, ¢ considérés comme
données, les constantes inconnues A’, B', C', a', &', ¢’ par les équa-
tions

(5) Aai+B2bi+ Ciel=Aa'i— B0+ (G2t (i=o,1,2, 3, 4),

on a une solution dépendant d’une constante arbitraire, et la sur-
face X' correspondant a ces valeurs (A', B', C/, @/, &', ¢') est appli-
cable sur X, applicabilité ayant lieu par les points de méme 2, p.
Les équations (5) expriment d’ailleurs I'égalité (ou la symétrie) des
deux cubiques gauches A = de X et de X', enveloppes de courbes
du réseau conjugué. Au fond, la propriété est le développement de
celle-ci : la cubique gauche A (A + @), B(h+4-6)3, G(} +¢)* a pour
cone directeur de ses tangentes un cone de second degré inscriptible
dans un, donc »' triédres trirectangles; on déplace la cubique de
fagon que chacun des triédres trirectangles, dont les faces sont oscu-
latrices a la cubique, vienne successivement coincider avec le
triedre OXYZ. Deux surfaces tétraédrales %, X', définies par leur
équation, (2) pour X et analogue avec o, 5', y' pour X/, sont appli-
cables si la fonction I

6 14_ (16_1_pﬁ—l——-{6—2B3Y3_2~{3a3_213{53)2 a1
( ) - a:s:’st:: e
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a la méme valeur pour 2 et 2'. M. Tzitzéica et M. Jonas ont abordé
ensuite le probléme plus général : trouver toutes les surfaces défor-
mées de Z; c’est cette question que je vais essayer de résumer.

Si I est nul, le ds® de la surface est réductible a la forme

(7) dst=vdu- 2ududse — do?

ue U’on sait déformer complétement: en effet, posant
P ,

u? u
(8) —2—‘—|—v= Uy, — = 0y,

Va
_on obtient la forme de Weingarten [ 48]
(9) ds? = du} + 2(u,— 303).de}.

La méthode de Weingarten raméne la déformation du ds? () ou(g)
a la recherche des surfaces telles que

(10) " =4p,

p' et p” étant les rayons principaux, p la distance de l’orlgme au plan
tangent. [.’équation (10) revient a intégrer ’équation

() dingp

+3p2=o0
et & prendre I'enveloppe du plan
(12) (a+B)z+i(B—a)y +(aB—1z—p(+af) =0

Si I n’est pas nul, le ds? de la surface est réductible a la forme

(13) ds? = ;—)(u di2+o2m du dp -+ o dv?).
i

Déterminer la surface générale représeniative de (13) revient,
d’aprés la méthode de Weingarten, a déterminer une surface (o)
satisfaisant a I'équation (avec les mémes notations g/, p", p)

(14) p'e"pt = ma3.

La surface o étant lieu du point (z, y, z), soit (¢, n, £) le péle rela-
tivement a la sphére 22 +4-y* 422 = m du plan tangent a g en z, y, 3;
ce pdle décrit une surface (s') satisfaisant aussi a I'équation (14),
et 'on a une surface X représentative de (13) en faisant les qua-



APPLICABILITE DES SURFACES ETUDIEE DU POINT DE VUE FINL 13
dratures

~‘2.—}\=/“§du+acdu, 2‘ fqdu—n—ydv, ﬁ—fcdu——zdu

v=a;2—i-y2+z-, w=E+ n2+ (2.

Les caractéristiques de 'équation (14) sont les asymptotiques.
Les surfaces tétraédrales du type 3£ o correspondent a une qua-
drique Q de centre O : P étant un plan tangent au c6ne asymptote, le
faisceau Q +2AP2 = o fournit o' surfaces tétraédrales se raccordant le
lohg de deux cubiques gauches symétriques relativement a 'origine;
chacune des deux génératrices Q = o, P = o fournit 'une ou l'autre-
de deux surfaces parabolo-tétraédrales (@, b constantes, ab = m)

(16) X=(u—-a‘3).‘12, —(v—bl)% Z:g[a(u—a2)+b(()—b2)]

applicables sur I’élément (13).

L’équation (14) posséde une propriété importante : une transfor-
mation affine de centre O, conservant les volumes, remplace une
surface o par une autre surface solution; comme une rotation
d’ensemble de ¢ autour de O entraine la méme rotation pour I'en-
semble o, o', X, il ne reste que cing paramétres dans cette trans-
formation de X : la surface transformée 2, s’obtient par trois quadra--
tures. Appliquée a une surface tétraédrale, ceci n’introduit que les
deux paramétres que nous avons signalés (choix de la cubique
asymptotique, puis déformation le long de cette cubique restant
invariante), parce que trois paramétres sont absorbés par la transfor-
mation de Q en elle-méme, un systéme de trois diamétres conjugués
se transformant successivement en les divers systémes analogues. La
surface 7, d’équation zyz = 1, d’otm = 3. est un échantillon curieux,
pour lequel la transformation annoncée dépend de trois paraméires au
lieu de cinq.

Sur toute surface X d'élément (13), ou sur toute surface o
solution de (14), les asymptotiques se déterminent par quadra-
tures.

Introduisons maintenant une simplification : soient deux d's*
du méme type correspondant a deux valeurs différentes de m, a
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savoir m et m
(¥3) ds? = %(ztdu?—'r—znzdudv—i—vdv?),

(13") ds’?:%(ﬁdﬁ2+2mdﬁd6+3d52).

On peut obtenir toutes les surfaces représentatives de (13') en fai-
sant une homothétie de rapport 4 sur les diverses surfaces représen-

tatives de (13), ce qui se traduit par
3

s - I

_ — m m
ds'?= k2 ds?, =\, v = AV, A= =
’ ’ m . m

L’homothétie est réelle si m et m ont le méme signe; sinon /A ést
imaginaire pure. Nous pouvons done nous borner a m = — 1. Dans
ces condilions, trouver toutes les surfaces représentatives de (13),
avec m = — 1, revient a déterminer toutes les solutions de I’équation

220
7) 920

= el — g—20,

A une solution § connue correspondent, sauf rotation autour de
Iorigine, «° surfaces ‘(o) solutions de (14) (avec m = —1) ainsi
obtenues : le systéme

2E 0k o

92~ J9x 9x € a3’
2

(18) m-—857 v
SE 90 o
98 = "0z 38 op

est complétement intégrable, en vertu de (17); ce systéme (18)
admet trois intégrales linéairement indépendantes £, 1, ¢, et si 1 on
écrit, pour définir A '

£ a1 ¢
% dn o
(19) A=|dx da 0z |,
% oy O
g3 03 dp |
on trouve aussilot
(20) dlogA 90 dlogA

l
S

0z~ da’ a3
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ou A = ceb, ou c est une constante; on peut prendre ¢ =—1 a condi-
tion de multiplier Z, par exemple, par un facteur convenable; écrivons
donc

(21) A=—eb

La surface (£, n, {) est alors solution de o'p"p*+1=0; la sur-
face (x, y, s) polaire réciproque de (%, 7, ) par rapport a la
sphére 2*—+ y*+ z?+ 1=o0 s’obtient aussitot; puis les variables
u=7:24n2 4+ et ¢ =22+ y* + z*; les formules (13) donnent
une surface 2 de ds* (13) avec m = —1; les paramétres « et 3 sont
ceux des asymptotiques de (Z, 7, ), (w, ¥, 5), (X, Y, Z). La substi-
tution linéaire homogéne de déterminant 1 sur (%, 7, {) définit du
méme coup «* surfaces X. L’intégration du systéme (18) revient a
I'intégration d’une équation de Riccati, car la connaissance de 6§
revient a déterminer X par une solution connue (D, D’; D") du

systéeme de Gauss-Codazzi. [Pour une sutface a courbure totale con-

926
stante, on a de méme a intégrer lequatlon

9203

a (17), puis un systéme complétement, intégrable, analogue a (|8).]

= e — e~ analogue

. . 920 . .

Or toute equapxon(m5 = f(6), ot f est une fonction connue,
jouit de cctte propriété importante, remarquée par Sophus Lie pour
les surfaces a courbure totale constante, que la solution 6 = f(a, 3)
fait connaitre immédiatement o' solutions nouvelles 9 :f('ca, %)a

ou ¢ est une constanle arbitraire : le pendant de la transformation
de Lie, des surfaces a courbure totale conslante, est donc, ici, cette
transformation (T) de Tzitzéica : nous appellerons T, la transfor-
+'l

35 le

mation ou la constante n est liée a ¢ par Ja relation -
sysléme (18) est remplacé par

9k 00 JE 1+n _,0¢
9 T onon T i—n® o8’

, ;g (TR
(18") daop =%
625__1——ne dE i @()_5
-dB2 T 1+n a3 ap’

od, 6 est restée la méme fonction.



16 BERTRAND GAMBIER.

M. Bianchi [7] avait trouvé en 1879 la transformation complémen-
taire des surfaces a courbure totale constante (transformation a un
paramétre faisant correspondre a la premiére surface connue une
autre telle que la congruence de leurs tangentes communes soit con-
gruence de normales, transformation dépendant d’une équation de
Riccati). Bicklund [1, 2, 3], en 1883, généralisa la transformation
complémentaire ; ses efforts, combinés avec celle de M. Bianchi,
aboutirent a la transformation générale des surfaces a courbure totale
constante, dépendant cette fois de deux paramétres, toujours obtenue
par une équation de Riccati : si I'on appelle L la transformation

de Lie [38] [passage de f(ax,B)asd <coz, E‘)]v L' consistera a rem-

placer ¢ par %; appelons C la transformation complémentaire et B la

transformation générale de Biacklund, on a

(»2) B = LCL—1.

Or pour les surfaces %, o, ¢’ étudiées ici, M. Jonas a imaginé une
transformation 0, complétant T, de la méme fagon que la transfor-
mation B de Bicklund compléte la transformation L de Lie; cette
transformation @, est basée sur la transformation des équations de
Moutard imaginée aussi, avec les théorémes de permutabilité, par
M. Bianchi. lci, &, 7, §, .z, ¥, 5 sont six solutions de la méme équa-
tion de Moutard

(23) ;;—:—;{j = ¢%R,

ou 8 est solution de (17). Nous déterminons une intégrale R du
systéme (18"), ou n est supposé différent de zéro ou 1; les trois sur-
faces (£, m, §) (z, ¥, %) et (X, Y, Z) sonl supposées rapportées a
leurs asymptotiques (e, 3), et nous calculons

/ 1\ OR ¢ IR ot )

R [ E R - A S

(24) 3 e R o IR 9z |
Z,=n %.L‘—?[(l%—n)dj da:+( n) I d’i]\’

puis 0y, {1, ¥4, 2, par permulations circulaires; soit
(25) u=_E3+mn3+-} vy = &} +yi= 33,

126) Xy =X+ wb+oyry—uf—vz+ ﬂ'*(mz—,:)')+n “(y,C— zsm)



APPLICABILITE DES SURFACES ETUDIEE DU POINT DE VUE FINI. 17

v

avec formules semblables pour Y, et Z, : la surface (X,, Y,, Z,) a
pour ds?

(27) ds? = ‘:}(u, dul— 2 du, do,~ v, dv?)
avec
(28) dXA:;(E,du,—;—xldvl), dY,=.... di,=....

L’obtention de 2, (X,, Y,, Z,) dépend a la fois du choix de n, puis
du choix de R, ce qui fait trois constantes (au lieu de deuz pour la
transformation de¢ Béicklund) pour la transformation 0,.

Imaginons maintenant que de £ on ait déduit par une transfor-
mation @, une surface X,, puis par une transformation ©, une sur-
face 2,(n, na £ 1); on obtient, en termes finis, une surface 23 trans-
formée a la fois de X, par une transformation 0, et de X, par une
transformation @, : c’est le théoréme de composition et permu-
tabilité. Pour nyn, =1, il faut que les solutions R, et R, satisfassent
a une certaine relation numérique convenable entre les constantes
dont elles dépendent, et cela posé, le théoréme de permutabilité
subsiste, mais la quatriéme surface (23, )3, 53) dépend d'une cons-
tante arbitraire et s’obtient par une quadrature. Ce dernier cas parti-
culier, n, n, =1, avec la restriction convenable sur R,, R,, jouit d’une
propriélé importante : écrivons

(29) E, }“l) 22; z,

X, est supposée correspondre & X par 0, et Ry; 2, 4 Z par 0, et R, :

n

I
5 on conslate que 2, corres-

pond a X, par 0, et g—f, de sorte que le cycle fermé 22, 2,, a trois

de la sorte 2 correspond a X, par 0, et

termes, correspond a la méme transformation 0, et trois fonctions __

. R ., .
successives Ry, ﬁ-z, %, dont le produit égale un; le cycle inve
1 2

(30) X X, %, =
correspond a
Rl I,
8,_ et Rg, E' R—‘,
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transformations ©,,. 0,,. ©,. .... appliquées successivement, four-
nissent a partir d’une premlere surface connue une succession illi-
‘mitée de surfaces toutes applicables entre elles, dépendant d’un nombre
croissant de paramétres : si I'on sait intégrer (18') pour une valeur
~quelconque de n, ces surfaces s’obtiennent par des quadratures.

Il existe enfin une surface E. 2 auziliaire qui n’est pas applicable
sur les surfaces X, telle que X et X, d’une part, puis X, et X, cons-
.tituent les deux nappes d’une premiére, puis seconde congruence YV
[ propriété vraie encore pour (2, X,.), puis Z,,, 2,)].

2 et X, étant obtenues, X, s'obtient par une quadrature, de sorte
que la transformation générale 0, peut étre de o' fagcons décomposée
en deux Lransformations asymptotiques; quand X, a elle-méme été
choisie, la surface X, s'obtient sans quadratures, le point courant
de 2,, s’obtient par intersection des trois plans tangents correspon-
dants de X, X,. X,. Cette théorie exige une somme énorme de calculs,
pour finalement arriver 4 des resultats extrémement simples et élé-
gants. Nous verrons plus bas comment M. Bianchi a obtenu, pour
les quadriques générales, la généralisation de ses résultats relatifs a
la sphére z* 4 y*+3>==1; il était indispensable, pour bien
apprécier 'importance capitale des idées de M. Bianchi, d’indiquer
un autre exemple que celui des quadriques; les surfaces tétraédrales,
grace a la profondeuar des recherches de MM. Tzitzéica et Jonas, nous
I'ont offert; depuis le résultat définitif obtenu par MM. Gau et Gosse
sur Uirréductibilité de 'équation de Monge-Ampére de la défor-
mation, c’est donc dans la direction de M. Bianchi que la théorie doit
faire des progreés : si un ds* quelconque n’offre pas de telles défor-
malions, il serait intéressant de déterminer les ds* particuliers qui
les offrent.

Dans la classe des surfaces étudiées ici, les surfaces tétraédrales
jouent un role exceptionnel, ainsi que toutes celles pour lesquelles &
et ¢’ sont réglées : elles échappent en partie aux transformations
indiquées ici. J’ai étudié moi-méme les circonstances élégantes qui se
produisent dans l’applicabilité les unes sur les autres des surfaces
tétraédrales.

6. Surfaces & courbure moyenne constante. — Un autre exemple
de déformation curieux est celui que Sophus Lie et Ossian Bonnet [12]
ont signalé pour les surfaces a courbure moyenne constante. Etant’
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. . .. 1
donnée une surface X a courbure totale constante positive —» les deux

surfaces S, et S, paralléles 4 X, obtenues en portant sur chaque nor-
male la longueur 4+« ou — @ a partir de son pied, ont leur courbure

" J 1 I . .
moyenne constante g + & = —; ces deux surfaces sont d’ailleurs iso-

thermiques associées: leurs lignes de longueur nulle correspondent
aux asymptotiques de X. Quand on applique & la surface X la trans-
formation de Sophus Lie. déja indiquée au paragraphe précédent, on
déduit de X o' nouvelles surfaces X/, et par suite, o' surfaces S
ou S} : les surfaces S| sont toutes applicables entre elles et ont, aux
points correspondants dans I'applicabilité. les mémes rayons prin-
cipauy, car RR’ est le méme en vertu du théoréme de Gauss, et,

I 1 . S A
d’autre part, i+ i la méme valeur ;]; la famille ', offre la méme

particularité.

Cette transformation des surfaces S; ou S, dépend d’un paramétre;
au cours de la déformation, il n’existe pas de réseau conjugué per-
manent. A signaler que dans la famille de surfaces déduite de X, on
trouve une surface (réelle) et une seule X'. qu’Hazzidakis [30] a
signalée, dont les lignes de courbure correspondent a celles de X; la
surface S correspondante admet avec S,. comme reseau conjugué,
celui des lignes de courbure.

La transformation de Sophus Lie des suifaces a courbure totale
constante n’est pas une applicabilité; elle a été déja signalée au para-
graphe précédent; elle le sera de nouveau dans le paragraphe con-
sacré aux vésultats de M. Bianchi; il importe de bien separer les deux
points de vue distincts auxquels on peut 'envisager.

Considérons une surface X a courbure totale constante négative,
égale a (— 1), rapportée a ses lignes asymptotiques o. [5, et sa repré-
sentation sphérique o, donnant les ds? respectifs

f LX) s =dx?—d32 > cosromdudp,
| (5) da?=dx2+d32— 2c0s>wdzd3

(1)

avec I'equation de condition

o
(2) d2df

= sinw cosw.

A une solution w (e, 3) de (2), correspond le point (¢, ¢/, ¢"), qui
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décrit o, par le systéme complétcment intégrable

ow
20N D o o
Jor? oo 0z og(sin20) — sin2w 93
(3) d%-diﬁ—ecomw:o.
)dw
020 08 o 00 9 . _
P +0— Snoe dx 98 Elog(smom) =o0.

L’intégration de (3) revient 4 une équation unique de Riccati.
On obtient ensuite le point (z, y, z), qui décrit X par les formules
de Lelieuvre, c’est-a-dire par trois quadratures. La remarque de

Sophus Lie consiste a remarquer que ;=0 (toz, ?) est une nou-

velle solution de (2), quelle que soit la constante ¢. Si nous adoptons
cette valeur nouvelle w,, en conservant les mémes o, 3, on a les ds?
nouveaux

, y (2y) dsi=da+df’+ 2cos20, dad3,

) | (1) ds?= da2+ dB*—2cos>w, dadf.

On a ainsi, une fois X, obtenue par la nouvelle équation de Riccati,
une correspondance particuliére entre X et X, qui conserve les
lignes asymptotiques. les lignes de courbure

(u =048, r=a—, ds? = cos?wdu? + sin? w doe?),

mais qui change l'angle des asymptotiques.
On peut, au contraire, sur la surface X, considérer le point de
coordonnées

(4) “l=;’ =18,
de sorte que

(8) wy(ay, Bl)sw<ta,, %) = w(a, B).

Remplagons dans (1), « et 3 par «;, 3, : on a les ds? respectifs

{ daj+ dB}+ 2cosaw,(ay, B1) day df,

) | da?+ dB3— 2 cosao(ar, By) day d,.
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Remplagons maintenant «, et 3, pal’;, tB;ona

ds} = —_- “+ 2dB2+ 2 cos2w(2, 8)dadf,

(")

: +—2d32—2cos2w(z, B)dad3.

Cette fois"on a ainsi réalisé par les points de méme o, 8 sur 2 et
sur X, une correspondance conservant les asymptotiques, leur angle
et les aires : sur X on a une double infinité de losanges de méme
c6té [ découpés par les asymptotiques

I+

2, a2l az=bl, .., az=al,
l.

a =
B, B= +al, ..., 3

i+

nl, ....

Dans la correspondance nouvelle entre 2 et 2, ces losanges sont rem-
placés par des parallélogrammes de méme coLé 7 (sur les asympto-

liques 3= consl.), It (sur les asymptotiques a = const.). Sur les
représentations sphériques, on a le résultat analogue, sauf que les

lignes «. 2 ne sont pas asymplotiques. Les lignes de courbure

oy = B, = const. de X, ont pour homologue les courbes; ==t = const.

de X qui ne sont pas lignes de courbure. sauf pour la valeur ¢t = == ¢,
qui donne la transformée d’Hazzidakis. C’est a ce second point de vue
que Pon étudie la transformation de Sophus Lie pour les surfaces de
Bonnet-Lie et pour les surfaces de Voss; c’est, au contraire, au pre-
mier point de vue que l'on se plice dans la déformation des qua-
driques de M. Bianchi. Il importait de bien caractériser la différence
des points de vue, car, suivant les circonstances, chaque auteur
adopte I'un ou l'autre, en oubliant presque toujours de prévenir le
lecteur du choix adopté.

" Dans le cas de la transform:tion de Bonnet-Lie pour les surfaces a
courbure moyenne constante, il est nécesszire pour la réalité que la
surfzce a courbure totale constante X de départ soit a courbure totale
positive : il suffit, dans les formules qui précédent. de supposer a
et B imaginaires conjuguées. » imaginaire pure et de faire sur X une
homothétie de rapport i; 11 constante ¢ doit avoir 'unité pour modules
On pourra, pour éviter emploi des imagin:ires. écrire le ds? de 2
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et o sous la forme

ds® = ch?w du® + sh?w dv?,
ds? = sh2w du? = ch2w dv?,

2 2
Pw dw—l(g—.’.m_e- )

—_— e — =
Ju? do? 4°

(6)

La transformation de Sophus Lie (premier point de vue) consiste &
prendre

7) o (u, ) =w[ucosz—vsinz, usina - vcosx].

Le second point de vue consiste a écrire

O (U, V) =w(lU, v)
(8) | (s vy) ’

| uy=.ucosz—r¢sina, @y = USINZ + ¢ COSA.
Les surfaces S, et S, ont pour ds?

(9) ds? = e=20(du? + dv?).

La transformée d’Hazzidakis correspond & a.= == g La forme (g)

montre que la correspondance entre le point («, ¢) de S, et le point
(4. 9y) de S obtenu par (8) est bien une application.

7. Déformation avec conservation des rayons principaux. — Cet
exemple de déformation a un paramétre, ot les rayons de courbure
principaux se conservent, n'est pas le seul: nous avons vu que chaque
famille de surfaces minima associées donne cette circonstance (cette
fois avec un réseau conjugué permanent); il existe encore une série
d’autres exemples, éLudiés par Ossian Bonnet[12}, puis Hazzidakis [31]
et M. Servant [43], mais on n’obtient alors que diverses familles de
surfaces toutes imaginaires a un paramétre, bien que leur ds? convienne

_ Y) dudy,

ou U et V sont fonctions arbitraires, respectivement du seul « ou v et
qui donne la famille de surfaces dépendant du parameétre ¢ :

adessurfaces réelles: je cite en particulicrle ds® simple ( m

0 a=UEYIS wy a= e =]
avec

o (PO (u—1) f= Vi dv U du
(2) CET e IR E ) =
2

b=i Vdv f Udu
— ) (v—e2]°
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On_remarquera que U = (u?, V= — {¢? donne
ds2=—(u—v) dudp,

et en remplacant u, v par A+ (/B et A — (B, on a le ds? caracté-
ristique des surfaces développees de surface minima
ds*= {B2(dA?+ dB?).

Quand le paramétre ¢ augmente indéfiniment, on obtient la surface
limite

RTINS Y
u+e 2 2
. —1
(3 'y_u—e—('%‘
o I[a+43) .
. ;[ TRyt +Jo]

(4) fo= [Vedo+ frdu q»(,:if\’dv—ifbdu.

8. Déformation ou une série de lignes de niveau reste lignes de
niveau. — M. Goursat [28] a signalé ce cas intéressant: je I'ai moi-
méme retrouvé par une méthode plus simple. Prenons une surface
développable D arbitraive et tragons les sections de D par une série
de plans paralléles choisie arbitrairement : par exemple, les plans
3 = const.; déplagons chaque section de cote 3, parallélement 4 Oz,
perpendiculaire a ces plans, de facon a lui donner une nouvelle
cote Z, ou 7 est une fonction. f(z) arbetraire; la surface S ainsi
obtenue posséde la propriété d’'admettre une déformation continue a
un paramétre ou les lignes de niveau z = const. restent lignes de
niveau: on remarque que, dans le passage de D a S, chaque généra-
trice de D devient une courbe plane dans le plan projetant horizon-
talenient la génératrice; ces courbes planes donnent sur S les lignes
conjuguées des courbes s = const., et au cours de la déformation
annoncée, ce systéme conjugué reste conjugué. La surface S est sus-
ceptible d’étre représentée par les formules paramétriques mettant en
évidence ce systéme conjugué (z), (@)

r=f(z) ba)+ q(a),
(1 ¥ =f(3) 8 (a) + i (a),

3 =3
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avec les relations différentielles

) (a)\__ ' (a)
=) ¥ (a) ~ ¥(a)

Les déformées s’obtiennent en écrivant

‘ X = f(3) §(a)+ 7(a),
Y = f(3) 61(“) +m(a),
Z =f\/l+ n f'*z)ds,

(3

ou n est une constante; les fonctions 8(a), 8, (a), n(a), 7 (a) se
calculent par les formules

0 =5 cosm, 0, = psinw,
=024 0f—n,

) do _ B0 —n) (07-+ 02) — (00~ 0,0} )%,
da — 02— 03—~ ’

T(a) _ W (a) _ d(a),
(@ Fa) 0@

On peut remarquer que cet cxemple comprend un grand nombre
de cas connus ( surfaces de révolution. surfaces moulures, surfaces de
translation a profils plans dans deux plans rectangulaires, surfaces de
Peterson ayant un systéme conjugué doublement de Koenigs : ces

derniéres surfaces s’obtiennent en annulant 4, n,, 7, 7n,).
)

9. Couples isolés de surfaces applicables. — Je cite quelques
exemples simples de couples isolés remarquables.

Soit une surface de translation S telle que les cones directeurs des
tangentes & chaque profil de translation A ou B soient homofocaux;
il lai correspond une déformée unique S, de méme définition, telle
que le profil A, admette pour cdne directeur de ses tangentes le méme
cone que B et inversement B, que A. Peterson [42] a le premier cité
ces couples : J’en ai moi-méme repris I'étude [20].

De méme, soit une surface gquelconque X de courbure totale cons-

1 o
tante —; portons sur ch:que normale a X une longueur constante b :
on obtient ainsi une surface S; S admet une seule déformée S, telle

que le réseau de courbure soit resté de courbure; Sy est paralléle, &
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la distance constante @, d’une surface X, & courbure totale con-
1 L . .
stante ;5 : par une homothétie convenable, 2 et 2, deviennent trans-

formées d’Hazzidakis 'une de 'autre. J'ai donné cet exemple [19].
J’ai donné divers autres exemples déduits de la théorie des méca-
nismes; Peterson a donné aussi d’autres exemples curieux.

10. Parallélisme de Peterson, réseau conjugué. — Soient deux
surfaces S et S, applicables : si 'on écarte le cas de deux surfaces
réglées, la correspondance ponctuelle résultant de leur application
fournit un réseau conjugué, et un seul, formé de deux familles
distinctes; prenons ces courbes pour lignes de coordonnées u, v;
Péquation de Laplace, relative a ce réseau, est
G (G R (06 YA

dude  2H2 do du /ou 2H2 du do ) de
Elle estla méme pour Set S,, admel pour solutions z, y, 5, 2\, ¥4, 3,
et, en vertu d’un théoréme de G. Keenigs,

Li4 )24 g2 — 2} — yi— 5t

Unc surface S/, paralléle a S suivant le réseau conjugué en jeu
au sens de Peterson, est définie par les équations

oz

(2) d.l‘:Pdu

b

du—i—Qg—;dv, dy'=..., dz' =..

ou P et Q satisfont aux équations

JpP 1 JE aG
‘ ;:—2-—1:1—2<G;; '-Fa;)(Q—P)—O,

dQ I(dG

(3)
JE
Edu de>(P Q) =o

Ju ~ 2H?

et S" admet pour ds*

(4) ds't = P2E du? — 2 PQF du dv — QG dy2.

Mais alors, avec les mémes P et Q. on obtient une surface S paral-
lele a S, suivant le réseau (u, v) applicable sur S’ avec le réseau («, v}
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conjugué. par les quadratures analogues a (2)

(5) (11"|=P%du ﬁ—Q%do. dyi=.... dz| =

Suivant que le réseau R'correspond & o' déformées de S ou & une
seule. le parallélisme au sens de Peterson donne o' ou une seule
déformée de S'. L’élimination de P ou Q entre (3) conduit a 'une
ou lautre de¢ deux équations de Laplace pour déterminer P ou Q:
si P est calculée. Q s’obtient suns quadratures par la premiére équa-
tion (3). 1l vaul souvent mieux opérer ainsi pour sauvegarder la
symétrie : soit ® une solution qguelconque de (1) (® pourra étre I'une
des 5 solutions signalées). On peut remplacer les inconnues P et Q
par la seule inconnue Q telle que

JaQ JQ

du dp
(6) P:E, Q= d_q)’

du ‘90

et la nouvelle fonction inconnue  est simplement assujettie avérifier
I'équation de Laplace

Jd
920 1 (p9G _ RIE\ dv dQ
(7) duos s \Bae Y50 ) 9%
Ju
- b
1 oE dG\ du 02
—;—HZ(G()_;—F_(;E>@—V—=O'
o

\
Cette propriété permet de découvrir la transformée d’Hazzidakis

N T
d’une surface X a courbure totale constante P

thétie, prendre a = 1 ; X est applicable sur la sphére unité S, de sorte
que le réseau C des lignes de courbure reste orthogonal, donc cen-
jugué: la représentation sphérique S’ de X est une sphére unité paral-
léle & =, au sens de Peterson, suivant le réseau C; donc, 3 S déformée
de X sur ce réseau conjugué C correspond une surface X', paralléle
a S suivant ce réseau ct applicable sur S', donc & courbure constante
unité et reelle; X et X' se correspondent avec conservation des lignes
de courbure; X et X' sont déterminées intrinséquement par les trois

: on peut. par homo-
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formes fondamentales

Sdz? =ch2¢du?+ sh2gds?,,

(2) S decdz = sho cho(du?+ dv?),
. Sdec> =sh2pdu?+ ch2eds2,

Sdxr? =sh2¢du?+ ch2g de?,

(2" S de dx = sho cho(du?+ dv?),
Sdc = ch2edu?+ sh2ede?,

¢ étant solution de I'équation

eV

9 o
du? + o2

+ shepche =o.

On remarquera que si 2 est réelle, mais a courbure totale constante
négative, X' devient imaginaire avec deux coordonnées réelles et une
autre imaginaire pure.

Cel1 permet aussi de démontrer qu’en dehors des suifaces de révo-
lution ou des surfaces moulure de Monge, si deux suifaces S et S,
sont applicables, le réseau de courbure se correspondant, la surface.S
admet méme 1cprésenlation sphérique de ses lignes de courbure
qu’'unc surface & courbure totale constante (positive si S et S; sont
réelles toutes deux). En eflet, la sphére s, sur laquelle on prend
I'image sphéiique de S, est paralléle a S au sens de Petlerson; donc
la déformée connue S, de S entraine une déformée o, dc s suivant un
réseau reclangulaire : o, est & courbure lotale constante et paralléle
a S,; en renversant les roles de S et S,, on retrouve la transformée
d'Hazzid. kis o de o, ; d’zilleurs s n’admet, suivant le réseau image des
lignes de courbure de S, qu’une déformée oy, sauf le cas réservé.

11. Réseau conjugué persistant dans une déformation. — Si nous
consid¢rons un ds? connu a priori, il est facile de voir qu’un réseau
connu intrinséquement ne pourra, en général, jamais devenir con-
jugué; en effet, ce réseau étant pris comme réseau de¢ coordonnées,
E, F, G sonl connus et l'on essaic de trouver une solution des équa-
tions de Gauss-Codazzi ou 6'=o0. L’équation d6"=K (EG —F?) (avec
les notations constamment employées ici) permet de ne garder que
I'inconnue ¢ qui se trouve ainsi déterminée par une équation aux dif-
férentielles tolales, en général sans solution. Ainsi, si le réseaun est

MEM. DES SC. MATH. N° 3. 2
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celui des lignes de longueur nulle, on a
E=G=o0

et Gauss-Codazzi donnent §=U, ¢"=V, ou U et V ne dépendent
respectivement que de u et ¢; on a ensuite la condition

2
%—i}‘;{ ‘;F-;-F UV =o,

qui n’est pas une identité et oblige F a étre d’une forme particuliére :
on retrouve ainsi I'élément caractéristique convenant a une famille de
surfaces minima associées. On obtient ainsi la notion de réseaux qui
peuvent, au cours de la déformation, devenir conjugués o, 1, 2
ou o' fois. Rapportons, en eflet, une surface S 4 un réseau conjugué;
on a alors ¢ = o; il s’agit de savoir si 'on peut trouver une nouvelle
solution (3, o, §") des équations de Gauss-Codazzi, distincte de
(8, o, ¢") relative a la surface S donnée; on peut poser, avec une
unique inconnue A,

Y ~ kY 6”
(n 5=23, ¥'=g-
On a les deux équations
12 11! " " V12)., {22
O B L I GRS B O b

2
En écrivant que A4 et OT sont nouvelles solutions de (2), on a

©  wG)=rG) E=l0-0)
En prenant la nouvelle inconnue v définie par

(4) =14
on remplace (3) par

R (1 ]

La condition d’intégrabilité s’écrit

o (&l -2l =1

Cri-slvis)
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Si le coefficient de v dans cette équation (5) n’est pas identi-
quement nul, cette équation (5) fournit une seule valeur de v, donc,
au signe prés (ce qui indiffére), une seule de A et, suivant que cette
valeur de v ne satisfait pas ou satisfait aux équations (3'), il n’existe
pas ou existe une surface nouvelle ou le réseau (u, ¢) est encore con-
jugué.

Silon a simultanément

© il =sl] -
il existe une déformation continue a un paramétre.

Il est trés remarquable de signaler, qu’en supposant &' =o, on a
@) et
Ies symboles accentués de Christoffel se rapportant a la représen-
tation sphérique de la surface, c’est-a-dire formés avec la troisiéme

forme fondamentale S dc? au lieu de la premicre S dz?, de sorte
que '(3') et (5) peuvent s’écrire sous forme plus simple

(8) %=2(v+1){‘;}', 3%:2\‘{[[2},,

. dfr2) 92} _ fr2)f12) 9 (ra)
(9) [dv{z} du{l}]v_zll}{a}- dv(z}’
de sorte que la propriété du réseau ne fait intervenir .que sa
représentation sphérique : c’est une nouvelle démonstration de la
propriété du parallélisme de Peterson signalée au paragraphe pré-
cédent. Déterminer en particulier toutes les familles & un paramétre

de surfaces applicables avec réseau conjugué permanent, revient a
déterminer tous les réseaux sphériques tels que

0 (12} _ 0 (12} _ fr12) fr2)
@) sat ==Y
Les équations (6) et (10) font immédiatement découvrir une classe

importante de surfaces S indiquées la premiére fois par Voss [47];
les équations

e (7]
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expriment que les lignes ¢ = const. et u = const. sont géodésiques;
elles entrainent (6) : donc, si une surface admet un réseau con-
Jugué formé de géodésiques dans les deux familles, elie admet
une déformation continue @& un parametre ot ce réseau reste con-
Jugué | Voss et Guichard ont étudié ces surfaces (') s ns avoir remar-
qué cette déformation continue a un paramétre, qui n’a été signalée
el
développement da surtout a M. Bianchi]; les deux équations équiva-
lentes a (11)

HEHE

qu’aprés développement de 11 théorie exposée dans ce parag aphe,

expriment que le do* de la sphére (o) est réductible a la forme

du? 4 dv? — 2 cosa2w du dy

qui montre aussitdt (voir § 6), qu’il existe aussi une surf.ce X a
courbure totale constante dont le ds? est

du? + dv? + 2 cosr o du dv;

2 admet aussi (o) pour représentation sphériqueet les Ugnes (u, vy
sont asymptotiques de X : les réciproques sont vraies. Ly défor-
mation continue de S revieat a li transformation de Bonnet-Lie
pour X (prise au sens ou l'angle des asymptotiques et les aires se
conservent). Ceci suppose toutefois que les lignes u, ¢ géodésiques
de S ne sont pas les géodésiques singuliéres constituées par les lignes
de longueur nulle, mais dans ce ¢1s on a les surfaces minima.

On a ensuite une nouvelle classe de surfaces intéressante, en sup-
posant que I’on a simplement

(12) {‘2‘ } = o.

Les lignes ¢ = const. sont géodésiques, mais non les lignes u.
M. Bianchi a étudié ces surfaces.

Pourles trois classes ainsi obtenues, suivant que le réseau conjugué
permanent comprend 2, 1 ou o familles de géodésiques, il y a une
propriété importante a signaler, qui se rattache intimement a ’étude

(') Depuis la rédaction de ce fascicule, j’ai publié aux Acta mathemtica, t. 51
1927, p. 83-131, un Mém.ire détaillé sur les sutfaces de Voss-Guichard [23 bis].

b
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de la déformation infiniment peute a la théorie des 12 surfaces de
D .rboux {17] et aux autres travaux de M. Bianchi [8] sur les con-
gruences W. On appelle congruence W une congruence rectiligne
telle que sur les deux nappes de la surfice focale les lignes asympto-
tiques se correspondent; parmi elles, il y a une classe importante W'
telle qu’aux points homologues déterminés sur les nappes focales par
chaque rayon de l1a congruence, la courbure totale des deux nappes
soit la méme; on constate que si 'on prend pour lignes de coor-
données les asymptotiques de la nappe focale X, cette courbure com-
mune peut s’exprimer sous la forme

—1

¥ = [(@) ~ ¥ (F’

et réciproquement : dans la théorie des 12 surfaces, résultant de la
déformation infiniment petite de 2, il existe une surface S correspon-
dant a X par plans tingents paralléles, de sorte que le réscau asymp-
totique de I se transforme en un réscau conjugué de S, tandis que la
surface X', seconde nappe de la surface focale de la congruence W/,
est celle que Darboux associe a 2; S est déformable a un paramétre
avec conscrvation du réseiu conjugué. Si ¢ et  sont constants, on a
pour X une surface & courbure totale conslante; si ¢ seul est constant,
on a la seconde classe indiquée plus haut (I’hélicoide minimum est
une telle surface 2), et sini g, ni ne sonl constants, on a la troisiéme
classe; on peut alors supposer ¢ =u, ¢ =v. Si X est paraboloide
hyperbolique équil:tére, on obtient les surfaces de translation a
proflils plans dans deux plans rectangulaires; si X est conoide droit,
on obtient les surfaces de M. Goursat avec une série de lignes de
niveau persistantes.

D’autre part, a chaque surface X de cette classe étudiée ict (équa-
tion 13), correspondent o* surfaces X' de la méme espéce, obtenue
par une équation de différentielle totale de Riccati (équation ou entre
une constante arbitraire dans les cocfficients de I'équation, soit k).
Si X, est une transformée de X relativement a la constante A, et 3,
une autre relalive a k., il existe une quatriéme surface et une seule 35,
obtenue rationnellement, qui est transformée k, de X, et trans-
formée k, de 2, : ceci s’applique en particulier si & est a courbure
totale constante. A chacune des co* trinsformées de X correspond
ainsi une surface S (de ds? variable), déformable avec un réseau
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conjugué, et 'on voit le lien étroit des deux théories : la surface S,
correspondant a 2 est transformée de S comme X, de X. D’ailleurs,
grace aux formules de Lelieuvre [36], on reconnait aussitot que la

A

détermination des surfaces X revient a trouver une équation de
Moutard
920

(14) dudv

= Mo,

admettant trois solutions 6, 6, 95 liées par la relation
(15) 03+ 03+ 03 = o(u)-+¢(v),

ou ¢ et § sont les fonctions entrant dans (13).

Comme probléme intéressant relatif a cette théorie, il y aurait lieu
de chercher tous les ds* admettant un ou plusieurs réseaux définis
‘a priori de 'espéce indiquée.

Jindique quelques cas particuliers : la sphére (en négligeant un
déplacement sur elle-méme) n’admet qu’un réseau de l'espéce en
jeu (') : méridiens et paralléles (une des familles est composée de
géodésiques); il resterait a savoir quels autres réseaux peut admettre
le ds?, d§? +sin?0 do3. Pour le ds?, ch®u (du® + dv*), qui convient
a I'hélicoide minimum, les «? géodésiques peuvent étre réparties
en o' couples de réseaux conjugués, définis par I’équation

(16) M du?— (ch2u— 1) dv2= o.

Pour chaque valeur de la constante 2, il existe une déformation a un
paramétre donnant des hélicoides non minimum : I’hélicoide minimum
appartient a chaque famille, et ses * hélicoides de déformation sont
surfaces de Voss une seule fols.

Le ds?, u?(du®—+dv?), convient aux développées des surfaces
minima; lui aussi posséde oo® géodésiques que l'on peut répartir

(') Si les méridiens sont obtenus commme sections de la sphére par le plan pivo-
tant autour d’un diamétre isotrope, on a un cas exceptionnel; d'une facon générale,
chaque surface de révolution admet une déformée imaginaire ol I'axe est devenu
isotrope, les méridiens et paralléles primilifs se transforment en les pseudo-méri-
diens et pseudo-paralléles de cette déformée imaginaire. Je développe ce point au
Bulletin de la Société mathématique, . LVI, 1928; dans un Mémoire qui paraitra
quelque temps aprés ce fascicule sous le litre : Quelques cas méconnus de la
déformation des surfaces [23 ter].
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comme précédemment en oc! familles
(17) Rdur— (u2—12)dvi= o

et a chaque famille correspondent «o! hélicoides ou le réseau reste
conjugué permanent; mais ici il n'y a plus de surface commune,
comme I'hélicoide minimum, a o' familles.

Sur ces deux exemples, on trouve, en plus, le réseau conjugué per-
manent formé de méridiens et paralléles : j'ai étudié en détail ces
exemples [21].

Comme autre exemple intéressant, il y a a signaler les surfaces
tétraédrales

2 2 2
azd+ Byt +vadi=1,

ou «, (3, y sont constants; chacune admet * courbes définies par
I’'équation

1 2 2 2

urd+oeyd—wszd=o

etl’on peut les répartir, comme j'ai expliqué plus haut, en o' familles
formant un réseau conjugué permanent.

On constate aisément que la détermination des surfaces admettant
un réseau conjugué permanent revient, en se bornant a la troisiéme
classe indiquée plus haut, a I'intégration du systéme

1 d loa KEG—Fy] _ (12
2dv 0 ° {22 —(I}’
) |
o5 Do rme—r gy

2 du { ) 1294’
2 4

' {22 ( 3 I

| 1 .uu + v)l
Les lignes de coordonnées (u, ¢) forment alors le réseau permanent;
les surfaces (ou ds?) ainsi obtenus dépendent de six fonctions irré-
ductibles d'une variable : la solution la plus étendue connue jusqu’ici
est celle qu’a signalée M. Goursat. ou le réseau conjugué comprend
une famille de lignes de niveau; cet exemple fait intervenir trois fone-
tions d’une variable. Il y aurait lieu de traiter plus a
Le lecteur est prié de se reporter a la Note additive.

fond ce sujet.

12. Déformation des quadriques. Résultats de M. Bianchi. — Soit
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une surface S qui se déforme, au sens de Gauss, en entrainant avec
elle un triedre trirectangle T, attaché intrinséquement a chaque
point M de S; on peut concevoir un élément géométrique Ey (point,
surface, courbe, congruence, ...), correspondant a chaque point M
de S et attaché invariablement au triédre Ty ; quand S a pris la confi-
gurationS,, le triédre Ty a pris la position (Ty,), et Ey la position (Ey),.
D’autre part, I'élément de contact, tel que Sophus Lie l'imagine,
comprend un plan, que nous appellerons facette et un point que
nous appellerons centre. Cela posé, soit une surface S a courbure
totale constante —1; tracons dans chaque plan tangent 4 S un
cercle C de rayon constant sinx ayant pour centre le point M de con-
tact; sur G prenons un point M’ arbitraire, qui est centre d’une
facette contenant la droite MM’ et inclinée de I'angle « sur le plan
tangent en M a S; nous obtenons ainsi o' facettes correspondant
a M, puis, en faisant varier M sur S un total de o3 facettes.

Or, si 'on considére un systéme de o' surfaces, chaque surface
fournit «o* ¢léments de contact et le systéme des o' surfaces donne
® éléments de contact : la réciproque n’est pas vraie; étant donnés,
a priori, ©* éléments de contact, appelons stratification, d’aprés
P'usage italien, 'opération qui consiste a répartir ces o* facettes le
long de o' surfaces dont elles constituent les plans tangents, le centre
de chaque facette étint le point de contact; o} éléments de contact
donnés, a priori, ne peuvent, en général, étre stratifiés, car, en
cherchint a extraire de ces o3 éléments une série 2 relative a une
surface S, on obtient une équation aux différentielles totales du pre-
mier ordre, qui, en général, est impossible, on n’admet qu’un nombre
fini de solutions, mais dans certains cas favorables, on peut obtenir
o' surfaces.

On constate que pour la surface S et les ® facettes définies plus
haut, la condition d’intégrabilité illimitée est réalisée, ¢t 'on obtient
' surfaces S’ précisément de méme courbure totale constante, — 1,
que S; la correspondance (M, M') entre S et unc des nouvelles sur-
faces S’ est le premier exemple de transformation de Backlund, obtenu
en 1881 par Bicklund, tandis qu’en 1879 M. Bianchi n’avait obtenu

. , . . . F
que la transformation complémentaire, relalive a o= 53 dans ce

x
cas, « = =, la congruence MM’ est une congruence de normales, la

surface 2 normale aux droites étant une surface W définic par
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. - . T ~
R — R’ = const. D’autre part, que « soit égal ou non a = sur Set§

lés asymptotiques se correspondent; si S se déforme autour d’une
asymptotique @ restant rigide, S’ se déforme autour de I'asympto-
tique correspondante Q' restant rigide aussi, de sorte que la transfor-
mation équivaut ainsi & une transformation de courbes et non plus de
surfaces; ici, les courbes sont a torsion constante et cette transfor-
mation avait été signalée dés 1879 par Sophus Lie [38]; ceci a d’ail-
leurs été lorigine de la belle transformation asymptotique des
courbes que M. Bianchi a imaginée. En faisant varier «, on obtient
20? surfaces S’ déduites de S par o' équations de Riccati.

On peut dire que S’ est une transformée de S sous I'angle « et
écrire S’ = Su et inversement S = S'a (le symbole Sa ne définit pas
une seule surface, mais «'). S et a étant donnés, choisissons S’ et
déduisons de S’ une surface S’B ou S”; on écrira donc schémati-
quement

$"=8'f = Saj,

on démontre qu’il existe une transformée et une seule Sp telle que S’
soit une transformée (SB)=«; dans le cycle S, Sa, Saf, SB, S, cha-.
cune des quatre surfaces est alternativement transformée de la précé-
dente sous I'angle a, puis 8 et le quadrilatére gauche MMyMqgMg,
gqnand M décrit S, se déforme, de sorte que ses cotés et ses diedres
restent constants, les cotés restant tangents a un couple de deux sur-
faces, les plans de deux cotés concourants étant tangents a une méme
surface. Par n transformations successives a,, a,, ..., &,, on obtient
ainsi 2" surfaces offrant une configuration curieuse; si I'on prend
deux surfaces S et Sa les équations de Riccati relatives a S et 8
ou Sa et 3 sont équivalentes 'une a I'autre, précisément en vertu du
théoréme de permutabilité. Si S se déforme en une autre surface S,
les % facettes relatives a S et a devienncnt les facettes de méme

définition relatives a S, mais la loi de stratification a changé en pas-
sant de S a S; en particulier, si S est la sphére de rayon i, les oo?
facettes de S offrent unc configuration exceplionnelle ou les o' sur-

faces de stralification sont réduites chacune a 'unc des o' généra-
trices de 1'un ou l'autre systéme de la sphére

x? — y? + 32 + cos?a = o,
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concentrique a S, le plan de la facctte tournant autour de la généra-
trice, de sorte que chaque génératrice donne * él¢ments de contact.

Généralisons maintenant : soient une quadrique Q, réelle ou imagi-
naire, puis une quadrique Q. du systéme homofocal & Q; le choix
de Q, constitue un premier paramétre arbitraire. La facette f, ayant
pour centre un point M de Q, tangente en M a Q, coupe Q, suivant
une conique G réelle ou imaginaire; a chaque facette f corres-
pondent co' facettes f/, dont le centre M, est sur C, dont le plan est
déterminé par MM, et I'une des génératrices de Q, issue de M.
Les oo? facettes f, forment un ensemble stratifiable, les surfaces de
stratification se réduisant comme plus haut a une génératrice du
systéme choisi sur Q,. Si Uon imagine que la quadrique Q, flexible
et inextensible, se déforme en entrainant avec elle les facettes f, pour
toute configuration S de Q, les o3 facettes £, ne cessent de former un
systéme stratifiable, et les surfaces correspondantes S, sont toutes
applicables elles aussi sur Q; S, s’obtient par une équation de Riccati
qui introduit une seconde constante arbitraire; chaque conique Cest
coupée par quatre surfaces S, en quatre points de rapport anharmo-
nique constant; les foyers I ¢t F, des facettes associées f et f, tan-
gentes a S el S, engendrent une congruence rectiligne FF,, dont les
nappes focales sont S et S,, les asymptotiques se correspondant
sur S et 5. Quand S se déforme de fagon a venir s’appliquer sur Q,
F vient en M, F, vient en un point M, de Q,; or, dans Daffinité
d’Ivory, le point M, de Q, correspond a un point M de Q; si 'on
applique S, sur Q, I'homologue de F; dans l'applicabilité est le
point M.

Quand on laisse fixe le paramétre % qui individualise Q, dans le
systéme homofocal 4 Q, on obtlient pour S, ' déformées dont 'une
peut étre représentée par S); de méme, de Sk on déduit (S1)},
ou S}, ; on démontre qu’il existe une surface et une seule S), telle
que SA); soit aussi définie comme (S2,)2, ce qui est Panalogue de la
propriété déja démontrée pour la spheére.

Je ne puis citer toutes les propriétés élégantes rencontrées dans
cette théorie. Je me contente, pour amener transition avec les pro-
priétés établies au Chapitre suivant, de signaler que ceci s’applique
non seulement aux quadriques réelles, mais encore aux quadriques
soit imaginaires et d’équation réelle, soit d’équation imaginaire ; pour
les trois types, on peut obtenir des déformées réelles el il se produit
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un fait trés remarquable : supposons S et S, réelles toutes deux. Il est
naturel, au moins au premier abord, d’imaginer que la correspon-
dance d’applicabilité (M, F) entre Q et S est une correspondance de
point réel a point réel et que la correspondance (F, F,), qui n’est pas
une applicabilité, est aussi correspondance de point réel a point
réel; cette derniére condition exige d’abord que le plan tangent a Q
en M coupe Q, suivant une conique C réclle; comme la facette i
tangente a S, en I, est réelle et vient recouvrir une facette tangente
a Q., il est nécessaire que la quadrique Q, soit réglée; cela posé,
applicabilité de Q et S, relie F et M; M, et M ne sont réels ensemble
que si, dans la famille homofocale étudiée Q et Q, sont réglées toutes
deux; on constate donc qu’a toute quadrique réelle Q, a points ellip-
tiques, on peul faire correspondre une déformée réelle S correspon-
dant a Q pointréel pour point réel, mais que les o0 surfaces réelles S,
déduites de S par la méthode exposée ici correspondent, dans leur
applicabilité, a Q ou S point réel pour point imaginaire. M. Bianchi
emploie I'expression application idéale pour ce genre, singulier au
premier abord, d’applicabilité. Peterson, dont les travaux sont mal-
heureusement restés longtemps ignorés, est le premier géométre qui
ait signalé ce genre d’applicabilité, que j’étudierai systématiquement
au Chapitre suivant.

Nous avons vu plus haut comment une théorie semblable peut étre
développée pour d’autres ds® et I'intérét qu’il y aurait, non pas tant
a développer cette théorie sur un exemple déterminé, mais plutét a
classer tous les ds? auxquels cette théorie s’applique.

Je ne dois pas oublier de citer lc nom du géométre frangais Guichard
dont les résultats sont toutefois plus difficiles a percevoir, les méthodes
étant empruntées alathéorie des espaces aplus de trois dimensions [29].

13. Déformation infiniment petite. — Si nous imaginons une série
de surfaces toutes applicables entre elles, dépendant d’un paramétre ¢
se déformant d’une fagon conlinue quand ¢ varie lui-méme d’une
fagon continue, on peut concevoir que I'on suive les trajectoires des
divers points (u, ¢v) de la surface initiale S, obtenue pour t=o0 et
que I'on écrive pour la surface S,

X=zx+tz,+2x+...,
(1) Y=}’+.t}’1+t2)’g+...,
L=z+tz+324.,.,
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ou les x;, i, 5, sont indépendants de ¢, mais fonctions de u, ¢ telles
que I'on ait identiquement

(2) AX2+ dY2+ dL2 = da? + dy? + dz2.

Cela donne les équations successives
cdede,+dy dy,+ dz dz, = o,
3y \ dodry -dy dys—+ dz dz,+ i(d.v‘f—s— dy}+dzd) =

drdr,+dy dy;+ dzdz;+ dz, des+ dyy dys+ dzy dzy= o,

qui permettent, de proche ¢n proche, de déterminer les z;, ¥, ;. Bv
Pon se borne a4 la premiére équation, on obtient 'dquation de l«
déformation infiniment petite de la surface S. D'aprés Cauchy, si
Pon sait tronver la solution générale de ce probléme (homogéne),
on sait obtenir par de simples quadratures la solution de chacune
des équations suivantes qui correspondent au méme probléme non
homogéne.
Darboux a fait constater que si I'on pose

(4) X=x+a, X)=z—uaz, Y=..

)
'équation de la déformation infiniment petite de S revient a ’équation
(5) dX2 - dY2 + dZ2 = dX3 + dY3 + dZ?,

qui fait connaitre un couple de surfaces applicables et réciproquement.

Le fait que les asymptotiques sont les caractéristiques de l'équation
de Monge-Ampére de la déformation de S entraine qu’il y a avantage
a rapporter S a ses asymptoliques réelles ou imaginaires; S est alors
représentée par les formules de Lelieuvre

z:f(ezddes—es‘ze )da—(eg‘;—%‘—oa‘)l;) ds,
o b (B e (-

o, 90, o8,
z _f<e, —e,—)da-—( ' 5 —Ogd—ﬁ)dﬁ,

ou 6, 6y, 05 sont des solutions d’'une méme équation aux dérivées

S
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parlielles

(7) 9:0 = k0

et sont proportiofmelles aux cosinus directeurs de la normale a la
surface S. La suiface S, la plus générale s'obtient en cherchant la
solution la plus générale, w, de (7) ct écrivant

_ ow d0, ow 20,
( 2, _f<o, o —wd—z) do— (e, % —wd—p> dg,
B 2 T ,

B = eieeiiannn. et ettt e e

(8)

Y et 3, se déduisant de z, en remplacant 6, par 0,, puis 0;.

Je ne puis entrer ici dans la belle théorie des douze surfaces ima-
ginéc a ce propos par Darboux [17]; mais je signale simplement ce
fait que 9., 0,,9;, étant solutions d’une méme équation de Laplace,
le plan d’équation

9) 0,z +0,y+0;2+w=0

enveloppe une surface A, (avec les notations de Darboux) ou le
reseau a, B est conjugue et telle que S et A, se correspondent par
plans tangents paralléles. C'est cette surface que M. Bianchi appelle
associre de S dans la déformation infiniment petite qui fait corres-
pondre S, a S : la relation entre S et S, est évidemment réciproque ;
on voil aisément que la relation entre S et A est réciproque aussi;
au réscau asymplotique (&, ) de S correspond sur A, un réseat
conjugué lel que la tangente i la courbe o sur A, cst paralléle a la
ta gente asymptotique B de S; de méme, aux asymptotiques de A,
correspond sur S un réseau conjugué, dont les tangentes sont, dans
leur ensemble, paialléles a celles des asymptotiques de A,, avec
échange comme plus haut. C’est cette correspondance (S, A,) que
nous avons rencontrée plus haut dans 'étude des réseaux conjugués
permanents au cours d’une déformalion; si S a sa courbure totale de
la torme

—1
K= @+~ v®F

avec les notations de ce paragraphe, A, admet une déformation con-
tinue ou le réseau a, 3 restc conjugué, tandis que $ éprouve une



4o BERTRAND GAMBIER.

altération qui n’est pas une déformation, altération qui conserve les
asymptotiques.

Weingarten a, de son c4té, trouvé cette surface A, par une méthode
légérement différente. Les fonctlons Z1, ¥1, % & déterminer satisfont
aux équations simultanées

or oz, _ gd_x(_)fl_o
da 0w eYdp o3

9z dr,  Qoz dzy _
( 92 9F T 0)dB ou

(9)

On introduit 'invariant du systéme des deux formes

E da2+ 2F da dp + G df2 = ds?,

dr or\ ,.
Sx,dx: (Sx,d )doc+ (Sz‘,;{;) ds,

soit ¢, fonction caractéristique de déformation

(10)

(1) 9= 1 ( ] Jdr 7} dx) _ 1 QD(=z &)

—_— | = Xy — — — Xy — .
2 VEG —Fz \d} Y94 Ou ) D(«, 8)
La fonction ¢ est déterminée par I'équalion linéaire

590 _ %% N
1| o 9" o3 a8 da || _2F¥—E¥—G3
2) g9 KH dp KH = He %

puis ¢, ¢, ¢” étant les cosinus directeurs de la normale 4 S, on aura

dc ,dc d:p , 0o
oa, _ (aa 5@)‘? (dﬁ 30)

O K VEG — F2

(13) (8"5)2 y dc) <8" b 40
day _ 9z JB 9B ap)
B K /EG — F2

et formules analogues pour y,, z,, de sorte que la méthode de
Weingarten, comme celle de Darboux, conduit & une équation aux
dérivées partielles, linéaire et du second ordre, suivie de trois qua-
dratures de différentielle totale. La méthode de Darboux a I'avantage
d’offrir une équation aux dérivées partielles de forme plus simple;
elle a, par contre, l'inconvénient de supposer la surface préalablement
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rapportée a ses asymptotiques, tandis que la méthode de Weingarten
s’achéve en coordonnées curvilignes quelconques. C'est donc une
question d’opportunité, qui, dans les applications, conduit & adopter
I'une ou l'autre.

A signaler que M. H. Weyl a utilisé la généralisation de la méthode
de Weingarten pour étudier le probléme analogue o le ds? lui-méme
subit une variation infiniment petite. A ce point de vue il est bon de
remarquer que la méthode de Weingarten revient a avoir dedoublé
la troisiéme équation (9) en la réunion des deux équations

ox dx, o0x d.z', _
6 Sda o —He 3 oa —  He

Il est important de signaler que le probléme de la déformation infi-
niment petite dépend, linéairement, pour une surface donnée, de
deux fonctions arbitraires d’une variable. De la sorte, pour une sur-
face réglée, la déformation finie de la surface en surface réglée
encore, dépendant explicitement d’une fonction arbitraire, on en
déduit, par un calcul simple, une solution explicite avec une fonction
arbitraire de I'équation résolvante de la déformation infiniment petite ;
si donc il s’agit d’une quadrique, méme si 'on ne sait pas déformer
complétement la surface, on sait intégrer complétement le probléme
de la déformation infiniment petite, puisqu’il suffit de réunir les deux
séries de déformation offertes par les deux systémes de génératrices;
cette simple remarque, due a Darboux, permet de prévoir, a priort,
pourquoi les recherches de M. Bianchi sur les quadriques ne pou-
vaient manquer d’aboutir a des résultats élégants; il reste, dans cet
ordre d’idées, a étudier toutes les surfaces pour lesquelles on sait
résoudre explicitement le probléme de la déformation infiniment
petite; c’est alors qu’il est indispensable de suivre la méthode de
Darboux et 'on est ramené au probléme complétement traité par
Darboux au Tome 1I de la Théorie des surfaces : trouver toutes les
formes de A(o, ) pour lesquelles 'équation (7) s’intégre explici-
tement; Darboux a méme montré que cela permet un premier pro-
grés dans la détermination des surfaces que I'on sait complétement
déformer.
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CHAPITRE 11.

ETUDE DE LA DEFORMATION DU POINT DE VUE FINL

1. Applicabilité de surfaces réelles par régions réelles ou imagi-
naires. — Deux surfaces réelles S et S, étant soit applicables, soit
isométriques, il existe entre elles un certain nombre (fini ou infini)
de correspondauces ponctuelles assurant I'isométrie; nous en choisis--
sons wne bien déterminée. Trois cas peuvent se présenter :

1° Un point M de S a, quelle que soit sa position sur S, un homo-
logue réel M, sur S,; exemple : deux surfaces minima associées S
et S, ct dans ce cas, réciproquement, S; a méme propriéié que S;
autre exemple : S est une surface de révolution arbitraire et S, une
déformée révolulive obtenue en multipliant le rayon de chaque paral-
lele de S par une constante a <1, et dans ce cas, il peut arriver qu’a
un point de S, ne corresponde pas un point réel de S;

2° Un point M de S a, suivant sa position, un homologue M,
sur Sy, réel ou imaginaire; exemple : surface développable et plan ou
deux surfaces de révolution;

3° Un point réel M de S a tonjours un homologue M, imaginaire
sur S,; nous avons reconnu au Chapitre précédent que toule qua-
drique Q non réglée posséde des déformées de cette espéce.

Jai établi au Bulletin des Sciences mathématiques, 1920 et 1921,
t. 44 et 45 [22], les résultats suivants (il ne s’agit ici que d’une
nappe simplement connexe, de sorte que pour un hyperboloide a
deux nappes, nous ne nous occuperions que de I'une des dcux nappes).
La surface S est supposée séparée en deux régions S’ et S” séparées
par une courbe C; la région S’ correspond point réel pour point réel
a la surface S, (ou a une fraction de S,); la courbe C a pour homo-
logue la courbe C, de S; enfin, la région réelle S” de S est telle qu’a
chaque point de S” correspond un point imaginaire de S,; alors, ou
bien la surface S, se compose de deux portions S" et S*' isomé-
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triques entre elles, séparées par C,, et cette courbe est aréle de
rebroussement de S, et en méme temps asymplotique singuliére
de S;; le rayon de courbure de C, est en chaque point égal au rayon
de courbure géodésique de C sur S, le rayon de torsion de C, est

différent de la quantité ==\/— RR’, ou R et R’ sont les rayons de
courbure principaux de S; ou bien la surface S, admet la ligne G
pour ligne d'arrét, toujours asymptotique singuliére, avec mémes
circonstances pour la courbure et la torsion.

Si donc, nous nous bornons au cas de C, ligne de rebroussement,
chaque point M de S a deuz homologues sur S,, véels si M est
dans S/, imaginaires conjugués si M est dans S". I est inléressant
de trailer en détail le probléme suivant : On se donne sur une surface
réelle une courbe C; on construit une courbe C,, réelle, définie
intrinséquement par sa courbure et sa torsion, définies comme plus

haut (la torsion étant différente de =+ %) existe-t-il une

déformée réelle S, de S admettant G, comme asymptotique singu-
liere (ligne d’arrét ou de rebroussement)? Quelle est celle des deux
régions, limitées sur S par G, qui est recouverte par S,? Dans mes
travaux cités plus haut, j’ai soumis cette question a la méthode expé-
rimentale. Depuis la publication du fascicule précédent, M. Goursat
vient de résoudre la question en deux Notes insérées aux Comptes
rendus de I’ Acadeémie des Sciences [28 bis] et une nouvelle Note
de M. Goursat est en préparation.

Pour I'intelligence de ce qui suit, le lecteur est prié de se reporter
au Chapitre I1I du fascicule précédent (§ 5, p. 25-29).

Nous partons d’une surface S et d’une courbe C arbitraire tracée
sur S; il s’agit de déformer S de fagon que C prenne une configuration
donnée a 'avance, T, en se bornant au cas singulier ot la courbure
de T est égale & la courbure géodésique de G sur S. Les coordon-
nées courantes z(u, v), y(u, v), 3(u, ¢) du point de la surface
inconnue X sont intégrales de l'équation de Monge-Ampére déja
écrite, ou £ est 'inconnue,

(n) E1182a— 72 = K(EG — F2)(1— Af).
Nous avons vu comment on a aussitét, pour ¢ = o, les dérivées

dx dy 0z dz Py &z
(2) dut’ dut’ dur’ dudv’ dude’ vudv
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(la courbe C a pour équation ¢ = o, le systéme tracé sur S est ortho-
gonal, F=o, E(u,0)=1; ¢, ¢, ¢’ sont les cosinus directeurs le
long de C, ou I de la surface X déformée de S). La difficulté ne
commence qu’en essayant d'obtenir les dérivées, pour v = o,

(3) dor ' Ovz’ et

L’équation (1) donne, par de simples substitutions, avant d’avoir
fait la moindre division,

cosO[ 2z 1 dG 1 JdG . R 1 db
C—R—[d‘)z—'—‘z-d—l;tz—m%(p sme—{cosﬂ)]_Gc [K+<T—$
yeos6fdy 106 1 dG ., . o T _ e 1 db
R [()v=+§ 3;:1 ——2 V-G T)F(B sinf — vy cosﬁ)J = Ge¢ [K—.— <T_d_§
,cos0[d2z 1 G , 1 dG, , . " aom [ 1 db
- [0v=+55§“——2\/GW(p sinf—vy cose)]_Gcs[I\—k(T—Fs

0G JdG
du’ v
On remarque que si, par un moyen quelconque, I'une des trois fonc-
tions inconnues x(u, v), y(u, ¢), z2(u, ¢) a été obtenue, la condition

équations ou G, » K sont calculés en y faisant ensuite ¢ = o.

E du+ 2F du dv + G dv?*— dx? = dy*+dz*

fournit les deux solutions associées y, z par de simples quadratures,
avec des constantes négligeables (déplacement ou symétrie); de sorte
que si cette premiére solution contient ou ne contient pas de cons-
tantes arbitraires, la surface X contient le méme nombre d'arbitraires;
d’autre part, cette premiére solution x peut étre holomorphe sans
qu’il en soit de méme pour y et 5, aprés les quadratures a effectuer :
c’est 1a qu'il est utile de regarder I'ensemble des équations (4) et non
une seule, a la fois pour décider du nombre éventuel de constantes
ou de 'holomorphie; nous ne nous occupons que du cas singulier
ou la courbure de T est égale a la courbure géodésique de C sur S.

Or ¢, ¢/, ¢" ne peuvent étre nuls tous trois; si ¢ est nul tout le
long de T, comme le plan osculateur de T' est tangent a %, on en
conclut que le plan osculateur de T est toujours paralléle a Oz, donc
que T est ou une droite paralléle a Oz, ou une courbe plane dont le
plan est parallele 4 Ox; prenons ce plan pour plan z=o0, de sorte
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que ¢ =c¢'=o0, ¢"=1. Dans ce cas la derniére équation (4) montre
cosf , , L5 . . qe .
que, —— étant nul, et § égal a < si K+ Tl—z # o, c'est-a-dire si la
1
T

. . 2 2
holomorphe; les deux premiéres ne déterminent plus d—f, d—'i’et
der’ oo

'étude directe faite par M. Goursat montre qu’alors z, y sont holo-
morphes, tandis que z ordonné suivant les puissances de ¢ est de la
forme

courbure totale de la surface n'est pas nulle, car =~ = o, z n’est pas

(5) Z=V%[fo-r'0f]+..._],

Jos fi, ... dépendant de u; on a une surface X, sans constante,
admettant la courbe plane £ comme aréte de rebroussement et le
plan z=o pour plan de symétrie; ce cas correspond a ce fait que la
courbe T, réunie au plan 3=o0 tangent & X en tous les points
de T, fournit une caractéristique double de I'équation (1), 'équa-
tion (1) jouissant de plus de cette propriété que tous les éléments

des caractéristiques doubles [&(u, v), 3—1-5, %] satisfont & I'équation

du premier ordre
(6) Ab—1=0

dont dépend la recherche des courbes paralléles géodésiquement et
dont toutes les intégrales appartiennent a (1) (ce qui précéde
suppose I' plane, mais non rectiligne).

. cosf .
Si la courbe T n’est pas plane, on a —R- =0 en vertu du choix
de T; ¢, ¢, ¢" sont tous trois différents de zéro et alors chaque

; . Rz 0y d*z .o .
équation (4) montre que =, 5 5= sont toutes trois infinies; la

surface 2, si K + Tl—, = 0, admet bien I pour aréte de rebroussement;
elle ne contientaucune constante arbitraire ; 2 recouvre S en double sur

. ., e, . . 1
la région de convexité ou concavité géodésique suivant que K + T

est positif ou négatif. La courbe T, avec I’ensemble de ses plans
osculateurs, n’est plus une caractéristique double de l'équation (1);
au point de vue géométrique il n’y a pas une différence essentielle
entre ce cas ou I' est gauche et celui ou I' est plane; une certaine
transformation de contact sur 'équation (1) la transforme en une
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autre équation de Monge-Ampére en permetiant de ramener I'un a
I’autre les deux cas.

Si K—|—%—= = o, I devient asymptotique réguliére et I'on a une
déformation de S dépendant d’une fonction arb:traire :  recouvre S,
de part ¢t d’autre de C, si toutefois X est réelle (voir Chap. 1, §2).

Le cas ou la courbe G est géodésique a besoin d’'unc étude
spéciale: si T n’est pas recliligne, il n’y a rien & dire; on est dans le
cas normal de déformation, on obtient deux surfaces réguliéres. Si T’
devient rectiligne, il y a divers cas bien distincts qui pcuvent se pré-=
senter : la courbe I est une singularité ou algébrique, ou transcen-
daute de 2; dans ce dernier cas 2 s’enroule asymptotiquement autour
de cette droite T. L'exemple donné au Chapitre 1, paragraphe 2,
fournit précisément (pour 2 =U,, m quelconque) o' hélicoides
s’enroulant asy mptotliquement autour de la droite déformée du paral-
lele géodésique. Peterson a montré la méme circunstance pour
Pellipsoide ct une section principale; les formules

Y —tang | =% _lograng? |
() X 3 _lanb[\/ﬁz_czlob langz]

( :24':\/\/1\2 cos?p + Csin?p dp,

ou B > (> o, donnent une surface applicable sur Iellipsoide

(8) X = Asinp, Y =B cospsing, Z = Ccosp cosgq.

Ce qui précéde conduil a un résultat fort simple : si S est une sur-
face réelle qui n’admet pas d’asymptotique singuliére (ligne d'arrét
ou de rebroussement), et si 'on considére une déformée réelle S,
de S correspondant a S par points réels, dans I'applicabilité S recouvre
nécessairement S, complétement; elle peut, réciproquement, étre
recouverte totalement par S, de sorte que S, n’aura pas non plus
d’aréte de rebroussement; elle peut, au contraire, n’étre recouverte
que partiellement par S,. La sphére, Pellipsoide, le tore (que I'axe
coupe ou non le cercle méridien), une quadrique quelconque donnent
des exemples simples de surfaces auxquelles s'applique cette propo-
sition; une telle surface représente d'une facon parfaite son ds?, ou
du moins une région du ds2, au sens qui va étre délini.
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2. Régions d’un (/s?. Correspondances de point réel & point imagi-
naire. — Supposons que la surface réelle S ait une déformée réelle S,,
tel que tout point.réel M de S ait pour homologue un point imagi-
naire M, de S,; il est clair que, réciproquement, tout point réel de S,
a pour homologue un point imaginaire de S. Si les surfaces S et S,
sont wnalytiques, on voit aussitot que chaque point M de S (réel ou
imaginai.e) doit avoir sur S un homologue M (réel ou imaginaire en
méme lemps que M), tel que la correspondance MM soit une autre
application de S; la propriété ne peut donc appartenir qu’a des sur-
faces auto-applicables. Supposons donc qu’un ds?

(1) ds? = E(u, v)du+ 2 F(u, v)dude + G(u, ¢)de?
admelle une auto-transformation

(2) w=f(w, "), v=qe(u,v),

c’est-a dire qu’en verlu de (2) on aura identiquement

(3) E(u,v)duwr+2F(u, v)dude + G(u, v) dv?E.E(u’, vydu?+. ...

Or, on sait (fascicule précédent, Chapitre 1I1) trouver, lorsqu’elles
existent, les transformations de cette espéce (2). Ainsi, pour la qua-
drique

x:  yr 3
0) . :

Iemploi des variables z, ¥ donnerait les transformations z =-ez’,
y ==¢,) oteet g désignent ==1; un autre motif d’auto-application
est, duns ce cas, que z n’est pas une fonction uniforme de x et y.
Donc, dans le cas général, les diverses délerminations (x, y, 5) cor-
respondant a un méme couple («, ¢) donnent une auto-appli:
cation. En écartant provisoirement les ds* de révolution, nous pour-
rons lrouver un systéme de variables canoniques (u, ¢) telles que
tous les points de la surface S qui se correspondent dans les auto-
applications soient obtenus par le méme couple («, ¢), de sorte que ce
couple sera nécessairement récl pour les points réels; c’est ainsi que,
pour la quadrique précédente, les variables canoniques pourront étre
choisies :

2

u = z* et v =y2

Le ds? réduit ainsi obtenu ne posséde plus d’auto-transformations;
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les deux inégalités EG—F2> o, E> o définissent dans le plan w uv
une ou plusieurs régions ou le ds? est défini, positif; si, par ce pro-
cédé, on trouve N régions oa N > 1, les surfaces réelles correspon-
dant 3 une méme région peuvent se correspondre par points réels,
mais deux surfaces correspondant a deux régions différentes se cor-
respondent point réel pour point imaginaire. C'est ainsi que, pour la
quadrique (4) supposée ellipsoide réel, a >b>c>o, on a le ds?
réduit

e gue| 14 & ! —dn |4 & !
(5) 4dst=du u+all___1f__v dv 0+b21_u >
a b a b
2 1
+2dudp 57w vy
(—%—3
et les régions sont données par les inégalités
uv [_it-_g l_lt v cu ce
5 a Tt TatE)>”
(6) w

On obtient ainsi trois régions, donc trois types de surfaces appli-
cablessurl’ellipsoide réel, conformément aux prévisions de M. Bianchi.
La région correspondant aux surfaces réelles, applicables sur I'ellip-
soide, point réel pour point réel, tout au moins pour une partie de
Pellipsoide, est le triangle limité par wu, wv et la droite

+ 5 —1=0;

RIR

<

Pellipsoide représente huit fois cette région et les frontiéres de cette
région dans le plan wuv correspondent aux courbes invariantes sur
Vellipsoide dans une auto-application convenable. Ce dernier résultat
est général : les courbes frontiéres d’une région d’un ds? réduit (*)
(qu'il y ait ure ou plusieurs régions) correspondent nécessairement
soit & un bord des surfaces représentatives, ligne d’arrét, soit a une
courbe invariante dans une auto-application de la surface; d’aprés les

(1) Il s’agit d’une frontiere pour laquelle I'élément ds® ne soit pas toujours infini;
si le ds® reste infini, les surfaces représentatives ont toutes une ligne de rebrous-
sement de P’espéce déja citée.
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principes exposés au Chapitre III du fascicule précédent, une courbe
invariante dans une auto-application est nécessairement une asymp-
totique ou une géodésique.

Pour un ds? de révolution, la notion de «/s* réduit ne subsiste que
partiellement; on reconnait ainsi que le paraboloide de révolution
définit deux types de surface.

Il faut bien remarquer d’ailleurs qu’un ds?, réduit ou non, peut
toujours, pour les points réels, étre écrit avec des variables réelles et
que dans toute région ou cette forme est définie positive, on peut
construire une infinité de surfaces réelles, représentatives d’une cer-
taine portion de la région, proposition aisée & démontrer, mais trop
souvent regardée comme évidente.

3. Isométrie, applicabilité. — Le mathématicien Voss a, le pre-
mier, signalé la différence entre les mots applicabilité et isométrie.
Deux surfaces S et S, sont applicables 'une sur I'autre sil’on peut
trouver une suite continue de surfaces isométriques (1) dépendant
du paramétre 2, telles que X(3,) se confonde avec S, 2(},) avec S,,
et que, de plus, A variant d’une facon continue entre les limites ),
et Ay, les positions des divers points de %(1) et les positions des
divers plans tangents varient d’une facon continue.

Nous allons montrer, avec Eugenio Elia Levi [37], que deux sur-
faces S et S, isométriques et de courbure totale negative, sont appli-
cables; mais que si S et S, sont a courbure tolale positive, deux cas
se produisent, I'un a Pexclusion de l'autre : S, est applicable sur S,
ou bien S, est applicable sur la symétrique de S relativement a un
point sans étre applicable sur S.

La restriction sur la continuité des plans tangents est essentielle;
c’est, d’ailleurs, ici qu’elle est signalée pour la premiére fois; envi-
sageons, en effet, une surface S quelconque, de courbure totale posi-
tive; menons-lui un plan tangent quelconque P que nous déplacons
ensuite parallélement a lui-méme, de fagon qu’il partage S en
deux régions S' et S”, S’ d’abord réduite & zéro, puis augmentant
d’une facon continue pendant que S” diminue; remplagons a chaque
moment S’ par sa symétrique S' relativement a P; la surface S” + S’
est évidemment isométrique a S" 45" ou S; dans cette déformation
de S, les divers points de S subissent un déplacement continu, mais
la position du plan tangent varie brusquement pour les points
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qu’atteint P; le procédé permet évidemment de remplacer par conti-
nuité unc portion quelconque de S par la surface symétrique. Le pro-
cédé Sapplique évidemment encore au cas ou S comprend une région
a courbure totale négative. Il faut d’ailleurs remarquer que c’est le
procédé employé pour quitter un vélement ajusté, de laine ou soie,
(maillot, bas, chaussette) pour éviter une déformation (au sens non
mathématique), c’est-a-dire pour n’obtenir gu’une déformation au
sens de Gauss. G est aussi 'un des procédés employés par M. Lebesgue
pour construire des surfaces isométriques sur le plan, par exemple,
et qui ne sont pas développables, certaines élant réglées, certaines ne
I’étant pas et méme ne contenant aucun segment de droite | 34], |33].
J’ai, de mon coté, étudié certaines surfaces isométriques au parabo-
loide de révolution 2 + y2 = 2 piz en m’inspirant de principes ana-
logues [23]. Dans ce qui suit, on suppose donc que la surface étudiée
est définie par points et plans langents et qu’il y ait conlinuité au
double point de vue ponctuel et tangentiel dans la déformation uti-
lisée, et de plus, continuilé aussi sur chaque surface.

Soient une surface S a courbure totale négative et une autre sur-
face S, isométrique a S: représentons S et S, sur le plan wuse; les
asymplotiques issues de deux points cofrespondants O et O, de S
et S, ont pour image des courbes G et C' pour S, C, et C/ pour S,
issues toules de I'image w de O et O, : réciproquement, a deux courbes
quelconques T', T'y issues de , non tangentes en w, correspond un
seul couple de deux surfaces X, X' isométriques a S et S,, symé-,
triques 'une de 'autre, admettant pour couple particulier d’asympto-
tiques les courbes d'imagesT et T, ; les asymptotiques G et G, peuvent
étre supposées a torsion positive, G’ et G| a torsion négative; si donc
nous considérons une courbe T'(1) variant d’une fagon continue
avec 4, telle que I'(0) et I'(w) coincident respectivement avec G
et C,, et de méme une autre courbe I'(1) telle que I'(0)=C/,
I"(0) = C/, a chaque couple I'(4), I'(4) correspond une surface 2 (})
isométrique a S, se réduisant 4 S pour A=0.,4a 5, pour 2 = et non
aux symétriques de S ni S, car la torsion de 'asymptotique d’image
T'(}) en un point ne peut varier que d’une fagon continue; or, au
point d'image w, la torsion ne peut que rester égale a elle-méme ou
changer de signe : elle est donc constante, et si 'asymptotique
d’image I'(0) coincide ‘avec C, celle d’image I'(w) coincidera avec
celle qui a pour image C, et non avec une courbe symétrique relati-
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vement & un plan. Si maintenant on veut passer de S a la symé-
trique S| de¢ S relativement a un plan, il suffira de supposer que la
courbe T(l) varie depuis G pour 2 =0 jusqu'a C, pour A =0, et T
depuis C' jusqu'a C,. Nous avons, d’ailleurs de_]a rappelé que les
familles de surfaces minima associées comprennent des couples de
surfaces symélriques.

Prenons maintenant une surface S a courbure totale positive;
tragons sur S une famille de courbes a un paramétre ne se coupant
pas, dont aucune n’cst géodésique, dont aucune ne posséde d’inflexion
géodésique; adoplons sur I'une, C, un sens positif, d’ou, par conti-
nuité, le sens positif résulte sur les autres. Soient M un point de C,
MT la tangente dans le sens positif, M»n la normale principale orientée
de M vers le centre de courbure, Mb la binormale telle que le triédre
MT rb ait la disposition du triédre de référence; le demi-plan limité
par Mn et son prolongement et contenant la demi-droite Mb est
orienté de M»n vers Mb; la normale MN a la suiface S en M peut étre
réduite a la demi-droite MN sitnée dans ce demi-plan ¢t I'angle
(M~r, MN) ou 6, a une valeur bien déterminée comprise entre zéro
et m; 6 ne peut devenir égal ni & zéro, ni a m sur aucune de nos
courbes puisqu’il n’y a pas d'inflexion géodésique; i‘l ne peut devenir
égal a g. si nous éliminons les asymptotiques réelles, mais singu-

liéres que pourrait posséder S; ces courbes, nécessairement isolées,
sont celles que nous avons cilées au numéro précédent; en chaque
point d’'une telle courbe D, D', D" sont infinics, mais DD” —- D'2 reste
fini E. E. Levi, & qui le raisonnement! suivi ici est dd, avait oublié
cette difficulté, de sorte que je rétablis maintenant la démonstration ;
nous réduisous donc si c’est nécessaire notre portion de surface de
fagon a ne plus rencontrer de telle aréte de rebroussement. Il est elair
maintenant que si S s¢ déforme, au sens de Gauss, d’une fagon con-
tinue, pon: tucllement et tangenticllement, I'angle 6 resie aigu ou
obtus, les deux cas s’excluant; si nous remplacons S par sa symé-
trique S, relativement au plan M¢n, le triedre Mend subsiste, mais la
demn-normale MN est remplacée par la demi-droite MN sy melrlque

sont d’espéce dlﬂ'erente on ne peut passer par continuité d’uné
face a courbure positive & une autre surface isométrique d’es oms Aif-

_‘\"’ , SEPVICE DE
MATHEMAT:QUES

férente (relativement & I'angle 6), en particulier de S a S.
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montrer qu’on peut établir la liaison continue entre deux surfaces de
méme espéce; en effet, C, étant la courbe de S; homologué de G,
R et R, les rayons de courbure, T et T, de torsion, correspondants
en M et M, 0 et §, les angles déj3 définis en M, on a

sinf sin 0,

1
R = R, =;’ R <g, R, <p.

On détermine une courbe I'()) par les condilions intrinséques

R + R,
1+ A

T+)2T,

R() = I+ )

’ T()\) = ’
ou A varie de zéro & +o; I varie donc de C jusqu’a G,: R(}) étant
toujours compris entre R et R, est inférieur a p, donc 0(}) est tou-
jours défini d’une fagon unique, de genre aigu ou obtus en méme
temps que 6 et 6, ; nous avons ainsi obtenu la chaine S(}) demandée.

On remarque donc que la donnée « priori d’une courbe I' trans-

formée de C définit deux surfaces X et X; ces deux surfaces sont
d’espéce différente, non applicables, simplement isométriques.

De méme, quand une surface représentalive du ds? a une aréte de
rebroussement du genre étudié au paragraphe précédent, les deux
morceaux de 2 qui se raccordent le long de cette aréte sont sim-
plement isométriques.

4. Détermination d’une surface convexe par son ds2. Résultats de
M. H. Weyl. — Cauchy [13] a démontré la propriété importante :
deux polyédres convexes constitués de faces égales et semblablement
placées sont égaux ou symétriques: au point de vue de notre étude,
leurs surfaces sont applicables. Mais deux polyédres, dont un seul est
convexe, peuvent étre composés du méme nombre de faces égales deux
a deux et semblablement disposées sans étre égaux; ainsi, prenons un
pentagone régulier convexe ABCDE, et sur la perpendiculaire au plan
du pentagone en son centre, deux points S et S, arbitraires de part et
d’autre du plan; on a ainsi un polyédre convese a 10 faces formé de
la réunion par leur base de deux pyramides réguliéres; il existe,
d’autre part, un pentagone régulier étoilé A’B'C'D'E' de centre O/
tel que A'B’=AB, on peut trouver dcux points §', S, sur I'axe de ce
nouveau pentagone tels que S'A’B’ et SAB soient égales, S| A'B’
et S, AB aussi; le nouveau polyédre a 10 faces, formé par la réunion
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de ces deux pyramides étoilées, estapplicable surle premier. En tout
cas, un polyédre convexe n’admet pas de déformation infiniment
petite ou le nombre des faces resle le méme.

Certains polyédres non convexes admettent une déformation con-
tinue ou chaque face reste égale a elle-méme: M. Bricard [14] a
donné des exemples précis d’octaédres.

Liebmann [39], Minkowski [41], Hilbert [32], M. Blaschke [10],
et finalement M. H. Weyl [49] ont, par leurs efforts successifs, établi
le résultat fondamental : une surface fermée convexe prise dans sa
totaliteé n’admet aucune déformation infiniment petite ; Hilbert a
méme ajouté que la sphére n’admet aucune déformation finie
(dans sa totalit¢). M. H. Weyl a étendu ce résultat a une surface
Jermée convexe quelconque et donné une généralisation impor-
tante; deux surfaces fermées convexes, sans arétes anguleuses, ni
points coniques, étant supposées isométriques, sont necessairement
égales ou symétriques; la réciproque de cette derniére proposition
est encore plus curicuse : un ds? convexe définit dans l’espace a
trois dimensions une surface fermée et une seule (plus la symé-
trique).

11 s’agit d’indiquer comment on définit un ds? convexe. Une sur-
face fermée convexe ne peul, toul au moins au point de vue de la
géomeétrie projeclive, étre représentée biunivoquement sur le plan;
on peut, au contraire, établir unc correspondance biunivoque entre
elle et toute surface fermec convexe, la sphére, par exemple. En pre-
nant une sphére ayant son centre en un point intérieur a la surface,
puis un point de vue P intérieur aux deux surfaces, une demi-droite
issue de P réalise une correspondance biunivoque; on peut encore, en
donnant a la sphére un rayon suffisamment grand pour envelopper
toute la surface S prendre le point ou la demi-normale extérieure a la
surface coupe la sphére. Les coordonnées (z, y, z) d’'un point cou-
rant M de S sont des fonctions continues de (¢,, ¢a, ¢3) coordonnées
du point image m de la sphérc 2 que nous pouvons réduire & avoir O
pour centre avec I'unité pour rayon. On peut donc écrire

(1) x-ﬁ(m Fo 2 ) y=H( % s=f)

de sorte que z, y, z sont devenus fonctions homogénes et de degré
zéro des trois variables indépendantes (c,, s, ¢3) qui peuvent étre
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multipliées par un facteur arbitraire positif. Le s* de la surface (1)
peut étre écrit

' .
‘ dsz:}_‘eik dey dev,  ew=en (6 k=1,2,3),

(=) ok
_dx dxr dy dy 9z 9z
t = Ge; dex T deg dcx  dey dex

Les coefficients ey sont donc homogénes et de degré — 2, et 'on a

>

AT

(3) excr=0 (i=1,2,3)

=1

~

Réciproquement, toute forme quadratique Eem deidcy, ou les coef-
Lk

ficients e; sont homogénes et de degré — 2 et satisfont aux trois éga-

lités (3). peut étre regardée comme le ds* d’une surface; il suffit, en

effet, d’écrire

2U 920 11— u2—y?
(5)

Cr= 2 37 Cr= ————— C3 = ————
Tl w2 1+ u?— o2 T I wr e

ce qui est permis en vertu de ’homogénéité pour convertir la forme
en unc expression Edn? 4 2F dudv+ G do? habituelle: on peut
reconnaitre directement si la forme quadratique est défiaic positive ;
il suffit pour cela que I'on ait toujours

(5) NeuXXi>o0
ik
pour chaque systéme X, X, X; qui vérifie
(6) X2 X34+ X2=1, X, -XgcatXaes=o.
On peut, sans connaitre aucunc surface représentative du ds?, calculer
la courbure totale K de cette surface suivant la direction (¢y, €3, €1),

¢’est-a-dire au point d’image (¢, ¢, €3); on peut, de méme, définir
intrinséquement une courbe par une équation homogéne

F(el, ¢ e3)=0

et la courbure géodésique de cette courbe en chaque-point. Si K est
toajours positive, finie, non nulle,,nous dirons que le ds* est con-
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vexe; on suppose les e; analytiques et holomorphes pour tous les
systémes (¢, €2, ¢3) non nuls ensemble et réels.

Cela posé, la méthode d'H. Weyl est basée au fond sur le cas par-
ticulier ou il s’agit de la sphére elle méme; Hilbert a donné une
démonstration simple de cette propriété : toute surface fermée de
courbure totale constante + 1, sans singularité, se réduit a la
sphére; en eflet, si tous les points sont des ombilics, ¢’est une pro-
priété connue que la surface est une sphére; sitous les points ne sont
pas ombilics, il y a contradiction, car au voisinage d'un point M non
ombilic, l¢ réseau des lignes (w, ¢) de courbure forme un systéme de
coordonnées régulier, et 'on a

(7) ds* = sh2¢ du+ ch? 9 do?
avec

PRo 02
(8) S+ G =—shochg.

Lées rayons principaux sont
(9) R, = thy, Rs= cthg.

Si la surface n’est pas sphérique, R, et R, ne restent pas constants ;
chacun, suivi par continuité, garde un signe constant, de sorte que R,
restant compris entre zéro et 1, atteint quelque part en M une valeur
minimum, donc ¢ aussi; ce point M n’est pas ombilic (sinon R,
serait égil a 1); les formules (7) et (8) sont donc valables: la valeur
de ¢ élant positive, non nulle, on a

2

duz =

2

9

-

/.
9

-6

0, 20;

X

'K

or, le second membre de (8) est négatif sans égalité : c’est la contra-
dictivn annoncée.

M. Blaschke, puis M. H. Weyl ont donné une démonstration
simple de la propriété due a Liebmann, que toute /éformation infi-
niment petite d’une surface fermée sans singularité se réduit a
un déplacement solide infiniment petit, ct, somme toute, la propo-
sition ’H. Weyl, que je vais maintenant aborder, est la générali-
salion de cette propriété a une déformation finie.

M. H. Weyl imagine un ds* convexe contenant un parameétre
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variable 7: il le suppose développable suivant les puissances de'r

(10) ds2= A +7tA;+=2A,+...,

ou A, A,, ... sont des formes quadratiques différentielles, régu-
liéres sur toute la sphére; on suppose que S, soit une surface fermée
connue, dont A est le ds*; H. Weyl montre que l'on peut trouver
trois développements convergents

X=z+t2 +122Zs+ ..
(11) Y=y-+1t)yi+2ys+...,

Z=3z+7t3+123,+..
tels que

(12) dX2—dY>+ dL2= A + <A +...,
(z, ¥, 3) sont les coordonnées connues du point courant de S, et les
fonctions inconnues (2, )i, 31), - .., (%, )i 3i), + .. seront succes-

sivement calculées pour tout systéme (¢4, €1, ¢3). La démonstration
comprend deux parties : on a d’abord

(13) dz dx,+ dy dy,+ ds dz, = %,

et c’est cette équation que 'auteur étudie d’abord : le probléme homo-
geéne correspondant est la résolution de

(14) dz dx,+ dy dy,+ dz dz, = o.

H. Weyl suit la méthode analogue a celle de Weingarten pour la

déformation infiniment petite; sil'on pose (H = /EG — F?)
Sdzt=Edu?+ 2F dudo + Gdvr= A,
(13) %

A= Edw+ 2F dudo + Gde2.
On introduit une inconnue auxiliaire ¢ telle que

dr oz, I Q dx dx, | G
(16) Nou ;;—;(F-‘-H?), éd—‘;m—;(l‘—ﬂ?),
et toul est ramené au calcul de ¢. Puisque S est soit la sphére, soit
une surface fermée convese, I’équation homogéne (14) n’admet d’autre
intégrale définie sur toute I'étendue de S, que

(17) E+gqz+ry, n+rzx—ps L-py—gquz,
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ouf, m, &, p, g, r sont des constantes arbitraires; si 'on connait une
solution de (13) (x,. ), 5,) définie sur toute la sphére, la solution
générale sera

zy+~E+q3—ry, Y\ +n+rx—p3, 3+{+py—gqa=.

11 s’agit de faire disparaitre les constantes auxiliaires ainsi introduiltes,
qui, finalement, ne servent qu’a remplacer la surface inconnue par
une surface d’orientation et position différentes. On peut imprimer
une translation convenable (%, p, v) a la surface (X, Y, Z) de sorte
que les intégrales étenducs a la sphére (¢4, ¢3, ¢3)

(18) fXdc, decr. Ich

soient nulles quel que soit t; car si elles ne le sont pas, on écrit

f(X-r N ds = o,

T
)\=—Z—7:-fXdcr.

Un simple changement de notations permet alors de supposer A = o,
p=o0,v=o0, dou

(19) f.z'dc:o, fyd:r:o, fzdc:o.

On détermine &, 0, ¢ par les relations

ce qui donne

(20) f(x1+5+qz—r_y)da=o, f(,}’1+--.)=0, f(z1+...)=o,
qui se réduisent &
(20") f(xl+§)dc=o, f(y,+'q)dcr=o, f(zﬁ.—C)d:r_—_o.

Un nouveau changement de notations permet donc de supposer
! =n=¢=o0. On détermine ensuite p, g, r par les relations

ds=o0

—rr—ps 5+ —gs
(21) f’yn rr—ps 5i+py—gq

Y 3
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ou,’'si 'on préfére,

j (1z—yz)ds —i—f[x(px—u— qy +rz)—p(x*+y? +22)]de = o,
(22) f(z..z"—zx.)dc—t— ....... PP =o,

f(w,y—xy.,)dc—a ....... A fe=0.

Les trois équations linéaires non homogénes ainsi obtenues en p, g, r
ont une solution unique en p, ¢, r, car les mémes équations rendues
homogénes entraineraient, en multipliant par p, ¢, r et ajoutant,

f[‘Pw+ qy +r3—(p?+ g*+ r})(22+ y*+ 3*)]ds =o,

égalité qui n’a d’autre solution que p = ¢ = r =o0. On a ainsi nor-
malisé d’une fagon unique la solution 2y, ), 3,; on peut montrer,
par une méthode analogue a celle qui est suivie pour le probléme de
la déformation infiniment petite, que I’équation aux différcntielles
totales (13) se raméne a l'intégration d’une unique équation linéaire
aux dérivées particlles du second ordre, du type elliptique, parce
que la surface (z, ), 5) a sa courbure constamment positive, finie,
non nulle. Cette équation a une intégrale unique définie sur toute la
sphére, exprimée simplement au moyen d’une fonction auxiliaire ana-
logue & la fonction de Green relative a I'équation de Laplace dans le
plan. Ce premier point établi, les fonctions (3, 13, 52), - . -, (24, ¥iy 5i)
s’obtiennent de proche en proche par la méme méthode et d’une
fagcon unique; les développements (11) sont convergents moyennant
certaines conditions imposées au développement (10).

Supposons maintenant le ds?, E.e,'/f(‘t) de;dcy défini, convexe
depuis T=o0 jusqu’a =1 et la surface S, connue; la méthode
appliquée comme plus haut depuis 7= o0 jusqu’a 7=r1,(7,<1), con-
duit pour =1, a une surface S; convexe, connue; on répéte ensuile
en prenant S; comme nouvelle surface initiale, et 'on arrive a une
valeur 7, (7, < 72 <1) avec une surface S;, et ainsi de suite; H. Weyl
montre que application du procédé permet d’arriver at =1, au bout
d’un nombre limité d’opérations. L'existence d’une solution est giusi
démontrée; pour démontrer 'unicité, supposons que S, est la sphére
et imaginons que pour = =1 on obtienne non sculement la surface S,
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du procédé suivi, mais une autre solution S, ; on peut inversement
passer de S, a une surface S, ayant le ds? obtenu pour 7= o0; mais
alors, nous avons vu directement que S, coincide avec S, convena-
blement déplacée; donc S; n’est autre chose que S, aprés le dépla-
cement défini par (S, S, ).

Je dois me borner a ces indications assez rapides sur certains
points; il serait & désirer que le Mémoire de M. H. Weyl; contenant
33 pages, soit repris et simplifié; auteur annonce plusieurs fois dans
son Introduction qu’il traitera telle question par telle méthode, et
plus loin, ou bien suit une autre méthode, ou se contente de nouveau
d’affirmer 'existence de la solution sans produire la démonstration
promise.

Ici, il est bien entendu que les surfaces convexes en jeu se com-
posent d’une seule nappe-analytique et ne présentent aucune singu-
larité. Il y aurait lieu de généraliser le résultat dans diverses direc-
tions; en songeant au théoréme de Cauchy, une surface fermée
convexe formée de plusieurs morceaux de surfaces analytiques, telle
nne lentille biconvexe, est probablement indéformable tout comme
un polyédre convexe. Il se peat que la propriété de convexité ne soit
pas absolument nécessaire et qu’une surface telle que le tore, dans sa .
totalité, bien entendu, soit absolument indéformable; il y aurait une
question de régularité peut-étre plus importante qu’'une question de

_convexité; I'exemple des polyédres spéciaux de M. Bricard montre
qu’il § a 1a une difficulté pour bien préciscr la question de régularité.

D’autre part, la proposition d’H. Weyl ne concerne que des sur-
faces fermées convexes de courbure totale 4n (curvatura integra,
comme disent les géométres allemands). Je dois citer quelques
exemples de surfaces convexes de courbure totale 87 et qu’il y aurait
lieu d’étudier au point de vue de M. H. Weyl.

Je prends d’abord un cas ou la surface se partage en deux mor-
ceanx convexes réguliers (tout au moins jusqu’au premier ordre).
Prenons dans le plan horizontal un cercle de centre w et un point O
intériear; par O, menons une sécante OAB limitée aux deux points A
et B ou elle perce le cercle; sur la perpendiculaire au plan du cercle
en O, portons deux longueurs égales 00, =00, et construisons les
deux demi-ellipses pour lesquelles O, O, est un axe complet et’OA
ou OB lautre demi-axe. Quand la sécante OA tourne autour de O, la

MEMORIAL DES SC MATH. — N° 31. 3
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demi-ellipse O,AQ, engendre évidemment une surface fermée con-
vexe réguliére; quand on étudie les sections méridiennes de cette
surface, on constate qu’en O, la courbure des deux demi-ellipses
0,A0,; ¢t O,BO, sont différentes; en O, il y a donc une singularité
de la surface, ne se manifestant d’ailleurs qu’a partir du second ordre.
Si O se rapproche de o, la surface tend vers un ellipsoide. La surface
analytique compléte comprend évidemment la portion déja construite
et sa symétrique relativement & Paxe O, 00,; on a ainsi une surface
algébrique de degré 4, admettant O, ¢t O, pour points doubles ou le
céne des tangentes se réduit & un plan double: le plan méridien,
mené par O perpendiculairement & Ow. donne une ellipse double
tracée sur la surface compléte. Par exemple, O étant origine, Ow axe
des z, en supposant Ow =¢, ¢ >0, 00, =1 et le rayon du cercle »
étant 1--¢, on aura les équations paramétriques

s £=[c -(1+¢2)coso]sind = :sinb + (1 + ¢)ey,
(23) y= (1--2)sing sinf = (1+¢)es,
( z = cosf = c;.

Pour ¢ = o, la surface se réduit & une sphére. On a pour ds?

(24) ds* = [1+2e(1+¢€)(1+co89)] d02—2e(1 + <) sing cos 0 sinb b d¢

- (1- £)2sin%0 de2.
La courbure totale a pour expression

(25 R 1+ (1 + cos9)
) RR’ ~ (1+¢)[sin20 + cos?8(1+ ¢+ e cosq)2

On remarque qu’au point O ou O, (sinf = o, cosf = ==1), la cour-
I
(1+¢€)(1+ e+ zcoso
et '
I+¢  (I+c¢e)(1-+2¢)3
toute la surface, il faut faire varier ¢ de zéro a 27 et 6 de zéro a am:

mais alors la sphére (¢, 2, c3) est balayée deux fois: au point de vue
de M. H. Weyl, sinf = /c? 4~ ¢2 n’est pas une fonction holomorphe
de ¢y, ¢3, ¢3; il faudrait reprendre la méthode pour un exemple de
cette sorte et voir les conclusions précises que 'on peut obtenir.

Je cite maintenant un exemple plus compliqué :

bure totale devient 3 ; elle a donc une valeur indé-

terminée entre - On remarque que pour avoir
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La sphére a un ds? qui peut recevoir la forme
(26) d3* = [p(© + if) — p(o'+ 0) ] (d§2 ~ dn?),
ot p(u|w, ') est la fonction classique de Weierstrass : 20 est la
période réelle, 2w’ la période imaginaire pure; on peut obtenir toute
. . . ’ ’
la sphére, une fois, en faisant varier ¢ entre -- # et + 22, et
. 12
entre — el + w: deux points (£, ) symétriques par rapport au
point (i %, im) donnent le méme point de la sphére. Dans ces
conditions, le ds® suivant (m, n constantes)
S ds*=[p(w +if) — p(o' -+ )] [dz?+ dy?],

z=E+m[p(v +1if)—e ],
n+ n[p(o'+n) —e]

(27)

I

l 5

est défini suf toute la sphére prise deux fois, car on doit faire varier
ici £ de — —a + “—etnde —2w a +20; deux valeurs de E,

symétnques par rapport a <i = m) ne donnent plus deux points

de la surface se correspondant dans une auto-application; il s’agirait
de savoir si ce ds? (27) définil, in abstracto, une surface fermée con-
vexe de courbure totale 8w, ayant quatre points singuliers corres-

-

pondant & § = =+ 2 —rn==*w; la surface se composerait de deux

nappes se raccordanl aux quatre points singuliers en jeu. Si une telle
surface existe, ses géodésiques seraient fermées et a antipodes, du
moins sur une certaine fraction de la surface: aux points singuliers
que j’ai indiqués, la courbure reste finie ct égale & +-1.

On peut de méme construire des surfaces fermées (ou des ds?)
convexes, de courbure totale 12w, 167, . ...

D’auatre part, pour revenir & l'analogie des questions traitées ici
avec elles relatives aux polyédres, on voit aussitot que les surfaces
ayant un réseau de G. Keenigs doublement conjugué [telles qu'un
ellipsoide ou la surface (23)] relatif & une série de plans paralléles
et un axe perpendiculaire & ces plans, peuvent étre déformées par les
formules données au paragraphe précédent de facon qu’une telle sur-
face supposéc fermée convexe puisse prendre un nombre fini de
configurations encore fermées, mais offrant deux points coniques sur
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I'axe; c’est, d’ailleurs, au fond ce qui se présente pour les surfaces de
révolution.

Jajoute enfin que, si dans une surface convexe on fait un trou aussi

petit que 'on veut, la portion restante peut, d’aprés Liebmann, étre
déformée tout entiére.
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Ouvrages a consulter :

DarBotx. — Théorie des Surfaces.
BiancHi. — Lecons de Géométrie différentielle.
BrAscHKE. — Lecons de Géométrie différentielle.

NOTE ADDITIVE.

Au moment de la mise en pages définitive de’ ce.fascicule, deux Notes
importantes paraissent aux Comptes rendus de !’Académie des Sciences
(M. Masloff, 14 mai 1928, et M. Vasseur, 18 juin 1923). On sait trouver tous
les couples isolés ou toutes les familles & un paramétre de surfaces applicables
possédant un réseau conjugué commun formé de lignes cylindriques ou
coniques; ce probléme se raméne, par une coincidence curieuse, & la déter-
minalion des mécanismes, soit transformables (couples isolés), soit défor-
mables (déformation continue), constitués par deux courbes et jai traité
moi-méme ce probléme au Journal de Liouville (g° série, t. 1, 1922, p. 19-76).
D’autre part, je sais que M. Finikoff, professeur a Moscou, a publié, en russe,
un Mémoire considérable sur les réseaux permanents.

J'adresse enfin un hommage ému a la mémoire du géométre italien Bianchi,
mort & 72 ans, au début de juin 1928; Darboux et Bianchi ont bien voulu
s’intéresser a mes travaux et ces deux fascicules ont été rédigés sous I'inspi-
ration directe des découvertes de ces denx illustres géométres.
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