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LES

SUITES DE FONCTIONS EN GENERAL
DOMAINE REEL

Par M. Léopold LEAU.

I. — INTRODUCTION.

1. Problémes et méthode. — Les problémes qui se posent au sujet
des suites de fonclions se rattachent a trois ordres de questions :
caractéres de convergence, nature de la fonction limite, opérations
qui se conservent dans le passage a la limite, mais ils ne sauraient
étre traités dans cet ordre rigide. A un autre point de vue, il y a lieu
de distinguer entre les fonctions réelles de variables réelles et les
fonctions de variables complexes, spécialement les fonctions analy-
tiques. C’est une division commode, suivant laquelle les sujets seront
répartis en deux fascicules. Pour chaque cas, une subdivision s’im-
pose d’aprés le nombre des variables.

On peut se proposer, conformément a la méthode instaurée par
M. Fréchet, de donner aux définitions et aux démonstrations la forme
la plus générale, qui ne mette en ccuvre que les données strictement
nécessaires et soil, par conséquent, utilisable pour les classes d’objets
les plus étendues possible. Cest, assurément, le point de vue le plus
philosophique. Ila paru préférable, pour une raison de briéveté,
d’envisager chaque fois en bloc et pour lui-méme le domaine offert a
I'étude ct de tenter d’en coordonner simplement les faits et les
théories. On se place systématiquement dans un espace métrique,
I'espace euclidien.

Il est bien connu quc les suiles et les séries se raménent immédia-
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2 LEOPOLD LEAU.

tement les unes aux autres; en fait, on parlera généralement ici des
premiéres.

2. Quelques notions préliminaires. — Dans les questions de con-
vergence, le critére de Cauchy est un instrument usuel. Rappelons
qu’il consisté en ceci : soit une suite |-a, | de quantités finies, réelles
ou non. Pour qu'’il existe un nombre fini «, tel que pour tout & positif
on ait a partir d’un certain indice |, —a|<C¢, il faut ct il suffit
qu’a tout 7 positif corresponde un indice n, tel que '@, — a,| <=0
dés que n' et n” surpasseni n,. La convergence simple ou (si les a,
dépendent de divers objets) uniforme de { a, } équivaut donc a la con-
vergence simple ou uniforme de la suite a deux indices { @, —a,-}
vers zéro (la convergence proprement dite & la convergence mutuelle,
pour employer une expression de J. Hadamard, notion et propriété
dont I'extension s'impose (voir, par exemple, n° 14).

Quelques-unes des notions, indispensables pour la suite et qui ne
figurent pas couramment dans les traités généraux d’analyse, vont
étre données ci-dessous. Elles ont trait a la théorie des ensembles.
Le lecteur, qui désirerait les approfondir, pourra consulter notam-
ment E. Borel [5, 5], C. de la Vallée Poussin [IT], H. Hahn [I],
G. Valiron |111].

Nous considérons dans un espace a & dimensions des points (réels)
définis par leurs coordonnées (z,, 3, . .., z;) et des ensembles E de
tels points. On désigne parE, + E, +. .. lasomme de ces ensembles
en nombre fini ou non, c’est-a-dire 'ensemble formé par les points
dont chacun appartient au moins a 'un d’eux; par E, — E, I'excés
de E, sur I'ensemble inclus E, (ou le complément de E, sur E,), soit
Pensemble des points qui appartiennent a E, sans faire partie de
E,; par E\E,... le produit des ensembles E,, E,, ... en nombre
fini ou non ou ensemble des points communs a tous.

- A
E' étant I'ensemble dérivé de E, nous noterons E la somme E 4 E/

(donc tout ensemble fermé), E Pensemble des points intérieurs de E
(donc tout ensemble ouvert); P désignera un ensemble parfait.

Si E <P, un point M de P est intérieur a E sur P s'il est & une
distance non nulle du complémentaire de E par rapport a P (C. de la
Vallée Poussin [II, p. 103]). Appelons ic/ domaine rectangulaire
(orienté parallélement aux axes) 'ensemble des points dont les coor-
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données appartiennent respectivement a des intervalles (a,, b,), ...,
(@, bs). La fonction caractéristique d’un ensemble E situé dans le
domaine D, dont la notion a été introduite par C. de la Vallée
Poussin [II, p. 7], est égale a 1 en chaque point de E, 4 o en chaque
point du complémentaire.

Mesure. — La mesure extéricure nm.E d’un ensemble borné E est
la borue inférieure de la somme des mesures des domaines rectan-
gulaires, en nombre fini ou en infinité dénombrable, non empiétants,
qui le contiennent; sa mesure intérieure m:E est le complément de
la mesure extérieure de I'ensemble complémentaire dans un domaine
rectangulaire quelconque le contenant. On a toujours m;ES m E ;
dans le cas de I’égalité, on dit que E est mesurable et sa mesure mE
est par définition la valeur commune m;E, m.E.

La somme et le produit d’'un nombre fini ou infini d’ensembles
mesurables (dans un ensemble borné) sont mesurables.

La somme d'un nombre fini ou infini d’ensembles mesurables sans
point commun deux a deux a pour mesure la somme de leurs mesures.

Les ensembles mesurables les plus simples et les plus utiles sont
ceux que l'on peut construire a partir des domaines rectangulaires,
formés par addition, soustraction et multiplication en nombre fini ou
non. Les seuls étudiés au débul par E. Borel, ils sont désignés
sous le nom d’ensembles mesurables (B). Tels sont les ensembles
ouverts et les ensembles fermés.

Des ensembles de mesure nulle ou positive sont respectivement
appelés par A. Denjoy minces ou épais.

Une propriété a lieu presque partout sur un ensemble si elle a
lieu en tous les points de cet ensemble, sauf peut-étre aux points
d’un ensemble inclus de mesure nulle.

Si, a chaque ensemble E d’une famille d’ensembles bornés et
mesurables, on fait correspondre un nombre, on définit ainsi une
fonction d’ensemble f(E). Elle est additive au sens restreint (ou
complet) lorsque 1'un quelconque E de ces ensembles étant la somme
d’un nombre fini (ou méme infini) d’ensembles de la famille sans
point commun deux a deux, E,+~E, +...+E,+...,ona

SE)=F(E)+f(Ey) +.c. f(En) +....

Elle est continue (ou absolument continue), si E variant dans un
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espace borné f(E) tend vers zéro avec le diamétre de E, c’est-a-dire
la borne supérieure de la distance de deux de ses points (ou bien avec
la mesure de E) [43, a et b].

La mesure est unc fonction d’ensemble, additive au sens complet et
absolument continue.

A moins d’indication contraire, les ensembles considérés seront
supposés bornés.

[I. — CONVERGENCE DES SUITES.

Nota. — On trouvera un exposé détaillé des questions traitées

dans ce chapitre et une abondante documentation bibliographique
dans H. Hahn [I].

3. Transformation stéréographique. — R. Baire a usé d’une trans-

. x o . .
formation )- = T I fait correspondre ala totalité des nombres,

+ 1

— o et - oo étant traités comme deux nombres distincts, l'intervalle
(— 1.4 1) et qui uniformise les limites finie ou infinie (d’un signe
déterminé) en les ramenant & une limite finie. Une telle transfor-
mation homéologique est possible d’une infinité de fagons. Pour par-
ticulariser ici 'emploi de la sphére de Riemann utilisée dans le cas
des quanlités complexes nous supposons que, dans un plan passant
par V'axe 'Oz, est tracé le cercle unité de centre O et que d’une
extrémité Q du diameétre QI perpendiculaire a 'axe, on a fait
sur lui la projection stéréographique de la circonférence. Chaque
point M d’affixe x correspond ainsi & un point m, dont la distance
comptée sur la circonférence a partir de I dans un sens convenable
est y — 2arctangx. A + o et — oo correspondent ainsi + 7 et — 7.
Et si I'on ne veut pas faire de distinction entre ces couples de nom-
bres, on parlera de points sur la circonférence et de distance cy clique
(arithmétique) de ces points. Nous utiliserons quelquefois une telle
transformation sans nous y astreindre en toute circonstance.

4. Premibres fonctions associées i une suite. — Ktant donnée une
famille & de fonctions f(M) définies aux points M d’un ensemble E
a h dimensions, on considére : 1° les fonctions inférieure et supé-
rieure, dont les valeurs en chaque point M sont respectivement la
borne inférieure et la borne supérieure des valeurs prises en ce point
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par les f(M); nous les noterons 3, [E; { f}; M], Ba[E; { f}; M]; 2°la
plus petite et la plus grande fonction limite, dont les valeurs en
chaque point sont respectivement les valeurs d’accumulation infé-
rieure et supérieure des f(M) en considérant comme distinctes les
valeurs prises par des fonctions différentes de¢ la famille; nous les
noterons A, [E; {f}; M], 2.[E;{f}; M]. Ces fonctions se présentent
notamment dans I’étude des équations différentielles. Voir, par
excmple, P. Montel [34, c].

Ces définitions s’appliquent en particulier a la famille d’une suite
infinie de fonctions { f,(M)} (v =1, 2, ...); et, quant aux plus pelite
et plus grande fonctions limites d’une telle suite, nous les écrirons

aussii(M), F(M).

Soit un point M de ﬁ; dans le cas d’une fonction g(M') définie
sur E, R. Baire a défini deux nombres, le minimé et le maximé; le
premier est la borne supérieure des bornes inférieures de g (M’) pour
le voisinage V sur E du point M, le second a une définition ana-

.. . . A .
logue. Ainsi, relativement a E, sont construites sur E deux fonctions
A
qui sont dites minimale et maximale et désignées par p, lE,‘g,M],

A
P2 [E, g, M]. Leurs valeurs en M sont aussi respectivement la borne
inférieure ou supérieure des lim g(M,), lim g(M,), M, tendant

nN=o n—wo

sur E vers M (si M fait partie de E, le choix M, = M n’est pas exclu).
Dans le cas d'une suite { f,}, on imagine la borne inférieure des

Jo(M') pour les indices v2>n, n entier arbitraire et un voisinage

quelconque V(M) sur E; la borne. supérieure des bornes inférieures

ainsi obtenues définit en M la fonction minimale p, [ﬁ, AL M] de
la suite.

Définition analogue de la fonction macimale p, []/é, {f,},M]
Leurs valeurs en M sont aussi respectivement la borne inférieure ou

supérieure des lim £, (M,) ou lim £, (M,), M, tendant sur E vers M

n=w

. . . I S
et v, vers l'infini. Si les nombres : définissant les valeurs d’une

(h 1)t coordonnée dans un espace a & -1 dimensions, nous fai-
sons correspondre a l'ensemble E et aux nombres v un ensemble &
dans ce nouvel espace, a la suite f, détinie sur E correspond une
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fonction F définie sur &, un point limite I de & est (M,0); a4 un
voisinage V(M') de M sur E et aux valeurs de v2 n, n entier arbi-
traire, correspond un voisinage V(M) de I sur & et les fonctions
minimale et maximale de { £, } en M ne sont autres que les fonctions
de méme nom de I pour & en I [10, 4].

Les fonctions maximale et minimale, supposées finies, d’une
suite {f,} sout respectivement continues supérieurement et infé-
rieurement.

Pour que la limite d'unc suite { f, | supposée convergente soit con-
tinue ¢cn M de E, il suffit que, en ce point, les fonctions maximale et
minimale aient méme valeur.

On définit aussi les fonctions maximale et minimale réduites d'une
fonction ou d’une suite en un point M de E en utilisant les voisinages
réduits (M exclu) de M au lieu des voisinages complets.

B. Suites convergentes. — La suite {f,} est dite convergente-

continue en M de ﬁ', lorsque, en ce point, les fonctions maximale et
minimale ont méme valeur finie. Si M est de E, cette définilion
implique déja la convergence de la suite en ce point; elle exige, en
outre, que les fonctions minimale et maximale réduites y soient égales
a cette valeur limite; la définition générale revient a dire que la fonc-

tion adjointe F <M', ';) a une limite au point (M, o).
La suite { f, | est dite uniformément et proprement convergente
N N ‘o
en M de E lorsque a tout ¢ > o correspondenl un voisinage V(M)

sur E et un cntier v, tels que pour tout M' de 'V et chaque v>v,, on

ail
MVl Al M=V AL M <e

Si M est de E, cette définition implique la convergence en M.
Par extension, | f,{ est uniformément convergente en un tel

point M de ]/5\1 si la suite déduite de { f,} par transformation stéréo-

graphique est uniformément et proprement convergente en M.
Appelons écart de la suite {f,}(v>n) en M' de E et notons

o[E; {f,}; M'](v2n) ou, abréviativement, w,(E,M’) la différence

BalBs | A ] MI=BIE; [A s M] (v2n)
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(siles deux termes sont infinis de méme signe, on prend la différence
égale & zéro). La fonction maximale de {w,} en M de ﬁ, soit

O[]/E\l;{fv};M], peut éire appelée le balancement de la suite {f,}
en M; il semble préférable, en effet, afin d’éviter la confusion, de
réserver le mot oscillation, avec une extension de sens différente, au
cas général d’une famille quelconque de fonctions {8, p. 177] et (6).

Le balancement n’est pas négatif; les £, étant supposés bornés dans
leur ensemble dans le voisinage de M; il faut et il suffit qu’il soit nul

A . . .
en M de E pour que {f,} soit en ce point uniformément et pro-
prement convergente.
On voit aisément que : 1°si {f,} est convergente-continue en M

de ﬁ, elle est uniformément convergente en ce point; 2°si en Mde E,
une infinité de f, sont continues et { f,} est uniformément conver-
gente, la suite est convergente-continue en ce point.

Si {f,} converge dans un certain voisinage de M de ]/*]\ vers une
fonction f, pour que la suite soit uniformément et proprement con-
vergente en M, il faut et il suffit qu’a chaque ¢ > o correspondent un
voisinage V(M) sur E et un entier v, tels que| f,(M")— f(M') | <
pour tout M’ de V et chaque v2>v,.

On peut appeler, dans ce cas de la convergence de {f,}, écart
de f, en M' (v2 n) autour de sa limite f(M'), la borne supérieure
de | fo(M') — f(M') |, soit ¢,(M') eL balancement de la suite en M
autour de sa limite la fonction maximale de { ¢, } en M. 1l est visible
que ce balancement est nul en mémec temps que le premier [37, a,

p- 166].

Fait important et immédiat :

Si{f,} converge vers une fonction finie f dans un certain voi-
sinage de M deE, la convergence étant uniforme en M, si, de plus,
une infinité de f, sont continues en M, alors f est aussi continue
en ce point.

La notion de convergence uniforme remonte a Cauchy. Elle a été
introduite dans le dessein d’approfondir la question de la continuité
de la somme d’une série convergente. (Voir [1, a; 10, a, d, ¢, g;

33, p- 844 .]
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Définition. — La suite | f, } est dite uniformément (et proprement)
convergente sur E vers une fonction f si & chaque ¢ > o correspond
un indice v, tel que, en tout point M de E et pour tout v2v,, on
ait | f,(M) —f(M) | <e.

Par extension, elle est encore dite uniformément convergente si la
suite stéréographiquement transformée est uniformément et pro-
prel"ncnl convergente.

Si {f,} est uniformément convergente sur E, elle I'est en chaque
. A . : . .
point de E; réciproquement, si, en chaque point de E supposé fermé,

(]/3\1 = E){ji, | est uniformément convergente, elle I'est sur E.

Pour la convergence uniforme d’unc série quel que soit I'ordre des
termes, une condition nécessaire et suffisante est la convergence uni-
forme de la série des modules [6, p. go].

A. Cauchy remonte le théoréme fondamental (réduit ci-dessus a
son élément essentiel ).

1. Si{f\}| est uniformément convergente sur E vers une fonc-
tion f, en tout point M de E auquel une infinité de f, sont con-
tinues, la fonction f est elle-méme continue.

A

De plus, si en M, non de E, mais de F:, une infinité de f, ont une
limite, f a aussi une limite en cc point.

Les points ou la convergence n’est pas uniforme ont été classés par
W. F. Osgood [37, a]; au voisinage d’un tel point, les fonctions
peusent étre ou non bornées dans leur ensemble; dans ce dernier
cas, il appelle le point un point y. Voir aussi [45, b et c¢; 22, b,
p- 485] et [10, ¢].

Nombre de questions se rapportant a la fonction limite d’unc suite,
telle la continuité, se raménent a un probléme d’interversion de pas-
sage a la limite; ainsi a-t-on

Jig |l £.00)) = i {m (80 2

Condensation des singularités. — L’emploi de séries umifor-
mément convergentes dans un intervalle permet de construire des
fonctions qui admettent, en chacun des points d’un ecnsemble dénom-
brable dans cet intervalle, une singularité de nature donnée. C’est la
méthode de condensation des singularités.
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Imaginée sous une forme imparfaite par M. Hankel [19], elle a été
exposée dans sa généralité par G. Cantor [7]; en voici le principe :
soit ¢(y’) une fonction bornée dans l'intervalle (— a, a) continue,
sauf pour y =o, puis une série Zc, absolument convergente, un

ensemble dénombrable de pointst, de (o, a). La série 2 cno(x—En)
1

est uniformément convergente; elle est continue en tout point
de (o, a) différent des £ et en un tel point méme £ sil’on supprime
le terme correspondant ¢;¢(x —&x); elle est donc discontinue aux
points £x seulement et présente en un tel point la méme discontinuité

que ¢(y) pour y» =o.

Continuité de la fonction limite. — La convergence uniforme
donne une condition suffisante pour la continuité de la limite. Cette
condition n’est pas nécessaire. La notion de convergence uniforme
simple, introduite par U. Dini [12], permet de serrer le probléme de

plus prés. En un point M de E, la suite {f,} est dite posséder (pro-
prement) la convergence uniforme simple si elle converge dans le
voisinage de M sur E vers une fonction f, et si a tout e >0 et a tout
indice vo > o correspondent un voisinage V de M et un indice v,
supérieur & vy tels que | £, (M) — f(M")| << e pour tout M’ de V.

‘Par extension, on dit qu’elle posséde la convergence uniforme
simple en ce point si la suite obtenuc par transformation stéréogra-
phique la posséde au sens propre précédent.

Par définition, la suite {f,} a sur E (proprement) la convergence
uniforme simple si elle y converge vers une fonction f, et si dans les
mémes conditions que ci-dessus I'inégalité a lieu pour tout M’ de E.
On passe de la, comme précédemment, a la ‘convergence uniforme
simple, en général.

Si {f,} posséde la convergence simplement uniforme sur E, elle a

. A . .
cette convergence en chaque point de E, mais la réciproque, méme £
étant supposé borné, n’est pas vraie [ 22, b, p. 489].

II. S¢les f, sont continues en M de E et que | f,} converge dans
le voisinage, une condition nécessaire et suffisante pour que j

(limite de { f,}) soit continue en M est que { f,} converge de maniére
simplement uniforme en M.
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Lorsque les f, sont continues sur E et que {f,]y converge de
maniére simplement uniforme vers une fonction f, cette fonction
limite est continue.

C’est la le progrés obtenu par Dini. Mais comme il ne s’agit tou-
jours que d’une condition suffisante en ce qui concerne un
ensemble E, le probléme n’est pas encore résolu. Une solution com-
pléte est apportée par C. Arzela avec la notion de convergence quasi
uniforme (qu’il appelait convergence a traits pour des raisons de
représentation géométrique). La suite { f,} est dite posséder (pro-
prement) la convergence quasi uniforme sur E si a tout e >oet a
chaque indice v, correspond un indice supérieur v, en sorte que pour
tout M de E existe au moins un v satisfaisant a v, Sv <<v; tel que
(M) — (M) <. |

A Taide de la transformation stéréographique, on passe a la défi-
nition générale de la conyergence quasi uniforme.

II. Tutorimr ronoamenTAL. — S la suite {f,} de fonctions

définies et continues sur £ borné converge vers une fonction f,

pour que f soit continue sur ﬁ, il faut et il suffit que la conver-
gence soit quasi uniforme.

(La démonstration [1, ¢, d] a été simplifiée par E. Borel [5, c|;
M. Fréchet [16, a] a montré que la démonstration de Borel s’étend
immédiatement aux éléments d’une classe (L) (calcul fonctionnel),
voir aussi pour ce théoréme Dell’ Agnola [10, £]). On peut rattacher
cette propriété au théoréme II.

A
La condition est suffisante. En M de E, a ¢ > o correspond v,
tel que si vo<n<n',on a|f,(M)—f,(M)|<e Soitv,>v, et

tel que a chaque H de ]/3\ répond un n(vy<n<v,) pour lequel
| fu(H) — f(H)|<<e. A lensemble des n correspond un voisinage V
de M tel quesiM'est de V, on a, pourchaque r, | £, (M") — f,(M)| <e.
Or, soient un tel point M’, v’ et v les valeurs de n relatives a M' et
aM, ona

HM)—f(M) = [for(M)— fIM)] + [f(M)— fo(M)]
— A (M) —for(M )]+ [A(M ) —fo (M)],
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‘d’ou I'on conclut aisément que { £, } a la convergence simplement uni-
forme en M.

La condition est nécessaire. Puisque f est continue en tout
A
point M de E, {f,} y a la convergence simplement uniforme.
Soient ¢ > 0 et un indice v,. A tout M de ﬁ correspond un voisinage,
avec un indice v,, pour tout M’ duquel on a

[fo (M) — (M) | < =

11 existe (théoréme de Borel-Lebesgue) un nombre limité de tels voisi-
A
nages lels que tout point de E soit intérieur a I'un d’eux. D’ou la
conclusion.
On étend, comme il suit, & une suite{f,] la notion de fonction
continue supérieurement ou inférieurement.

{/-} est une suite oscillante supérieurement ou inférieurement
continue en M de E si

J(M)=p[E; { A |; M]

SOM) = wi[E; [£]M].

ou

On-dit que {f,} est une suite oscillante continue en M de E lors-
qu’elle satisfait a la fois aux deux conditions précédentes.

Il résulte de la définition de la convergence proprement uniforme
de {f,) en M de E que, a toute suite M, de points d¢ E tendant
vers M, et a tout e > o correspondent deux indices n, et v, tels que
pour n > ng et v/ > v,, on ait

Sv(Mz) <~;“:—“i FrMa)+e, fuor(My) >g“_£nfv( My)—e.

La suite étant bornée dans le voisinage de M est dite osciller en M
d'une maniére proprement uniforme si elle satisfait aux deux con-
ditions, supérieurement ou inférieurement si elle n’est assujettic qu'a
la premiére ou qu’a la seconde. Lorsqu’elle satisfait aux deux et que,
de plus, elle est convergente dans le voisinage de M, il est aisé de
constater que sa convergence est uniforme en ce point.

Une autre généralisation a été donnée sous le nom d’oscillation
uniforme (supérieure, inférieure) de deuxiéme espéce.
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Celte théorie est due principalement 8 W. H. Young [45, d, g, j]
(voir H. Hahn [1] et aussi sur le probléme général des limites [35]).

6. Fonctions également continues. — Le fait de savoir qu’une
famille de fonctions continues est telle que de toute suite infinie de
ces fonctions on peut extraire une autre suite infinie convergeant
uniformément vers une fonction limite est souvent utile en analyse.
Le probléme ainsi posé a éié résolu par C. Arzela |1, a, p. 342,
et b, p. 55], grace a la notion d’égale continuité introduite par G.
Ascoli (|2], p. 545). Voir aussi Dell’ Agnola [10, f]ct A. Roussel [41].
A ces familles, M. Fréchet a donné le nom de compactes et il en a
étendu la définition et l'usage aux opérations fonctionnelles.

Soit une famille de & de fonctions f, définics sur E. Elle est dite
également continue en M de E si a chaque ¢ > o correspond un voi-
sinage V de M sur E tel que, pour tout M’ de V et tout f, de &, on
ait | fo(M') — fu(M)] <.

Si une suite {f,] définie sur E converge ¢cn M et si les f, sont
continues en ce point, pour qu’elle forme une famille également
continue en M des conditions nécessaires et suffisantes sont qu’elle
soit convergente-conlinue, ou uniformément convergente en ce point
[1, b, p. 55; ¢, p. 176] voir aussi [45, e, p. 356].

Onditquelafamille &F est également continue sur Esiatoute > o
correspond un n > o tel que pour tout f, de & et tout couple M'M"
de E satisfaisant a [M"— M| <7 on ait | fo,(M") — fo (M) | <le.

Pour que & soit.également continue sur Eil fautet, si E est fermé,
il suffit que & soit également continue en tout point de E.

On appelle oscillation d’une fonction g (M) définie sur E la borne
supérieure de | g(M") — g(M') | pour tout couple M', M" de E, c’est-

a-dire l'excés de la borne supéricure sur la borne inférieure de
g

dans E; oscillation de g en M de ﬁ la borne inférieure de l'oscillation
de g pour les voisinages de M sur E. De méme Voscillation d’une
Samille & de fonctions f, définies sur E est la borne supérieure
de | fo(M") — f«(M')| pour tout couple M’, M" de E et toute fone-

tion de J et oscillation de la famille en M de /E\l la borne inférieure
de Uoscillation de la famille pour les voisinages de M sur E.

Une condition nécessdire et-suffisante pour que F soit également
continue en M de E est que son oscillation y soit nulle.
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Pour que les fonctions f, d’une famille & également continue sur E
soient sur E bornées dans leur ensemble il faut et, si E est fermé et
d’un seul tenant, il suffit qu’elles soient bornées dans leur ensemble
en un point M de E.

Du théoréme de Borel-Lebesguc on déduit en effet aisément qu’il
existe un nombre fini K tel que si M et M’ sont deux points quelconques

AN AN
de B(ici £ =E) on a pour tout f, de F | fo(M') — f(M)| < K. On

a eette propriété fondamentale :

1V. Pour qu'une famille F de fonctions continues sur E soit
compacte il faut et, si elle est bornée sur E supposé fermé, il suffit
qu’elle soit également continue sur E. Si elle est également con-
tinue sur E supposé fermé et d’un seul tenant, mais si elle n’y est
pas bornée dans son ensemble (donc en un point quelcongue), on
peut de toute suite infinie tirée de &F extraire une suite partielle
tendant uniformément vers une fonction finie ou vers l'infini
(d’un signe déterminé).

La condition est nécessaire. On montre que si en un point M
la famille n’était pas également continue il existerait ¢ > o, une
suite M), tendant vers M et une suite {f,| de fonctions de F telles
que | /(M) — f.(M)|2¢. De celte suite on ne pourrait extraire une
suite partielle ayant une limite.

La condition est suffisante. — 1° La famille est bornée dans son
ensemble. Remarquons ueles fonctions d’une suite étant bornées en
un point il existe certainement une suite partielle qui y converge.
Soit alors une variable positive p, tendant vers o; a p, correspond un
systéme %, d’un nombre limité de cercles de rayons p, tel que tout

. AN SN . . . . .
point de E <1c1 E = E) soit a I'intérieur de I'un d’eux. Si M}, ..., My
sont les centres des cercles de 2,, on peut d'une suite donnée des f,

. . . " W s . .

extraire une premiére suite f, ...fy/ qui converg: aux points

"y «v., MY vers certaines valeurs uf, ..., u); de celle-ci une
deuxiéme quiconverge enoutreenM,”,...,M{ vers des valeurs u'),...,ul)
el ainsi de suite. Lasuite f" V", ..., fi7', ... converge en chacun des
centres vers la valeur correspondante. Il est aisé de conclure de la

que, a tout e >o correspond un indice ¢, tel que si ¢ > qo €t r >0,
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on a pour tout M de/ﬁ
farr(M) = fo(M)| < e.

2° La famille n’est pas bornée dans son ensemble. D’une suite
donnée on peut extraire une suite partielle qui converge, en un point
marqué M, vers une valeur finie ou vers un infini de signe déterminé.
Oul’on retombe sur le premier cas ou l’on établit sansdifficulté la con-
vergence uniforme vers +w ou — . Un exemple de famille égale-
ment continue, non bornée, et dont toute suite partielle converge
vers U'infini, est donné par la suite f,(z) =2 + v.

Ces délinitions et propriétés d’une famille s’appliquent en particu-
lier & une suite.

V. 8t une suite de fonctions continues sur E est uniformément
convergente elle forme évidemment une famille compacte; mais,
et le fait est trés important, inversement :

Si une suite convergente { f,(M)} de fonctions continues sur E
constitue une famille compacte, la convergence est uniforme.

En effet, dans le cas contraire, il y aurait ¢ > o, une suite de
points M,, M,, ..., M,, ..., et une suile partielle des f,, ¢,
P2y ++vy Ppy -y tels que, f(M) étant la fonction limite, on ait
lop(Mp) — f(Mp) | >e. 1l serait donc impossible d’extraire de la
suite des ¢ une suite uniformément convergente.

SiTon adjoint & une famille & également continue les fonctions
limites que peuvent fournir les suites partielles par convergence uni-
forme, la nouvelle famille F, est aussi également continue et de plus
elle constitue un ensemble fermé, c’est-a-dire que toute fonction
déduite de F, par le méme procédé appartient a &F,. Il n'est pas
nécessaire de supposer & bornée a condition de considérer comme
nulle la différence en deux points d’une fonction qui se réduit a une
constante infinie. .

Par la projection stéréographique et 'iniroduction de la distance
cyclique, notée |a, b|, des points images des nombres a, b sur le
cercle substitu¢ a la différence |@ — | on étend les notions et pro-
priétés précédentes (jusqu’ici prises au sens propre et maintenant
considérées sur le cercle). Il faut noter que, ce qui a lieu sur le
cercle relativement a /(M) lorsque f(M) est infini (par exemple la
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1
J(M)
fitions ordinaires. On retrouve ces extensions sous une forme plus

générale avec les quantités complexes.

continuité) équivaut aux mémes choses relatives a avec les défi-

VI. Lorsqu’une famille & est également continue en M de E
les fonctions inférieure et supérieure ainsi que la plus petite et

la plus grande fonction limite de la famille sont continues en M
quand elles y sont finies.

i A ) A

Si & est bornée sur E et est également continue en tout M de E,
pour chaque ¢ > o presque toutes les fonctions f, de F (c’est-a-dire
toutes, sauf peut-étre un nombre fini) satisfont a

1,[@; (fals I\l]—s<fa(1\1)<)~,[/l:l,; [ fuls M] e

Soit une suite monotone { f, }de fonctions continues sur E; si elle
forme une famille bornée également continue, clle admet une fonction

limite continue qui est la valeur commune de f et de f. Réciproque-

ment si, définie sur ﬁ, elle y admet une limite continue f, elle est
également continue et uniformément convergente [1, b, p.61; 34, a;
A3, e, p. 355].

L’égale conlinuité est assurée pour une famille & sur un ensemble E
s’il existe une constante A et une fonction o(u) de la variable posi-
tive u, infliniment pelite avec elle, telles que pour tout couple de
points M", M’ de E et toute fonction f, de & I'on puisse écrire

| fa( M) — fa(M')| < A g(|M'—M'|).

Soit dans l'intervalle (@, b) une famille & de fonctious f,(x)
admettant des dérivées f,(«) qui forment une famille également
continue. Si les plus petites limites de | f; ()| et de | f(z) | ne sont
pas infinies, on peut de toute suite de f,(z) extraire une suite par-
tielle convergente telle que la suite correspondante des dérivées tende
vers la dérivée dela fonction limite, les convergences étant uniformes.
On forme d’abord une suite partielle f,(#) ayant une limite g(z) et
telle qu'en un point z, f,(#) ait une limite finie G et 'on part de
I'égalité

Slz)=f(z0)+ tf\',(w)d.z‘

%o 1
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On étend ces considérations au cas ou les f ont des dérivées jus-
qu’a un certain ordre ou indéfiniment.

Imaginons que les fonctions f, d’une famille &, définies sur un
ensemble fermé, soient développables en séries d’un type déterminé.
St elles sont bornées dans leur ensemble ct également continues, de
toute suite infinie des f, on pourra extraire une suile convergeant
uniformément vers une fonction limite. Mais y aura t-il une fonction
limite développable en série du méme type? Voici une propriété
générale dont on tirera parti :

VII. Soient Za,, on (M) la forme de la série envisagée et un

ensemble E; su;aposons chaque ¢, borné sur E en module et une
Samille & de fonctions représentées sur E par des séries de la
Jorme précédente satisfaisant & deux conditions : 1° pour chaque n
les ap sont bornés en module; 2° les séries représentatives sont
également convergentes sur E.

Alors de toute suite de fonctions de F on peut extraire une

suite tendant uniformément vers une fonction développable en
série de méme forme.

On remarquera que les conditions posées impliquent la limitation
en module de I'’ensemble des fonctions sur E mais non leur continuité.
En supposant E fermé si les ¢, sont continues la famille & sera éga-
lement continue sur I'ensemble.

Soit une suite f,(M)
S =Y a ga(M).
[}
Les a) étant bornés admettent au moins une valeur limite Ay, il
existe une suite
(1) vivivd ...,
telle que la suite
(xy adaial..
ait A, pour limite.
Puis de (1) on peut extraire une suite

(2) vivivi...,
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telle que la suite

(2) aaviani...

ait une limite A, ; etc,
Sil'on pose v[*'=v,, la suite ajoaj:a}. .. aura la limite A,
Soit alors

JON =¥ Auga(M);

S=a} (M) +...+ a9, (M), = @y fu (M) +.. .,
S,= A, ?O(M)"I‘ -+.An an(M); R,.= Apny ?n+1(M)+----

Pour e¢>o0 donné il existe n, tel que si n>n, |ry|<leet
| Phg— 17| < 2¢. Orvparcourant les valeurs vo,v,, vy, ..., 7h,,— 7

a pour limite R, ;— R,. Done 2A, ¢, (M) est une série convergente,
De plus

SoAM)—f(M) = (5 — Su) + (4 — Ra).

SEPVICE DE :
MATHEMAT:Y: 5:) :

Par la s’achéve la démonstration (voir P. Montel [a]).

TII. — FoNCTIONS MESURABLES. CLASSES DE BAIRE.

7. Fonctions mesurables. — La notion, devenue fondamentale,
fonction mesurable est due a H. Lebesgue [a]. Désignons par &(C)
'ensemble des points qui satisfont a la condition C. Soit une fonction
de point f(M) définic sur un ensemble mesurable E, finie ou infinie
de signe déterminé; on dit qu'elle est mesurable sur E si I'un au
moins des quatre ensembles

(1) 6(f2A), &(f<A)  &(f>A), 6(fLA)

esL mesurable quelle que soit la constante A, auquel cas ils le sont
tous les quatre.

Apreés avoir établi que la somme et le produit de deux fonctions
finies et mesurables sont eux-mémes mesurables, ondémontre [II, p. 29]
les théorémes suivants :

VIIL. Soit {f.} une suite de fonctions mesurables sur E, finies
ou non.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 44, 2
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1° Les fonctions inférieure et supérieure de la suite sont mesu-
rables.

En particulier : toute limite, finie ou non, d une suite monotone
de fonctions mesurables, finies ou non, est mesurable. (Par défi-
nition une suite de valeurs infinies de méme signe est considérée
comme monotone et ayant pour limite U'infini de méme signe.)

2° La plus grande et la plus petite fonction limite de la suite
sont mesurables.

E't notamment : si la suite est convergente la fonction limite
est mesurable.

Si I'ensemble E est mesurable (B), et si 'un des quatre ensembles
est mesurable (B) les trois autres le sont et la fonction est dite mesu-
rable (B).

On établit facilement que les somme, différence, produit et limites
de fonctions mesurables (B) sont mesurables (B).

D. T. Egoroff [13, p. 244] a conclu d’un théoréme de E. Borel
une importante proposition : Si la suite { £, | de fonctions mesurables
converge presque partoul dans unintervalle, on peut supprimer de cet
intervalle un ensemble de mesure arbitrairement petite de maniére
que la suite converge uniformément sur ’ensemble restant; propo-
sition a laquelle on donne maintenant cet énoncé général et précis

[8, p. 382].

IX. Les points de E, dans un espace & h dimensions, auxquels
une suite quelconque de fonctions mesurables converge vers un
nombre fini, forment un ensemble mesurable e. Si mes.e > o et
st o est un nombre arbitraire tel que o <<a <<mes.e il y a des
sous-ensembles mesurables e, de e pour lesquels mes. e.2o et
dans lesquels la convergence de la suite donnée est uniforme.

Le théoréme a été généralisé dans une autre direction par R. Caccio-

poli [b].

X. Soient,dansunespace & hdimensions, une suite de fonctions
continues { f,(M)}, convergente dans un domaine rectangulaire D
et d'autre part une fonction atditive d’ensemble o, non négative,

A
par exemple la mesure, on peut trouver un ensemble E tel
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que ¢ (D — ﬁ) <&, € nombre positif arbitrairement donné, et que

. . . A
la suite converge uniformément sur E vers f(M), qui y est alors
nécessairement continue.

8. Limites de fonctions. Classes de Baire. — Une classification
rationnelle, fondée sur le passage a la limite, des fonctions réelles qui
se présentent en analyse, a été faite par R. Baire [a, b]; c’est a lui et
a H. Lebesgue [¢, d] que I'on doit principalement leur étude envi-
sagée de ce point de vue, a laquelle C. dela Vallée Poussin [b etII] a
plus récemment apporté une importante contribution. L’exposé .si
personnel qu'il anotamment donné de ces questions dans son Quvrage
est suivi a grands Lraits dans le présent chapitre.

Les fonctions continues forment la classe o; les fonctions discon-
tinues limites, finies ou non, de¢ fonctions continues, la classe 1; les
limites de fonctions de classe n, qui ne sont pas de classe au plus
égale a n,laclasse n + 1; les limites de fonctions f, de classe n = ¢ (p)
infiniment grande avec p, n’appartenant a aucune classe finic, la
classe w. On définit ensuite les fonctions de classe w 41, w 2, ...,
et ainsi de suite transfiniment par 'application des deux principes
qui servent précisément d la construction des-nombres transfinis

(Baire [6, Ch. T1]).

1° Aprés tout nombre il en existe un autre;
2° Aprés toute suite illimitée de nombres croissants, il y a un pre-
mier nombre auquel tout nombre de la suite est antérieur.

Ainsi il existe des nombres de deux espéces, ceux qui ont et ceux
quin’ont pas d’antérieur immeédiat.

Un théoréme est vrai pour tous les nombres transfinis s'il est vrai
pour 1 el si étant vrai pour les nombres inféricurs a a (quelconque)
il subsiste pour «. C’est le principe d¢ la méthode de récurrence.

Les fonctions de Baire sont celles qui rentrent dans la classifica-
tion précédente. Unc remarque importante est que 'on n'éléve pas
la classe d’une fonction en bornant la fonction a deux nombres a
et b(a << b), c’est-a-dire en substituant i la fonction f une fonc-
tion [f]% qui lui est égale lorsque aSf<b, qui est égale a a
lorsque f << a, a b lorsque f> b.

11 est aisé d’établir cette propriété fondamentale :
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La somme ou le produit d'un nombre limité de fonctions de
Baire, finies et de classes <a, sont des fonctions de Baire Sa.

Voici une propriété capitale établie par H. Lebesgue [c] :

XI. Les fonctions de Baire sontidentiques aux fonctions mesu-

rables (B).

Les fonctions de Baire sont mesurables (B); il suffit de I'établir
pour les fonctions continues; or, dans ce cas, les ensembles E( f2 A)
sont fermés.

Les fonctions mesurables (B) sont des fonctions de Baire.
De la Vallée Poussin le conclut de ce fait que la caractéristique
(fonction dont il fait grand usage) d’un ensemble mesurable (B) est
une fonction de Baire, ce qui est aisé a voir pour un domaine rec-
tangulaire fermé.

Fonctions de classe 1. — Leur étude a été faite par R. Baire lui-
méme [b], reprise avec d’autres méthodes ne faisant pas appel a la
notion du transfini par II. Lebesgue (Note 2 de[5, ¢] et [29, d]).
De la Vallée Poussin [II], utilisant les travaux de ses devanciers,
construit une théorie élégante ct plus simple.

Il considére des ensembles bornés et parfaits P. Il introduit la
notion d'ensemble E compact sur P, entendant par la que EP con-
tient un point intéricur sur P et il établit le théoréme auxiliaire
" suivant: si P<<E;+...4+E,+..., les E étant des ensembles qucl-
conques, pour que P puisse se mettre sous la forme @, 4-...4 @, +-...
ou @, < E,, les ® sans point commun deux a deux, chacun ou somme
d’ensembles fermés ou vide, il faut et il suffit que, quel que soit
’ensemble parfait Q contenu dans P, I'un au moins des E, soit com-
pact sur Q. Et il effectue la décomposition lorsque la condition est
remplie.

Disons avec R. Baire qu'une fonction f, considérée sur P, univoque
finie et discontinue sur F,est soit totalement soit ponctuellement
discontinue sur P selon que 'ensemble E des points de discontinuité
est ou non compact sur P.

De la Vallée Poussin établit les théorémes fondamentaux de
Lebesgue et de Baire :

XII. Tutorkue ok Lesescue. — Soit une fonction f univoque et
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discontinue sur P, pour qu’elle soit de classe 1 il faut et il suffit

que les ensembles E(f > A), E(f <<A) soient des sommes d’en-
sembles fermés, quel que soit A.

XII. Tntorkme vr Batre. — Une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une fonction univoque, finie, discontinue f, soit de
classe 1 sur P borné et parfait, est qu’elle soit ponctuellement
discontinue sur tout ensemble parfait Q contenu dans P (voir

aussi [10, ¢, p. 676]).

Donnons ici une démonstration du fait que la condition est néces-
saire.

Soit { f,(M)} une suite de fonctions continues sur P et y conver-
geant vers f:

1° Dans tout ensemble parfait Q <P on peut trouver un
ensemble E, compact sur Q, dans lequel I'ensemble des f,(M) est
borné.

Ci-dessous considérons des domaines simples, par exemple sphé-
riques.

Je dis que, étant donnés ¢ > o et un domaine D contenant un point
arbitraire H de Q, il existe un domaine D’<_ D contenant des points
de Q, et tel que pour les points de D'Q on a a partir d’'une certaine
valeur n, de l'indice | f,.(M)—f,,(M)|<e(1). Si, pour un domaine
D', choisi & volonté sous les conditions que D, <D et que D', Q ne
soit pas vide la propriété n’a pas lieu,il y a M, de D, Q et deux
indices ), nf tels que

| g (M) —f o (My) | > & (2).

Et a cause de la continuité des fonctions, cette relation serait aussi
vérifiée par tous les points de D,Q, D, étant un certain domaine
inclus dans D', ¢t contenant M,. Si pour D, Q I'on-n’a pas I'inéga-
lité (1) a partir d’un indice n, supérieur a n el r} il y a un point M,
et deux indices n,, n, supérieurs a n, et n| tels que

| (My) — £ (M) | >,

et ainsi de suite. Or Dexistence d’une telle suite de domaines
emboités avec au moins un point commun M, de Q est incompatible
avec la convergence en ce point. Donc il existe un domaine D'<< D
tel que D’Q ne soit pas vide et que a partir d’un indice n,(r) ait liea.
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Laissons fixe n’. Réduisons D’a A de maniére que l'oscillation

de f,.(M) ne -dépasse pas ¢ sur AQ (non vide). Choisissons une posi-
tion M,, on aura

(3) | for(Mo) — frr(M)[S2¢,  |fur(M)[S2e+|far(Mo)l-

La présence des n, premiéres fonctions continues ne géne pas la
conclusion.

2° Sur I'ensemble E = AQ ainsi déterminé il existe des points
de continuité pour f(M) sur Q, car linégalité (3) (y faire »'
infini) montre que l'oscillation de (M) sur E ne dépasse pas 4¢ =n.
De la par des domaines emboités A, A,, A,, ... avec au moins un

point M’ de G on a des oscillations inférieures a 7, :—3’ ;-‘, «+«+ L'oscil-

lation est nulle en M'; f est donc continue sur () en ce point qui,
appartenant & D, est & unc distance de H inférieure a un nombre
positif arbitraire.
(Voir[3, a, b; 37, b, n* 1; 34, b, p. 109 et 119, d, p. 209]).
L’hypothése que P est borné n’est pas essentielle. D’autre part
Baire a généralisé ses définitions de maniére que son théoréme
subsiste si f ne reste pas finie |3, b].

Fonctions de Baire de classe a. — Disons (notion due &
Lebesgue) qu'un ensemble E contenu dans P borné est fermé ou au
contraire ouvert de classe a s’il existe une fonction 9, définie sur P,
de classe Sa telle que E soit 'ensemble des points de P ou 6 =0 ou
au contraire 6 £ o.

Une suite { f, } et unc fonclion f étant finies sur un ensemble E,
{ /v } converge vers f & moins de ¢ prés sur E si, en tout point de E,
/- et f, sont égales a f & moins de & prés.
~ Une fonction finie f est de classe & > o sur P a ¢ prés si elle est,
sur P, 2 moins de ¢ prés, limite de f, de classe inférieure a «.

Soit E contenu dans P sur lequel est donnée la fonction finie f;
S estae prés de classe & >> o sur E si, sur L, fest a e prés limite de
fonctions £, finies et de classes inférieures a a sur P.

Une fonction f, finie sur P, est a ¢ prés de classe « sur un
ensemble E << P en un point M de L si le point M est le centre d'un

domaine A de rayon assez pelit pour que f soit a ¢ prés de classe a
sur 'ensemble EA.



LES SUITES DE FONCTIONS EN GENERAL. DOMAINE REEL. 23

On a le théoréme fondamental suivant :

Si fest a ¢ prés de classe « sur P, quelque petit que soit ¢, f est de
classe <« sur P.

De 1a découle cette importante propriélé :

XIV. La limite d’une suite uniformément convergente de fone-
tions de classes Sa (ainsi que la somme d’une série uniformément
convergente de telles fonctions) sont des fonctions de classe a au

plus.

Voici, respectivement, les conditions généralisées de Lebesgue et
de Baire :

Une condition nécessaire et suffisunte pour qu’une fonction, finie
ou non, f soit de classe & > o sur P est que, quclle que soit la cons-
tante A, les ensembles E(f > A), E(f << A) soient ouverts de classe o
et ne soient pas tous deux de classe moindre; ou, ce qui revient au
méme, que les ensembles complémentaires E( f>A), E( f< A) soient
fermés de classe « et ne soient pas tous deux de classe moindre.

Une condition nécessaire ct suffisante pour qu’une fonction finie f
soit de classe S a sur P est que, quels que soient ¢ > o et 'ensemble
parfait Q < P, on puisse trouver un point M de Q ou fest ae prés de
classe a sur Q. -

Il existe, comme 1'a montré R. Baire lui-méme, des fonctions uni-
formes qui restent lors de sa classification. Partant d'un raisonnement
de E. Borel, H. Lebesguc a établi qu'il existe des fonctions de toutes
classes et montré que 'on peut nommer des fonctions de toute classe
et méme des fonctions qui n’appartiennent & aucune.

C. Kuratowski [26] a repris ce probléme : « Pour tout & (nombre
transfini) nommer une fonction déterminée de classe « ». Il le résout
en définissant une fonction f(a, ) dépendant du nombre transfini «,
de la deuxiéme classe, et de la variable (0 <z <1) qui est, pour a
fixe, fonction de x de classe a.

L’étude des fonctions mesurables (B) doit assurément étre pour-
suivie. Signalons dans cet ordre d’idées que A. Kovanko a obtenu
[25,d] une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
f(z), supposée limite de fonctions f,(2) de classe 1 dans U'intervalle
(o0, 1), ne soit pas de classe > 1.

Ajoutons, en ce qui concerne les fonctions non mesurables (B),
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qu'un exemple arithmétique d’unc telle fonction a été donné par
N. Lusin |32].

Mais, par sa classification, R. Baire « a limité un domaine fonc-
tionnel réel qui suffita tous les besoins de I’Analyse et au dela duquel
toutes les généralisations paraissent condamnées a étre vaines et
stériles, . ... Leur théorie peut étre considérée comme la théorie
générale des fonctions de variables réelles, progrés fondamental da
surtout a M, Lebesgue » [1I, préface].

IV. — INTEGRALES ET DERIVEES.

9. Intégrale de Riemann. — Deux questions se posent :

1° La limite f(x) d’une suite convergente {f,(z)} de fonctions
intégrables est-elle intégrable ? '

2° En cas d’affirmative a-t-on

b b
) nmff,,(z)dx:f fla)dz?

n=—ow

Une condition pratique suffisante qui remonte a Moigno et a été
rectifiée par Weierstrass est :

XV. Sila suite {f,(x)} de fonctions continues dans un inter-

b
valle A y converge uniformément vers f(z), f Ju(z) dz tend

b

vers f S(z)dxz et méme uniformément pour tout couple (a, b)
a

de A si a et b restent bornés.

On en déduit aisément cette conséquence, envisagée d’ordinaire
comme procédé de dérivation :

Si la suite {f,(z)} de fonctions continues dans un inter-
valle A y converge uniformément vers g(x) et si la suite {f,(z){
est convergente en un point x,de A, elle est convergente pour
toute valeur et la fonction limite f(x) a pour dérivée g(x).

C. Arzela [1, ¢, p. 702] a démontré que :
Une condition nécessaire et suffisante pour que la limite d’une.suite,
convergente (il parle de lasomme d’une série) de fonctions intégrables
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soil intégrable est que la convergence soit quasi uniforme en général.

En général signific que la convergence est quasi uniforme dans
I'intervalle d’intégration aprés suppression d’'un nombre fini d’inter-
valles partiels de longueur totale arbitrairement petite.

A la seconde question C. Arzela [1, ¢, p. 131 et 723] a donné la
réponse suivante : Oui, si les f;, (z) sont bornés dans leur ensemble
et si f(z) est intégrable. Si les f,(z) ne sont pas bornés en certains
points z (c'est-a-dire dans un intervalle (z — h, z + h) suffisamment
petit) et si ces points forment un ensemble dénombrable la pro-
priété subsiste. Lorsque cet ensemble n’est pas dénombrable il peut

arriver (exemple donné par W. F. Osgood) que lalimite de‘/‘f,, (z)dz
existe et soit différente deff(x) dx.

F. Hausdorff a donné [21] une démonstration simple du deuxiéme
théoréme d’Arzela.

C. de la Vallée Poussin [9, a,_t. IT] montre que, sil’on a dans I'in-
tervalle (a, b) fini ou non une suite non décroissante de fonctions fr(x),
bornées, continues sauf peut-étre pour des valeurs isolées et fixes de z,
on a, que f() soit fini ou non,

(1) lim f ful) de = f ) da,

pourvu que f( ) n'ait que des points isolés de discontinuité; les deux
nombres de I'égalité peuvent d’ailleurs étre infinis.

Osgood avait antérieurement démontré [37, a, p. 175] que, si
les f,(x) sont continues et bornées dans leur ensemble et tendent
vers f(z) continue, I'égalilé (1) a lieu; le théoréme subsiste si f(x) a
un nombre limité de points de discontinuité dans (a, b). Une démons-
tration simple en a été fournie par F. Riesz [40, d, p. 274].

W. H. Young [43,"a] a montré que si I'égalité (1) a lieu, la

2
suitef fn(z)dz converge uniformément, sauf peut-étre aux
a

points y.

(Voir aussi sur ce sujetJ. Haag [18, p. 131]; E. W. Hobson [22, a];
W. H. Young [43, b, ¢, ¢, f].)

A. Kovanko [25, a] distingue deux classes de points y, ceux dont
la présence rend impossible le passage & la limite ct ceux ou il reste
possible.
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10. Intégrale de Lebesgue. — L’intégrale de Lebesgue est une
généralisation de celle de Riemann qu’elle comprend comme cas
particulier. Pour une étude compléte se reporter soit a [29, b], soit
a[II].

Cette intégrale est d’un emploi plus commode que celle de Riemann
dans bien des applications.

Voici les notions essentielles pour la suite :

On considére une fonction f(M) du point M, a un nombre déter-
miné quelconque de coordonnées, mesurable dans un ensemble E
borné et mesurable. '

Cas d’une fonction bornée. — Soient A et B ses bornes (A <<B);
nous divisons U'intervalle (A, B) al’aide de nombres croissants [,= A,
by oo onliyliny. . .l,=B; e; désignant la mesure de I"ensemble des
points pour lesquels /;_ < f << I;, nous formons les sommes

s'=2 Le, S =2 lie.
i i

On démontre, en procédant comme pour l'intégrale de Riemann,
que les ensembles des sommes S’ d’une part, S” d’autre part, déter-
minent une coupure I, comprise entre les S’ etles S”, limile commune
de ces sommes lorsque le maximum des intervalles de subdivision
y relatifs tend vers zéro. Le nombre I est par définition Uintégrale

ff(M) dM au sens de Lebesgue on intégrale (L).
E

Elle vérific le théoréme de la moyenne, elle est une fonction addi-
tive d’ensemble; I'intégrale d’une somme de fonctions bornées et
mesurables, en nombre limité, et la somme des intégrales de chaque
terme; un facteur constant peut sortir du signe d'intégration. On g

fE Fam

Deux fonctions qui sont égales presque partout sur E sont inté-
grables en méme temps et ont dans ce cas méme intégrale.
Enfin, proposition fondamentale :

%E |f1dM.

XVI. Soit {f,} une suite illimitée de fonctions de M sur E,
-mesurables et bornées dans leur ensemble. Si en tout point M
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de E, f.(M) a une limite f(M) on a

tim [ fadM =ffdM.
n==x.p E

Il suffit de considérer le cas on f=o et f, 20. Si¢ est un nombre
positif acbitraire et si E; désigne 1'ensemble des points de E
ou fx_y 2¢(k > 1), toutes les fonclions suivantes y étant <¢, on a

E=E +E+...+E;+....

ff,,dM:ff,,dM—i—...—r[fndh'l+....
E E, b

E;
f‘—|—...+
E. E;

1

[+

“En+yq Ents

<e(mE;+...--mE,)

et

+... | <B(mEp +mE;a+...),

B étant la borne supérieure du module des f.

La démonstration prouve en oulre que : si-une suite de fonctions f,,
mesurables sur E converge vers une fonction limite finie f, étant
donnés deux nombres positifs arbitraires ¢ et v, il existe une valeur
de l'indice a partir de laquelle I'ensemble des points pour les-
quels | f,(M)-— f(M)|>c¢ est de mesure inférieure a 0. Clest la
convergence en mesure (n° 13).

Dans son Ouvrage [29, b] H. Lebesgue, étudiant les relations entre
les fonctions dérivées (ou nombres dérivés) et les fonctions primitives,
a notamment établi les propriétés syivantes :

XVII. 1° Toute fonction dérivée bornée est intégrable (L) et
ses intégrales sont ses fonctions primitives.

2° Si une suite de fonctions dérivées { f,(x)} converge unifor-
mémentvers une fonction f(z), celle-ciest une fonction dérivée et.
Uon a

) lim C,.—i—fmfn(z)dx-_—. C+ [wf(x)dx,

C. ayant pour limite C.
Le cas des f,,(z) continues est depuis longtemps classique.
3° Si une suite monotone de fonctions dérivées { f,(z)} a pour
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limite une fonction f(z) qui soit elle-méme une fonction dérivée
(ce qui n’a pas lieu nécessairement), on a aussi la relation (r).

Cas d’'une fonction non bornée. — Soit fune fonction mesurable
non bornée, non négative; n étant un entier positif, appelons f, une
fonction égale en chaque point a la plus petite des quantités Jetn;
par définition '

cette limite est finie ou infinie positive. De méme si / est non positif '

on pose ‘
fEfdM = lim fE(_f),, M.
Enfin, dans le cas général, prenons f; et f; tels que
2=+, 2fi=If1—F;

si j‘f.'dM et./‘f2 dM sont finies, Lebesgue dit que f est sommable
E, E
et définit I'intégrale de f par I'égalité

ffdM .:ffidM—Jrf,dl\tL
E E E

Les propriétés des intégrales (L) de fonctions bornées s’étendent
aux fonctions sommables.

Passage & la limite pour les fonctions non bornées (voir{9, b]).
Les résultats fondamentaux sont dus a G. Vitali [43, a]; Il dit que,
{ fv} étant une suite de fonctions de z sommables, 'absolue continuité

de ffn dx est uniforme sur E si a tout ¢ > o correspond un ¢ tel

f Sndx

‘de mesure inférieure a d.

que, pour tout n, <& pourvu que e soit une portion de E

Remarque. — Si cette propriété alieusur E supposé borné les
intégrales étendues a E sont bornées dans leur ensemble. Cela posé :

XVIIL. Soient les fonctions fo(x), finies ou non, tendant vers
f(x), finie ou non.
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St Pabsolue continuité des ff,,(w) dx est uniforme sur E, f est
sommable sur E et

(2) lim fEf,,(x)dx =A'f(z)dx.

n—owo
Conséquences :

Si les fu(z), sommables, sont de module inférieur & une fonc-
tion positive sommable ¢(x) et si elles ont une limite f(x), celle-ci
est sommable et Uon a la relation (2).

Enoncée pour un ensemble d’un nombre quelconque de dimensions
cette propriété constitue la généralisation de Lebesgue de son théo-
réme¢ fondamental.

XIX. §8ila suite de fonctions f, (x) sommables et non négatives
est non décroissante, elles admettent une limite f(x) finie ou non
et l'on a la relation (2). Sif n’est pas sommable les deuxr membres
sont infinis.

C’est un théoréme antérieur de Beppo Levi [30] valable avec un
ensemble d’un nombre quelconque de dimensions.

XX. Dans Uhypothése ou les fonctions sommables f,(x) ont
une limite f(x) et ne sont pas négatives, une condition nécessaire
et suffisante pour que f(x) soit sommable et que la relation (2)

dit lieu est que la continuité absolue de ff,, dx soit uniforme
dans E.

Le théoréme s’applique aux fonctions sommables f), () inférieures
(ou supérieures) & une méme fonction positive (ou négative) som-
mable.

G. Vitali dit qu’une suite convergente de fonctions sommables est
complétement intégrable dans E lorsque le passage a la limite est
valable pour tout sous-ensemble mesurable de E. Alors :

XXI1. Sila suite des fonctions sommables fn(zx) converge surE
vers une fonction sommable f(x), il est nécessaire pour que celte
suite soit complétement intégrable sur E que la continuité absolue

de f fn(z) dz soit uniforme dans E.
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Les propositions X VIII et XXI réunies donnent donc une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’une suite soit complétement
intégrable.

De la Vallée Poussin s’est proposé de trouver des critériums plus
pratiques pour le passage a la limite. Il obtient le théoréme suivant
aussi général que XX :

XXIL. Soit une suite de fonctions f,(z) sommables, non néga-
tives, admettant une limite f. Si l'on peut définir une fonc-
tion ¢(x) non décroissante et infiniment grande avec z telle que.

les £ Jao(fn) dx soient bornées dans leur ensemble, f est sommable

et le passage & la limite est valable.

En spécifiant ¢ on obtient des critériums particuliers. Ainsi
avec ¢(x) = z¢ on a ce résultat :

Si, avec la suite précédente et un ¢ positif fixe les f S dx sont
E

bornées dans leur ensemble, f est sommable et le passage ala limite
alieu.

Supposons la sommabilité de f, la suite | f, — f| est sommable et
converge vers zéro presque partout. Donc :

Si les fonctions sommables f,(z) convergent vers une fonction

sommable f(z) et si les f|ﬁ,—f|'+sdx (pour un £>0) sont
JE

bornées dans leur ensemble, le passage a la limite est valable.

Le cas de ¢ =1 avait été signalé par F. Riesz [40, a, p. 615].

Une propriété, trouvée indépendamment l'un de l'autre par
A. Kovanko et par G. Fichtenholz (conséquence du théoréme fonda-
mental de Vitali et d’'un lemme de Lebesgue), est simplifiée comme
il suit [14] par ce dernier auteur :

Soit la suite {f,(z)} convergeant presque partout dans (a, b)
vers f(x). Supposons que, quel que soit I'ensemble mesurable E

de (a, b), limff,,(w)dm existe, soit J(E), alors f(z) est sommable
E

et I'on a le passage a la limite.
Si méme 'existence de J(E) n’est assurée que pour les ensembles
parfaits, le passage est valable pour tous les ensembles mesurables.
R. Cacciopoli a donné [6, a] une théorie générale de l'intégration
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dont l'idée directrice est de procéder par définitions constructives,
suivant les méthodes de E. Borel. Son exposé a trait 4 un espace d'un
nombre fini quelconque de dimensions. Il y démontre notamment la
proposition XVIII,

Ultérieurement [6, 6], examinant le cas d’un intervalle, il a fait
observer que la condition qu’elle implique n'est aussi nécessaire (X XI)
que si Pon veut le passage a la limite pour tont ensemble de linter-
valle (a, b). Il établit une condition nécessaire et suffisante pour que
'intégrale de f,(z) converge uniformément vers celle de f(x) dans
tout sous-intervalle partiel.

Cas d’un ensemble E non borné. — Un tel ensemble est dit
mesurable sila partie commune a E et a une hypersphére quelconque S
est mesurable. Si celle-ci varie de maniére que tout point de I'espace
lui soit intérieur a partir d’un certain moment et si la mesure de la
partie commune a une limite finie E est dit mesurable et de mesure
finie.

Une fonction f définie sur E est dite mesucable dans les mémes
conditions que si E était borné, sommable si, quand S varie de la

condition indiquée, f}f(M)|dM étendue a la partie commune e

a S et a E reste bornée et par conséquent tend vers une limite déter-
minée [29, e, p. 361].
On a la propriété suivante [ 30 el 29, e] :

XXIIL. Soit une suite de fonétions f, ne devenant infinies sur E
qu'en des ensembles de mesure nulle et sommable, quand on
excepte ces points. Alors la limite f ne devient infirie que sur un
ensemble de mesure nulle, elle est sommable sur l’ensemble
restant, son intégrale est la limite de celle des f, si cette limite
existe et, inversement, cette limite existe toutes les fois que f ne
devient infinie qu'aux points d’un ensemble de mesure nulle
et est sommable dans U'ensemble restant.

11. Autres types d’intégrales. — Totalisation.— 1l est aisé de

former des fonctions dérivées non intégrables (L); par exemple la
. 1 . . I 2 I

; P — 2 — ) -z
dérivée de f = x?sin - qu est 0 pour z =10 et 2Zsin — — ~¢0s -

pour z 7 o. Il n’est donc pas possible de calculer par la seule inté-
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grale (L) la variation entre a et b d’une primitive quelconque dont
la dérivée existe et est connue en chaque point intérieur a (@, b). Ce
probléme, et méme un plus étendu, a été résolu par A. Denjoy a
I’aide d’une opération qu’il a appelée totalisation. Le lectcur dési-
reux de I'étudier est prié de se veporter aux Mémoires de l'auteur, a
ceux d’abord dans lesquels il approfondit la question des nombres
dérivés [11, a] et des dérivées sommables [11, b], puis celui on il
cxpose sa méthode méme [11, c].
Signalons seulement la propriété fondamentale suivante :

XXIV. Soit I, la totale d’une fonction totalisable f, qui crolt
relativement & U'indice et qui a f pour limite. La totale de f existe

ou non en méme temps que la limite de F, et, dans le premier cas,
elle lui est égale.

Des compléments ont été apportés sur ce sujet par A. Kovanko .

[25, betc].
Autres extensions :

Les mémes questions relatives aux suites de fonctions se posent
avec les autres extensions de la notion d’intégrale, lesquelles cadrent
d’ailleurs dans le cas général avec celle de Lebesgue. Bornons-nous a
une séche énumération : .

Intégrales de T. J. Stieltjes [42], de W. H. Young [45, ¢, f, &, ],
de E. Borel [3, a].

F(M) et g(M) désignant deux fonctions d’'un point M dans un
espace a k& dimensions, la seconde bornée, J. Radon [39] a donné une

définition de l'intégrale /1F(M) dg (M) qui est une sorte de fusion de
Vintégrale de H. Lebesgue et de celle de T. S. Stieltjés. M. Fré-
chet [d, e[ a remarqué qu’elle peut s’écrire th(M)df(e) ou f(e)
est une fonction additive du sous-ensemble variable ¢ de E et que
sous cette forme la définition et les propriélés peuvent s’étendre sans

graves modifications, fait trés remarquable, an-vastc domaine du
calcul fonctionnel.

A. Kolmogoroff [24, a et b] et S. T. Kempisty [23] reprennent la
notion générale d'intégrale. (Voir aussi Hardy et Chapmann [20].)

12. ‘Dérivées. — Soit une suite de fonctions f,(z), pourvues de
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dérivées f, (), et qui converge vers f(.r). cette derniére tonction
a-t-elle une dérivée qui sont hmite de f,(2)? Le théoréme de H.
Lebesgue donne une réponse a cette question. Mais si on considére
des fonctions de plusieurs variables et des dérivées de divers ordres,
des problémes se posent qui n’ont guére jusqu’ici recu de solution.

Utilisant une étude approtondie de l'interpolation L. Neder [36]
établit, entre autres, les théorémes suivants :

A. Une variable :

XXV. Soient f,(x)(v=1, 2, ...) des fonctions définies dans
Uintervalle ouvert (a, b) et y possédant des dérivées jusqu'a

Dordre k inclusivement. Si zfv(x) converge en k points x,

v

Xy ooy Xy €l SI }:‘f',’"(x) converge uniformément dans (a, b),

alor'sz [ (x) converge uniformémentdans(a,b) pouri=o,1, ...,k

1f9(z) désigne f,(x)|; cn outre la fonction
F(r)= Y Ar)
peut étre différenciée au moins h fois et U'on a
F(z) = f()
Il généralise aussi un théoréme de Bendixon.
B. Plusieurs variables, deux par exemple :
XXVI. On suppose que dans un rectangle ouvert

Ra<<xlbc<y<a)

les fonctions f,(x, y) sont définies ct admettent des dérivées par-
. Gl . R g
tielles %T)@ = f% jusqu’a =1, y = m, indépendantes de l'ordre
de différentiation (L. Neder donne a ce sujet une proposition heau-
coup plus avantageuse que les théorémes classiques).

St Xf,(x,y) converge aux Im points x =ux,y =y,

(E=1,2 ... ]=1,2,....m),

MEMORIAL DES $C. MATH, — WO 4%, 3
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dans R, si 2 f\'* (z,y) converge uniformément pour y =y, ....
Yy 29 (xyy) pour r=2,,....x; et aussi 2" (x.y) dansR,
alors X fy"(x,y) converge uniformément pour les diverses
valeurs du couple (i, j) dans le domaine. De plus, la fonction

F(z.y) =3 fox,¥)

posseéde dans R, pour ces couples (i, J), des dérivées F"/' (z,y) et
lona

Fun(a, y) =3, fi (. y).

V. — CONVERGENLE EN MESURE; CONVERGENCE EN MO\ENNE.

13. La convergence en mesure. — I Riesz [ 40. b | dit qu’une suite
de fonctions f, (M), finies, données sur E borné, tend en mesure vers
J (M) si, quels que soient les nombres positifs € et n, il existe n, tel
que pour n > n, 'ensemble (en général variable avec n) des points
de E pour lesquels | f,(M) — f(M)| > ¢ estde mesure inférieure a 0.
(Voir [31, p. 395]).

On sait (n° 7) qu’'une suite convergente de fonctiens mesurables
converge en mesure, proposition due a E. Borel. Mais la réciproque
n’est pas vraie. Ainsi, soit une suite /, d’'intervalles tels que: 1°lalon-
gueur de [, tende vers zéro avec %; 2° tout point compris entre o et 1

Iy

soit intérieur A une infinité d’entre eux; prenons pour f,(M) une
fonction égale & 1 dans /,, a o en dehors; { f,(M) ne converge en
aucun pointde (o, 1) et converge en mesure vers zéro dans l'intervalle.

La notion de converzence en mesure est une extension naturelle de
la notion simple de convergence. Exemple : la série de Fourier d’une
fonction sommable a carré sommable sera en général divergente, majs
elle converge toujours dans le sens généralisé.

Cette extension conduit (comme déja la notion d’intégrale) & con-
sidérer comme non distinctes des fonctions égales presque partout.

Le critére de Cauchy s’applique & la convergence en mesure pour
les fonctions mesurables (H. Weyl).

XXVIL. Pour qu’une suite de fonctions mesurables fn,(M)
converge en mesure, il faut et il suffit que pour tout couple de
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nombres positifs ¢, 1 il existe une valeur ny de Uindice telle que
S p > ngy ¢ > ng Uensemble des points pour lesquels

[fp(M)y— f,(M)| >
soit de mesure inférieure a .

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante. Soient
deux séries convergentes a termes positifs Z¢;, Zn,, n; l'indice corres-
‘pondant a ¢; et v; de sorte que si p>>n;, ¢ > n; on ait

m E[}fp(M)— fo(M)| > ] <.
Supposons les n; croissants: prenons p=n;, 3, ¢ = n;,,. Définis-

,sons f(M) par
(1) SO =L M) = ¥ [ M) = frpes (M)

i=1
Soient E; I'ensemble des points sous lesquels

lxﬂ’:—a(]“)—_f"i‘-fié“! ) | > ¥
et &; la somme -
E+Ejy+...

Ill@,g'm—i- MNitr T eeee
Le reste de la série (1) aprés le r*™® terme est inférieur &

Ept T Eppa e s

sauf dans un ensemble de points de mesure inférieure a

Pray = Praa e
Donc :

1° sauf peut-étre aux points de l'ensemble &,&,...6;... de
mesure nulle la série (1) est absolument convergente; )

2° I’ensemble des points pour lesquels| f,, ., — f'|etaussi| fo, — f]
dépasse ¢ est, dés que V'indice est assez grand, de mesure inférieure
an, ¢ et 0 étant positifs arbitraires.

De plus, saut dans un ensemble & de mesure arbitrairement petite,
la suite ! f,, (M)} est uniformément convergente. Ainsi (D. T.
Egoroff) :

XXVIIL. D'une suite | f,(M)} convergente en mesure on peut
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extraire une suite partielle qui converge uniformément vers la
Jonction limite f (M) sauf peut-étre sur un ensemble de mesure
aussi petite que Uon veut.

F. Riesz [40, b] a fait connaitre que beaucoup de résultats concer-
nant les suites convergentes subsistent avec la convergence en mesure.
Ainsi le théoréme de Lebesgue sur I'intégrale d’une suite convergente
de fonctions sommables. En généralisant une proposition de P. Fatou
on a l'énoncé que voici :

XXIX. Etant donnée une suite {f,(x)| de fonctions posi-
tives, sommables, tendant en mesurevers f(x), si [ Ju(z) dx reste,
“E

quel que soit z, inférieur a un nombre B constant, f(x) est som-
mable et 'on a
ff(.t)rl.tg B.
E

M. Fréchet [16, ] a généralisé la notion de convergence en mesure
en I'étendant a des fonctions quelconques et en utilisant la mesure
extérieure des ensembles. 11 établit les deux théorémes précédents et
relie ces notions a celle de la distance de deux fonctions f et g: il
entend par cette expression la borne inférieure de

wo+mE||f—gI>w]
pour w >o.

14. La convergence en moyenne. — Les fonctions réelles de carré
sommable (au sens de.Lebesgue) jouent un rélé¢ important dans les
recherches modernes. Elles constituent un espace fonctionnel iden-
tique & 'espace @ [M. Fréchet] a une infinité de dimensions [31,
p- 346].

On dit que la suite de fonctions S=(M), définies dans l'intervalle
(a, b) et de carrés sommables, converge en moyenne vers f(M), de
carré sommable, si

b
lim f [fa(M)— F(M)]: M = o,

Cette condition est remplie si /(M) tend uniformément vers f (M),
mais elle peut I'étre méme si f,, (M) n’a’pas de limite, au sens habituel
du mot.
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Deux fonctions f(M), g(M) égales dans («, b) presque partout

satisfont a
3

f LA(M)— g(M)jrdM = o
et réciproquement,
H. Weyl [44] a démontré (ue le critérium de Cauchy s’applique a
ce mode de convergence :

Pour qu’une suite de fonctions f,(M), de carrés sommables, soit
convergente en moyenne, il faut ct il suffit que

Jim [ U= oMy =o.

g==

De cette proposition se déduit un théoréme fondamental de Fischer-

Riesz [13, a; 40, a et ¢; 27, p. go; 38, a].

Etant donné un systéme orthogonal et normal de fonctions ;(z),
a chacune desquelles on fait correspondre-un nombre a;, pour que
la série 2a;9;(x) converge en moyenne vers une fonction f(x) de
carré sommable, il faut et il suffit que la série Za; soit convergente.

F. Riesz a observé que le critérium de Gauchy est valable si 'on
remplace 'exposant 2 par un exposant positif « quelconque. On dit
alors que la suite {f,(M)} de fonctions mesurables converge en
moyenne d’ordre « vers (M) mesurable si

tim [ fu(M)— /(M) [ M = o.
n== g
M. Plancherel- [38, 5] a donné, avec cette généralisation, une
démonstration simple du théoréme de H. Weyl; il ne suppose pas E
borné.
Fait important : si f, (M) converge en moycnne d’ordre a vers (M)
et aussi vers g(M), /(M) et g(M).sont égales presque partout, car

f |f— q|*dM est nulle (extension du cas x =1).
E

Ses démonstrations faites avec une variable et un intervalle s’ap-
pliquent, si Pon considére une suite de fonctions de plusieurs varia-
bles ct si 'on remplace I'intervalle (a, b) par un ensemble mesu-
rable quclconque.

La démonstration de H. Weyl a été I'occasion d’une discussion, au
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sémiinaire de J. Hadamard, qui a abouti & des exposés plus simples
dont le principe est da a Noaillon [31, p. 344 et 374]. Etendant
encore la notion on introduit une fonction paire quelconque w(r) de
la variable r, continue, croissante avec | r| st s’annulant pour r =o.
On appelle moyenne généralisée [dans Vintervalle (o, 1)] de
S (z) — g(x) ou distance de f(2) et de g(z), liée a w(r), le nombre
positif r défini par

u,(,-)=[ o[ f(2)—gla)]de.

Le critérium de Cauchy est alors suffisant pour une suite de
fonctions sommables f, (z). En effet si

{;im ~/o‘1°’[fp(x)_ﬁl(-z'” dz =o,

»
®

[l

pour p et ¢ supérieurs a un certain indice n,
mE[ fp(x)—fo(x) >l <,

e et v étant deux nombres positifs arbitraires: f,(z) converge done
en mesure vers une fonction f(x); o[ fp(2) — fq(x)] converge én

mesure pour ¢ = oo vers [ f,(x) — f(x)] etsiles f,(«)sontbornés
dans l'ensemble

qlggfo w[fp(w)—fq(w)]rlw=fo o fola)—f(2)]dz.

On passe de la aux fonctions sommables.
Le critérium est nécessaire si o est tel que w(arySkw(r),
k étant une constante. On s’appuie sur ce que

wlu+e]<E z o(u)+ow(p)].

On a vu ¢n passant que la convergence en moyenne généralisée
entraine la convergence en mesure.

VI. — FONCTIONS D'UNE INFINITE DE VARIABLES REELLES.

15. Recherches de J. Le Roux, M. Fréchet, R. Gateaux. — A. Ties
intégrales d’un systéme d’équations aux dérivées partielles dépendent,



LES SUITES DE FONCTIONS EN GENERAL. DOMAINE REEL. 39

en général, d'une infinité dénombrable de constantes arbitraires, le
groupement des constantes sous forme de fonctions initiales étant
souvenl artificiel. Ce fait a conduit J. Le Roux & considérer les fonc-
tions d’une infinité de variables indépendantes [28, a et b] apparte-
nant & un type simple qui posséde des propriétés remarquables.

Soit la suite illimitéc de variables indépendantes z, (a, <<z, <b,),
évoluant dans des champs que 'on peut, par un changement linéaire
préalable, supposer non évanouissants, c’est-a-dire tels que la borne
inférieure de leurs longueurs soit positive. Désignons par z I’ensemble
des x,, par f(z) unc fonction de ces variables. Si, a tout ¢ > o cor-
respond n > o, en sorte que pour | A, | <<n, h désignant 'ensemble
des /i,y on ait i f(x—+h)— f(x) <& f(z) est continue en z.
Soit fi,(z°+ h, 2°) ce que devient f(x°+ h) lorsqu’on néglige
hugts hnizy oo on dit que f () est convergente pour x° si a chaque
¢ > o correspond un indice m’ tel que pour m > m’

| fm (204 h, 20) — fla0+ k)] <.

Si, en outre, m’ peut étre fixe indépendamment des A, ° + h devant
rester a 'intérieur des intervalles.

Une fonction peut étre convergente et méme uniformément sans
étre continue ct elle peut étre continue sans étre convergente.

D désignant le systéme d’intervalles ouverts constituant le champ
de la variable z. J. Le Roux démontre ces deux propositions :

XXX. 1° Une série dont les termes sont des fonctions uni-
Sformément convergentes dans D et qui est elle-méme uniformé-
ment convergente dans D y représente une fonction uniformément
convergenlte.

2° Une série uniformément convergente dans D et dont les
termes sont des fonctions continues dansD y représente une fonc-
tion continue.

B. M. Fréchet part de la notion abstraite de distance [16, f, p. 61)
(& laquelle il a d’abord donné le nom d’écart) et qui est caractérisée
par les conditions suivantes :

1° A tout couple @, b d’éléments de 'ensemble envisagé est attaché
un nombre (a, b)= (b, a)2o0 qui est,appelé la distance des deux
éléments;
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2° Peux éléménts sont considérés comme identiques si(a, b) = o;

3° Sia, b, ¢ sont trois éléments quelconques, (a,b)<(a,c)+(c,b);

4° La condition négessaire et suffisante pour qu'une suite d’élé-
ments @&, @z, ..., Ay, - .. CODVCTEE Very @ cst que (a,, a) converge
vers zéro.

Espace E,, —[16, a ct f, p. 51]. — Un point x est constitué par
une suite { .z, | de variables réelles; ' tend vers x si z,, tend vers z,.
On peul définir la distance (z, z') par

n—w=

/
(& x') = T |, — x| .
’ zn! I+ |>,— 2, |
n=—l|

Un cnsemble de points est limite s’il existe une suite A, de nombres
positifs tels que |z, [SA,.

XXXI. 8¢ une suite de fonctions continues dans un domaine
D converge uniformément dans tout ensemble limité extrait deD,
sa somme est une fonction cantinue dans D.

A la suite de D. Hilbert et de F. Riesz, M: Fréchet etudie [16, b
et ¢c] 'espace Q dont chaque point z a une infinité de coordonnées z,
telles que la série 22 converge. Cet espace est lié d'unefagon simple
al'espace des fonctions sommables et de carrés sommables dans un
intervalle déterminé [31, p. 346]. D’autre part [16, b]Vespace Q cor-
respond al'espace euclidien ordinaire. A. Padoa a montré au Congreés
international de Mathématiques, en 19oo, qu’on pourrait definir tous
les symboles de la géométrie a 'aide de deux d’entre eux: 1° le sym-
bole point; 2° le symbole (a, b) = (¢, d), ou a, b, ¢, d sont des
points, que I'on peut lire : le couple de, points (a, b) est superposable
au couple de points (¢, d). M. Fréchet donne au pointla signification
indiquée et a (x, y) celur de la distance définie par

\/(zl".}/l)z + (ru'_‘}/n)?'

XXXIL. Pour qu’un ensemble E de points de & soit compact,
il faut et 1l suffit qu’il existe une série convergente Xa; telle que
pour toit point (x) de E

Yoen< Yat
b P
quel que soit p.
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La proposition sur la suite des fonctions continues dans E,, s’ap-
plique a I'espace Q.

C. R. Gateaux (tué au début de la grande guerre) avait entre-
pris [17] I’étude des fonctions dans ces espaces E,,. Q. On donnera, a
propos des variables complexes, dans un second fascicule, quelques
indications sur les premiers résultats qu’il avait obtenus et qui ont été
publiés par les soins de P. Lévy.
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