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LES COURBES 

DE LA 

VARIÉTÉ GÉNÉRALE A n DIMENSIONS 

Par M. Vâclav HLAVATY, 
Professeur à l'Université Charles de Prague. 

INTRODUCTION. 

Le fascicule présent est consacre à la théorie des courbes dans un 
espace n fois étendu, doué d'une connexion linéaire, plus ou moins 
générale. 11 m'a paru bien inutile d'insister sur le développement 
complet de cette théorie. D u n e part, les recherches modernes 
(E. Cartan) ont montre qu'il y a beaucoup de points communs entre 
la théorie des courbes dans les espaces plans et celle des courbes 
dans les espaces « courbes ». D'autre part, le lecteur intéressé trouve 
dans le Mémoire excellent de feu M. C. Guichard (fascicule XXIX 
de cette collection) une quantité de problèmes qui concernent la 
théorie des courbes dans les espaces plans à n dimensions. Cela 
étant, j 'ai choisi de tels problèmes qui sont caractéristiques pour les 
courbes dans les espaces « courbes » à n dimensions (L'influence 
de la courbure de l'espace sur les courbes, etc.). Mais le lecteur y 
trouve aussi les questions classiques que je ne traite que pour accen
tuer la méthode qui, en résolvant le problème en question, embrasse 
en même temps aussi les cas particuliers des espaces plans (L'étude 
sur les courbes quasi asymptotiques, contact de deux courbes, etc.). 

Nous laisserons complètement à l'arrière-plan quelques questions 
non moins intéressantes, par exemple la théorie des invariants pro-
jectifs des courbes dans les espaces « courbes », ou bien la théorie 
des courbes dans les espaces non holonomes (au sens de M. Vran-
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ceanu), car leur développement exigerait beaucoup de notions préli
minaires qui dépasseraient les limites des fascicules de cette collection. 

Le Chapitre I constitue un exposé sommaire des notions fonda
mentales, indispensables au calcul différentiel absolu, dont nous nous 
servons dans les chapitres qui suivent. Le Chapitre II étudie les 
invariants scalaires des courbes situées dans un espace à n dimen
sions, doue d'une connexion plus ou moins générale. Le Chapitre III 
a pour but de montrer les relations qui existent entre la courbure de 
l'espace et les courbures des courbes. Le Chapitre IV est consacre à 
l'étude des courbes, situées sur un espace a m dimensions dans 
l'espace ambiant, /i fois étendu. Le Chapitre Y traite les questions 
qui concernent la déformation infinitésimale. 

Dans le chapitre suivant est résolu complètement le système diffé
rentiel qui définit le parallélisme le long d'un rayon de lumière donné 
dans l'espace-temps général de la relativité. Enfin le dernier Cha
pitre VII porte sur la question de l'équation intrinsèque des courbes 
sur une surface générale dans l'espace ambiant de Riemann à trois 
dimensions. 

CHAPITRE 1 (•). 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

I. Imaginons un espace X„, n fois étendu aux coordonnées xv ( 2 ) . 
Nous dirons que l'ensemble des fonctions v',\ ^X30) e s t u n affineur 
( p fois covariant et q fois contrevariant) si dans un antre système des 
coordonnées 

( i ) 'xv='x*(x)9 

cet ensemble devient 

à'y't à'x^q àxfii dx$r 
, a i 

(''i V jo>rai " * " djc^i d'x'S ' à'œ*pÇVi %,' 

(') Pour ce chapitie c.f [1], [.0], [10], Lit], [13], [14], [19], [20], [21], [22], 
[25], [35], [47], [51], [53J, [39], [G4], [60], [71], [72], [77], [79] 

(2) Les indices grecs parcourent les n symboles I, II, ]\ous supprimons le 
symbole de sommation d'après un îndrce (grec ou latin> muet. 



LES COURBES-DE LA VARIÉTÉ GÉNÉRALE A n DIMENSIONS. 3 

Parmi les affineurs il y en a un privilégié, à savoir 

v _ l o pour v T^ X, 
' "" | i pour v = X. 

Les affineurs « à un indice » sont les vecteurs, covanants, ou con-
trevariants, par exemple vn n,v. Une fonction tt>(#) qui devient tt)'('#) 
dans le système 'JC, 

'n) = A-*u> ( A = le déterminant-r—) j 

est dite « densité du poids k ». Si k = o, on appelle les densités res
pectives « les scalaires ». Les fonctions v{\ >?, rA, wv, XO sont les com
posantes des grandeurs énumérées. 

2. Etant donné un affineur pvr~y*q> nous désignerons par q\ 
(̂v,...v(jr) ia s o m m e de toutes les composantes aux indices permutés, 

par exemple, 

Si />vi • vv = jyfvi- V, nous dirons que /?vi---v
7 est un tenseur. Etant 

donné un affineur wV--^, on peut le décomposer en vecteurs 
« idéaux », 

* n 

Cela étant, on en peut construire les expressions telles que 

i r v » V 7 = i v V l . . . W>V7, 
1 7 

^rî(vlvi- V*= le déterminant [ <*>v» «PV«, . . . <*>v?-I. 

Si wlvi-"V = «»vi"-v7, on dit que w v i - \ e s t u n ^-vecteur. Les opéra
tions algébriques ( ) et [ ] peuvent être appliquées aussi aux 
indices covariants. 

3. Étant donné un tenseur g^K du rang h (cVst-à-dire le tenseur 
au déterminant gv* 7^ o) on en peut construire le tensçur cova-
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riant g-)^ du même rang d'après 

^ ) ^ = A* (f)« 

Cela nous permet de construire les symboles de Christoflel, 

JXjx\ i 8 \dxV- ()x~> dx* I 

Supposons donnés encore deux affineurs 

et posons 

L'ensemble des fonctions 1^( J?) qui pendant la transformation (i) se 
transforment d'après 

A _â^/dx^LârVL^ _â^_\ 
{ } W 7 l ~ dr* \d'x<» â'x* ^ - 4 - à'xvd'x*) 

est dit « la connexion » de l'espace. Celle notion donne naissance à 
une autre notion, celle de la dérivée covariante d'un affineur c/j )i 

(4) «V",, v-"5ÏÉP*i V ̂ 2 , , / « ^ V 

- Y ra «^ > 
I 

D a est le symbole de la dérivée covariante de la connexion; c'est un 
vecteur covariant symbolique. On a en particulier 

Do #>x = Qŵ x, r^ Â  = o, 

(1) Nous distinguons Paffineur A* el le symbole, dit « delta de Kronecker » 

«g;= pour 
/ i v = X 

qui est l'ensemble des scalaires. 
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tandis que l'affineur S,^, dit « l'affineur de torsion » de la con
nexion est 

(5) SXu = r]AU.] = 2(r'^""1^)* 

Si Qw /̂ T2^ o aussi bien que SA^ sont des affineurs généraux, nous 
désignerons la connexion correspondante (2) par Ln (Lie), en pré
servant les dénominations V„, S„, W„, A„ pour les cas particuliers 
suivants : 

V„ (variété), 0.^1= S ^ = o , 

S„(spazio), Qwllx=o, Sjjjéo, 

"(6) jW„(Weyh, QUVLA = - Q » ^ , V = 0 

I (Q(0 n'est pas un vecteur gradient), 
\ Xn (affine), Q^) ^ o général, 8 ^ = 0. 

L'espace X„, doué d'une de ces connexions, sera dit « la variété » 
et désigné par la même lettre que la connexion correspondante. 

3. Les variétés \ n et Su sont « métriques », ce qui signifie que le 
tenseur « métrique » g\^ a sa dérivée covariante nulle 

(7 ) D 0 ) ^ A = r O . 

Dans ce cas, chaque affineur (a deux indices au moins) a trois 
sortes de composantes, à savoir, les composantes covariantes, con-
trevarianlres et mixtes par exemple 

P\]i. = P*$ £"OCA gfo = P* g*y. = p \ g<x\ {* )• 

Chaque vecteur donne naissance à un scalaire : « le module » ou 
« la longueur » 

v = S/glp v'k ^ = V>A^ n Vy. = vV *>\-

Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire, que la 
forme quadratique (v)2 est définie positive pour n'importe quel 
vecteur. Le vecteur au module = 1 sera dit « le verseur ». Nous dési
gnerons les verseurs par /v, yv, Iv, . . . . L'angle cp de deux vecteurs t>v 

(1) Or pour éviter toute ambiguïté, il faut accentuer la place des indices. C'est ce 
que nous faisons partout en affectant les points en bas, ou en haut. 
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et wv est défini par 

(8) coscp = - -

Quant à la variété W w , la métrique n'y est définie qu'à un facteur 

multiplicatif près. En effet on a tout d'abord 

(9) &\Lg\v = — Q[i£Xv 

et en posant 

-5k . — «/>* n> — n-. t 

àx^ 
(10) g\\k = pg'k\L9 Qx=Q> — X X 1 0 ^ ' 

on trouve 

4. L'affineur aux composantes 

AT* ^rv 

est « l'affineur de courbure » de la variété. On a pour n'importe 
quel vecteur t>v, iv> 

| 2 D [ a ) D a ] p v = _ R a ) i i ; P x + , s ^ a D a P ^ , 

( î D ^ D j , ] ^ ^ Ra>{jLXVtv"-f-'2Sa>ji.aDa^/. 

Conformément à l'usage, nous désignerons par r v w y / l'affineur de 

courbure d'une variété métrique (Vw ou S,|). 11 donne naissance a 

« la courbure » de la variété qui est le scalaire 

L'affineur de courbure nous permet de distinguer encore parmi les 
variétés déjà mentionnées des cas spéciaux, à savoir 

Y M — \ n avec K = const. ^ o, 

j R/t(Raum) = Vv avec K = 9, 
( 6 ^ ( E l l(Euchdè)=A l à avec R ^ / ^ ç . 

5. Etant donné un espace à m dimensions \ „ , dans L v , nous choi
sirons, le long de X m , n champs vectoriels linéairement indépen-
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dants ev (j = i, . ., n) (de telle manière que les champs PV, . . ., fi 
J m \ m 

soient tangents a \ / ; o tandis que les champs PV, . . ., ey/ ne le soient 
m 4- l n 

pas) et nous en construirons n champs vectoriels covariants e\ d'après 

( i3 ) « ' * A = A ; 
J 

Cela étant, nous posons 

l B;= \'é-e/e> (/=»1-4-1, , n), 

' Ai / t / 1 A2 A t 

et définissons « la Xm — composante » ĉ 1 /*r d'un affineur ^* {? 
de L/è à l'aide de 

Ai / p Ai / ^ a , a ? ,¾. p F 

Si la Xm — composante d'un affineur est égale à cet affineur, nous 
dirons que celui-ci se trouve dans Xm. La connexion Ln induit 
dans X,i une autre connexion du même genre, ainsi que nous obte
nons une variété Lm. La Xm — composante de la dérivée covariante 
d'un affineur, situé dans L,„, est la dérivée covariante de cet affi
neur. En désignant par D^le vecteur symbolique de la dérivée cova
riante dans Lm, on a donc pour n'importe quel affineur v\l ^ 
dans Lm 

04) D P ' 1 ' * = B V ' * ''P' ^ D , ^ 1 2f 

L'affineur de torsion de Lm étant S ^ , on trouve qu'il est la Xm 

composante de l'affineur S^, 

( l5) S V ' = B"tiïSapT-

L'affineur 

\ \ = °iiX J W Ha/=BSD«Bfl 

sera dit « l'affineur fondamental » de Lm. En posant 

(17) i > = B $ D « i , I ^ B ^ D . r f , 
on a 

v J 

(if) H^= — h^y ( /=#n-f- i , . ,/i) 
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et 

ou bien 

(«à) B#-s#=4ai V). 

Si ^v(#x) est un vecteur dans Lm, on trouve à cause de ( i3 ) ' e t ( i4 ) 

B Ï D a ^ D ' ^ p V H -
(140 

1 • B jj D a wi = D^ wi -4- wv L ^ y . 

Il s'ensuit pour n'importe quel vecteur wv(v\) dans Lm 

l w\*< DM PV = wV-D' PV -+- «>H tA H* ;v, 
•{*4") { v 

| py- D^ w>x = t^ D„ M̂X -+- ^ ^v Lu/A* 

Soit B V ^ l'affineur de courbure de Lm . On trouve l'équation de 
Gauss généralisée 

avec 

( e , / = /w-f- i , . . . , n). 

S'il s'agit d'une variété métrique (2) , l'équation (21) peut s'écrire 

0) Ici 
S . . / _ S . . v / 

En général, la supposition faite sur les indices grecs nous permet d'adjoindre à 

chaque affineur C) 1 ' "^ les scalaires 

•<•*•> :̂:::¾ = «* •• • % ^ - • - ^ ^ : : : ^ 

(2) Danc ce cas les vecteurs ev, . . . , ev sont considérés comme verseurs orlhogo^ 
1 m / 

naux, tangents à la variété m fois étendue, et ev, . . . , ev peuvent être considérés 
/n-f-l' /i 

comme verseurs orthogonaux et normaux à cette variété. 
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aussi 

Le scalaire K' 

est « la courbure moyenne absolue » de la variété à m dimensions, 
tandis que le scalaire 

^ = - ^ = 7 ) ^ ^ ^ ^ , 

est sa « courbure forcée ». 

CHAPITRE II. 

INVARIANTS D'UNE COURBE. 

I. 

1. Supposons un espace n fois étendu, doué d'une connexion 
métrique avec torsion, 

et imaginons dans cette variété une courbe C aux équations para
métriques, 

(?) xv=xv(t). 

Le paramètre s, défini moyennant 

(3) /

t 

s/gïy.dxldxV'i 
*0 

sera dit « l'arc » de C. 11 s'ensuit que —j- = iv est un verseur (tan

gent à C). On peut s'en servir pour introduire le symbole D de la 

dérivée covariante le long de C, 

( 4 ) V = iV-D u-, 
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ainsi que l'on a pour n'importe quel vecteur ev, défini le long de C, 

(5) ^^Ï' -^V^' D'X=$-lVv^ 

Si/V est un champ versoriel le long de G, on a 

( 6 ) jV-V^=o 

et par conséquent f* est orthogonal à Dyv. 

2. Supposons maintenant un champ versoriel Jv parallèle à lui-
même le long de C, 

(7) D J V = Ï + IV'^=0' 

Il s'ensuit que l'on a au voisinage suffisamment petit du point régu
lier V{s = o), 

(8) j v ( , ) = jv(o)-,(r^^)0-

" ^ , , + r , / w '"• ds / o 2 ! \ ds *V-

Imaginons d'autre part un champ versoriel/7 le long de C, 

el désignons par a (s) l'angle des verseurs 3v(s) et / v ( s ) , 

c o s a ( s ) = JA(s) /> (s). 

On a donc d'après (8) et (9) , 
s2 

(10) c o s a ( ^ = c o s a ( o ) H - * ( J * D / ) ) „ - h ^ ( J * D * y \ ) o - * - -

= ^(0)^(0) + ^0700-4-^(0^)0 + . . . ] . 

Ce développement, que nous utiliserons bientôt, est formellement 
le même que dans un espace euclidien, où le symbole de la dérivée 
covariante égale le symbole de la dérivée ordinaire. 

3. Posons maintenant. 

(11) iv( , ) = / v ( , ) , i v ( 0 ) = y v ( 0 ) = Jv(o). 
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Dans ce cas a{s) = a, est l'angle du verseur que l'on obtient, >en 
déplaçant parallèlement le verseur tangent i ' ( o ) en P ( o ) de P ( o ) 
en P ( s ) , et du verseur tangent i(s) en P ( s ) . Il mesure dans un cer
tain sens « la dé\iation » de la direction tangente de C. Parce qu'on 
a, d'apies ( 6 ) , 

(b') A D i x = o , 

on en déduit 

(6') ( D * ) ( D i X ) = - i * D » i x 

et par conséquent l'équation (10) nous donne 

(12) CoS«(s) = i - ^ [ ( D A ) ( D < X ) ] o + ., 

d'où l'on déduit, en supprimant l'indice o, 

da 
fi3) _ L = v / ( D , A ) ( D , 0 

D'autre part, en désignant par iv le verseur dans la direction du 
9 

vecteur fh v et par k la longueur de Dj v on a 
i 

(\\) D « V = A : « V . 
I 2 

En comparant ( i 3 ) et (i4)» o n parvient a 

da 

<l5> i = * 
Nous appellerons « première courbure » de C le scalaire k et 

« premier verseur normal » de C le verseui iv qui en raison de (6 ) 
2 

est orthogonal a iJ. Si k = o, on a Di= o et C résulte autoparallèle. 
i 

Supposons i ^ o e t n > 2 . Dans ce cas, le vecteur DJV , qui est 
i » 

orthogonal a iv [ d'après (6)1 définit avec V et Ï* un trivecteur «l* il D i a l . 
2 , 2 r 2 

Nous désignerons par C le verseur, situé dans ce trivecteur, et ortho-

gonal à J et /v. C'est « le deuxième \erseur normal » de C. On a donc 
2 

(îf>) D#*= £*v-f-fciv-+-/>i', 
2 I 2 2 J J 
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avec 

(16') ô = ADix = —ADi\ = —rt, 6 = ADix=o, 6 = ADi\ = — A Dt\. 
1 2 2 1 2 2 2 3 3 2 2 3 

Le coefficient b est étroitement lié à l'angle, compris entre iy et i \ 
T 2 

Construisons le champ parallèle en partant du vecteur Jv(o) = tv(o) 
2 

et désignons par a (s) l'angle des verseurs Jv et iy. La relation 
2 i 

da 

définit « la deuxième courbure » de C. Pour l'exprimer en fonction 
de 6, posons en raison de (10) et (16') 

(18) cosa(s) = û (o) r*'x(o) -+- s(Dii\ -h.. .1 = cosa(o) -+- sf A Dz'x") -h. . . 

= cosa(o)— s(b\ -+-.... 
2 \ V o 

En supprimant l'indice o, on en déduit en toute rigueur à cause 
d e ( i 7 > 

da 

(.9) i = * = *> 
de sorte que l'on peut écrire pour (16) 

2 1 2 3 

En poursuivant ce procédé plus loin, on obtient les formules de 
Frenet(s), 

(20) D ^ = — k c* -4-A J> ( a = i , . . . , / 1 ) , 
A A—1 a—1 a a-j-i 

OÙ 

/v = /v? k = k = o. 
1 0 /2 

On appelle 1, 1, . . . , i le premier, . . . , le (n — ])'eme verseur nor-
2 3 H 

mal de C et les scalaires A", . . . , k la première, . . . , la (n — i) i emè 

1 « — 1 

courbure de C. 

(1) Voir [8], [71] pour V.. Aussi [60] et [75]. 
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Si toutes les courbures sont y£ o, nous dirons que la courbe C est 
générale. 

Dansce cas, tous les vecteurstv, . . . , ÏV, mutuellement orthogonaux 
l n 

et par conséquent linéairement indépendants, sont bien définis. Pour 
le cas k = o (m<n — i) voir plus loin. 

m 

4. Retournons au système (20) en l'envisageant comme système 
des formules de Frenet pour le champ versoriel /v. Dans ce cas, 

1 • 

on ne tient pas compte du fait que JV soit le verseur tangent de C 

et par conséquent, étant donné un champ versoriel Iv le long de C, 
1 

qui n'est pas tangent à C, on peut déduire aussitôt le système 
correspondant des formules de Frenet, à savoir 

(20') m> = — K ]v + K P f o = i , . . . , / i ; K = K = oV 
a a—\ a—\ a rt-t-1 \ 0 n J 

Par analogie, on appelle '< courbures du champ Iv » les sca-
i 

laires K, . . . , K. D'autre part, les champs versoriels Iv, . . . , Iv étant 
l n—! ^ i n 

orthogonaux à Iv, on les désigne comme « verseurs normaux » du 
i 

champ lv. Si par hasard K (m<n — i) est la première des cour-
i «/ ~~ 

bures K, . . . , K qui s'annule le long de C, le système (207) se 
I ni 

réduit à 
(20") 01* = — K Iv + KIv (a = i, . . . , #n; K = K = oY 

a a—l a—1 a a-H \ o m ) 

Dans ce cas, n'importe quel champ versoriel Iv, orthogonal au m vec-
I -h m 

teur I [ v . . . IAl, donne naissance à un autre système de formules de 
1 m 

Frenet, 

(20") Dlv = — K P + K I ^ (b = m + i, . . . , / i ; K = K = oV 
o b—\ 6—1 b 6-+-1 \ m n J 

[Cette remarque nous permet d'envisager le cas, où A", soit la pre-
m 

mière courbure de C, est égale à zéro. Dans ce cas, les formules de 
Frenet se réduisent à ( 20) pour a = 1, . . . , m et k = k = o, et l'on 

0 m 

peut construire un champ /v orthogonal au m-vecteur i lv, . . . , P] et 
m -+- l 1 m 

les formules correspondantes (20'")]. 
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 63. 2 
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Le système (20)' (pour I V =/ V J nous permet de simplifier le sys

tème différentiel qui définit le parallélisme le long de C. En effet, 

étant donné un champ cv, parallèle à lui-même le long de C 

(21) ^ = ^+1^,/,11=0, 

en introduisant les scalaires 

va— J/ V ) / V ' = Va I v \ , 

on a 

c'est-à-dire 

dva 

D i > v = I v _ 4 _ p a D I ' = O, 
d,S n a 

dva 
( 2 2 ) _ - = _ _ j ; f l - l K -h*>"+>K. 

« * a—1 a 

Ce système ne contient que n — i coefficients K, . . ., K, tandis 
1 n—1 

que le système (21) en a /1-, savoir ( T , ' ^ ) ( ' ) . 
La théorie des systèmes différentiels linéaires nous apprend, en 

raison de (22) : 

Si Von connaît un champ versoriel le long de G aux cour
bure constantes ^ o, Vintégralion du parallélisme le long 
de G n'exige que des opérations algébriques. 

Nous nous seivirons de (22) pour résoudre le problème suivant : 
Etant donné un système de n — \ fonctions analytiques, holo-
morphes K ( s ) ( w = i, ..., n — 1) on a a trouver le long d'une 

courbe donnée C un champ lv ayant ces fonctions pour courbures. 
1 

Construisons a cet effet avant tout n champs \eclorielî> Jv(s), muluel-

lement orthogonaux el parallèles a eux-mêmes le long do C ainsi 
1 n 

que n intégrales particulières linéairement indépendantes «, . . . . 1 
a a 

du système 
d t 1 ^ 

a = — Iv I -*- K I . 
ds a~l a~l a a+l 

- ^ - . . . . , t , . . . - t. ,, 

(1) FowL38], [57]. 



LES COURBES DE LA VARIÉTÉ GENERALE A ?l DIMENSIONS. US 

On peut choisir ces intégrales de manière que 

di t \i \ = 
1 b\ 2 1 l = §cu 

an a 
l 

et par conséquent aussi 

> ^ a a 
> i i = àu/ 

*—*ai d 
J 

Cela étant, posons 

J v = J v , . 
a b a 

Il s'ensuit non seulement 

DI' = — K J' -+- I' K, 
n a—\ a—\ n+\ a 

mais aussi 
I v I v = 8 « 6 . 

Or, la solution du problème en question est fournie par Le champ 

a 
I' = J 'J , 
1 a 1 

tandis que Iv, . . . , Iv sont ses « verseurs normaux ». 

o. Les courbures d'une courbe générale forment l'analogie à ce 
qu'on appelle dans la théorie classique « un système complet » de 
invariants de C Pour le démontrer, il suffit manifestement de faire 
voir que ce système définit (a la position près) une courbe, dont 
k, . . . , k sont les courbures ( ' ). 
I n—\ 

Quant aux courbes qui ont les mêmes courbures, sans avoir une 
tangente commune, on ne peut les comparer en géneial, le parallé
lisme n'étant pas absolu dans notre variété. 

Or, on ne peut pas dire au sens précis du mot que les cour
bures (23) forment un système complet des invariants de C, car 
c'est encore la courbure de la variété le long de C, qui peut jouer 
un rôle important dans la théorie des invariants de la courbe exa
minée. 

(1) Voir plus loin la démonstration du problème analogue. 



16 VÂCLAV HLAVATY. 

En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Etant donné un système (23) de fonctions holomorphes dans Srt, 
ce système définit une courbe qui : 

a. Passe par un point P choisi ai bitrairement ; 
6. En ayant un repère orthogonal *v(o). prescrit d'avance 

en P ; 
c. Et les fonctions (23) pour courbures le long d'elle. 

Pour la démonstration de ce théorème, voir la fin du n° 11. 

6. Etanl donnée une congruence des courbes, au verseur tan
gent t v =i v ( j ? ) , on peut manifestement construire la dérivée cova-

i 

riante de iy(x) le long d'une direction arbitraire. Or, si l'on choisit 
un verseur arbitraire jv(#). on parvient aux formules de Frenet pour 
la congruence dans la directionyv(j?), savoir 

( 2 4 ) jYD^^= — k fr-t-ki* (a = i, . . . , n, k = k = o), 
a a—i a—i n a-\-i s 0 n 

en obtenant ainsi les courbures et les verseurs normaux de la con
gruence pour la direction Jy(x). On peut toujours trouver une telle 
direction y>, pour laquelle k •= o. En effet, le système des équations 

i 

y> DJA ^ = o 

a toujours une solution y v ^ o , parce que l'affineur D ^ est du 
rang < n à cause de 

Une telle direction s'appelle « direction principale » de la con
gruence ( ' ). 

Remarque. — Les formules de Frenet donnent naissance aux 
formules 

(i5) (jV-D^P iv=^k...k «v-hPv (p£n — i), 
1 1 p /î-Hl p 

(l) Voir [22], [31 ] et [70]. Cf aussi [78]. 
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valables pour y v = j v , toutes les fois que les courbures sont ?£ o. 
Le vecteur Pv est situé dans le p vecteur osculaleur j [ v . . .A1 

I I . 

7. Nous nous proposons maintenant de trouver les invariants 
d'une courbe dans l'espace n fois étendu, doue d'une connexion de 
M. Weyl. Dans une telle variété, la métrique est donnée à un fac
teur multiplicatif près 

(26) J,\L=PgïV.-

Etant donnée une courbe C, #v— xv(t), nous trouverons avant 
tout un tenseur G v̂, du rang /*, dont la dérivée covariante s'annule 
le long de C 

et qui est invariant par rapport à la transformation (26). Dans ce qui 
suit, nous restreindrons notre recherche sur les courbes, dont les 
vecteurs 

(*7) "V=-T7T 
dx"* p = e ^ , 

3 2 
pv = epv, 

sont linéairement indépendants, de sorte que le déterminant de leurs 
composantes est ^ o, et nous désignerons sa valeur réciproque 
par tu. C'est une densité, du poids 1. D'autre part, on peut cons
truire une autre densité, ayant le même poids 1, mais indépendante 
de la connexion, la racine carrée du déterminant du tenseur £y{JL, qui 
par hypothèse est du rang n 

1 

V;J = (I^^I) 2 . 

Gela étant, on constate facilement que le tenseur 

eHogVlA 
dxx )dxJ 

(a6') 0 ^ = ^ * ' 

jouit des propriétés mentionnées plus haut. 

(1) 

8. Nous sommes ainsi parvenus à un tenseur défini le long de 

( l) Voir [45]. 








