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PRÉFACE. 

Dans un Cours professé à l'Université de Rome en ip,3i, Made
moiselle Freda avait donné une exposition complète de la méthode 
des caractéristiques et de ses applications aux problèmes concernant 
les équations aux dérivées partielles du type hyperbolique. On 
retrouvera dans la présente publication, que M. Villat a bien voulu 
accueillir dans son Mémorial des Sciences mathématiques, l'essen
tiel des leçons de Mademoiselle Freda. L'auteur y a joint une excellente 
bibliographie, tenue au courant des derniers travaux sur le sujet. 
Son œuvre sera donc consultée avec fruit par quiconque veut 
acquérir une connaissance générale des bases, du développement et 
des applications de la méthode si féconde des caractéristiques. 

L'exposé est très condensé, très riche de contenu et il atteint une 
clarté et une précision qui représentent un remarquable travail de 
mise au point. 

C'était une entreprise ardue et qui impliquait une longue et difficile 
préparation que de présenter l'ensemble des diverses recherches et 
les résultats obtenus par un si grand nombre d'Auteurs pendant une 
longue suite d'années et de mettre le lecteur à même d'assimiler et 
d'apprécier convenablement l'une des méthodes les plus puissantes 
de l'Analyse. Mademoiselle Freda y a parfaitement réussi. 

On s'en rendra compte en jetant un regard sur le plan du livre et 
sur l'argument des divers Chapitres. 

L'Ouvrage débute par des généralités sur les équations hyper
boliques, sur les problèmes au contour, et particulièrement le 
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problème de Cauchy, sur les cônes et conoïdes caractéristiques, sur 
la formule de réciprocité qui est à la base même de la méthode. Suit, 
dans le second Chapitre, une étude très détaillée de la méthode 
originale de Riemann pour les équations hyperboliques à deux 
variables. L'Auteur y donne la synthèse de la solution du problème 
de Cauchy et passe ensuite à l'examen du cas limite où le support 
des données est constitué par deux caractéristiques issues d'un même 
point. Elle expose enfin l'élégante et importante application faite par 
M. Picard et concernant l'équation des télégraphistes. Le chapitre 
contient aussi une suggestive comparaison entre les équations 
hyperboliques et elliptiques. 

Le chapitre suivant est consacré à l'exposé de la méthode que 
j 'ai donnée dans mon Mémoire des Acta Mathematica et dont le but 
essentiel était de donner la marche à suivre pour traiter le problème 
fondamental dans le cas de trois variables ou même d'un nombre 
plus grand de variables. Si l'on veut toujours se rattacher aux 
problèmes physiques des vibrations il faut ne pas faire une facile 
extension, purement analytique, qui calque les procédés employés 
dans le cas de deux variables, mais il est nécessaire d'introduire de 
nouveaux éléments : les cônes caractéristiques dont, de prime abord, 
on ne pouvait soupçonner l'existence et l'utilité. La notion des 
conoïdes caractéristiques qui fut introduite dans des généralisations 
ultérieures se rattache directement au concept primordial de cône 
caractéristique. Dans le chapitre en question Mademoiselle Freda 
envisage non seulement le problème dit problème interne, mais 
encore le problème externe beaucoup plus difficile, qui nécessite 
l'emploi d'artifices compliqués et assez cachés et dont peu d'Auteurs 
se sont occupés. Elle montre enfin comme la méthode des images peut 
être adaptée au cas des équations hyperboliques. 

Les Auteurs, au premier rang desquels il faut citer MM. d'Adhémar, 
Tedone et Coulon, qui ont continué dans la voie tracée et ont généralisé 
la méthode précédente. L'exposé de leurs résultats forme le sujet du 
Chapitre IV. Enfin dans uu dernier chapitre Mademoiselle Freda 
envisage les méthodes de M. Hadamard qui a consacré de si beanx 
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travaux à la question. On sait que ces recherches ont été exposées 
dans les conférences faites par M. Hadamard à l'Université Yale 
en 1920, conférences qui furent réunies en un volume, dont la tra
duction française a paru récemment et qui est apprécié de tous les 
Mathématiciens. 

Dans tout le cours de son ouvrage Mademoiselle Freda expose 
des vues originales et elle modifie et complète plusieurs résultats par 
des considérations qui lui sont propres. Les rapports entre l'analyse 
mathématique et les applications mécaniques et physiques ne sont 
pas négligés. Enfin quelques aperçus historiques permettent d'appré
cier l'évolution des méthodes plus anciennes qui se relient plus ou 
moins directement à celle des caractéristiques. 

Je crois que le présent volume rendra de grands services et 
qu'il est bien à sa place dans la collection que M. Villat dirige 
avec tant de soin et de maîtrise. 

VITO VOLTERRA. 





MÉTHODE DES CARACTERISTIQUES 

L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 
AUX 

DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES HYPERBOLIQUES 

Par M"* Hélène FREDA. 

CHAPITRE I. 

ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES : 

PROBLÈMES AUX LIMITES ET VARIETES CARACTERISTIQUES. 

1. Problème de Cauchy. — Les problèmes physiques qui con
duisent à l'intégration des équations aux dérivées partielles exigent, 
pour de telles équations, la résolution des problèmes dits '.problèmes 
aux limites c'est-à-dire la détermination, dans un domaine déterminé 
à m dimensions (s'il y a m variables indépendantes), des solutions des 
équations satisfaisant à des conditions déterminées aux points des 
variétés qui limitent ledit domaine. L'étude des problèmes aux limites 
possibles relatifs à une équation aux dérivées partielles doit être donc 
considérée comme un chapitre de l'Analyse particulièrement impor
tant en vue de ses applications. 

Limitons-nous à considérer des équations aux dérivées partielles 
linéaires du deuxième ordre, c'est-à-dire des équations du type 

l,k i 



2 M l ,c HÉLÈNE FREDA. 

où u représente une fonction inconnue des variables #,.; A ,>=A*i ? 

B,, C, / sont des fonctions connues des mêmes var iables; 

«', Ar, r = i , . . . , m. Un des plus simples problèmes aux limites pou r 

de telles équations est le problème de Cauchy qui consiste à dé ter 

miner une solution d e ( i ) , étant données sur une variété 1 à ra-i 

dimensions, de l 'espace ( # , , . . . . j?m) , les valeurs uQ et ux {données 

de Cauchy) de u et d 'une de ses dérivées premières suivant une 

direct ion donnée non tangente à 1. Si les coefficients de ( i ) s o n t a n a -

lyt iques , ainsi que les données de Cauchy et 2 , un théorème clas

sique (Cauchy-Kowalewsky) assure pour ledit problème, l 'existence, 

au voisinage immédiat de 2 , d 'une et d 'une seule solution analy

t ique, si 2 n 'est pas une variété caractéristique pour ( i ) , c'est-à-

dire si, le long de 2 , on n'a pas 

/ >. ^ . OG dG __ 
Jmmà l ÔXL dXk ~" 

en supposant que G ( ^ , . . ., xm) = o soit l'équation de 2; les variétés 
caractéristiques [définies par (2) , indépendamment de l'intégration 
de (1)] correspondent à des cas où le problème de la détermination de 
ladite solution analytique devient impossible ou indéterminé. 

Le théorème rappelé n'établit aucune différence'entre les diverses 
équations qui rentrent dans le type (1); au contraire, si l'on considère 
les problèmes physiques qui exigent l'intégration de telles équations 
on peut, avec M. Hadamard, remarquer que ceux relatifs à certaines 
équations (par exemple l'équation de Laplace) n'exigent pas en géné
ral ( ' ) la résolution du problème de Cauchy, tandis que la résolution 
de ce problème est exigée par des questions physiques (relatives à la 
propagation des ondes dans des milieux illimités) qui conduisent à 
d'autres équations. Il faut observer cependant que, dans ces derniers 
cas, les données de Cauchy ne sont pas en général des fonctions ana
lytiques, mais seulement régulières (continues, avec des dérivées con
tinues jusqu'à un certain ordre) et quant à la solution u qu'il s'agit de 

( l ) Nous avons ajouté les mots « en général », parce que dans le problème dea 
jets liquides, l'étude du mouvement d'un liquide au voisinage d'une surface qui 
sépare ce dernier d'un liquide en repos peut se ramener à la résolution du problème 
de Cauchy relatif à l'équation de Laplace (VOLTERRA, Journal de Math., t. XI, 
1932). 
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déterminer, il n'importe pas en général qu'elle soit analytique, mais 
il importe par contre que son domaine (réel) d'existence ne soit pas 
limité au voisinage immédiat de 2 . 

Or c'est précisément quand (en se limitant au domaine réel) on 
remplace les conditions relatives à Panalyticité des données et de la 
solution, par des conditions de simple régularité, que les diverses 
équations du type (i) se comportent diversement à l'égard du pro
blème de Cauchy. Pour l'équation de Laplace, par exemple, on pçut 
démontrer, comme l'a fait M. Hadamard, que le problème de Cauchy 
relatif à des données non analytiques arbitraires n'admet pas de solo* 
tions. Dans les chapitres suivants nous aurons par contre l'occasion 
d'étudier des équations (comprenant celles qui se rencontrent dans 
l'étude des phénomènes auxquels est liée une propagation par ondes) 
pour lesquelles il est possible de résoudre le problème de Cauchy 
généralisé (c'est-à-dire relatif à des données régulières et à une solu
tion régulière non locale), à condition de choisir convenablement la 
variété 1. (Dans les problèmes physiques auquels il est fait allusion, 
2 est en général un plan t = const., si t représente le temps.) 

Il y a lieu d'observer que, quand on réussit à trouver une solution 
du problème de Cauchy relatif à une équation linéaire (à coefficients 
analytiques) et à une variété 2 non caractéristique, on peut être sûr 
que c'est la seule solution, en vertu d'un théorème d'unicité démontré 
par Holmgren. [Naturellement quand on parle des solutions de ( i ) , 
il s'agit de fonctions ayant des dérivées au moins jusqu'au deuxième 
ordre.] 

2. Équations hyperboliques. — Supposons que, pour ( i ) , le déter
minant A des coefficients Az*, c'est-à-dire le discriminant de la forme 
quadratique 

(3) &(xr\ Tr) = 2 ^ ( ^ ) ï'ï*> 

soit différent de zéro (nous laissons ainsi de côlé les équations du 
type parabolique); alors suivant que (dans une certaine région de 
Pespace) la forme (3) [qui est dite la forme caractéristique de 
l'équation (i)] est ou non une forme définie, l'équation correspon
dante (i) est dite du type elliptique ou hyperbolique. Pour une 
équation elliptique il n'y a pas de caractéristiques réelles; il y en a 
par contre pour une équation hyperbolique. 
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Les équations qui se rencontrent quand on étudie les phénomènes 
d'ondes appartiennent précisément à la catégorie des équations hyper
boliques (tandis que l'équation de Laplace peut être considérée comme 
la plus simple des équations elliptiques); les caractéristiques (réelles) 
de telles équations ont de l'importance au point de vue physique en 
ce qu'elle sont propres à représenter les ondes, et ont aussi beaucoup 
d'importance au point de vue analytique puisque (comme l'ont montré 
les classiques mémoires de Riemann et de Volterra) on peut les faire 
intervenir, d'une façon essentielle, dans'l'intégration des équations 
correspondantes. 

3. Problèmes mixtes. — Quand on étudie les problèmes de pro
pagation des ondes en milieu limité, on est conduit à résoudre, pour 
des équations hyperboliques, non pas le problème de Cauchy (comme 
dans le cas des milieux illimités) mais les problèmes dits mixtes. C'est-
à-dire que l'on doit déterminer, dans une certaine région de l'espace, 
une solution u d'une équation du type ( i ) , quand sur une partie du 
contour on fournit les données de Cauchy u0 et uA, tandis que sur 
l'autre partie on donne seulement u0, ou seulement ux. 

ht. Cônes et conoïdes caractéristiques. — Avant de passer aux 
méthodes d'intégration à l'aide des caractéristiques, des équations 
hyperboliques nous rappellerons quelques nouons fondamentales, 
dont nous devrons nous servir par la suite. 

Précisons une fois pour toutes que dorénavant nous nous occu
perons seulement des équations hyperboliques et des domaines 
réels. 

Supposons m*> a, et égalons à o la forme (3 ) ; nous obtenons pour 
tout point P ( # i , . . ., x,n) l'équation tnngentielle d'un cône du second 
degré, dont le sommet est en P et que nous appellerons cône carac
téristique relatif à (1) et a P. 

Nous appelerons bicaractèristiques par rapport à (1), les caracté
ristiques de Cauchy relatives à l'équation du premier ordre (2) : pour 
avoir celles, xr= xr(s) (r = i, . . . , m), qui passent en un point 
P°(#J, ..., xQ

m), il suffit d'intégrer le système 

dxi ià<X(xr\pr) dpt \d<X(x,',p,) , 

avec les conditions : x,(o) = #?, pt(o) =p% &L{x*\ p°t) = o. 
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Il y auneoo(m""2) de bicaractéristiques pourP 0 (chacune correspond 
à l'un des systèmes de valeurs possibles des rapports des paramètres 
p°t à l'un d'eux); elles constituent une variété a (m — i) dimensions 
ayant en P0 un point conique. Une telle variété, qui est caractéris
tique pour ( i ), prend le nom de conoide caractéristique ; elle coïncide 
avec le cône caractéristique de sommet P° si les coefficients A,* de 
(i) sont constants (auquel cas les bicaractéristiques sont des droites); 
dans le cas contraire le cône caractéristique est tangent au conoide 
caractéristique en P°. 

L'équation T(xr| x*} ) = o du conoide caractéristique de sommet P° 
peut (comme Pont montré Coulon et Hadamard), par un changement 

de variables, prendre la forme N Af/E/£x = o [A,0/ étant les valeurs 
i , 

m 

des coefficients A.lk(%r) au point P°] et aussi la forme ^^Arrfî =o. 
i = \ 

Dans le cas ou m — 2 (les variétés caractéristiques sont alors 
des lignes) le conoide caractéristique relatif à un point P° dégénère 
en les deux caractéristiques passant par ce point. 

5. Équations hyperboliques du type normal. — Supposons (pour 
m^> 2) l'équation du conoide caractéristique relatif à un point P° 

m 

écrite sous la forme JVArrf = o. Si m = 3, on peut obtenir que, pour 
/ • = 1 

tous les points d'une certaine région, A r soit négatif pour r < m et Am 

positit; si m >> 3 par contre, cela n'est pas toujours possible; si c'est 
possible nous dirons, avec M. Hadamard que l'équation hyperbolique 
correspondante (1) est du type normal. (Celte dénomination est due 
au fait que les équations hyperboliques auxquelles ont conduit jusqu'à 
présent les problèmes physiques sont de ce type.) 

Le conoide caractéristique de sommet P° partage l'espace, autour 
de P°, en deux régions correspondant respectivement à T >>o et T < o . Si 
l'équation (1) n'est pas du type normal, chacune de ces deux régions 
est telle que deux de ses points peuvent être joints par un arc. 
intérieur à ladite région et n'ayant aucun point commun avec la 
surface T = o. Si au contraire l'équation (1) est du type normal, en 
supposant Am^> o, la région T >> o (l'intérieur du conoide) est à son 
tour partagée par le sommet du conoide (7), = 0, . . . , y j m = o ) en 
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deux parties, correspondant respectivement à Y)m>> o et à Yîm^o, 
telles que l'on ne peut aller d'un point de l'une à un point de l'autre 
sans passer par le sommet ou par l'extérieur du conoide (région dans 
laquelle T est négatif). Pour les équations hyperboliques non nor
males, les conoïdes et les cônes caractéristiques sont a une seule 
nappe ; pour celles qui sont normales il sont par contre à deux nappes ; 
nous pouvons appeler nappe directe celle qui correspond à Y ) m > o , 
nappe rétrograde l'autre. 

6. Direction» conormales ou transversales. — Etant donnée une 
équation hyperbolique ( i) , considérons une variété à (m — i) dimen
sions 2 : soient TT,, ..., izm les cosinus directeurs de sa normale n. En 
tout point de 2 nous appellerons conormale ou transversale la direc
tion N dont les cosinus directeurs sont proportionnels a r ' 

(t = i, 2 , . . . , m), &L étant la forme caractéristique (3); une fois 
fixé le sens positif pour n, celui de N est détermine, si par exemple 
on convient que les directions positives n etN restent du même côté 
par rapport au plan tangent seulement lorsque n est extérieur au cône 
caractéristique ajant son sommet au point considéré. 

/~l ~- ' 
Posons A := -y > J —̂—'— ; nous appellerons dérivée conor-

i=\ 

maie ou transversale de u 
m m 

/ * \ àU V dU *r l V à™ à&L , * s 
(5> j N = 2 ^ C 0 S * < N = ; r x 2 , ^ , M (1). 

i=i *=i 

Cette direction N, introduite par d'Adhémar, sous le nom de 
T , , . • à*u , 0*11 à"-u P conormale, pourl équation 7—7 + —; — --—7 = une fonction connue, 

OX y OX 2 OX "j 

permet d'écrire plus simplement certaines formules et de déduire plus 
facilement certains résultats relatifs aux équations hyperboliques. 
Par exemple (comme l'a remarqué d'Adhémar pour l'équation ci-
dessus) de la propriété facilement vérifîable que pour les variétés 
caractéristiques, et seulement pour elles, la conormale appartient au 
plan tangent, il résulte que si l'on connaît les valeurs d'une fonction u 
sur une variété caractéristique, on connaît également, sur la même 

( l) Coulon prend comme dérivée conormale le deuxième membre -de (5), 
M. Hadamard prend la même expression multipliée par X. 
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variété, celles de ^ » et que si u est nulle sur ladite variété, il en est 

de même pour ^ • 

La généralisation de la notion de conormale est due à Coulon et à 
M. Hadamard. Coulon a donné de cette direction la définition géo
métrique suivante : la conormale relative à un point P de 2 , estle dia
mètre conjugué, par rapport au cône caractéristique de sommet P, du 
plan tangent en P a 2 . La dénomination de transversale a été proposée 
par M. Hadamard, en rapport avec le calcul des variations. 

7. Formule de réciprocité relative à deux équations adjointes. — 
Soit l'équation hyperbolique (i); considérons son adjointe 

<i)„ H ( P ) = 2 dxtdxk £d àxt 
ik i 

+ CP = O, 

[l'adjointe de H(c) = o est F(u) = o; si R(u\== F(u), ( i ) est dite : 
auto-adjointe. Les deux équations, ayant la même forme caractéris
tique, ont les mêmes variétés caractéristiques : en particulier, les 
mêmes conoïdes et cônes caractéristiques]. 

On peut alors établir l'identité 

(6) »V(u)-uU{» ) = ^ ^ , 
i 

en prenant par exemple (les Ot ne sont évidemment pas complètement 
déterminés) 

*-2M'&-êH-('-2Sî)-
k k 

Considérons une portion T de l'espace à m dimensions, limitée par 
le contour (à m — i dimensions) S. Supposons u et v [ainsi que les coef
ficients de (i)] régulières dans T ; choisissons comme direction po'si-
tive n sur la normale à S celle qui se dirige vers l'intérieur T. De (6), et 
de la formule connue 

//-jf(SS)—-/-jf(2*-)-
l i 

{TC, cosinus directeurs de la normale n), en se rappelant la définition 
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de la dérivée transversale, on obtient la formule de réciprocité 

(7) o= ff...J\vF(u)-ul\(v)}dT 

où L=V7r ,YB t — ̂ j ^ ) est o pour une équation auto-adjointe. Si i/ 
l K 

et v sont solutions respectivement de (i) et de(i)«, on peut remplacer 
F(u) par la fonction connue/, et H(p) par o. 

Des relations de réciprocité qui sont des cas particuliers de (7) 
furent établies par Riemann, Kirchhoff, Volterra; la généralisation 
est due à Coulon et Hadamard. 

8. Ces notions fondamentales établies, nous allons nous occuper, 
dans les prochains chapitres, des méthodes d'intégration des équa
tions hyperboliques à l'aide des caractéristiques. 

Nous nous occuperons des équations linéaires, et nous nous borne
rons à les considérer dans les domaines réels; pour les fonctions que 
nous devrons considérer, nous supposerons en général vérifiées seule
ment des conditions de régularité (continuité dans un certain domaine, 
existence et continuité des dérivées jusqu'à un certain ordre); quand 
nous parlerons du problème de Cauchy, nous entendrons par là parler 
du problême généralisé comme il a été dit au paragraphe 1. 

CHAPITRE IL 

INTÉGRATION DEïs EQUATIONS HYPERBOLIQUES A DEUX VARIABLES 

(METHODE DE RIEMANN). 

1. Dans son mémoire classique Ueber die Fortpjlanzung ebener 
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite (Gottingen Abband-
lungen, t. VIII, 1860), Riemann a donné pour une équation hyper
bolique à deux variables particulière, une méthode d'intégration dans 
laquelle il fait intervenir d'une façon essentielle, les variétés caracté
ristiques (lignes) de l'équation. C'est d'une telle méthode, qui est 
généralisable au cas d'une équation linéaire hyperbolique à deux 
variables quelconque (DARBOUX, Leçons sur la théorie des sur
faces, 2e partie, 1889, p. 71), que nous voulons nous occuper a 
présent. 
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2. Comment rapporter une équation à ses caractéristiques. — Sup
posons l'équation (i) (Chap. I, § 1) à deux variables (m = 2); la 
condition qu'il s'agit d'une équation hyperbolique se traduit par 

AJ2— AnA).>o. 

Puisque le long d'une courbe G(a?,,,#2) = o, dxK,dx2 sont propor-

dx2 âx\ 
tionnels à -7—5 — •?—> l'équation (2) des caractéristiques peut 

s'écrire 
A n d x \ — 2 Andxidxi-+- A 2 2 d#J = o. 

Par cette équation sont définis deux systèmes (réels) de courbes 
caractéristiques, tels que par tout point (x\. x2) il passe une courbe 
de chaque système. Soient / , (xt, x2) — const., f2(x{, x2) = const. 
les deux familles de caractéristiques; faisons le changement de 
variables £t — fi{xx, x2) : les axes £,, £2 et leurs parallèles seront les 
caractéristiques de l'équation (1) transformée. Par suite, dans ladite 

équation, les coefficients de—y et de —y- seront nuls. Donc, Téqua-

tion hyperbolique (1). dans le cas m= 2, peut toujours, par un chan
gement de variables (réel), se mettre sous la forme 

. ,. „ N à- u . du , du t 
(1 ) F( u) = - ; h bx h b± h cu= f. 

dx\dxt dx\ dxt 

On dit alors que l'équation est rapportée à ses caractéristiques. 
(Le cas étudié par Riemann correspond à bx = ft_>, c —/== o.) 

3. Intégration (par la méthode des approximations successives 
de Picard), étant données les valeurs de la solution sur deux caracté
ristiques issues d'un point. — Nous pouvons supposer que l'équation 
est déjà rapportée à ses caractéristiques [et par suite de la forme (1')] 
et que en outre l'origine O des coordonnées xif x2 coïncide avec le 
point duquel sont issues les deux caractéristiques sur lesquelles sont 
données les valeurs de la solution cherchée u. Supposons que sur le 
segment OP, du demi-axe positif xx, on doit avoir u — y{x^ ) et sur 
le segment O P2 du demi-axe positif x2, u = <\>(x2), cp et ^ étant deux 
fonctions régulières connues, telles que cp(o) = ^ (o ) . 

Si l'on suppose que dans le rectangle R de côtés OP*, OP2 les coef
ficients de (1') soient réguliers, on pourra déterminer une solution 
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de (i ') , régulière dans R et satisfaisant aux conditions aux limites pré
cédentes, par la méthode des approximations successives de Picard. 
Considérons pour cela les équations 

dy-u^ f 

dx\dx* 

diur 

dx 

lur /, dur-i du,-\ \ 
-— = — ( 6 t — ; h 6>—: + C M M ( r = 1,2, ...), 
idXi \ dx\ dx> I 

elles seront satisfaites, avec les conditions aux limites M 0 = Ç ( J ? 4 ) 

sur OP i ? ^0 = ^(^2) sur OP2 ; u, = o sur OP1 ainsi que sur OP2 , par 
les fonctions régulières dans R, 

0 ^ 0 

Dans R soit L une limite supérieure de 

I " o | dx\ J 
dxt 

et M une limite supérieure de | 6< |, | b21 et | c |. On vérifie alors faci
lement que dans R les trois séries 

iç* ^ dur yr< dur 

2mUn 2idx~S 2ààZt 
0 0 0 

sont uniformément et absolument convergentes (pour chacune, les 
termes sont en valeur absolue inférieurs à ceux d'une série exponen
tielle); les deux dernières représentent les dérivées premières de la 
fonction u représentée par la première série. Puisque 

à'-u, _ _ f b du,^ t ^ du,-i ^_ c u \ 
dxidx* \ dx\ " dx2 r—\j 5 

la série ^S -—~— sera, comme les trois précédemment considérées, uni-
0 

formémentet absolument convergente dans R et représentera 
dx\dx-i 

On vérifie immédiatement que la fonction u=j?ur (continue et 
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pourvue de dérivées premières continues dans R) satisfait â ( î ' )e ta t i l 
conditions au contour données. 

On peut voir facilement que la solution du problème proposé est 
unique. Supposons un instant que, outre u, il existe une autre solu-

r 

tion u (régulière dans R) . Posons S^^V* us\ \]r= u'— S^. U r devra 

satisfaire à l'équation 

— r — =— [ bi —T h b* — h c U r _ 4 ) 
Cidx* \ dxi dxt ) dxi 

et prendre la valeur o sur OP1 e tOP 2 ; puisque en outre elle doit être 
régulière dans R, elle sera donnée par 

La formule qui lie Ur à Ur_* étant la même que celle qui permettait 
30 

de passer de ur-\ à ur, on peut affirmer que la série J ? Ur est uniformé-
0 

ment et absolument convergente : par suite lim |U r | = o, c'est-à-dire 
r=.oo 

lim Sr= u', c'est-à-dire u = u'. 

ht. Résolution du problème de Cauchy par la méthode deRiemann. 
— Considérons en même temps que (i') son adjointe H(p) = o 
(Chap. I, § 7). Soit T une partie du plan xx,x2 dans laquelle 
u, v et les coefficients de (i') soient réguliers; soit S le contour de T;-
supposons direct le couple des demi-axes positifs xA, x2 et, ayant choisi 
comme direction positive n de la normale à S celle qui se dirige vers 
l'intérieur de T. prenons la direction positive t de la tangente de façon 
que le couple t, n soit lui aussi direct. 

Dans (6) , les <ï> pourront se mettre sous la forme 

ou 
, i d(uv) 

, àx, " ( ë ^ 6 ' K ) es*; ' r ' - * . * ) -

La formule de réciprocité (7), pour u et v resfpecÊtvement solutions 
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de ( i) ' et de son adjointe, pourra s'écrire 

(7') o = f Çvfd'V — f(Qidœt—Qidxi). 

Considérons un point P(X 1 ? X2) et les deux caractéristiques qui en 
sont issues : dans l'un quelconque des quatre quadrants ainsi déter
minés, traçons un arc s dont les extrémités P< et P2 sont respective
ment situées sur les parallèles menées par P aux axes #, et x2. 
Supposante, v et les coefficients de (1') réguliers dans le triangle 
mixtiligne PP 4 P2. faisons coïncider dans (71) T avec ce triangle; en^ 
substituant les seconds membres des formule* (8) aux ¢ , on obtient 

(IM»)P = ± f fvfdT-h l [(wpjp.+ t w ^ p j - / <&idxî— &idxi 

'P2P 

Fig. 1. 

Devant l'intégrale étendue à T o n doit prendre le signe + ou — sui
vant que sur s le sens direct est (comme dans la figure 1 ) de P, à P2 ou 
inversement. Choisissons une solution v* de l'équation adjointe de façon 

quesurPPi dv* 
' dx\ 

— b2v*=o, e t s u r P P 2 : - bx v*=o. p* dépendra, 

en plus des variables x,, x2, des paramètres X<, X2, et pourra être repré
sentée par v*(x<, x2\ X l 5 X 2 ) ou encore par c;*(Q; P) , Q désignant le 
point (xK,x2) [on aura v*9= v\P r, P); v*P = v*(P2; P); vP = v*(P; P)] . 
Les conditions précédentes sont satisfaites, ainsi que la condition 
v\ = 1, si l'on détermine v* de façon que sur PP , (c'est-à-dire pour 
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fë'btiTMdx 

Xt=X2)v* = e'/ * et sur PP 2 (c'est-à-dire pour a?1 = X1) 

tltT)c?T 

(9) 

Le problème de la détermination d'une telle fonction v* (fonction 
de Riemann) équivaut donc à celui considéré au précédent para
graphe et admet par conséquent une et une seule solution. Une fois 
déterminée la fonction de Riemann [laquelle dépend des coefficients 
de (i') et du point P ( X , , X 2 ) mais non de la forme de s], la dernière 
formule écrite devient 

J JT 2 J ^ 

(9) exprime la valeur de u en P au moyen des valeurs que u et ses 
dérivées premières prennent sur un arc de courbe.? appartenant à l'un 
des quatre angles droits déterminés parles caractéristiques issues de P 
et avec ses extrémités P^ et P2 sur ces caractéristiques elles-mêmes. Il 
est à remarquer que si l'on connaît sur s les valeurs de u et de l'une 
de ses dérivées premières suivant une direction non tangente à s, on 
connaît sur s les dérivées premières de u suivant toutes les directions; 
il est aussi à remarquer que dans (9) on peut ne faire apparaître, au 
deuxième membre, que les valeurs le long de s, de u et de sa dérivée 
transversale -7̂  [selon la définition donnée dans le précédent chapitre, 
la transversale N pour (i') ptfutêtre identifiée avec la direction symé
trique par rapport à l'axe X\, de la tangente à s\ 

Si la ligne s est constituée par deux segments (caractéristiques) P 'P 2 

et P 'P , respectivement parallèles aux axes xK,x2, en appliquant (9) et 
en substituant à <Di et 4>2 les seconds membres des formules (8) , on 
peut éliminer les valeurs le long de s des dérivées premières de u et 
exprimer uP en fonction des seules valeurs de u le long de s. 

Supposons donnée une ligne L telle que pour tout point P d'une 
région du plan K(contigue à L) deux des demi-caractéristiques issues 
de P et formant un angle droit, interceptent une portion s (limitée 
par deux points P , , P2) de L. 

On peut alors affirmer que si le problème de Cauchy relatif à (1') 
et à L est résoluble dans la région K, la solution sera certainement 
exprimable au moyen de (9) , en substituant à u et -^ le long de s 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° H'i 2 
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les données de Cauchy (avec comme corollaire que si la solution 
existe, elle est unique). On voit facilement que le problème de 
Cauchy, relatif à L, n'est pas possible dans K si dans cette région il 
existe des caractéristiques ayant avec L plus d'un point commun, 

Fig. 2. 

En effet, supposons qu'une parallèle à l'axe xK rencontre L aux 
points P\ et P^ ; soit P un point du segment P \ V\ et P2 l'intersection 
avec L de la parallèle menée par P à l'axe x2 (voir fig. 2). Nous 
pouvons alors obtenir pour uP, au moyen de (9), deux expressions 
relatives respectivement aux arcs P<P2 et P ^ P ^ si les données de 
Cauchy sont arbitraires les deux expressions ne peuvent en général 
coïncider. 

Supposons que toute caractéristique issue d'un point de L n'ait 
avec L aucun autre point commun. L sera une ligne non fermée; en 
la supposant limitée, considérons le rectangle R déterminé par les 

— /iït 

caractéristiques issues de ses extrémités (voir fig. 1). Soient M e l - ^ 

les données de Cauchy relatives à L; en tout point de cette ligne, en 

exprimant au moyen de ces données -— et -7— » on obtient les 
r J dx\ dxi 

valeurs -r— ffet -—• Pour démontrer qu'en tout point P de R, la for
çai dx2 _ 

mule (9) (quand on y introduit u, -— et -— J donne la solution du 

problème de Cauchy relatif à (1') et à L, il suffirait de démontrer d'une 
manière quelconque (par exemple par la méthode des approximations 
successives) l'existence dansR d'une telle solution. Mais on peut aussi 
vérifier directement : i° que le deuxième membre de (9) satisfait à 
l'équation (1') (relative aux variables X l ? X 2 ) ; 20 que lorsque P tend 

vers un point M de L, les valeurs en P de w, -r^- 5 -7^- déduites de (9) 
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tendent vers les valeurs u, -7 -̂» -7^- relatives au point M. Cette vérifi-

cation (synthèse de la solution) peut se faire (et donne, sous les 
conditions précédentes relatives à L, un résultat positif) en se servant 
des propriétés fondamentales de la fonction de Riemann. 

5. Propriétés de la fonction de Riemann. — Désignons encore 
par H ( P ' ) l'expression différentielle adjointe de F(u). De ce qu'on a 
vu dans le précédent paragraphe on peut déduire que la fonction 
de Riemann relative à l'équation H(c) = <p (9 fonction connue) et 
au pointP'(Ç«, £2) est une fonction u(Q;Pf) = u*(xi,x2;li,ïi2) qui 
par rapport aux variables xx, x2 satisfait à l'équation F (u) = o et aux 

conditions -7-^ + b2u= o pour #2 = £2, — -+- bK u=. o poura^ = £ 0 

u = i pour x2 = £2 et xK = £1. Considérons le rectangle déterminé 
par les caractéristiques issues de P' et par celles issues du 
point P ( X n X 2 ) ; soient P , , P2 les deux autres sommets opposés du 
rectangle. La valeur uP = u*(P; P1) peut s'exprimer au moyen de (9) 
en posant / = o et en prenant comme ligne P i P 2 celle formée par 

Fig. 3. 

oc„ 

p* 

P i 

les segments caractéristiques P<P'. P 'P 2 . Prenons 0 4 , <D2 sous la 
forme (8') et désignons (comme dans le paragraphe précédent) 
par v*(Q; P) = v*(xi, x2\ X<, X2) la fonction de Riemann rela
tive à (1') et au point P ; la formule (9) se réduit alors à l'égalité : 
„ * ( P ; P ' ) = ^ ( P ' ; P ) . 

La fonction v*(xK, x2\ X*, X2) a donc les propriétés suivantes : 
Elle satisfait à l'équation H ( ^ = o o u à l'équation F ( P ) = O suivant 

qu'on la considère comme fonction des xt ou des X t . 
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Elle satisfait en outre aux conditions : 

Pour # 2 = X - 2 , 2 b2v = o, -7^- -+- b2v = o; 

Pour xx=Xx,-j^-—b.lv = o, -£- + bx v = o ; 

Pour xK = X1 et #2 = X2, p = 1. 

Comme corollaire, on a que pour une équation (1') auto-adjointe i' 
est symétrique par rapport aux deux groupes de variables xi et X,-. 

6. Synthèse de la solution du problème de Cauchy. — Pour faire 
la première des vérifications dont il est parlé à la fin du paragraphe 4, 
on doit calculer >v, ,,, ? -7^ > -7^- en tenant compte de ce que le 
deuxième membre de (9) dépend de X*, X2 soit parce que lorsque 
varie P(X l 5 X2)les deux points P1? P2 et les domaines auxquels sont 
étendues les intégrales varient également; soit parce que la fonction 
de Riemann v* dépend, en plus des variables xt, des variables X;. En 
se servant des propriétés établies au paragraphe 5 on voit alors faci
lement que le premier terme du deuxième membre de (9) vérifie 
l'équation F(u) =f et que la somme des deux autres termes vérifie 
l'équation F(u) = o. Pour la seconde des vérifications dont il est parlé 
à la fin du paragraphe 4 il est essentiel de tenir compte de la condition 
imposée à la ligne L d'être rencontrée en un seul point par toute 
parallèle aux axes. Quand cette condition est satisfaite, les domaines 
auxquels sont étendues les intégrales dans les expressions de 

Mp ' idîT ) ' ( W ) tendent, lorsque P tend vers un point M de L, à 
se réduire au point M; on vérifie alors (en tenant compte des pro
priétés de la fonction de Riemann) que lorsque P tend vers M, dans le 
deuxième membre de (9), le premier terme tend vers o ainsi que ses 
dérivées premières par rapport à X4 et X2 , tandis que la somme des deux 
autres termes et les dérivées premières de cette somme par rapport 

à X<, X2 , tendent respectivement vers MM, (7—) > (-j— ) ' Donc (9), 

si L satisfait à la condition indiquée, permet de résoudre le problème 
de Cauchy relatif à (1') et à L, lorsque l'on a déterminé la fonction de 
Riemann relative à (1'). 

7. Cas limite du problème de Cauchy. — Quand la ligne L est 
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constituée par les deux demi-droites issues d'un point P', parallèles 
respectivement aux axes xK, x2 (voir fig. 3), d'après ce qui a déjà été 
dit, on pourra au moyen de (9) exprimer la valeur de u en tout 
point P de l'angle droit déterminé par les deux demi-droites, par 
l'intermédiaire des valeurs de u seul sur les deux segments P 'P 2 , P'P4 

déterminés sur les demi-droites elles-mêmes, par les caractéristiques 
issues de P. Donc, une fois déterminée, par un procédé quelconque, 
la fonction de Riemann relative à (1'), la formule (9) permet de 
résoudre le problème (dont il est parlé au paragraphe3) de l'intégra
tion de cette équation quand sont données arbitrairement (sauf les 
conditions de régularité) les valeurs de la solution sur deux caracté
ristiques issues d'un point. Dans ce cas, si P tend vers un point M 
de L, différent de P', on ne peut pas dire que les domaines auxquels 
sont étendus dans (9) les intégrales se réduisent au point M; cepen
dant, en tenant compte des propriétés de la fonction de Riemann, on 
peut vérifier que uP, calculé au moyen de (9), tend vers la valeur 
imposée wM. 

8. Rôle des caractéritisques dans la méthode de Riemann. — 
Comme on l'a vu, ce sont les caractéristiques qui permettent de 
décider si pour une ligne L choisie comme support des données, le 
problème de Cauchy relatif à une équation donnée est possible ou 
non. Dans le cas où il est possible, si la ligne L est limitée par deux 
points A, B, ce sont encore les caractéristiques, et précisément les 
deux couples de caractéristiques issues de A et B, qui permettent de 
délimiter la région dans laquelle u reste déterminée; il est à remar
quer que hors du quadrilatère Q déterminé par ces caractéristiques, 
les données relatives à L ne peuvent déterminer la solution : en effet, 
si l'on considère les prolongements AA' et BB' de L (au delà de A et 
au delà de B), et si sur ceux-ci on prolonge les données de Cauchy de 
façon qu'elles se raccordent en A et en B, on pourra déterminer une 
solution dans le quadrilatère Q' déterminé par les caractéristiques 
issues de A' et B'. Mais ces prolongements des données peuvent 
s'effectuer d'une infinité de manières; on aura par conséquent une 
infinité de solutions coïncidant toutes avec u dans Q, mais différentes 
l'une de l'autre dans le reste de Q7. 

Les caractéristiques interviennent d'autre part quand il s'agit de 
déterminer la fonction auxiliaire (fonction de Rieman) 
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introduire dans la formule de réciprocité : en effet, de cette fonction, 
solution de l'équation adjointe, on connaît les valeurs (dépendant des 
coefficients de l'équation) sur les deux caractéristiques issues d'un 
même point. 

Si l'on considère un point P quelconque, intérieur à la région dans 
laquelle la solution est déterminée par les données relatives à L, les 
deux caractéristiques issues de P permettent de distinguer sur L les 
données qui contribuent à déterminer la valeur de uenP (c'est-à-dire 
les données relatives à la partie de L interceptée par ces deux carac
téristiques) de celles (relatives au reste de L) dont les variations 
éventuelles n'ont aucune influence sur uP. 

Supposons maintenant qu'en un point M de L les données pré
sentent une discontinuité, et traçons les deux caractéristiques passant 
par M. En faisant usage de (9), on voit qu'à l'intérieur de chacune 
des quatre parties en lesquelles est ainsi divisée la région dans 
laquelle la solution est déterminée par les données, u et ses dérivées 
premières sont continues, mais que des discontinuités se présentent 
quand on passe de l'une à l'autre de ces quatre parties : c'est pourquoi 
on peut dire que les discontinuités qui existent sur L se propagent le 
long des caractéristiques. 

9. Intégration des équations elliptiques et intégration des équa
tions hyperboliques. — Formellement, équations hyperboliques et 
elliptiques peuvent différer de bien peu entre elles : il suffit de penser 
à l'équation 

diu d*u _ 
dx* ~o~x\ ~ ° 

et à cette autre A z r = o , qui se déduit de la première en changeant 
simplement x2 en ix2. Cependant les problèmes d'intégrations pour 
les deux types d'équations présentent des différences essentielles, 
tenant au fait que l'on passe du cas des caractéristiques réelles à celui 
des caractéristiques imaginaires. 

Le problème de Cauchy, relatif à des données non analytiques, 
résoluble, comme on l'a vu, pour les équations hyperboliques pourvu 
que l'on choisisse convenablement la ligne L support des données, 
ne l'est pas par contre, en général, pour les équations elliptiques. 

Le problème de Dirichlet au contraire, possible pour les équations 
elliptiques ne l'est pas en général pour les équations hyperboliques. 
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De même les problèmes mixtes (correspondant à des conditions 
différentes sur les différentes parties du contour) sont pour les équa
tions hyperboliques, comme nous le verrons bientôt, d'une autre 
nature que ceux relatifs aux équations elliptiques. 

On peut enfin observer que tandis que (9) donne, pour les équa
tions hyperboliques, dans le cas de données relatives à L non ana
lytiques mais seulement régulières, une solution non analytique mais 
seulement régulière, pour l'équation elliptique Aw = o toute solution 
qui est continue, en même temps que ses dérivées premières, est 
nécessairement analytique à l'intérieur de son domaine d'existence. 

10. Équations homogènes à coefficients constants. — Considérons 
Péquation 

. d-u . diu . diu r. du _> du _ 
A n -7—; -+- 2A12 r h AS2 -7—•- H- B ! - h B2 j-Gi* = o 

dx\ dx\dx<* dx\ dx\ dxt 

dans le cas où ses coefficients (satisfaisant à la condition 
AJ2 — A H A 2 2 >>o) sont constants. Les caractéristiques sont alors 
deux faisceaux de droites parallèles et, pour rapporter l'équation à ses 
caractéristiques, il suffit de faire un changement linéaire de variables. 
Ceci fait, l'équation prend la forme 

dlu , du _ du . _ , * . x 
-4- 61 h 62 h eu = o (61, 62, c constants). dxidx* dx\ " dxt 

Si l'on fait alors le changement u = (ùe~biXx~~bxXi, on est conduit à 
l'équation 

•+• yco = o, 
dx\ dx* 

avec y constant; puisque cette équation est auto-adjointe et a nuls les 
coefficients des dérivées premières, la fonction de Riemann corres
pondante relative à un point (X,, X2) doit satisfaire à l'équation elle-
même et se réduire a 1 quand xK = Xj ou a?2 = X2 , c'est-à-dire quand 
p = (xx — X.i)(x2—X2) s'annule. Il semble alors naturel de cher
cher si la fonction de Riemann peut être fonction de p seul. Mais si 
o) = w(p), l'équation différentielle devient aux dérivées ordinaires, et 
si [en tenant compte de la condition w(o) = i et des conditions de 
régularité auxquelles doit satisfaire la fonction de Riemann] on 



20 MllP HÉLÈNE FREDA. 

cherche à l'intégrer en posant 
90 

W = I-4-2^P r , 
1 

on trouve la fonction de Bessel 

2o( 2^)=2^$-^. 

11. Problèmes physiques correspondant à des équations hyperbo
liques à coefficients constants. — Le problème des vibrations d'une 
corde homogène et celui des vibrations longitudinales d'un gaz homo
gène, contenu dans un tube cylindrique étroit, conduisent à l'inté
gration de l'équation 
, N d*u .d*u 
( I 0 ) 3TT ~~ a j-J = ° 
v ' dt1 dxi 

(u composante du déplacement, x abscisse d'un point de la corde ou 
du tube, t temps, a constante). 

Le problème de la propagation d'une perturbation électrique 
(caractérisée par la fonction u) le long d'un conducteur linéaire 
exige l'intégration de l'équation dite des télégraphistes 

, v *>à"u c- d-u _ du 

(x abscisse d'un point du conducteur, t temps; (K, £, (3 constantes 
qui mesurent la résistance, la self-induction et la capacité du conduc
teur par unité de longueur; c vitesse de la lumière) (* ). 

Proposons-nous d'étudier, aux instants successifs T, l'un des phéno
mènes dont on vient de parler, en un point générique Q, d'abscisse X, 
du milieu à une dimension dans lequel le phénomène a lieu : il suf
fira, dans le plan x, t (voir fig. 4) d'étudier le comportement de la 
fonction u [solution de (io) ou de ( n ) ] aux points P(X, T) de la 
parallèle à l'axe t menée par le point Q(X, O). Lorsque la corde, le 
tube, le conducteur peuvent être considérés comme illimités dans les 
deux sens, on est conduit, pour ces équations à résoudre le problème 
de Cauchy relatif à la droite t = o, sur laquelle on connaît u = ty(x), 

(1) Le premier à appliquer la méthode des caractéristiques à ( n ) a été M. Picard. 
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e t 'a
Tï=X(x)- Si, comme nous le supposerons, la perturbation est 

initialement localisée au segment AB de l'axe x correspondant 

Fig. 

à a<x^b, c'est seulement sur ce segment que ty et ^ devront être 
considérés comme différents de o. 

Les caractéristiques sont les deux faisceaux de droites parallèles 

#q= lt = const. \\ = a pour (10); 1 = — - pour ( n ) ; rapportons 

les équations à leurs caractéristiques au moyen du changement de 
variables 

(A) # i = K ( # — \t); XÎ= K(x -+-)*t) 

avec K = i pour (10) et K = — y % pour (i i); pour cette dernière 

équation faisons encore le changement 

(B) u = OU*i-*». 
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Les deux équations deviennent respectivement 

(10') 

(n') 

d*u 
dxidxï 

d'-U 
dxi dxt 

-4-0l = o. 

Les formules (A) font correspondre à la droite x(t = o) du 
plan x, t, la droite x° (x< = x2) du plan xK, x2 ; aux points A et B de a? 
les points A0 et B° de x°. Si au point P(X, T) du plan x, t correspond 

Fig. 5. 

le point P°(X 1 , X2) du plan xx, x2, à la droite PQ correspondra Pf tQ* 
(perpendiculaire a x°), aux deux segments de caractéristiques [rela
tives a (io) ou a (i i)] PPi . PP2 correspondront les deux segments de 
caractéristiques [relatives a (io') où a (i i')] P°PJ, P°P°2. 

Les fonctions de Riemann relatives au point P° et aux équations 
auto-adjointes (io') et ( n ' ) sont respectivement : i et la fonction de 
Bessel J0[2v/(#i — X.,)(#>— X 2 ) ] (voir paragraphe précédent). La 
formule (9) [en tenant compte de ce que le long de x° on a dxA = dx2 
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et en calculant <!><, 0 2 d'après (8)] nous donne par suite pour (10') 
et (i i') respectivement : 

i . . i rv°2/du du\ . 
0 2V pi p r ij \dxi dxJXl=xt 

\^a?î dx1/jXi=vt 

Mais pour une fonction d(Xi, x2), on tire de (A) 

\flte?2 dxi/Xl=Xi \dt/tz=s> 

d'autre part, pour une solution de (11') et la solution correspondante 

de (11), on a [d'après (B)] la relation U = e~e u. Donc en nous rap
portant au plan x, t et en introduisant les données de Cauchy, nous 
aurons pour (10) et (11) respectivement 

1 1 CPs 

<io') "p=-(<K-+-<K)—— J xi*)**** 

(u ' ) M p e ^ T = I ( ^ + ^ ) - 1 f [^xiX,T)^(x)^^x,XJT)X(x)]dx. 
2 ? ^ p , 

Les points Pi , P2 ont respectivement les abscisses X — AT et X + A T ; 
les fonctions p et v (qui se déduisent très -facilement de ^P0) 
dépendent des coefficients de (11). 

Supposons X >> b (a et b sont les abscisses de A et B) et considé
rons dans le milieu vibrant, le point Q, d'abscisse X, durant trois 
intervalles de temps correspondant respectivement à 

A A À A 

En nous reportant à la figure 4> nous voyons que P 2 est toujours 
extérieur au segment AB. et que PK n'est intérieur à ce segment (et 
variable sur lui) que dans le deuxième intervalle de temps. Le 
deuxième membre de (10") ou de (11") résulte donc de la somme de 
deux termes dont le premier -^ P l , n'est différent de o (et variable 
avec le temps) que dans le deuxième intervalle de temps, tandis que 
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l'autre (représenté par une intégrale étendue de B à P^) est nul dans 
le premier intervalle de temps, variable dans le deuxième, constant 
dans le troisième. Les deux termes représentent des ondes se propa
geant avec la vitesse A, dont la première a un front en avant et un 
front en arrière, tandis que l'autre n'a de front qu'en avant. 

D'une façon analogue on peut considérer un point d'abscisse com
prise entre a et b, ou bien plus petite que a. 

Dans le plan x, t (voir fig. 4). une des caractéristiques issues de A 
limite, avec la caractéristique parallèle issue de B, une bande de 
plan; une autre bande est limitée par les deux autres caractéristiques 
issues de A et de B. Lorsque le point P ( X , T) se déplace dans l'une 
de ces deux bandes, le deuxième membre de (10") ou de (i i") varie 
en général avec le déplacement de P, mais reste constant si P , restant 
extérieur au triangle ZAB, se déplace parallèlement aux caractéris
tiques qui limitent les bandes; si par contre le point P se déplace 
dans l'une des régions R«,R2 ,R3 , extérieures aux bandes considérées, 
le deuxième membre de (io") ou de (i i") conserve toujours la même 

valeur, qui est o pour R, et R2. [ Il faut se rappeler que le deuxième 
membre de ( n " ) ne représente la solution de ( n ) qu'au facteur 

61 ! T 1 
d'amortissement e 2^ près.J Dans le plan x, t déplaçons la droite x 
parallèlement à elle-même avec une vitesse égale à l'unité, et considé
rons les valeurs de u correspondant aux parties de cette droite qui 
viennent successivement se situer à l'intérieur des deux bandes ou des 
régions R i ? R2, R3 : nous aurons une représentation utile de la propa
gation des ondes, le long de la droite x, de part et d'autre du seg
ment AB siège de la perturbation initiale. 

12. Problèmes mixtes. — L'étude des phénomènes de propagation 
des ondes dans des milieux à une dimension, dont il est parlé au 
paragraphe précédent, conduisent, lorsque ces milieux peuvent être 
regardés comme illimités dans un sens, mais limités dans l'autre par 
un point O, à intégrer l'équation (io) ou ( n ) dans la région du 
plan x, t correspondant à x>o, t>o, étant données : sur la demi-droite 
t = o, x>o les valeurs de u et -r- ; sur la demi-droite x = o, t > o les 
valeurs de u seulement. Un tel problème est un cas particulier de cet 
autre : 
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(¾). Intégrer une équation hyperbolique, connaissant les va
leurs de la solution u sur deux lignes y et z d'origine O et les 

valeurs de -^ sur z seule, dans l'hypothèse où y et z appartiennent 

respectivement à deux consécutifs des quatre angles déterminés par 
les caractéristiques passant par O, et où ni y ni z n'ont avec une 
caractéristique quelconque plus d'un point commun. 

Si l'on mène par O la caractéristique c intérieure à l'angle yz, on 
peut évidemment dans la région située entre z et c déterminer u en 
résolvant (par la méthode de Riemann) le problème de Cauchy 
relatif à z; ayant ainsi déterminé les valeurs de u sur c,*il suffira de 
résoudre entre c et y le problème suivant : 

(*£<)• Intégrer une équation hyperbolique connaissant les valeurs 
de la solution u sur deux lignes c et y d'origine O, dans l'hypothèse 
où c est caractéristique, où y n'a pas avec une caractéristique quel
conque plus d'un point commun, où la caractéristique de l'autre sys
tème passant par O est extérieur à l'angle cy. [Tant dans le cas du 
problème (¾) que dans celui du problème (¾^) nous supposerons 
que les données, relatives à la solution cherchée, se raccordent en O. ] 
Comme l'a montré Picard, le problème ( ¾ ) peut être résolu par la 
méthode des approximations successives, mais il peut aussi être 
ramené au problème de Cauchy par la résolution d'une équation inté
grale de Volterra : nous parlerons de cette dernière méthode. 

Supposons l'équation hyperbolique rapportée à ses caractéristiques 
c'est-à-dire du type (i ' ) (§ 2); par un changement de coordonnées 
qui laisse invariantes les caractéristiques, on peut se ramener au cas 
où c coïncide avec le demi-axe positif xK et y avec la bissectrice 
(x\ = x2) de l'angle des deux demi-axes positifs xA, x2. Mais alors, 
si sur y, u = y(xx ) (cp fonction connue), on aura 

( du du\ r/ x 

àïi+âïX**r* (*l); 

posons 

( du du \ i / \ * —. ) =<K*i) î 
dxz dxi/Vi=Xi 

il suffira de déterminer ip pour que l'on puisse considérer comme 
connues sur y les dérivées premières de la solution cherchée, et pour 
que le problème (%\) puisse par suite être considéré comme ramené 
à celui de Cauchy relatif à la bissectrice y. Observons maintenant 
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que la formule (9) (§4) nous permet d'écrire une égalité dont le pre
mier membre est la valeur (connue) de u en un point quelconque-
P ( X M O) de c et dont le deuxième membre s'exprime au moyen 
des valeurs de u et de ses dérivées premières sur le segment de 
y intercepté par les deux caractéristiques issues de P ; dans ce 
deuxième membre [une fois déterminée la fonction de Riemann 
v*(x\, x2\ X,,, X2)] l'unique terme inconnu est 

— - / *>*(#!, a?i; Xi, 0)(-7-^- — T ^ - ) dxiy ij0 \dXi dx1JXl=X2 ' 

les autres termes étant des fonctions connues de X ^ On a par suite 
une équation intégrale de première espèce (de Volterra) à laquelle 
doit satisfaire *\>(xi); puisque p*(X4,X* ; X l 5 0 ) est différent de O, on 
pourra, par une dérivation par rapport à X1 , transformer cette équa
tion intégrale en une de deuxième espèce (de Volterra); le noyau 
résolvant de cette dernière pourra se déduire, comme on sait, du 

noyau J\'—~ ' ®n P e u t démontrer de cette façon que le pro

blème ( # i ) admet une et une seule solution (régulière) valable dans 
tout l'angle des demi-axes positifs X\, x2. 

D'une façon analogue, Picard a démontré l'existence d'une et d'une 
seule solution pour le problème suivant : 

Intégrer une équation hyperbolique, connaissant les valeurs de la 
solution u sur deux lignes d'origine O, n'ayant en dehors de O aucun 
autre point commun, n'ayant pas plus d'un point commun avec une 
caractéristique quelconque, et appartenant à l'une des quatre régions 
déterminées par les caractéristiques passant par O. (Ce problème 
peut se ramener à celui de Cauchy par la résolution d'une équation 
intégrale aux deux limites variables.) 

Nous avons déjà dit comment le problème (¾) peut se ramener à 
la résolution successive du problème de Cauchy et du problème ( ^ ) * 
De façon analogue, la résolution de nombieux problèmes mixtes, 
moins simples que ( ^ ) , peut se ramener à la résolution du problème 
de Cauchy dans une portion du plan adjacente à la partie du contour 

sur laquelle sont données w e t - ^ > puis (en se servant des valeurs-

déjà calculées pour u) à la résolution, dans des régions successives 
contiguës du plan, du problème (Q\) ou de celui de la détermination, 
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d'une solution u de l'équation hyperbolique, connaissant les valeurs 
de u sur deux caractéristiques issues d'un point. De cette façon, on 
réussit à établir, pour ces problèmes, l'existence et l'unicité de la 
solution. (II faut faire des hypothèses relatives au raccordement des 
données sur les diverses parties du contour.) Parmi les problèmes 
auxquels il vient d'être fait allusion, nous citerons comme exemple 
les deux suivants : 

i° (Problème de la corde vibrante, de longueur finie Z, fixe à ses 
extrémités.) Déterminer une solution (régulière) de l'équation (10) 
(§ 11) dans la bande du plan x, £ correspondant à t>o, o<x<l, quand 
sont imposées les valeurs de u et de -r- sur le segment t = o. o<#<Z, 
et les valeurs de u seule sur les deux demi-droites : x-—o, t>o; 
x = l, t>o. 

20 Déterminer une solution (régulière) de l'équation ( i ; ) (§ 2) à 
l'intérieur d'une circonférence de centre O du plan X\,x2, quand on 
impose les valeurs de u et -^ sur l'un des quatre arcs en lesquels la cir
conférence est divisée parles parallèles aux axes caractéristiques menés 
par O, et les valeurs de u seulement sur les deux arcs contigns à celui 
considéré, aucune condition n'étant imposée sur le quatrième arc. 

Pour la résolution effective de l'un quelconque des problèmes aux 
limites dont il est parlé dans ce paragraphe, il apparaît évidemment 
désirable d'établir une formule qui exprime, en fonction des données, 
la valeur de la solution en un point générique de son domaine 
d'existence. 

Supposons l'équation hyperbolique rapportée à ses caractéristiques, 
c'est-à-dire du type ( i ' ) . Considérons dans le plan xx,x2 un contour C 

tel que les deux caractéristiques issues de tout point P d'une région K 
(contiguè à C) en interceptent une partie P i P 2 . Au moyen de la 
formule (9) (§ 4) nous pourrons pour toute solution de ( i ; ) , 
régulière dans K, exprimer la valeur de uP en fonction des valeurs 
de u et de -T^ relatives à la portion P i P 2 de G. Si sur quelques par
ties de C on ne connaît que les valeurs de u seule (ou de'-r^ seule), 
on devra chercher à éliminer dans (9) les éléments qui ne figurent 
pas parmi les données. Nous allons montrer avec M. Hadamard com
ment une telle élimination peut s'effectuer dans le cas du problème (¾) 
relatif à (1'). 
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La caractéristique comprise entre la ligne z ( sur laquelle sont con

nues u ?t>-jïj) et la ligne y (sur laquelle on ne connaît que u) peut 

être prise pour le demi-axe positif xK (voir fig. 6) . Tant que le point 

Fig. 6. 

P(X i ,X 2 ) se trouve dans la région située entre xK et z, il n'y a rien à 
éliminer dans la formule (9); mais dès que P passe dans la région 
située entre xK et y, il faut éliminer dans la formule (9) correspon
dante les valeurs des dérivées premières de u le long de OP1 . 

Considérons, en même temps que la fonction de Riemann 
v*(xi,x2',Hn,X.2), une autre fonctionw*(^1,a?2; Xi ,X 2 ) , solution elle 
aussi (par rapport aux variables xK, x2) de l'équation adjointe de (1') 
et satisfaisant aux conditions suivantes : 

a. Quand le point Q(xK, x2) varie sur OP<, w*(Q, P) =. — v*(Q, P); 

b. Quand Q varie sur la caractéristique PiPa, -r 6 1 w*=o 

(la condition 6, en tenant compte de a, équivaut adonner les valeurs 
de w* pour Q variable sur P iP 3 ) (*)• 

Pour éliminer dans la formule (9) relative au point P ( X 1 , X a ) 

(1) La fonction auxiliaire dont se sert Hadamard, à la place de w% est celle qui 
correspond, selon les notations employées ici, à (p*-+-<*>*). 
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(X2 > 0), les valeurs de -^ le long deOP,,, il suffit d'ajouter membre 

à membre la formule (9) et celle que l'on obtient d'après (7') (§ 4) 
en faisant coïncider la région T avec le triangle mixtiligne O P i P 3 et 

la fonction v(x\, x2) avec (Ù(X\ , x2 ; X,, X2). Il est à remarquer que 

dans la seconde des deux formules que l'on ajoute, à cause de la 

condition b, n'apparaissent que les valeurs de u e t ^ relatives aux 

côtés P., O et OP3 dudit triangle, et -^ est multipliée, sous le signe 

d'intégration, par - w*, tandis que dans (9) -^ est multipliée, sous le 

signe d'intégration, par - P'\ 

De la même façon, on peut obtenir une formule résolvant le pro
blème (5^)- En procédant d'une façon analogue, on peut également 
réussir à éliminer dans (9) les éléments qui ne figurent pas parmi les 
données, pour des problèmes mixtes moins simples. 

CHAPITRE III. 

INTÉGRATION DE L'ÉQUATION 

_ / , d2u d*u d2u 

(MÉTHODE D E VOLTERRA.) 

1. Nous avons vu dans le précédent chapitre le rôle fondamental 
que jouent, dans l'intégration par la méthode de Riemann d'une 
équation hyperbolique à deux variables, les lignes caractéristiques 
de cette équation. Avant même que fut établie une théorie générale 
des caractéristiques, Volterra eut l'intuition qu'un rôle analogue 
peut être joué, dans l'intégration des équations hyperboliques à plus 
de deux variables, par les variétés aujourd'hui dénommées conoïdes 
caractéristiques (Chap. I, § 4) . Celte géniale intuition (jaillie d'avoir 
examiné à fond la façon dont les données interviennent dans les for
mules classiques de Parseval, Poisson, Kirchhoff, relatives aux équa
tions des ondes cylindriques et sphériques) est ce qui importait 
essentiellement pour l'extension de la méthode de Riemann aux équa
tions hyperboliques à trois variables ou plus. Dans quelques Mémoires 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 84. 3 
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publiés de 1892 a 1894 Volterra se borne à étudier, au point de vue 
indiqué, l'intégration des équations du type 

, d-u diu 1 d2u . . . 
(*2) dlP"*"dxl"""? 5 ^ 7 = ^ ( ^ ^ 8 ^ 3 ) (c constante,? fonction connue). 

Mais ces travaux donnèrent l'impulsion à d'autres recherches 
importantes (dont nous nous occuperons dans les chapitres prochains), 
qui montrèrent comment la méthode donnée pour (12) était suscep
tible (conformément aux prévisions de l'Auteur) de s'étendre à des 
équations hyperboliques beaucoup plus générales. C'est pourquoi ces 
Mémoires, et en particulier celui qui sous le titre de Sur les vibra
tions des corps élastiques isotropes, est inséré au tome XVIII (1894) 
des Acta mathematica, sont considérés, de même que le Mémoire de 
Riemann cité au précédent chapitre, comme fondamentaux dans la 
branche des mathématiques dont nous sommes en train de nous 
occuper. 

L'exposition delà méthode de Volterra, relative à (12). se simplifie 
quand on se sert, comme nous le ferons, de la notion de conormale 
(ou transversale) due a d'Adhémar (Chap. I, § 6). 

2. Par un changement simple de coordonnées, l'équation (12) peut 
se ramener à l'équation 

(12) 6 (w) = — -+-— — — = / ( « , , a?îfar3) (/fonction connue). 

Les variétés caractéristiques pçur cette équation sont les plans 
inclinés à 45° par rapport au plan 5?3= o et les enveloppes de ces 
plans. Pour (12') (comme pour toute équation à coefficients constants) 
les conoïdes caractéristiques coïncident avec les cônes caractéristiques; 
le cône caractéristique de sommet P ( X , , X2 , X3) est défini par 
l'équation 

T(xi, a?4, # 3 ; Xi, X Î , X3) = (x-i— X3)2— (xv — Xi)2— ( # 2 — X4)2 = o. 

Puisque (12') est auto-adjointe, u et v étant deux fonctions régu
lières dans le volume T limité au contour S et ayant choisi comme 
direction positive de la normale en un point de S celle qui se dirige 
vers T, la formule de réciprocité (7) (Chap. I, § 7) devient 

(,3) 0=fJf^)-»*i>)\M+ff(*%-«^)<is. 
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(La transversale positive N en un point de S est, dans le cas de (12'), 
conformément à ce qui est dit au Chapitre I, la demi-droite symé
trique, par rapport au plan x3 = const. passant par ce point, de la 
normale positive n.) 

Dans le cas d'une équation hyperbolique à deux variables, si l'on 
trace dans le plan de celles-ci une ligne fermée qui entoure un point P 
et si l'on considère les quatre arcs en lesquels elle est divisée par les 
deux caractéristiques passant par P, on peut, comme on l'a vu au pré
cédent chapitre, exprimer la valeur en P d'une solution régulière u 
en fonction des valeurs de u et de sa dérivée transversale sur l'un 
quelconque des quatre arcs et pour chacun de ces derniers le pro
blème se présente de façon identique. Dans le cas de (12'), si l'on 
considère une surface fermée entourant le point P (X 4 , X2 , X3). elle 
est divisée par le conoide caractéristiqueT(xx ,x2 ,x^ 1^,^,^)= o 
en trois parties, deux intérieures au conoide (correspondant à T > o , 
et ^ > X o ou ^ 3 < X , ) et une extérieure (correspondant à T < o ) ; 
comme l'a démontré Volterra la valeur en P d'une solution régulière 
peut s'exprimer en fonction des valeurs de u et de j ~ sur l'une quel
conque de ces trois portions de surface, mais pour les deux inté
rieures au conoïde et pour celle extérieure le problème est essentiel
lement différent (une circonstance analogue se présente pour chaque 
équation hyperbolique normale à plus de deux variables). On est 
ainsi conduit à distinguer avec Volterra un problème intérieur et 
un problème extérieur. 

3. Problème intérieur. — Considérons un cône caractéristique F 
de sommet P : nous désignerons par <7(P) toute surface qui constitue, 
avec une partie d'une nappe de T, le contour complet d'une région 
finie J{P) de l'espace, intérieure à la nappe considérée et contiguë à P 
(nous écrirons parfois pour plus de simplicité, o-t et 3 au lieu de cr[P) 

et 3{P)). Maintenant, supposons donnée une surface 2 non fermée et 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

iK. Il est possible de déterminer une région K, contiguë à 2 , cons
tituée par tous les points P auxquels correspondent une partie o-(P* 
de 2 et une partie J{P | de K ; 

i2. Toute parallèle à l'axe #3 menée par un point de K rencontre 1 
en un seul point. 

(Si 2 n'est pas illimitée, pour déterminer K, on devra considérer 
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l'enveloppe des cônes caractéristiques ayant leur sommet en un point 
du contour de 2.) 

Considérons une solution u de (12') régulière dans K e t proposons-

nous d'exprimer sa valeur en un point quelconque P(X â ,X 2 ,X 3 ) deR 

en fonction des valeurs que u et -^ prennent sur la partie correspon

dante <T[P) de 2 : c'est en cela que consiste le problème intérieur. 

(Remarquons que si des parties de 2 appartiennent à des variétés 

caractéristiques, la connaissance sur elles des valeurs de u entraîne 

comme conséquence celle des valeurs de -^ • ) 

Faisons coïncider T, dans la formule ( i3) , avec la région 3{V] cor
respondant au point P : son contour S sera constitué par une portion 
d'une nappe du cône caractéristique de sommet P et par la portion a{p 
de 2 . Identifions dans ( i3) u avec la solution considérée de (12') 
et v avec une intégrale de ®(v) = 0 qui soit fonction seulement 
de Q = =̂= (^3-X, ) ["ou r = V / ^ 1 _ X 1 ) ^ H _ ( ^ 2 _ X2y] ; il suffira que v 

satifasse à l'équation (02— 1) ^-- + 0 -^ — o et par suite on pourra 

prendre 
(14) P = iog(e- f - i /o*— 1). 

v est réel dans la région J{P) pourvu que l'on prenne dans l'expression 
de Q le signe -h ou le signe — suivant que cette région est intérieure 
à la nappe directe ( # t > X 3 ) ou à la nappe inverse (ou rétrograde) 
(^^ < Xi) du cône T. La fonction v définie par ( i4) est nulle et par 
conséquent (Chap. I, § 6) a sa dérivée transversale nulle sur la 
nappe du cône caractéristique qui limite J{9); mais elle est indéter
minée au point P, devient infinie le long de l'axe ( r - o ) du cône T 

et a des dérivées premières qui deviennent infinies comme - ^ = = 

le long de la nappe en question de T. C'est pourquoi, avant d'intro
duire cette fonction v dans la formule de réciprocité, nous excluons 
de Ô^V] l'axe r = o au moyen de la surface cylindrique C d'équa
tion r = s et nous excluons la nappe du cône caractéristique en lui 
substituant celle C d'un cône circulaire ayant le même sommet et le 
même axe, mais une demi-ouverture de (45—fi)° au lieu de 45°* 
Désignons par [ J] la partie restante de J et par [(3'J, [C] et [crt] les 
parties des surfaces C , G, et <JL qui forment le contour S de [Ô\. La 
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formule ( 13 ) devient 

o-f[f ,fd[a\+ff (p£_B£W 
JJJW

J L J J Jci+revi-rffA rfN <>N/ 
Faisons tendre vers o, £ etY) : les intégrales étendues à [C] tendent 

vers o puisque w e t - ^ sont nulles sur la nappe du cône caractéris

tique; / / P-T^ ^ [ ^ ] tend aussi vers o, parce que le produit de s 

(qui figure comme facteur dans rf[CJ) par la valeur de v en un point 

de [C] tend vers zéro; / / u ^ d[G] tend vers 

(XJ valeur de xA correspondant à l'intersection P 0 avec or, de la 

droite r = o) parce que le produit de s par la valeur de -^ en un point 

de [C] tend vers — i lorsque £ tend vers o. (Dans tous les cas on doit 
prendre le signe supérieur ou l'inférieur suivant que «?(P) est intérieure 
a la nappe directe de T ou à la nappe inverse). A la limite on a donc 

»X^" ( X I , X^ )*-± /XP.P /^± /XP.(PS-"S)*P-
3 l 

Dérivons par rapport à X3 (au second membre dépendent de X3 

aussi bien la fonction v que la portion J ( P )de K e t la portion cr(P)de2). 
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Nous obtiendrons 

(,5) « ( x ^ a , ) ^ ^ / ^ 

La formule ( i5) résout le problème intérieur; elle peut aussi 
s'écrire, en tenant compte de ce que sur la nappe de T qui limite 5 (P ) 

(et par suite aussi sur l'intersection de cette nappe avec <r[P)) v = o et 
que, si l'on pose dv = y/(#t—X^)-' — r2, on a 

dv __ dv _ i dv ( # 3 — X 3 ) 

5^3 ~~~5x"3 ~ - tfï' d~r ' 7K ' 

(I5') 8(x,>X,,x.)— ±fff iw-^ff à £*« 
l 

-JL * j f g r c o S N ^ 3 - ( ^ - X 3 ) c o s N r l ^ ( P ) . 

On peut remarquer l'analogie de (i5') avec la formule bien connue 
de Green qui exprime la valeur en un point P d'une solution de 
l'équation elliptique Aw — jf comme somme d'un potentiel de volume, 
d'un potentiel de simple couche et d'un de double couche. Entre ces 
fonctions potentielles et les trois termes du second membre de (io') 
comme l'a montré Volterra, il y a des analogies mais aussi des diffé
rences essentielles dues au passage d'une équation pour laquelle les 
cônes caractéristiques sont imaginaires (cônes isotropes) à une autre 
pour laquelle ils sont réels. 

Considérons maintenant une surface o-', qui limite, avec une portion 
d'une nappe du cône caractéristique T de sommet P une partie 3' 
de K non contiguë a P : on voit facilement que, si dans le procédé 
indiqué dans ce paragraphe, on substitue à J e t <jt, 3' et G1 on obtient 
la formule 

[v étant toujours donnée par (i4)]« 

4. Problème de Cauchy. — Etant donnée une surface 2 satisfaisant 
aux conditions (r,), (i2) indiquées au début du précédent paragraphe, 
considérons le volume correspondant K. Nous pouvons évidemment 
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affirmer que, si le problème de Cauchy relatif à (12') et à la surface 2 
admet dans la région K une solution (régulière), cette solution est 
certainement donnée par ( i5) ou (i5') (par suite elle est déterminée 
d'une façon univoque). Mais il reste à voir si, étant données arbitrai
rement (sauf les conditions de régularité), les valeurs u e t - ^ sur 2 , le 
deuxième membre de ( i5) , quand on y introduit ces données, 
représente effectivement une fonction de X f , X2 , X3 satisfaisant à 
l'équation (12') et aux conditions 

lorsque P tend vers un point quelconque M de 2 . 
La résolution de cette question (synthèse de la solution) est com

pliquée par la façon (à laquelle on a déjà fait allusion) dont se 
comportent la fonction v, définie par (14), et ses dérivées au sommet P 
du cône caractéristique, sur l'axe et sur la surface de ce cône. 
D'Adhémar a réussi à résoudre cette question en faisant usage de la 
notion (qu'il a introduite en même temps que Hadamard) de partie 
finie d'une intégrale à élément infini. Pour ce qui regarde cette 
notion et ses applications à l'étude des équations hyperboliques,nous 
renvoyons à ce que nous aurons l'occasion de dire au Chapitre V. 
Nous nous bornerons ici à quelques remarques relatives à ladite syn
thèse do M. d'Adhémar. 

Des trois termes qui figurent au deuxième membre de (i5') le pre

mier satisfait à l'équation (12') (relative aux variables X5) tandis que 

les autres satisfont à la même équation rendue homogène on doit 

tenir compte de ce que aussi bien la fonction v définie par (i4) que la 

fonction -= satisfont à l'équation @(u) = o, soit par rapport aux 

variables xs, soit par rapport aux X.s I. Pour que la solution de (12') 
donnée par le deuxième membre de (i5') satisfasse aux conditions 
relatives au contour 2 , il est nécessaire et suffisant que soit satisfaite 
la condition suivante : 

t3. Les plans tangents à 2 ont des inclinaisons inférieures à 45° 

par rapport aux plans #3 = const. Si au lieu de (12') on se rapportait 

à (12) il faudrait substituer à 45° l'angle dont la tangente es t - - I 
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Que cette condition soit nécessaire, on peut le voir ainsi : si 
lorsque P tend vers un point M de 2, le volume 3[V) et la surface o"(P) 

qui figurent dans ( i5) ou (ID' ) ne tendent pas vers o, on aura à la 

limite une relation à laquelle devront satisfaire les valeurs w e t - ^ sur 
une partie de 2 , relation incompatible avec l'arbitraire des données; 
mais pour que <rjp) tende vers o lorsque P tend vers M, il est néces
saire que tende vers o la surface T/*' interceptée par le cône caracté
ristique de sommet P sur le plan tangent à 2 en M; or, si ce plan n'a 
pas une inclinaison inférieure à 45° par rapport aux plans x^ = const., 
T,P) ne tend pas vers o. 

Il serait beaucoup moins simple de montrer pourquoi la condition^ 
est suffisante. 

Dans le cas où 2 est constituée par des variétés caractéristiques, 
comme on l'a déjà dit, on peut déduire au moyen de ( i5) la valeur 
d'une solution de (12') en un point P de la région K, des seules 
valeurs de u sur 2 . Supposons imposées arbitrairement ces valeurs u : 
la limite du deuxième membre de (i5) lorsque P tend vers un point M 
de 2 sera-t-elle effectivement wM? A cette question, qui présente bien 
des difficultés, il a été donné une réponse affirmative (respectivement 
par d'Adhémar et par Hadamard) dans le cas où 2 est constituée par 
un demi-cône caractéristique et dans le cas où elle est constituée par 
deux demi-plans perpendiculaires entre eux, chacun étant incliné 
à 45° sur les plans xà = const. 

La condition i3 est équivalente à cette autre : 
iy Le plan tangent à 2 en chacun de ses points M et le cône 

caractéristique de sommet M n'ont pas, en dehors de M, d'autres 
points communs. 

Nous dirons, avec Hadamard, que 2(ou l'une de ses parties) a une 
orientation d'espace si elle satisfait à la condition i"3; nous dirons 
qu'elle est orientée dans le temps lorsqu'elle ne satisfait pas à celte 
condition et n'est pas tangente à des variétés caractéristiques. La 
condition /3 [ou i",] est certainement satisfaite parles plans x3 = const. 
(plans qui ont une importance particulière pour les applications phy
siques, puisque la variable #3 représente alors le temps). Supposons 
que 2 coïncide avec le plan #3 = o; la formule (i5r), puisque ce plan 
a une orientation d'espace, permet de résoudre le problème de Cauchy ; 
en tout point de 2 on aura : cosN#3 = ± 1, suivant que l'on considère 
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les points P ( X i ? X 2 ,X 3 ) comme appartenant à la région ^ 3 < o o u à 
la région #3 >> o ; <r,P) s'identifiera avec le cercle de c e n t r e P ( X i , X 2 , 0 ) 
et de rayon | X31. Si l'on suppose / — o. on retrouve alors, comme 
l'a montré Volterra, la formule connue de Poisson-Parseval : 

w(Xi, X2, X3) = =j=— / / - ^ - i—dci^P— TT7- / / - ^ de,. y *' 2' 3 ; ^ 1% J J G0\ dx^ l^ 27u dX3J JG <R l 

où (3l^=\/Xg — (x\—X<)-'—(x2—X2)
J. (En rapportant les points 

du plan 2 à un système de coordonnées polaires r, a, et en faisant la 
transformation a, = a, |X31 rA = r, on peut écrire la formule précé
dente de façon que les domaines d'intégration ne dépendent pas 
des X r . ) 

Quand 2 a une orientation d'espace, la région K (§ 3) dans laquelle 
est applicable la formule (i5') se compose de deux parties respective
ment contigues aux deux faces de 2 ; on ne peut pas affirmer cela 
lorsque 2 n'a pas cette orientation. 

Même lorsqu'il y a des parties de 2 orientées dans le temps, la 
formule (i 5'), comme nous le verrons dans ce chapitre même," peut 
être utilisée pour la résolution des problèmes aux limites relatifs à 
l'équation (12'). Notable est le cas [pour lequel Volterra a particularisé 
la formule ( 15')] où 2 est constituée par une portion du plan x% = const. 
et par la surface cylindrique ayant comme génératrices les demi-
droites parallèles au demi-axe + #3 (ou —x^) menées par les points 
du contour de ladite portion de plan. 

5. Problème intérieur relatif à un système particulier. — Par un 
procédé analogue à celui qui a été employé pour (12') (§ 3), Volterra, 
dans les Mémoires auxquels nous avons déjà fait allusion, a intégré le 
système d'équations qui régit les vibrations élastiques dans un milieu 
indéfini quand le phénomène se produit de la même façon sur tous 
les plans (de l'espace ordinaire) parallèles à un plan donné (3. En 
rapportant les points de ce dernier à deux axes de coordonnées carté
siennes X\, x2, les composantes ux, u2, suivant ces axes, des dépla
cements satisfont au système 

où t désigne le temps; a. b sont des constantes dépendant de la 
nature du milieu; fK e t / 2 (fonctions connues) désignent les compo-
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santés suivant les axes X\, x2 des forces de masse ; 

du\ du* 
Y = TT^ + ^ e t 

1 âx\ dx2 

i __ i fdiM du2\ 
i "" i \âx2 dx\ / 

sont respectivement la dilatation et la rotation d'une particule. [La 
composante u^. suivant la normale au plan (3, du déplacement élas
tique satisfait à une équation du type (i a) . J 

Dans l'espace-temps x{, x2, t considérons les deux cônes ayant pour 
sommet le point P ( X , , X2 , T) , pour axe la droite œh = X<, #2 = X2 , 
et comme demi-angle d'ouverture arctga et arctgfe. Etant données, 
sur une variété 2 (à deux dimensions) satisfaisant à des conditions 
analogues à iK, i2 du paragraphe 3, les valeurs de ux, u2 et de leurs 
dérivées normales, les formules données par Volterra expriment 
les valeurs de U\, u2 en un point P au moyen des données relatives à 
la partie de 2 qui est interceptée par la nappe directe ou inverse de 
celui des deux cônes précédents qui a la plus grande ouverture. 

Dans quelques conférences, faites à Paris en ip,33, Volterra a 

montré comment l'intégration du système (17) peut se ramener sim

plement à l'intégration des équations du type (12) J Comme on le 

déduit immédiatement de (17), la dilatation y et la rotation - w satis

font chacune à une équation de ce type. Cela réussit d'une façon 

particulièrement simple quand 2 est le plan t = o. [Ce dernier cas 

est traité dnns une Note de R. Enaudi insérée aux Bendiconti dei 

Lincei de 1934.] 

6. Conditions d'unicité pour les solutions de certains problèmes 
aux limites relatifs à l'équation (12') ®(u) =f- — Supposons donnée 
une surface 2 non fermée pour laquelle il est possible de déterminer 
une région contiguë K de l'espace telle que la nappe rétrograde du 
cône caractéristique de sommet en l'un quelconque, P , des points de K 
limite avec 2 une portion finie 3(V) de la région K elle-même ( § 3 ) . 

Le contour de 3{V) sera constitué par a[p) (portion de 2) et par (r(P)) 
(portion de la nappe rétrograde du cône caractéristique). Si 2 a des 
parties n'ayant pas une orientation d'espace, nous avons vu qu'il 
n'existe pas de solution u de (12') régulière dans K et correspondant 

aux valeurs w et -^ données arbitrairement sur 2 . On peut alors se 

demander si, étant données arbitrairement les valeurs de u sur 2 tout 
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An 

entière et celles de -^ sur les parties de 2 ayant éventuellement une 
orientation d'espace, il reste ou non quelque indétermination pour u. 
Quelques résultats à ce sujet obtenus par Volterra sont insérés, sans 
démonstration, dans les Actes du Congrès des Mathématiciens 
tenu à Rome en 1908. Avec l'aide de quelques notes conservées par 
l'Auteur, nous avons pu reconstruire le procédé dont il s'est servi et 
que nous allons exposer en ajoutant quelques compléments aux résul
tats en question. 

Supposons que 2 soit formée de parties 2ll>, 2(2),2(3>, 2(4> le long 
desquelles la normale n (intérieure à K) satisfait respectivement aux 
conditions 

(ci) o o ^ / i # 3 < 4 5 ° ; 

(c2) nx3= i35° ou 45°; 

(c») 4ô°<n# 3 <90° ; 
/ \ 

(c4) go°< nx6<i350. 

Pour voir si, étant données les valeurs de u sur 2 tout entière et 

celles de -^ sur seulement les parties éventuelles 2 ( | ) , il reste ou non 

dans R quelque indétermination pour une solution (régulière) de (12'), 

il suffit de voir si l'équation homogène ®(u) = o peut ou non avoir 

dans K des solutions (régulières) autres que la solution u = o, quand 

on impose la valeur o pour u sur 2 tout entière et la valeur o pour -^ 

sur seulement les parties éventuelles 2 ( ,L 
A toute portion G{P) de 2 (§ 3) associons une direction i?lP) de 

cosinus directeurs constants, satisfaisant à la condition 

(c) o°^i?(p)^3<45°. 

Si dans l'une quelconque des <J[P) il y a des parties 2(8> ou 2(4>, nous 
supposerons qu'il est possible de déterminer i?(P) de façon que. outre 
la condition (c) , soit satisfaite aussi cette autre 

(c) /ii?ip)<;9oo 

le long de ces parties 2(3>,2(4). 
[Remarquons que la condition (c') peut être facilement satisfaite en 

même temps que la condition (c), dans les cas suivants : 
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Quand dans une <r(P) il n'y a pas de parties 2<4> (il suffit alors de 
prendre £KP) confondue avec la direction du demi-axe positif # 3 ) ; 

Quand les parties 2<3),2(4) d'une <7(P) appartiennent à un domaine 
suffisamment voisin d'un point régulier de 2 ; 

Quand dans une a[P] il n'y*a pas de parties 2 ( 3 ) , et que les parties 2(4> 
appartiennent à un même plan ou à des plans parallèles.] 

On peut alors démontrer qu'une solution (régulière) de ®(u)--= o, 
nulle sur 2 et ayant une dérivée transversale nulle sur les parties 
éventuelles 2 ( |) de 2, est nulle sur toute surface conique caractéris
tique (r i)

( P ) et par suite en tout point P de la région R. 
Pour la démonstration on peut partir de la formule 

valable pour toute solution de ®(u) = o régulière dans l'espace T 
limité au contour S, si l'on pose 

?(">=(Jl)i+(ë)s-(è) 
£ désignant une direction de cosinus directeurs constants, n la nor
male intérieure, N la transversale et par suite 

du du du du 
-rr-T = -r— cosnxi-¥ -—cosnx i :— cos/i^g 
tfN ax\ dx± dx$ 

la dérivée transversale. 
Faisons coïncider T avec 3{P) [et par suite S avec (1^)^ + <7(pr] et 

i? avec une direction i?(P) satisfaisant aux conditions (c) , (cr). Le 
long de <7(P), puisque u = o, on a 

du 
dxr 

= ±\/l(u)cosnxr avec y(u)=? ( -j—) • 

En tout point Q de (r4) (PÎ la transversale N coïncide avec la demi-
droite g [appartenant à (r\)(P)] d'origine Q et passant par P; désignons 
par v la droite normale en Q à g et à n] exprimons les — 5 -*—* -»— 
relatives au point Q au moyen des dérivées de u le long des trois 
directions orthogonales v, n, g. Posons 
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de la formule (18), on tire alors 

(18') o = f f —ï^àcos£^ncos2(nxz)da{?> 

A cause de la condition c, on peut affirmer que en tout point 
de (I\|)(P), cos£{P)g est positif, tandis que le discriminant de la forme 
quadratique O [c'est-à-dire i — 2cos2J?,p).r {] est négatif, et par 

suite <&>o. Le long des parties 2 ( |) de a{P), ^(u) = o (puisque u 

et -rzr son! nulles ainsi que par suite toutes les dérivées premières de u j ; 

le long des parties 2(2>. cos2(nx^) est nul; le long des parties 2(3^, 2(4> 
on a cos2(nx^)<C o et, à cause de la condition c', cos X^(P)/z>o; par 
suite le long de <r{P) on a 

_ liiiicosi?(P)ncos2(nx i)^.o. 

Puisque aucune des deux intégrales qui figurent dans ( 18') ne peut être 
négative, les deux devront être nulles ; mais ceci implique <& = o et par 

suite -r— = -r- = o en tout point de (r,) ( P ); puisque u = o sur 2 . 

u devra être nul en tout point de (I\| )(P) et en particulier en P . 
Tels sont en substance, à part quelques compléments introduits par 

nous, les résultats, auxquels nous avons fait allusion, de Volterra. 
Nous ajoutons les observations suivantes : 

Si dans la région R, c'était les nappes directes des cônes caracté
ristiques qui limitaient les régions 3[P), on n'aurait évidemment qu'à 
substituer, dans ce qui a été dit précédemment, à la direction -t-x^, 
la direction — xs. 

Il est aussi à remarquer que lorsque l'on a démontré que u = o sur 
une surface conique caractéristique ( r 4 ) P ) , correspondant à une 
portion <7(P) de 2, on peut ensuite appliquer les résultats précédemment 
exposés à la surface qui se déduit de 2 en substituant (I\) ( P ) à <7fP); en 

'procédant de cette façon, on peut déduire de nombreuses consé
quences relatives à la détermination ou à l'impossibilité des problèmes 
aux limites. On réussit par exemple à démontrer que pour toute 
surface régulière S, satisfaisant à la condition indiquée au début de ce 
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paragraphe et ayant en tout point sa normale n (intérieure à K) telle 

que o°^/ i# 3<i35 0 , si l'on se donne arbitrairement les valeurs de u 

sur 2 tout entière et les valeurs de -TZT seulement sur les parties pour 

lesquelles o°< nx^ < 45°, on ne peut avoir dans R plus d'une solution 
(régulière) correspondante de (12'). On peut aussi déduire immédia
tement, dans de nombreux cas l'impossibilité du problème de Diri-
chlet relatif à (12'). Considérons par exemple une surface (non régu
lière) 2 satisfaisant, outre à la condition indiquée au début de ce 

paragraphe, à cette autre : 45°^^#3^90° en tout point; le problème 
.de Dirichlet pour (12') sera certainement impossible dans toute région 
dont le contour complet est formé (fig- 8) par une portion <r(P) de 2 

Fig. 8. 

et par une autre surface cr0 intérieure à la région 3lP) correspondant 
à <J[P) (§ 3) : en effet, si l'on se donne arbitrairement les valeurs de u 
sur la partie <7fP) du contour, on ne pourra se les donner aussi arbi
trairement sur la partie restante a0 de ce dernier. 

7. La méthode des caractéristiques et la méthode des images 
appliquées à la résolution de quelques problèmes aux limites. — Parmi 
les problèmes aux limites considérés dans le précédent paragraphe, 
sont d'un intérêt particulier, pour les applications physiques (la 
variable xz représente alors le temps) ceux correspondant à un con-
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tour 2 constitué par une portion 2(*) du plan %$= o et par une sur
face 2(J) parallèle à l'axe x3. D'après ce qui a été vu au précédent 
paragraphe, le problème de déterminer dans la région R (correspon
dant au contour 2) une solution (régulière) de l'équation ®(u) = o, 
qui prenne sur S des valeurs données et ait sur2(l> une dérivée trans
versale /-r—) donnée, ne peut admettre plus d'une solution. La 

résolution effective d'un tel problème se présente quand, par exemple, 
on étudie les vibrations transversales d'une membrane tendue sur une 
portion 2 ^ du plan xK, x2. Si le contour C de la membrane est 
maintenu fixe, on connaît les valeurs de u (nulles) sur la surface 2(3> 
lieu des demi-droites parallèles au demi-axe + x3 menées par les 
points de C; en supposant connus les déplacements et les vitesses 
initiaux des points de la membrane, on connaît le long de 2(,> soit u, 

.. du du soit — = — — . 
eJJN dx-i 

Considérons un point Q ( X i 5 X2) intérieur à la membrane, en un 
instant X3>> o; il lui correspond dans l'espace-lemps xK, x2, xA un 
point P(X<, X2 , X3) de la région R. Si la valeur de X3 est suffisam
ment petite, la nappe inverse TiP) du cône caractéristique de sommet 
P rencontre 2(1> mais non 2 ( o ) et par suite la formule (i5') du para
graphe 3 (dans laquelle on pose f=o) permet de déterminer la 

valeur de u en P en fonction des \aleurs que u et — ont à l'instant 

initial sur la partie de 2 (1) interceptée par la dite nappe. Mais pour 
des valeurs plus grandes de X3 , TlP) intercepte aussi une partie de 2 ( J> 
et la formule citée peut donner la valeur uP en fonction des données 

aux limites, seulement si l'on réussit à y éliminer les valeurs de - ^ le 
' J dN 

long de cette partie de 2(3>. Cette élimination peut s'effectuer dans le 
cas où 2(1> est un polygone, en combinant comme l'a montré Volterra, 
la méthode des caractéristiques avec celle des images. 

Pour simplifier, considérons d'abord le cas dans lequel on doit 
intégrer l'équation ®(u)= o dans la région ^ 3 ^ 0 , ^ ^ 0 , connaissant 
sur le demi-plan 2 ( l ) , x^= o, # ( > o , les valeurs de u et de -r— et sur 
le demi-plan 2(3>, xx — o, X\>o, les valeurs de u seulement. Pour un 
point P, pour lequel X^ > X, la nappe inverse r(P) du cône caractéris
tique de sommet P interceptera, outre une partie du p l a n # 3 = o, une 

-partie du plan xx = o et le long de celle-ci il faudra éliminer les 

file:///aleurs
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du valeurs de -^ - Considérons le point P' image de P par rapport au 

plan xx •==. o (fig* 9) * les nappes inverses T(P) et T(P) se rencontrent 
sur ce plan. Imaginons écrite la formule (i*V) (avec f=o) relative 
à P et au contour 2 0 + 2 ( 3 ) : au premier membre, on aura uP; au 
deuxième membre figureront des intégrales étendues aux portions 
de 2(1> et 2<3) représentées par AB et AG sur la figure 9. Une formule 
analogue peut être écrite relativement à P', il suffira (cf. la fin du para
graphe 3) de substituer au premier membre de la précédente un o; de 
remplacer au deuxième membre les coordonnées de P par celles de P', 

Fig. 9 

7>UÀ 

les intégrales étendues à la partie AB de 2 ( , ) par des intégrales 
étendues à la portion AD. (On remarquera que dans la deuxième 
formule les intégrales étendues a la portion CAde 2 ( 3 ' ne différent de 
celles* relatives à la première formule que parce que, au lieu de 
cosN/*, on doit poser —cosNr . ) En retranchant alors membre à 
membre les deux formules, on élimine dans l'expression de uP les 

valeurs de -^ le long de 2(,> (en les ajoutant, on éliminerait par 

contre les valeurs de u le long de 2(3>). On peut, comme l'a fait 
Hadamard, procéder pour ce problème a la synthèse de la solution : 
on trouve alors que (en supposant les données régulières sur les 
plans Xt = o, xx = o et se raccordant à l'intersection de ces plans) 
dans la région R tout entière, la fonction uP, obtenue par le procédé 
indiqué, donne effectivement la solution du problème aux limites 
proposé. 

Revenons au cas de la membrane vibrante et supposons la pol j -
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gonale : la surface 2(3> sera alors une surface prismatique, formée de 
plusieurs plans <xs parallèles à l'axe #3 . Considérons dans la région R 
(intérieure à la surface prismatique et au demi-espace x^^>o) un 
point P (X,, X2 , X3) correspondant à une valeur suffisamment 
grande de X3 . Pour avoir uP, exprimé au moyen des seules données 
aux limites, on peut s'aider, de la façon vue précédemment, des 
images P(J) de P par rapport aux divers plans as) mais la nappe 
inverse du cône caractéristique de sommet en l'une de ces images P(s) 

peut rencontrer (en des points correspondant a # 3 ; > o ) , outre le 
plan ots, quelque autre plan OLZ\ il faudra alors considérer l'image P{sz) 

de P(s) par rapport au plan az, et ainsi de suite. Il est intéressant de 
noter, avec Volterra, que (à la différence de ce qui arrive quand on 
applique la méthode des images à la résolution du problème de 
Dirichlet pour une équation elliptique) le nombre des images succes
sives qu'il faut considérer* pour pouvoir éliminer de la formule (io') 

(relative à un point déterminé P) les valeurs de -^- le long de la 

surface prismatique 2(3>, est toujours fini, même si (comme dans le 
cas d'une membrane rectangulaire) il existe une infinité d'images 
successives de P par rapport aux plans ocs; en effet ou peut évidem
ment faire abstraction des images qui sont à une distance supérieure 
à X3 de tous les plans as; on a donc toujours dans la formule résolu
tive, un nombre fini de termes. 

Supposons maintenant que l'on doive intégrer l'équation &(u)= o 
dans la région R correspondant à un contour 2 (satisfaisant aux con
ditions indiquées au début du paragraphe 3) constitué par des parties 
ayant une orientation d'espace, sur lesquelles seront assignées u 

et -̂ rp et par des parties orientées dans le temps ou appartenant à des 

caractéristiques, sur lesquelles on assignera u seulement. Volterra a 
montré comment la méthode indiquée pour le cas des vibrations 
d'une membrane, peut s'étendre au problème actuellement énoncé, 
quand les parties du contour orientées dans le temps appartiennent à 
des plans ou à des hyperboloides ayant comme cônes asymptotes des 
cônes caractéristiques. Nous indiquerons brièvement comment une 
telle extension est possible. Soit un plan a et un point P extérieur à 
lui, menons par P la transversale au plan et prolongeons-là, au delà 
de son intersection P0 avec a d'un segment P 0 P ' égal à PP 0 ; nous 
appellerons, avec Volterra, P ' la coimage de P par rapport à a. 

MEMORIAL DES SC. MATH — > • 84 4 
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Etant donnés deux points A(ax, a2, a3) , B(bA, b2, 63) nous appel
lerons leur codistance la quantité réelle 

sj±[{a^- bzy- ^ — b^- (at- b.Y}. 

Si deux points P, Pr sont l'un la coimage de l'autre par rapport à un 
plan a, les codistances de P et P' à un même point de on sont égales 
et les deux cônes caractéristiques de sommets P et P ' se coupent en des 
points de a. Soit un hyperboloïde Q d'équation x\-\-x\ — x\ = ±c~ 
et un point P (X,, X2, X3) ; nous appellerons coimage de P par rapport 

à ^ le point P'(X',, X'2, X'3) tel que X .̂ = ~~ r • Les codis-

tances de P et P' à un point de % sont dans un rapport constant; les 
cônes caractéristiques de sommets P e tP ' se rencontrent en des points 
de ^P. En tenant compte de ces propriétés, on voit que l'on peut se 
servir des coimages, comme dans le cas de la membrane vibrante on 

s'est servi des images, pour éliminer dans (i5') les valeurs de - ^ le 

long des parties de 2 orientées dans le temps et appartenant à des 
plans ou à des hyperboloïdes dont les cônes asymptotes sont des cônes 
caractéristiques. 

Nous ne croyons pas que l'on ait jusqu'à présent examiné le cas où 
le contour 2 (satisfaisant aux conditions ii9 i2 indiquées au début du 
paragraphe 3) n'a pas de parties ayant une orientation d'espace. Un tel 
contour 2 pourrait par exemple être constitué par deux demi-plans cr, 
<jA (limités à une même droite) ayant respectivement les inclinaisons 
g0 et g\ par rapport au plan # 3 = o, avec 90 > g ^ 45 et 90 >g{ > 45. 
Les valeurs de u seulement sur 2 (paragraphe précédent) suffisent 
alors pour que u soit univoquement déterminée dans la région R cor
respondante. Si g = 45, pour éliminer dans la formule (i5') relative 
à un point P de R les valeurs de -r=r le long de <j\ ( sur cr la connaissance 

de u entraîne conséquemment celle de - T ^ P il suffit de considérer 
seulement la coimage de P par rapport à <jx] si g est elle aussi supé
rieure à 45, pour ladite élimination il faudrait par contre considérer 
un nombre infini de coimages par rapport aux deux plans, comme on 
le voit facilement en faisant la figure relative à ce cas; cas qui diffère 
par conséquent notablement de ceux considérés par Volterra. 

8. Le problème extérieur. — Gomme on l'a dit au paragraphe 2, 
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l'intégration par la méthode des caractéristiques de l'équation hyper
bolique (12') a conduit Volterra à distinguer un problème intérieur 
et un problème extérieur. (Distinction qui se présente comme oppor
tune pour toute équation hyperbolique, normale, à plus de deux 
variables.) Du problème intérieur et de sa connexion avec le problème 
de Cauchy et avec les divers problèmes aux limites qui peuvent se 
poser pour ladite équation, nous avons parlé dans les précédents 
paragraphes; nous nous occuperons maintenant du problème exté
rieur. 

Considérons le cône caractéristique Fp^ de sommet P et désignons 
par CT(P) toute surface qui constitue, avec une portion de la nappe 
directe et une portion de la nappe inverse de T(P), le contour complet 
d'un volume fini E(P) extérieur à T(P) et contigu à P. Supposons 
maintenant donnée une surface 2 satisfaisant aux conditions suivantes : 

e,. Il est possible de déterminer une région H de l'espace constituée 
par tous les points P auxquels correspond une portion Œ{P) de 2 et 
par suite une portion E(P) de l'espace; 

e2. Toute droite perpendiculaire à la direction x% menée par un 
point de H rencontre 2 en deux points seulement. 

Considérons une solution (régulière) de (ï2r) et proposons-nous 
d'exprimer sa valeur en un point quelconque P(X 1 ? X2 , X3) de H au 
moyen des valeurs que la fonction u elle-même et sa dérivée trans
versale -T̂ T prennent sur la partie correspondante <r{P) de 2 : c'est en cela 
que consiste le problème extérieur. Pour résoudre ce problème, 
Volterra divise, au moyen du plan ^ 3 = X 3 , la région E(P) en deux 
parties E, , E_> correspondant respectivement à x3 << X3 et à x% > X3 ; 
dans chacune d'elles, il applique la formule de réciprocité ( i 3 ) ( § 2 ) 
à la solution u de (12') et à une solution, vK ou v2, convenablement 
choisie, de l'équation homogène &(v) = o. 

Nous chercherons à mettre en relief les propriétés essentielles de 
ces fonctions auxiliaires : cela peut être utile pour les extensions 
possibles à des équations plus générales. 

Posons 

r=v^(jri-X1)*H-(a?1-X î)
1 ; 6 = ^ = - ^ ; 

/

x d-
l o g ( l - T ' ) -
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Prenons avec Volterra 

P i =9(r , e ) + 4»(r)> „, = ç(r, 6)-+(1-), 

T 2 

<p et ip étant données par les formules 

(IQ)A ? = arcsinô, 

ou bien par ces autres 

(i9)B o = log/-arcsm 0 + ^(6), <JI = X(I)-J- ^ log/ \ 

[On vérifie facilement que ®(cp) = o et que bJitXtty = o et que par 
suite 0 ( ^ ) — 0(p2) = o.] 

De Fi{ et E2 . excluons le point.P au moyen du cylindre Q d'axe r = o 
et de rayon p ; excluons les nappes T,. T2 de r(P) au moyen de celles 
d'un autre cône circulaire, ayant le même axe et le même sommet 
que T(P), mais une demi-ouverture de 4 5 ° + a0 (a > o) au lieu de 45° 
(fig. 10). Dans les parties restantes de E, et E2 (où vx et v2 sont, 

Fig. 10, 

ainsi que u, régulières) appliquons la formule de réciprocité ( i3) 
respectivement à u etp4, k u et v2; passons ensuite à la limite pour p 
et a tendant vers o. 

Dans les deux formules que l'on obtient ainsi, ne figurent pas des 
intégrales étendues à T, parce que sur la nappe inverse I\, (0 = — 1) 

V\ est nulle (et par suite - ^ )> tandis que v2 (et par suite aussi ^ ) 
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est nulle sur la nappe directe T2 (0 = + i) . Si nous désignons par C 
la courbe (fermée) intersection de 2 avec le plan x^ = X, et par y la 
partie de ce plan intérieure à G, nous pouvons observer que, le long 
de y. la transversale N coïncide avec la direction -f- #3 ou —x d sui
vant que l'on considère y comme contour de E, ou de E2 . Par suite, 
en additionnant membre à membre les deux formules dont nous 
parlions, on obtient 

*/JC(-S-S)*-]+ ' /JÇ*«* 
où s = i, 2 et ou ov,, o>2 sont les parties de <J[P) correspondant à E< 
et E2: 

Dérivons la formule précédente par rapport a X v en tenant compte 
de ce que sous les signes d'intégration seul cp dépend de X3 , mais que 
les régions E, , E2 et les parties <7e\.yi o>2 de leurs contours dépendent 
elles aussi de X3 . Rappelons-nous que vs est nul sur Ts et par suite 
sur l'intersection G, de Ts avec o-«; observons quo l'on peut écrire 

dvs _ cfPç dr d^ dQ 

5N ~ ~d7 M "^ 50 5N 

et que ^ j qu'il faut calculer comme si 0 était indépendant de r, est 

nulle sur Ts et par suite sur Gs. On voit alors que, avec ladite déri

vation, les intégrales étendues aux volumes Es donnent 

celles étendues aux surfaces <jes donnent 

r r V de du d /dy\ àr~]jjp) 

J XP) L ^ àû ~~ udx, \àr)<mr e 

e , 

à rC à9à0,œ) ff.àu ., àty \ de 

l'intégrale étendue à y donne enfin 

J X ^ ï Je àte* sin N** • 
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Tenons compte de ce que /-f- -r—̂  = AXi>Xiu et de ce que, étant 
OXj 

donnée la normale intér ieure v (dans le plan de y) à la courbe G, on 

a en tout point de cette dernière courbe pour une fonction \ des 

variables xx, x2, xz (ou de xA, x2 seules) , 

Observons d 'autre par t que , étant donnée une circonférence c 

(dans le plan de y) de centre P et de rayon e, on a, d 'après une for

mule bien connue de Green ( A ^ ^ élant nu l ) : 

•y/t *«.*«.£(•£ - .¾) * - »-• jf («s - * t) *• 

Mais cette dernière limite est o ou 2n2uP suivant que l 'on prend 

pour cp et 4» les expressions ( i g ) A ou ( i g ) B ; en la désignant par kuv 

on obtient donc de (20) après la dite dérivation par rappor t à X 3 

J J**) L^x3 ON dXz \dr/ dN] e 

^ l J J<j{v) 

à? à§ , {P) 

Supposons que l 'on prenne 9 et <\> d 'après ( i 9 ) A ; ^a formule (21) , 

que nous désignerons alors par (2 i ) A , puisque k = o, donne seulement 

une relation entre les valeurs de u et de -czr sur <7{P). Si par contre on 

prend <p et ty d 'après (19)0? la formule (21) , que nous désignerons par 

(2i)fe, dans laquelle /r = 2 7T2, donne la solution du problème exté

r ieur . 

Si l 'on suppose / = o et 2 coïncidant avec une surface cyl indrique 

de génératrices parallèles à l'axe # 3 , on peut , comme l'a mont ré 

Volterra donner à ( 2 i ) A , ( 2 i ) B une forme par t icul ièrement simple : 

nous désignerons, sans les écr i re , les formules que l 'on obtient ainsi 

p a r ( 2 i ' ) A e t ( 2 i ^ ) B 

P o u r ( 2 i ' ) B , qui présente des analogies avec la formule bien connue 
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de Kirchhoff relative à l'équation 

d*-u d*-u d*u diu __ 
dx\ "*" dx\ "*" dx\ dx\ " °' 

nous pouvons donner l'interprétation physique suivante : 
Posons x^ = at, X « i = a T (t temps, a constante); considérons un 

phénomène caractérisé par une fonction u(xK, x2, x<s)+ satisfaisant à 
l'équation ®(u)=o et régulière dans une région co du plan xK, x2 

limitée par une ligne fermée £. La formule (2i ' )B permet d'exprimer 
la valeur à l'instant T de u en un point P 0 ( X , , X2) de co, en fonction 

des valeurs que u et-y- (n normale à £) prennent en tout point Q 

de £ dans l'intervalle de temps T — -? T + - ( r distance P 0 Q ) . Nous 

pouvons par suite dire que, si l'on a enregistré à partir d'un instant t0 

les valeurs prises successivement par u et — en les points de i? et 

si l est la longueur de la plus grande corde de JC\ on pourra calculer, au 
moyen de (2i ')B , en tous les points de w les valeurs de u relatives aux 

instants non antérieurs à t0 -\— (on peut faire correspondre un résultat 

parfaitement analogue à la formule citée de Kirchhoff). 
Le problème extérieur a été également résolu par Volterra, par un 

procédé analogue à celui indiqué dans ce paragraphe, pour le 
système d'équations dont il est parlé au paragraphe 5. 

9. Le problème extérieur et les problèmes aux limites relatifs 
à (12'). — Considérons une surface 2 et une région H de l'espace 
satisfaisant aux conditions indiquées au début du paragraphe 8; sup
posons en outre qu'aucune partie de 2 ne satisfasse à la condition i{ 

du paragraphe 3 (aucune partie n'a par suite une orientation d'espace). 
Nous pourrons identifier 2 avec une surface tubulaire orientée comme 
l'axe X\\ H coïncidera avec la région intérieure à 2 , ou avec une 
partie de celle-ci, suivant que 2 s'étend ou non indéfiniment dans les 
directions + x3, — # 3 . La formule (2i)B pourra-t-elle, comme 
celle (i5') relative au problème intérieur, être utilisée pour la résolu
tion des problèmes aux limites (en particulier du problème de 
Cauchy) relatifs à l'équation (i2 ;) et à la surface 2 ? 

Pour que cela soit possible, il est évidemment nécessaire que 
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les points de 2 appartiennent (comme points limites) à la région H 
dans laquelle (21) est applicable : or ceci n'est pas vérifié si la sur
face 2 ne s'étend pas indéfiniment dans les directions 4- #3 et — x^. 
(On voit en effet immédiatement que à un point P de 2 pour lequel 
la coordonnée #3 est maximum ou minimum on ne peut associer une 
partie <r(P) de 2.) 

Considérons une solution u de (12') régulière à l'intérieur de la 
surface (limitée ou illimitée) 2 ; considérons un point P de la 
région H et la portion correspondante v(p) de 2 ; prenons 9 et ^ 
d'après ( I9)A- La formule (2i)A donne alors une condition à laquelle 
doivent satisfaire les valeurs de u et -7^ relatives aux points de <7lP)) 
lorsque P varie dans H, on a une infinité de ces conditions pour les 
valeurs de u et de -^ sur 2 . [Outre ces conditions, données par 
Volterra, ou peut en établir d'autres; on en obtient une, par exemple, 
comme l'a observé d'Adhémar, en faisant tendre dans la formule (21 )B, 
résolutive du problème extérieur, le point P vers un point Q de 2, 
qui appartienne à H.] Par conséquent on peut affirmer qu'il n'y a 
pas en général de solution de (12') régulière dans la région intérieure 
à 2 et correspondant à des valeurs arbitrairement données sur 2 de u 

et -J=T; c'est-à-dire que le problème de Cauchy, relatif à (12') et à une 

surface 2 de la nature indiquée au début de ce paragraphe, n'admet 
pas de^ solution valable dans toute la région intérieure à 2 . [Ceci 
n'exclut pas que ce problème ne puisse admettre une solution dans 
une région convenable contiguë à 2 , analogue pour la connexion à 
un cylindre creux et dans laquelle les formules (2i)A, (2i)B ne sont 
pas applicables.] 

On peut alors se demander quelles données on peut assigner arbi
trairement sur la surface 2 pour que dans sa région intérieure soit 
univoquement déterminée une solution régulière de (12'). Une fois 
résolue cette question, et étant donné un problème aux limites relatif 
à (12') et à 2 correctement posé, ce problème pourra être résolu 
(dans le cas où 2 s'étend indéfiniment dans les directions -f- x3 

et —Xz) en éliminant dans'la formule résolutive du problème exté
rieur ce qui est surabondant. 

Il est facile de vérifier qu'il ne suffira pas en général de connaître 

sur 2 les valeurs de u seules, ou celles de -r™ seules, pour que soit 
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univoquement déterminée dans l'intérieur de 2 une solution régulière 
de (12') : il suffit de se reporter au cas où 2 est un cylindre ayant 
pour directrice une courbe du plan Xz=o et des génératrices paral
lèles à l'axe x-\. 

Les observations faites relativement a la formule (2i)B valent pour 
les formules analogues qui ont été ou pourraient être déterminées 
pour des équations plus générales que (12'); en particulier elles valent 
pour la formule de Kirchhoff, à laquelle nous avons déjà fait allusion, 
et dont nous parlerons encore dans le prochain chapitre. De telles 
formules peuvent avoir de l'importance, outre au point de vue ana
lytique, au point de vue des applications a la physique (il suffit, pour 
nous en convaincre, de penser a l'emploi de la formule de Kirchhoff 
en optique). Pour de telles applications, il peut être d'importance 
négligeable qu'une formule exprime une valeur cherchée au moyen 
d'autres valeurs analytiquement surabondantes, si ces dernières 
peuvent être fournies par l'expérience. 

10. Faisons encore quelques observations relatives aux formules 
(2i)A et (2i)B . Remarquons avant tout que (2i)B nous permet 
d'affirmer que deux solutions de (12') (régulières à l'intérieur de 2 ) 

qui correspondent aux mêmes valeurs sur 2 de u et - ^ (ou de u seule 

s i2es t constituée par des variétés caractéristiques) coïncident néces
sairement dans H. (La figure 11 représente une surface 2 constituée par 
deux portions de nappes de cônes caractéristiques et la région corres
pondante H limitée par les cônes ACD et BCD.) On peut en outre 
remarquer (observation faite par Volterra dans une de ses conférences 

données à Paris en ig33) que dans (2i)B le coefficient de -^ (sous le 

signe d'intégration étendue à cr(P)), c'est-à-dire 

V^*-( .*r3-X, )* 

s'annule sur les parties de a{P) appartenant éventuellement à la surface 

(variable avec P) ( r — M — (x3— X 3 ) 2 = i ; par suite dans l'expres

sion de uP n'interviennent pas les valeurs de -^ relatives à ces parties. 

La même observation peut se faire pour les parties deo-(
e
P) appartenant 
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r 1 —(xz — X 3 ) 2 = y (c constante 

arbitraire); pour le voir, il suffit de combiner linéairement les for

mules (2i)A , (2i)B , en tenant compte de ce que dans (2i)A le coeffi

cient de -7^ (sous le signe d'intégration) est 

Fig. i i . 

Prenons maintenant dans (2i)A , (2i)B u = i (par suite / = o dans 

toute la région intérieure à 2 ; u= i , -^ = o s u r 2 j • Ces deux for

mules nous fournissent alors d'intéressantes identités. 

11. Rôle des conoïdes caractéristiques. — Tout ce qui est dit dans 
ce chapitre met en évidence l'importance du rôle que les cônes carac
téristiques relatifs à l'équation ®(u)=f peuvent avoir dans l'intégration 
de cette équation : soit pour établir si un problème aux limites 
est possible ou non, soit, pour déterminer, dans l'affirmative, le 
domaine dans lequel les données déterminent la solution, soit pour 
distinguer celles des données qui contribuent a déterminer la valeur de 
la solution en un point de celles qui n'influent pas sur celte valeur, soit 
enfin pour obtenir (au moyen de fonctions auxiliaires convenables) la 
formule résolutive du problème lui-même. (Il est utile, à ce propos, 
de confronter les résultats établis dans ce chapitre avec ceux du Cha
pitre II.) 

Pour l'équation ®(u)=f (comme pour toute équation linéaire 
hyperbolique ayant constants les coefficients des dérivées secondes), 
les cônes caractéristiques sont aussi conoïdes caractéristiques : 
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nous verrons dans les prochains chapitres que pour des équations 
hyperboliques plus générales, ce sont les conoïdes caractéris
tiques qui jouent le rôle que dans ce chapitre ont tenu les cônes 
( # 3 _ X 3 ) 2 — r 2 = o . 

CHAPITRE IV. 

QUELQUES EXTENSIONS DE LA MÉTHODE DE VOLTERRA. 

1. En appliquant la méthode des approximations successives, 
d'Adhémar a montré comment on peut passer de la solution (donnée 
au précédent chapitre) du problème de Cauchy relatif à (12'), à celle 

du même problème relatif à l'équation ®(u) = F(XJ , ù,-y—) (Fêtant 

linéaire par rapport aux arguments u et-r-^- )> équation qui a, évi

demment, les mêmes cônes caractéristiques que (i2 ;) . 

2. Intégration de l'équation 
m — 1 

, . . V^ diu dtu 
(22) *«•»->."» = 2 ^ -*% = °' 

* = 1 

— A cette équation peut se ramener, par une simple transformation de 
m —1 • 

coordonnées, toute autre du type / J - J - T s -7-3- = o (c constante). 
s = i 

Les cônes caractéristiques relatifs à (22) (qui coïncident avec les 
conoïdes caractéristiques) sont définis par T = (xm— X m ) 2 — r 2 = o, 

m — \ 

où #'2 = \ V # , — X^)2. Puisque chacun de ces cônes divise l'espace, 
1 

autour de son sommet P(X 1 ? . . . , X m ) en trois parties, deux inté
rieures et une extérieure (Chap. I, § 5), on peut pour (22). comme 
pour (i2 f), se poser un problème intérieur et un problème extérieur. 
Pour résoudre ces problèmes par les procédés employés par Volterra 
pour ( i2 ; ) , l'unique question à résoudre est de déterminer les fonc
tions auxiliaires, solutions de (22), ayant par rapport aux cônes 
caractéristiques des propriétés analogues à celles des fonctions auxi
liaires utilisées par Volterra. Une fois résolue cette question, il n'est 
plus que de substituer à %(u) = A2,i (u), Am_i,i(it); à l'espace à trois 
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dimensions, celui à m dimensions; aux variétés à deux dimensions 
considérées au précédent chapitre, leurs analogues à (m — i) dimen
sions. La transversale N relative à un point du contour d'un volume T 
à m dimensions, sera encore la direction symétrique, par rapport au 
plan xm= const., passant par ce point, de la normale intérieure n. 

Les extensions auxquelles il est fait allusion ont été faites par 
Tedone. Pour le problème intérieur (Chap. III, § 3). il s'est servi dans 
le cas de m = 2p + 2 (p nombre entier > i ) et dans le cas de 
m = 2p + 1 (p nombre entier > i ) , respectivement des fonctions 
auxiliaires suivantes : 

h=.0 

m —4 _ m — \2&+2) 

(24) , .^»c ' -o ' ,y (_ I )A+1£Lzi. " - » * e(8*-) * 
v ' m — 3 £d m — 3 m — 2 / n - i m — (2&-+-1) 

où 9 = ± >Xm~—zd, le signe -f- ou le signe — devant être choisis 

d'après le même critère qu'au paragraphe 3 du Chapitre III. 
Ces fonctions [qui sont des solutions de (22) s'annulant ainsi que 

leurs dérivées transversales sur la nappe directe ou inverse du cône 
caractéristique T(P) de sommet P (X, , . . . , Xm)] deviennent infinies 
sur la droite r=o. C'est pourquoi, avant de les introduite dans la 
formule de réciprocité (Chap. I, § 7), 

°=-/X-- / [ a 'A m - i > i ( t ' ) -p A m -M (" ) ] r f T =X , - / (M^~^) r f S 

en faisant coïncider T avec une région 3{P) (Chap. TIL § 3), il importe 
d'exclure de cette région la droite r=o au moyen d'un cylindre 
(à m — 1 dimensions) r = s. Dans la formule de réciprocité, figure 
alors une intégrale étendue à une portion de ce cylindre; cette inté
grale, en faisant tendre e vers zéro, donne à la limite, à un facteur 

f (Xm— xm)m~5 u (X 1 , . . . , Xm_i, xm) dxm ( X^ valeur 

de xm au point d'intersection de la droite r = o avec la variété 2(t) à 
m — 1 dimensions, support des données). Avec m — 2 dérivations 
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par rapport à X m on peut obtenir la valeur de uP exprimée en fonc-
du 

;5N 
/in 

tion des valeurs de u et-r^ sur la portion <r[P) de 2 ( l ) interceptée par le 
cône Fp>. 

En ce qui concerne la possibilité ou non de résoudre le problème 

de Cauchy relatif à (22) et à des valeurs arbitraires de M et -nr sur un 

certain contour 2{l ), sont valables (comme cela résultera de ce que 
nous dirons dans le prochain chapitre) des considérations parfaite
ment analogues à celles développées pour (12'). 

Parmi les cas de possibilité, il y a celui où 2 ( t ) coïncide avec 
l'hyperplan xm=o; alors <r{P) coïncide avec la portion de cet hyper-
plan intérieure à l'hypersphère Q. (km — 2 dimensions) d'équation 
r = |Xm | . 

En particularisant pour ce cas ses formules. Tedone a trouvé que 
pour m pair (m = 2/? -f- 2). si l'on substitue à v son expression et si 
l'on pose 

u(Xi, ...,Xm-iO) = U0, (-TT") = Ul, 
\ OX m / Xm — 0 

on réussit à exprimer uP en fonction de / uQd&, f uK d& el de leurs 

dérivées par rapport à xm, jusqu'à l'ordre p pour la première inté
grale, jusqu'à l'ordre p — 1 pour la deuxième. Pour m = 4 (p = l) 
et X m > o , on retrouve la formule connue de Poisson : 

Donc la valeur de u en P, si m est pair, dépend seulement de celles 
des données de Cauchy relatives à l'hyperplan #,„-.= 0, qui corres
pondent aux points de l'inlersection Œ de cet hyperplan avec le cône 
caractéristique r(P) (fait exception le cas m = 2 ; cf. Chap. II, § 11); 
si par contre m est impair, elle dépend aussi des données de Cauchy 
relatives à la portion de l'hyperplan xm= o intérieur à Q. 

De cette différence entre le cas de m pair et celui de m impair, on 
peut donner une interprétation physique. Limitons-nous, pour plus 
de simplicité, aux cas m — 3 (étudié au précédent chapitre) et m = 4-
Soit xm une variable apte à représenter le temps el u une fonction 
[solution de (22)] apte à représenter une propagation d'onde. Nous 
pouvons alors dire que dans le cas de m impair les ondes laissent un 
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résidu, alors qu'elles n'en laissent pas si m est pair. En effet, sup-
/in 

posons u et -t— nuls en tous les points de la variété xm^= o, exceptés 
oxm 

ceux intérieurs à un contour fermé G à m — 2 dimensions 
(perturbation localisée initialement à l'intérieur de G). Considé
rons un point P 0 ( X , . . . . , X m _ , , O) non intérieur à C et les 
points P ( X i ? X2 , . . . , Xm) de la parallèle menée par P0 au demi-
axe positif xm. Si (RI et (R!f sont la plus petite et la plus grande dis
tance de P0 aux points de G, nous pourrons dire que l'intersection Q 
de r(P^ avec le plan xm=o, laissera G à son extérieur, de l'instant 
initial Xm = o jusqu'à l'instant X„, J= Û{J ; elle contiendra dans son inté
rieur une partie variable de G de l'instant Xw = (R! jusqu'à l'instant 
X m = d l ; / ; à partir de cet instant elle contiendra G tout entier. Les 
formules résolutives du problème de Cauchy nous permettent alors 
d'affirmer que la valeur de u aux points P ( X i , . . . , X,„) correspondant 
au premier intervalle de temps sera nulle; en ceux correspondant au 
deuxième, elle sera variable ; en ceux correspondant au troisième, elle 
sera constante si m est impair, nulle si m est pair. Donc tout point P0 

(de l'espace ordinaire), qui n'appartient pas à la région intérieure 
à C est soumis aux ondes durant un intervalle de temps (R!CR!f dépen
dant de sa plus petite et de sa plus grande distance aux points de G; 
dans le seul cas où m est impair les ondes laissent en P0 , après cet 
intervalle de temps, une perturbation résiduelle constante. 

Imitant Volterra, Tedone a également particularisé ses formules, 
résolutives du problème intérieur, dans le cas où le contour 2(l-, est 
formé de deux parties, dont l'une r est la portion du plan xm=k 
(k constante) limitée par un contour fermé (km — 2 dimensions) 
S0 et l'autre est la variété cylindrique y, lieu des parallèles au demi-
axe positif ou au demi-axe négatif xm menées par les points de S0. Si 
l'on se borne à considérer les points P(X>,, . . . , X m ) de la même 
partie de y par rapport à T, intérieurs à y et correspondant à des 
valeurs suffisamment grandes de | X m | , l'intersection S du cône 
caractéristique r(ÏM avec 2 ( l ) appartient entièrement à y. Pour de tels 
points P, dans le cas m = 2p + 2, Tedone a réussi (en substituant à v 
son expression et en exécutant les dérivations par rapport à X m ) à 
donner à la formule résolutive du problème intérieur la forme 

(25) WP = | | $ k = X m ± r i S f l i 
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du 

dn 

/in 

& étant une expression dépendant (linéairement) de u, -p et de leurs 

dérivées jusqu'à l'ordre p pour u, jusqu'à l'ordre p — i pour y- (on 

remarquera que sur y la normale n coïncide avec la transversale N et 
que, aux points de S0, cette direction coïncide aussi avec la normale v 
à S0 menée dans le plan xni=k). Les deux signes devant r corres
pondent respectivement aux cas X.m^k. Si u était solution, au lieu 
de (22), de l'équation 

m— 1 

^çi di u 1 d*u _ 
ZàlxJ ~ c* 3â^~~°' 

S—Y 

la quantité sous le signe d'intégration, dans (26) devrait être prise 

pour xm = Xm± -- Dans le cas m== ^(p = 2), la formule (25) 

devient 

( d- I 
/ a\ I T T l r . 1 dr du 1 du} , c 

(26) M p = — / / \u-j-dz- — •T-\x4=Ji4±rdSo. 
4 * J Js.> ( dt r d\ dXi r dv ) * 4 

Des deux formules rassemblées dans (26), celle qui correspond 
aux signes inférieurs n'est pas autre chose que la formule de Kirchhoff 
à laquelle il a déjà été fait allusion dans le précédent chapitie 
(§§ 1, 8, 9), et dont les formules de Tedone constituent pai suite une 
généralisation ( ') . 

Observons que si Q0(x,, . . .,xm_\, k) est un point de la variété 
que nous avons désignée par S0, Q[#*, . . .¾ xmlK, ( X m ± : r)] est le 
point où la génératrice de y passant par Q0 rencontre T(P); puisque 
nous avons désigné par S l'intersection de y avec la nappe directe ou 
inverse de T[P), la formule (26) peut aussi s'écrire : 

(25') uP= f 
«/s 

$ d S 0 . 
s 

Nous pouvons maintenant, évidemment, faire abstraction de la 
manière dont (26), (26') ont été obtenues et supposer que dans ces 

(1) Parmi les nombreux procédés par lesquels 011 a démontré la formule de 
Kirchhoff, signalons, pour leur grande simplicité et leur élégance, ceux dus à 
Beltrami (en particulier celui contenu à la, page 528 et suiv. du Vol. IV de ses 
Œuvres): procédés susceptibles d'extension à des cas plus généraux. 

file:///u-j-dz
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formules S est une variété fermée quelconque, à (m — 2) dimensions, 
appartenant à la nappe directe ou rétrograde de r(P), que S0 est sa 
projection (parallèlement à l'axe xm) sur un plan xm= k. Nous pou
vons alors voir que (25) [ou (26')] permet, dans le cas de m pair, de 
résoudre le problème extérieur relatif à (22). En effet, supposons 
donnée une variété 2 ( e ) km — i dimensions et une région H à 
m dimensions satisfaisant à des conditions analogues à e\, e2 du 
paragraphe 8 du précédent chapitre. Si l'on connaît sur 2 (e ) [que nous 
supposerons non tangente en aucun point à des variétés caractéris
tiques] les valeurs de u et -^ relatives à une solution (régulière) 
de (22), on connaîtra sur 2{e) la dérivée première de u suivant une 
direction quelconque /, et l'on pourra calculer les valeurs, sur2 ( e ) des 
dérivées successives par rapport à xm (jusqu'à l'ordre/? ou p — 1) de 
u el -rj (en supposant que ces dérivées existent); le calcul est immé
diat si 2(*) est une variété cylindrique de génératrices parallèles à 
l'axe xm\ il est moins simple [mais peut s'effectuer en faisant usage 
de (22)] dans les autres cas. Soit P(X l 5 X2 , ..., Xm) un point de H et 
soient S<, S2 les intersections (km — 2 dimensions) des deux nappes 
de r(P) avec 2(6>). En supposant m = 2 / ? + 2, nous pourrons écrire 
(20') en faisant coïncider S avec S< ou S2 et S0 avec la projection 
de S i ou de S2 sur le plan xm-= A-; pour tout point P de H. on pourra 
par suite avoir uP exprimé en fonction des valeurs connues sur 2(e) : 
c'est-à-dire que l'on pourra résoudre le problème extérieur au moyen 
de (20'). Les deux expressions que l'on obtient pour uP, suivant que 
l'on se rapporte à l'intersection avec 2 ( e ) de la nappe direcle ou de la 
nappe inverse du cône T(P;, devront être égales entre elles : on obtient 
par suite des conditions auxquelles doivent satisfaire les valeurs de u 
et de ses dérivées sur 2(ff). Dans le cas m = 4 la solution du problème 
extérieur peut, d'après ce qui a été dit, être fournie par l'une des deux 
formules rassemblées dans (26) : dans chacune des deux expressions 
que l'on obtient aiusi pour uP interviennent seulement les valeurs de u 
et de ses dérivées premières relatives à l'une des deux intersections 
de 2 ( e ) avec T(P). Si u était solution, au lieu de l'équation A.^, (u) = o, 
de A 3 ? J | (M) = f (f fonction connue), il suffirait d'ajouter au deuxième 
membre de (26) le terme 

* 0 
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T0 étantla portion de l'hyperplan xk = k limitée à Sn. Les deux for
mules ainsi obtenues (desquelles celle correspondant aux signes infé
rieurs n'est pas autre chose que la formule connue donnée par 
Beltrami comme extension de celle de Kirchoff) peuvent donc donner 
la solution du problème extérieur pour l'équation A3)i (u) = / ( 1 ) . 

La possibilité, à laquelle nous avons fait allusion, d'obtenir dans le 
cas de m pair la solution du problème extérieur, relatif à (22), à 
partir des formules résolutives du problème intérieur a échappé à 
Tedone. Il a étudié le problème extérieur suivant le procédé employé 
par Volterra pour (12'); il a réussi ainsi, en se servant de fonctions 
auxiliaires adéquates, à établir tant dans le cas de m pair que 
dans celui de m impair, des relations auxquelles doivent satisfaire 
les valeurs de u et de ses dérivées sur la variété 2(<?) a laquelle le 
problème extérieur se rapporte. (Dans le cas de m pair et de 2 ( e ) 

cylindrique avec des génératrices parallèles à l'axe xtn. il est parvenu, 
par un autre chemin, à ces mêmes relations auxquelles nous faisions, 
à l'instant, allusion.) Tedone n'est parvenu à la résolution effective 
du problème extérieur que dans le cas de m impair (m = 2p-\- 1). 
En posant dans ce cas : 

V(,< 

Xm ^ 1 d 
J /• or 

*,e) = D*-i f log[r( i -T*)l- jJ 

(27) p(r, 6)=V(r, 8)±V(r , 1), 

il s'est aidé des deux fonctions données par les formules (27) d'une 
façon analogue à celle dont Volterra s'est aidé des fonctions désignées 
par Vi et v2 au paragraphe 8 du précédent Chapitre. A noter que les 
deux solutions de (22) données par (27) s'annulent respectivement 
sur la nappe inverse et sur celle directe de T{P) et que V( r , 1) est 
une fonction harmonique de xK, . . ., xm_\ satisfaisant à la condition : 

lim rm~- — V(r, 1) l = const. 

(1) D'Adhémar, en résolvant par d'autres moyens le problème extérieur relatif à 
cette équation, a donne pour up une expression dans laquelle interviennent les 

valeurs de u et -—-. relatives aux deux intersections de S,L) avec r(P); cette formule 
on 

peut se simplifier en faisant intervenir, comme il a été dit, une seule de ces inter
sections» 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 8'i. 
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Sur le problème extérieur relatif à (22), on peut développer des 
considérations parfaitement analogues à celles faites pour (12'). 

Nous terminerons ce paragraphe en mentionnant l'application que 
Tedone a faite de la méthode des caractéristiques au système des 
équations différentielles qui règle les vibrations d'un corps élastique, 
obtenant ainsi pour la première fois les formules d'intégration de ce 
système. 

3. Intégration de l'équation 

p ff 

— Une contribution notable à l'extension de la méthode de Volterra 
a été fournie par Coulon dans sa Thèse publiée en 1902. Dans 
celle-ci, l'Auteur a étudié particulièrement l'équation : 

(28) ( \p,q(u) = o 

dans l'hypothèse p, q>\. Cette équation, qui n'est pas du type 
normal (Chap. I, § 5), a comme cône caractéristique T(P). de sommet 
P (X l 5 . . . , X^, Y , . . . . , Y7),la variétéà/>-h#— 1 dimensions T2 — /,2 = o, 
où l'on a posé 

9 n 

1 1 

Ce cône divise l'espace (à m=p -f- q dimensions) autour de P en 
deux parties dans lesquelles on a respectivement T 2 — r 2 > o , 
r2— r 2 < o ; chacune de ces deux parties est (pour p, q > 1) linéaire
ment connexe, à la différence de ce qui arrive dans le cas de Volterra 
et Tedone (/>>>i, q = \), cas dans lequel la première des deux 
régions est divisée à son tour en deux parties (correspondant respec
tivement a y ^ Y 4 ) telles que l'on ne peut passer d'un point de l'une 
à un point de l'autre sans traverser la surface conique FP1. Pour 
l'équation (28), il n'y a par suite pas de raison de distinguer un pro
blème intérieur et un problème extérieur. 

Soit une variété 2 à p + q — 1 dimensions : supposons que tout 
cône r(Pj ayant son sommet en un point P(X*, Y^) d'une certaine 
région W (à p H- q dimensions) limite, avec 2 , une portion 
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finie T(P) de W , contiguë à P. Proposons-nous d'exprimer la valeur en P 

d'une solution u de (28), régulière dans W , en fonction des valeurs 

de u et de ^ sur 2 . (Si n est la normale à une variété à p + q — 1 

dimensions, les cosinus directeurs de la transversale N sont cos nxK,.... 
cosnxp. — cosny , — cosnyq.) Dans T(P), T2 — r2 peut être > o 
ou < o ; il suffira d'examiner l'un de ces deux cas, puisque pour 
passer à l'autre il n'est que d'échanger les xL, X^ avec les ys, Ys et le 
nombre/? avec le nombre q. Supposons donc que dans T(P), T J — r2 

soit > o ; T(P) contiendra alors une partie, CR, de la variété à q 
dimensions r = 0 (ou xt= X,, t = 1, 2, . . ., p). Pour résoudre le 
problème proposé, Coulon, imitant Volterra, a résolu préalablement 
la question de déterminer des solutions v de (28) satisfaisant aux 
conditions suivantes : v = o, et par suite -£ =o ,sur lecôner ( P ) ; surd l , 
v et ses dérivées premières deviennent infinies de telle façon que. si 
de T(P) on exclut (R au jmoyen d'une portion G du cylindre (à p -f- q — 1 
dimensions) r1 = s2, on ait 

LmoX--\AMS-^)rfe-X---/" (K,'---'X/' i-ri'---'^ )- (T)^ ; 

vp (fonction de T et par suite des ys et des Ys) devant satisfaire à l'une 
ou l'autre des deux conditions suivantes A et B : 

" <» 
A. L'opérateur ^,-jyj aPPu (Iu^ u n nombre convenable de fois 

1 

à J--J ? ( j h ••••/<?) <KT) dp (P région de l'espace j , , ..., ^ i n d é p e n 

dante des Yj) donne comme résultat, à un facteur constant près, 

?(Y, Y,) . 
B. La dérivation - — appliquée a la même intégrale, pour 

f/ I I I l I V I f l > 

des valeurs convenables (certaines -éventuellement nulles) des as, 
donne comme résultat o. 

Supposons déterminée une telle fonction v, soit [T l P] la partie 
de T(P) qui reste quand on exclut (R de la façon indiquée; soit S le 
contour complet de [T P ) ] . Appliquons à u et v la formule de récipro
cité (Chap. I, § 7 ) 
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A cause des propriétés de v, il n'apparaîtra pas au deuxième 
membre de cette formule d'intégrales étendues à riP), mais seulement 
des intégrales étendues à G et à une portion de 2 ; en faisant tendre t 
vers o el en appliquant aux deux membres de l'égalité à plusieurs 

reprises l'opérateur /t ^ ^ ou bien l'opérateur-ry^ WâT' s u r v a n l 

1 

qu'est satisfaite la condition (A) ou la condition (B), on obtiendra 

dans le premier cas, la valeur de u en P (X£. Ys) exprimée en fonction des 

valeurs de u et -^ relatives à la partie <J(P) de 2 qui contribue à 

limiter T(P); dans le deuxième cas, on obtiendra une condition à 

laquelle devront satisfaire les valeurs de u et -^ en question. 

Dans tous les cas, correspondant k p el q impairs, ou l'un pair et 
l'autre impair, ou tous les deux pairs, Coulon a déterminé des 
fonctions v possédant les propriétés indiquées (soit en posant la 
condition A, soit en posant la condition B); ces fonctions s'expriment, 
dans les divers cas, au moyen des fonctions hypergéomélriques et des 
fonctions logarithmiques ( 1 ) . 

Etant donnée une variété 2 à p -h q — î dimensions, s'il est possible 
de déterminer un espace W kp-i- q dimensions satisfaisant aux con
ditions indiquées dans ce paragraphe même, on pourra affirmer que 
le problème de Cauchy relatif à (28) et à 2 n'admet pas, en général, 
de solution valable dans W tout entier; en effet, comme on l'a dit, 

les valeurs de u et — sur 2 devront satisfaire à des conditions et par 

suite ne peuvent être données arbitrairement. On peut alors se 
demander si, et de quelle façon, il est possible de se poser pour (28) 
un problème aux limites (relatif au seul contour 2 ) qui admette une 
et une seule solution (régulière) valable dans tout W . Une telle 
question ne peut être considérée comme résolue; la résoudre présen
terait un intérêt certain, même si, comme l'a observé Hadamard. on 
ne connaît pas de problèmes physiques conduisant à résoudre des 
problèmes aux limites pour des équations hyperboliques qui ne sont 
pas du type normal. 

(1) Il est à remarquer que les résultats relatifs à l'équation étudiée par Coulon, 
do même que ceux relatifs à l'équation étudiée par Tedone, s'étend facilement au 
cas où le deuxième membre, au lieu de zéro, est une fonction connue. 
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4. Coulon a aussi étudié l'équation 

kP,q(u) -+- À.u = o (£ constante), 

à laquelle, comme il l'observe, peut se ramener, par d'adéquats 
changements de fonction et de variables, toute équation du deuxième 
ordre linéaire, homogène, à coefficients constants, du type hyperbo
lique. Mais dans ce cas, pour/?, q> i, il a réussi seulement (par un 
procédé analogue à celui suivi pour k = o) à ramener le problème de 

la détermination de uP, en fonction des valeurs de u et -^ sur 2 , à la 

résolution d'une équation intégrale à laquelle est applicable la méthode 
des approximations successives. 

Toujours dans la Thèse citée, Coulon s'est en outre occupé des 
équations hyperboliques qui n'ont pas de coefficients constants; en se 
bornant au cas de trois variables, il s'est proposé de faire jouer aux 
conoïdes caractéristiques relatifs à ces équalions un rôle parfaitement 
analogue à celui qu'ont les cônes caractéristiques dans les travaux de 
Volterra relatifs à l'équation (12'). Ayant établi, relativement à l'une 
de ces équations la formule de réciprocité (7) (Chap.I , § 7), Coulon, 
voulant appliquer la méthode de Volterra, a ramené la résolution du 
problème intérieur à la détermination d'une solution v de l'adjointe 
de l'équation donnée qui s'annule sur le conoïde caractéristique 
de sommet en un point P ( X i 7 X2 , X , ) et devienne infinie, d'une 
façon déterminée, ainsi que ses dérivées premières, sur la droite 
j?l = X | , # 2 = X 2 (en supposant que cette droite passe à l'intérieur 
du conoïde). Coulon a fait voir comment, une fois déterminée v. 
il suffit, pour résoudre le problème intérieur de faire l'inver-

sion d'une intégrale du type / w(X,,Xo,^3) cp(X3—xd) dxz,o étant 

une fonction connue, lorsque v est connue; il a en outre montré 
comme cette inversion est possible, sous certaines conditions relatives 
à 9; il n'a pas réussi cependant à déterminer effectivement cette 
fonction v, sinon dans le cas de l'équation A2j., (u) -f- k. u = une 
fonction connue (k constant). 

Nous verrons au prochain chapitre les progrès que les travaux de 
Hadamard ont fait accomplir au problème de l'intégralion, par la 
méthode des caractéristiques, d'une équation hyperbolique à coeffi
cients variables. 



66 M l le HÉLÈNE FREDA. 

CHAPITRE V. 

INTÉGRATION PAR LA METHODE DES CARACTÉRISTIQUES, 

DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE LINÉAIRE, HYPERBOLIQUE, DV TYPE NORM\L. 

1. Nous consacrerons ce chapitre aux importantes recherches de 
Hadamard relatives à l'intégration des équations hyperboliques; nous 
nous rapporterons pour cela à l'exposition que l'Auteur lui-même en a 
faite dans son livre Le problème de Cauchy et les équations aux 
dérivées partielles linéaires hyperboliques (Paris, Hermann et Cie, 
I Q 3 2 ) , livre qui nous a été très utile pour la rédaction du présent 
volume. 

Les travaux d'Hadamard se rapportent aux seules équations du 
type normal (Chap. I, § 5), équations qui ont une importance 
particulière en vue de leurs applications physiques ( 1 ) . 

2. Considérons une équation générique linéaire, hyperbolique, 
à m variables ( /n>3) , du type normal, à coefficients analytiques : 

l, K l 

et dans l'espace X\... xm une variété km — 1 dimensions 2 ; supposons 
qu'il soit possible de déterminer une région K de l'espace à m dimen
sions telle que l'une des deux nappes du conoïde caractéristique T(P) [de 
sommet en l'un quelconque P ( X , , . . ., X m ) de ses points] limite 
avec une portion a[P) de 2 une partie finie 3{P) de K intérieure à r(P) 

(Chap. I, § 5) et contigué à P. Nous supposerons, ainsi qu'aux 
paragraphes suivants, que ce sont les nappes rétrogrades des conoïdes 
caractéristiques qui limitent, avec 2, les régions 3[P) de l'espace. Nous 
appellerons encore problème intérieur (Chap. III, § 3) celui qu'a 
pour but d'exprimer la valeur uP d'une solution de (1) (régulière 
dans K) en fonction des valeurs de u et -^ sur «7-Pl. 

( l) A ce propos, on peut observer (comme nous l'avons déjà dit à propos des 
recherches de Coulon) qu'il ne serait pas sans intérêt, du moins au point de vue 
analytique, d'étudier par la méthode des caractéristiques, les équations hyperbo
liques non normales. 
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Il est possible d'obtenir, en général, des formules résolutives de ce 
problème en se servant, comme l'a montré Hadamard, des solutions 
élémentaires des équations différentielles. 

3. Solution élémentaire. — Etant donnée une équation aux 
dérivées partielles du deuxième ordre, à m variables, linéaire, 
homogène, à coefficients analytiques, elliptique ou hyperbolique, on 
peut démontrer qu'elle admet une solution (solution élémentaire) 
ayant comme pôle un point arbitraire P(X,. ..., Xm) de l'espace à m 
dimensions. S i r ( # , , . . . , x,n', X n ..., X m ) = o est l'équation du conoïde 
caractéristique T(P) de sommet P, la solution élémentaire relative au 

point P dans le cas de m impair est du type IL.T - et dans le cas 
m — 2 

de m pair, du type 1 l , r ' — I L logT, en désignant par 11, 11 , , 
I L , des fonctions holoinorphes des variables x,, X,. Cette solution 
élémentaire est complètement déterminée dans le premier cas, et elle 
l'est dans le deuxième cas a une fonction holomorphe près si I l et I L 

sont assujetties à la condition de prendre au point P la v a l e u r — = , 

A étanl le discriminant de "la forme caractéristique (Chap. I, § 2) 
correspondant à l'équation considérée. 

Les solutions élémentaires deviennent infinies non seulement au 
point P mais tout le long du conoïde FP ) . La même démonstration de 
l'existence des solutions élémentaires, donnée par Hadamard, montre 
comment on pourra construire les développements de 11, I L , 1l 2 en 
séries de puissances de T convergentes dans un domaine convenable 
entourant P. Pour des équations particulières, on peut chercher à 
déterminer les solutions élémentaires correspondantes par des pro
cédés spéciaux, suggérés par l'intuition, sans recourir aux développe
ments en série indiqués. On trouve ainsi facilement les solutions 
élémentaires u** relatives aux équations du type 

p n , 

A*̂ M> = 2 ^ - 2 ^ = ° ( / ^ = ̂ ) = 
1 1 

l'on a, pour p = qz=i, 

w**=Iogv /±: l( j i --V I)
2-(^i-X1)*J 
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et, p o u r / > > i, q> i, 

fonctions analogues aux solutions élémentaires bien connues logr 
et r-~~ni de l'équation de Laplace à deux ou plusieurs variables. Pour 
l'équation des ondes amorties 

m—1 
V7 dlu di u _ . _ 

2àà^f~à^^ U = ° ( c o n s t a n t )> 
r = l 

<en posant 
m—i « 

r = ( x m - X B l )
s - 2 ( ^ - x - ) s ' y(Ç)=2(^T5î» 
r=i o 

on obtient dans les cas m = 2, m = 3, m = 4 respectivement les 
solutions élémentaires : 

j(k{)w, r-W*f, r-7(^)-^/(f)iogr. 

ii. Rôle de la solution élémentaire dans la résolution du problème 
intérieur, pour m impair. — Voltena, pour résoudre le problème 
intérieur relatif à l'équation (auto-adjointe) (12'), étudiée par lui, a 
introduit dans la formule de réciprocité (7) (Chap. I) relative à une 
région 3{P) une fonction auxiliaire v, qui ne coïncide pas avec la solu
tion élémentaire, mais lui est liée. En effet la fonction 

ç = l n g ( x 3 — #3) •+- l / (X,— ar3)*— r*-
/* 

utilisée par Volterra (Chap. III. § 3) , peut se déduire de la solution 

élémentaire — = = = = = = = = en intégrant par rapport à X^ entre #3 + r 
v / i X s - ^ r - - ' 2 

et X3 . Cette solulion élémentaire ne peut être introduite sans modifi
cations dans la formule (7) relative à une région 3(P) [pas même en 
excluant le point P par une surface que l'on ferait ensuite tendre 
vers P] , parce que, étant donné l'ordre d'infinitude le long du conoïde 
caractéristique FP ) des quantités sous le signe d'intégration, certaines 
intégrales n'auraient pas de sens. (Une observation analogue peut être 
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faite dans le cas d'une équation hyperbolique normale générale à un 
nombre impair de \ariables). La fonction v employée par Volterra 
présente l'avantage de s'annuler (avec sa dérivée transversale) sur le 
conoïde T(P) [si bien que les intégrales qui dans (7) devraient être 
étendues à la partie du contour de 3{P) constituée par le conoïde 
caractéristique s'éliminent]; elle peut être introduite dans la for
mule (7) relative a la région 3[P). à condition d'exclure de celle-ci la 
ligne r = o (singulière pour cette fonction) par une surface cylindrique 
circulaire donl on fait ensuite tendre le rayon vers zéro; à la limite on 
n'obtient pas immédiatemenl la valeur de u [solution de (12')] en P, 

mais la valeur de / w(X, Xo£) d\\ seule une dérivation par rapport 
Jn 

à X-Î donne uP. 
Ayant fait ces observations, Hadamard indique comment on peut 

procéder dans le cas d'une équation hyperbolique générale à 
trois variables si l'on veut imiter strictement Volterra. Considérons, 
en même temps qu'une telle équation F( u) = / . son adjointe H (v) — o 

_ i 

et construisons la solution élémentaire de cette dernière : v**= VT 2, 
relative a un point P ( X 1 , X 2 , X 3 ) . De P à un point P0 de cr{P\ menons 
une ligne i? (voir fig. 12) assujettie à la condition d'être intérieure à 

toute région JlX) correspondant à l'un de ses points N. [Les régions 3m 

sont supposées, comme on l'a dit, limitées par 1 et les nappes inverses 

file:///ariables
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des conoïdes FN).] Soient cpj(r) (s = i, 2, 3) les coordonnées de N, 
T décroissant sur £ quand N va de P à P 0 . Soit Q ( # i , #2? #3) UI* 
point de 3{P) n'appartenant pas à £ et A l'intersection avec £ de la 
nappe directe du conoïde caractéristique TlQ); soit B un point de £ 
extérieur à FQ*; soient T, T, , T2 les valeurs de T correspondant à P, 
A et B. La fonction T(Q; N) = Y\xK,x2,xs\ 9, (T ) , 9-2(^), 9 J ( T ) ] qui 
s'annule pour T •= T, , a des signes opposés quand N varie respective
ment sur les arcs BA et AP. (Nous la supposerons négative sur le 
premier arc, positive sur le second.) Si v*(xK, x2. x6; X, , X2 , X3) 
est la solution élémentaire de H(c) = o correspondant au point 

P (X, ,X 2 , X3), / ^ ( T ) ^ * * [ ^ ; ^^(T) ] dz (^ fonction arbitraire) sera 

certainement une solution de la même équation. Mais l'intégrale 
_ i 

écrite, à cause du facteur T 2 de v**, est la somme d'une partie ima
ginaire et d'une partie réelle (qui correspondent respectivement à T 
variant de T2 à T4 et de Tf à T) qui toutes deux devront satisfaire à 
l'équation (à coefficients réels) H(v) = o. On obtient par suite pour 
cette dernière équation la solution (réelle) 

p(a?i, ; X,,.. . )— T /J.T) *>**[#!,...; ?,(>), ...]d~. 

Cette fonction a comme ligne de singularités £ ; on peut l'introduire 
dans la formule de réciprocité (7) relative à 3{P^ si l'on exclut £ de 
cette région par une surface tubulaire que l'on fait ensuite tendre 
vers la ligne elle-même; les intégrales relatives à la portion du contour 
constituée par le conoïde caractéristique s'éliminent comme dans le 
cas de Volterra; celles relatives à la surface tubulaire, à la limite, 
se réduisent à 

?7u / X(i:)u[...is(-)...]th; 

avec une dérivation par rapport à T on a par suite une formule qui 
permet de résoudre le problème intérieur. 

Avec le procédé indiqué, d'abord on soumet la solution élémentaire 
à une intégration, puis on dérive la formule de réciprocité par rap
port à la limite supérieure de l'intégration précédente ( ' ). Hadamard 

( l ) Également dans le cas de l'équation générale hyperbolique, normale, à un 



MÉTHODE DES CARACTERISTIQUES POUR L'INTÉGRATION DES EQUATIONS. 71 

a réussi à éliminer ces deux opérations successives, et à rendre 
possible l'introduction directe de la solution élémentaire dans la 
formule de réciprocité, en se servant de la notion de partie finie 
d'une intégrale infinie. Hadamard et d'Adhémar ont été conduits 
respectivement à l'introduction de cette notion, le premier à propos 
des questions que nous exposons actuellement, le second, comme 
nous l'avons déjà dit (Chap. III, §4) , à propos de la synthèse de la 
solution du problème de Cauchy donnée par Volterra pour l'équa
tion (12'). 

5. Partie finie d'une intégrale infinie. — Considérons l'intégrale 

3=J ^ * t (p nombre entier positif; A fonction régulière 

ayant, au moins au voisinage de b, des dérivées jusqu'à l'ordre p); 
si A(6) , A!(b), . . . , AP~] (b) ne sont pas toutes nulles, l'intégrale par 
elle-même n'a pas de sens. Nous définirons comme la pai tie finie de 
J et nous la désignerons (avec Hadamard) en superposant à l'intégrale 

le signe | ~ , la lim [ f A < T ) ^ , H 5 i ^ l _ l , B étant une fonc-
x = b l a (b-\r'i ib-xf-*] 

tion assujettie aux conditions : que la limite indiquée existe; que, au 
voisinage de x = b, B admette des dérivées jusqu'à l'ordre p. Evi
demment B n'est pas complètement déterminée par ces conditions 
(sont seules déterminées les valeurs en b de B et de ses p — 1 pre
mières dérivées); mais la valeur de la limite est indépendante du 
choix de B. 

Dans le cas simple ou A(£) se réduit a une constante k, cette 
limite coïncide avec 

lim1 

On doit prendre 

k 1 * + B(x) J 

B = h(b — x)n<?(x), 

nombre impair de variables, on peut, comme le remarque Hadamard, suivre un 
procédé analogue; seulement on devra soumettre la solution élémentaire à des 
intégrations répétées et la formule de réciprocité a des dérivations lépétées. 
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Jy étant une fonction régulière au voisinage de 6 (en particulier on 

peut prendre 9 = 0) et la limite est donnée par -• 
( , - i ) ( * _ « / - . 

Si k est une fonction (régulière) de b le résultat reste invarié. Si au 
lieu de k, il y a une fonction A(£) (ayant les propriétés indiquées au 
début de ce paragraphe) on peut se ramener au cas précédent. En 
effet, soit A, (£) la différence entre A(£) et les p premiers termes de 
son développement en série de puissances de (b — £), on aura 

r - j = rh Ai(S)dS | y rbte(b)(b-ty(-i)s
d: 

(b-tf'"* *=o s\(b-tr 

Le premier terme du deuxième membre est fini; les p autres termes 
sont du type précédemment considéré. [Le calcul indiqué peut évi

demment s'appliquer à 
.b 

j —^—^tj si G devient infinie en b 

comme (b—£) et si G et a satisfont à d'adéquates conditions de 
régularité.] Parmi les propriétés de ces intégrales généralisées nous 
noterons celle d'admettre la dérivée par rapport à b qui est donnée 

simplement en substituant à la quantité sous le signe / sa dérivée 

par rapport à b. 
Passons au cas d'intégrales multiples. Considérons par exemple 

J 1 = f f f *(*ux*,x<i)dT 

— T — [G{x\,xt,xi)] -

dans l'hypothèse où une partie du contour de T appartient à la 
surface G = o. Supposons que cette partie du contour de T soit régu
lière etjqu'elle coupe sous un angle différent de o les parties contiguës 
(elles aussi régulières) du même contour; supposons que kla fonc
tion A soit régulière et admette (au moins au voisinage de la 
surface G = o) des dérivées jusqu'à l'ordre p. Excluons la partie 
de T contiguë à la surface G = o au moyen d'une autre surface T 
d'équation G (#<, x2, x{) = y(#i, x2. xt]. s), où y et ses dérivées jusqu'à 
l'ordre/? tendent vers zéro avec £ (on peut prendre par exemple y = sD, 
D étant une fonction dérivable des xs, indépendante de e). Nous défi-
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nirons comme partie finie de J< la limite pour £ = o de la somme 

de l'intégrale étendue à la partie restante T< de T et d'un terme con

venable du type \ (déterminé à des termes tendant vers zéro avec 
p-

£ 

s près). 
On peut démontrer la propriété exprimée par l'égalité 

G'H ///HbdT=\ffdx' *** f~7Âdx 
GP+-. 

D'une façon analogue a ce qui arrive pour les intégrales simples, dans 
le cas de ces intégrales multiples généralisées la dérivation par rap
port à un paramètre dont dépend la forme de la partie du contour 
appartenant à la surface G = o peut s'effectuer sans écrire aucun 
terme se rapportant a cette dépendance. Si la surface G = o a un 
point singulier (comme il arrive dans le cas du conoïde caractéris
tique), on devra l'exclure par une adéquate portion de surface, que 
l'on fera ensuite tendre vers le point. 

Des considérations parfaitement analogues valent pour les intégrales 
multiples d'ordre autre que trois. 

6. Résolution du problème intérieur pour m impair. — Considérons 
l'équation hyperbolique normale à coefficients analytiques (i) , en sup
posant impair le nombre des \ariables (m = 2p -\- i); considérons en 
outre une variété 2 (a m — i dimensions) et une portion K de l'espace 
(à m dimensions) satisfaisant aux conditions indiquées au paragraphe 2. 
A un point quelconque P(X, , . . ., X m ) de K on pourra associer une 
portion <JIP) de 2 et une portion 3{P) de K. Excluons de l'une de ces 
régions 3{P) le point P au moyen d'une variété convenable 9, à 
m — i dimensions : soit 3[P) la partie restante de J (P) . Excluons 
de 3{P) la nappe (inverse) r|Pl du conoïde caractéristique de sommet P , 
au moyen de la nappe (inverse) Ti du conoïde caractéristique de 
sommet en un point P ' infiniment voisin de P : soit 3{P) la partie res
tante de 3[P) et soient ^P) et 90 les parties de <J{P) et de 9 qui limitent 3{P). 
Dans cette dernière région appliquons la formule de réciprocité (7) , 

m— 2 

en prenant pour v la solution élémentaire v**(Q, P) = VT * de 
l'adjointe de l'équation donnée. (L'équation r = o du conoïde carac-
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téristique est supposée écrite de façon que dans 3{P) T soit > o . ) 
Chacune des intégrales étendues à 3[P), à <J[P) et à 90 pourra s'écrire 
comme somme des parties finies des intégrales correspondantes éten
dues à 3(P), à ar(P) ou à 9 et d'un terme infini d'ordre fractionnaire 
pour P' tendant vers P ; les intégrales étendues à F sont elles aussi 
infinies d'ordre fractionnaire pour P' tendant vers P ; puisque la 
somme de tous ces termes est o, la somme de ces parties finies et 
celle des quantités infinies fractionnaires seront séparément nulles. 
En posant w = <r(P)+ 9, on obtient par suite 

(29) 0 = ff •••/<>** f<M(?] 

j iH 

LfH-È-^h^-h-
Il reste à passer à la limite pour 9 tendant vers P. En rapportant le 

voisinage de P à un système de coordonnées curvilignes convenable, 
Hadamard a réussi à calculer la limite de la partie finie de l'intégrale 
étendue à 9, qui est ( — 1 ) ^ 2 ^ - 2 ^ ^ ( ¾ . ^ désignant la surface de 
l'hypersphère de rayon 1 dans l'espace à s dimensions). Il a obtenu 
ainsi pour une solution u de (1) une formule qui exprime uPen fonc
tion des valeurs de u et -r^ sur <r(P). Cette formule [que nous désigne
rons dans la suite par (3o)] peut se déduire de (29) en substituant 
dans le deuxième membre a 3{P) et à w respectivement 3lP) et <r(P), en 

multipliant le deuxième membre lui-même par — ? en mettant 

enfin au premier membre uP au lieu de o. 
Pour la validité de (3o), la régularité de H. l'analyticité des coeffi

cients de (1), la régularité (existence des dérivées jusqu'à l 'ordre/)) 

de u dans 3(PK de u et —T sur 2 , sont des conditions suffisantes. En 
d\S 

particularisant la formule (3o) pour les cas étudiés par Volterra et 
Tedone et en effectuant les calculs nécessaires à l'élimination du 
symbole | , Hadamard a retrouvé les formules résolutives dont il a 
été parlé aux précédents chapitres; en procédanl d'une manière ana
logue pour l'équation 

â*u Kd"- u d*-u _ 
dx*\ dx\ dx*\ ' 
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il a obtenu (ce à quoi Coulon n\nnit pas réussi) une formule résolu
tive du problème intérieur pour celte équation : celte formule devient 
particulièrement simple quand 2 coïncide avec le plan x^ = o. 

7. Le problème de Cauchy dans le cas de m impair. — Supposons 

assignées s u r i les valeurs de M el - ^ de façon arbitraire (sauf les con
ditions de régularité dont il est parlé au précédent paragraphe). Ecri
vons pour tout point P ( X , , . . . , Xm) de K la formule (3o) eny intro
duisant les données relatives à 1 : nous définirons ainsi une fonction 
des variables X, , . . . , X m . Cette fonction satisfera-t-elle à l'équation (i) 
et aux conditions relatives au contour 1 ? Il est important de le vérifier, 
e'est-à-dire de faire la synthèse de la solution. 

Comme nous l'avons déjà dit, d'Adhémar, en introduisant lui 
aussi la notion de partie finie d'une intégrale infinie, a effectué cette 
synthèse pour la solution (donnée par Volterra) de l'équation (12'); 
Hadamard l'a effectuée dans le cas de l'équation générale hyperbolique 
normale (à coefficients analytiques) à un nombre impair de variables, 
en faisant un usage systématique de ladite notion et en se servant en 
outre de la propriété d'échange suivante de la solution élémentaire 
f**(Q; P) : si v** considéré comme fonction de Q(a?i, ...,xm) est la 
solution élémentaire (relali\e au point P) de l'adjointe de (1), consi
dérée comme fonction de P (Xi , ..., Xm), elle est solution (élémentaire) 
de l'équation (1) rendue homogène. 

Considérons par exemple le terme qui dans (3o) contient l'intégrale 
étendue à a[P) : à cause de la présence du symbole | les dérivations 
par rapport aux variables X, (qui influent sur la forme du contour) 
peuvent, comme on l'a déjà indiqué, s'effectuer directement sous le 
signe d'intégration sans écrire aucun terme relatif à celte influence; 

dv** 
mais sous le signe d'intégration seules dépendent des X r , v** el -^-> 

qui (en vertu de la propriété d'échange) considérées comme fonctions 
de ces variables satisfont à l'équation F(u) = o. donc le terme con
sidéré de (3o) satisfera aussi à la même équation. Avec quelques 
précautions particulières relatives au point singulier P, on peut vérifier 
que le terme de (3o) contenant l'intégrale étendue à 3{P" satisfait à 
l'équation F(u)=f. Jusqu'à ce moment de la synthèse, il n'est pas 
nécessaire de faire d'hypothèses* (autres que celles déjà admises) rela
tivement à 2 . Dans la vérification des conditions aux limite*, on 
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trouve par contre (comme condition nécessaire et suffisante) la 
condition (déjà donnée par d'Adhémar pour le cas étudié par lui) 
que la variété 2 soit extérieure à tout conoïde caractéristique de 
sommet en l'un quelconque de ses points : Hadamard exprime cette 
condition en disant que 2 doit avoir une orientation d'espace. 
Cette seconde partie de la synthèse n'est pas facile, elle présente 
au contraire des points délicats. Nous nous bornerons à observer que 
la condition précédente apparaît intuitivement nécessaire par le fait 
que c'est seulement lorsqu'elle est satisfaite qu'il se vérifie que pour P 
tendant vers un point quelconque (régulier) Q de 2 , 3{P) et<7(

z
P) tendent 

à se réduire au point Q; si en Q, 2 n'a pas une orientation d'espace 
ni n'est tangente à une variété caractéristique, en passant à la limite 
pour P tendant vers Q, la formule (3o) donne une condition à laquelle 
doivent satisfaire les valeurs de w e t - ^ sur une portion finie de 2, 
condition incompatible (pour une surface 2 générale ) avec l'arbitraire 
des valeurs de u et -=r? sur celte variété. 

Si 2 est une variété caractéristique, il suffit, comme il a déjà été 
dit, de connaître sur elle les valeurs de u pour que soient déterminées 
conséquemmeni celles de ^ « 

8. Cas d'un nombre pair m = 2p de variables (méthode de 
descente). — Pour m pair, on ne peut résoudre le problème intérieur 
par le même procédé que pour m impair; on doit en effet tenir 
compte de ce que pour m = 2p la solution élémentaire n'est pas 
entièrement déterminée et de ce que T y figure avec un exposant 
négalif non plus fractionnaire, mais entier. Hadamard passe du cas 
de m impair à celui de m pair par la méthode suivante qu'il appelle 
de descente. 

Soit l'équation hyperbolique, normale (à coefficients analytiques), 
à 2p variables, 

(i) F ( i O = / ; 

supposons-la écrite de façon que la forme caractéristique correspon

dante TjAi/,yty* ait un terme positif el m — i termes négatifs; la 
ik 

même chose soit vérifiée pour le premier membre de l'équation r = o 
du conoïde caractéristique. Considérons une variété 2 a m — i dimen-
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sions et une région K de l'espace à m dimensions satisfaisant aux 
conditions indiquées au paragraphe 2; à tout point (x^, ..., x,n) de K 
associons les points (xA, ...,xm, z) (avec z arbitraire) d'un espace K' 
à m -+-1 dimensions. A 2 correspondra dans K/ un hypercylindre 2 ' 
à m dimensions, ayant 2 comme directrice sur l'hyperplan z = o. 
A (i)associons l'équation (hyperbolique normale) 

s i T = p est l'équation du conoïde caractéristique relatif à (i) et an-
point P(X<, . . ., X m ) , T —(z— 7J)2 = o est celle du conoïde carac
téristique relatif à (iA) et au point P'(X.,, . . ., Xm , Z). Supposons que 
2 ait une orientation d'espace, la même chose se vérifiera alors pour2 ' . 
En tout point de 2 ' assignons pour u' el -^ des valeurs égales à celles 

données (arbitrairement) pour w et -^ au point correspondant de 2 . 
Dans K/ résolvons, au moyen de (3o), le problème de Cauchy 
relatif à (iA) et aux données assignées sur 2 ' : puisque ces données ne 
dépendent pas de z, la solution que nous obtiendrons ainsi elle non plus 
ne dépendra pas de. z, u' satisfera donc à ( i ) ; elle satisfera en outre 
certainement aux conditions relatives au contour 2 . Dans la formule 
résolutive du problème de Cauchy [relatif à (i) et à 2 ] , que Ton 
obtient ainsi, apparaissent cependant des éléments relatifs à l'espace K/ 
[en particulier la solution élémentaire relative à l'adjointe de (ÏA)1 
qu'il faut éliminer. Hadamard, en effectuant cette élimination, a 
réussi à obtenir une formule contenant seulement des éléments rela
tifs à l'espace K ( i ) . Dans cette formule [qui s'écrit d'une façon 
moins concise que la formule (3o) relative au cas de m impair] 
n'apparaît aucun symbole de partie finie d'une intégrale, ni n'appa
raît la solution élémentaire 

v** lïl — l 

2 = ViT 2 — V 2 l o g F 

de l'équation'adjointe : seuls apparaissent séparément les coefficients 
Vi, V2 ( 2 ) . En général dans cette formule (correspondant à m = %p) 

(1) Hadamard a indiqué aussi comment on peut directement (c'est-à-dire sans 
•recourir à la méthode de descente) traiter le cas de m pair. 

(2) Dans le cas m = 2 la fonction de Riemann relative à l'équation (i') (Chap. II) 
coïncide avec le coefficient du terme logarithmique de la solution élémentaire de 
la même équation. 
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du. 

les valeurs de u el -jr: relatives à 2 interviennent sous les signes 
d'intégration étendus soit à la portion <j{P) de 2 , soit à l'intersection 
s(P) de 2 avec le conoïde caractéristique T(P); mais si l'équation ( i ) 
(à 2p variables) est telle que pour la solution élémentaire de son 
adjointe le coefficient V2 soit nul, les intégrales étendues à <r;p> 

manquent : dans ce cas, on peut dire que l'équation (i) ( q u a n d / y est 
nul) correspond à une propagation d'ondes qui ne laissent pas de 
résidus (Chap. IV, § 2) . Cette condition est vérifiée pour l'équation 
des ondes sphériques ou hypersphériques [Am_,?i (u) = o] à un 
nombre pair, supérieur à deux, de variables. 

Dans le cas de m pair, étant donnée la méthode par laquelle la 
solution du problème de Cauchy a été déduite de celle relative au 
cas de m impair, il est superflu de procéder à la synthèse de la 
solution. 

Hadamard, en particularisant convenablement sa formule, a 
retrouvé, même dans le cas de m pair, les formules relatives aux cas 
qui avaient été déjà précédemment étudiés. 

9. Problèmes mixtes. Problème extérieur. — Si 2 est constituée 
par des parties ayant une orientation d'espace sur lesquelles sont 
assignées u et -^ et par des parties n'ayant pas cette orientation sur 
lesquelles est assignée u. pour obtenir en tout point de R la valeur 
d'une solution de (i) (à un nombre impair ou pair de variables) on 
peut procéder comme nous l'avons vu dans le cas étudié par Volterra, 
c'est-à-dire se servir des formules résolutives du problème intérieur 
et y procéder à l'élimination des éléments (relatifs à 2) qui ne figurent 
pas parmi les données. 

Outre ces problèmes mixtes, on pourrait étudier pour l'équation 
générale hyperbolique normale le problème extérieur, correspon
dant à celui traité par Volterra pour l'équation (i2 r). [Dans son livre 
cité, Hadamard établi seulement, pour le cas de m impair, des con
ditions auxquelles doivent satisfaire les valeurs de u et -^ sur la 
variété km — i dimensions à laquelle le problème extérieur se 
rapporte.] Au sujet de l'importance que pourrait avoir la résolution 
d'un tel problème, nous renvoyons à ce que nous avons dit au 
Chapitre III. 

10. Les précédents paragraphes de ce chapitre peuvent donner 
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une idée de la généralité des résultats obtenus par Hadamard et de 
l'importance que, pour l'obtention d'une telle généralité, ont eu 
l'introduction dans la méthode des caractéristiques des solutions élé
mentaires des équations différentielles et l'usage systématique des 
parties finies des intégrales infinies. Il est à noter que. comme Hada
mard lui-même l'a montré, ces résultats sont susceptibles d'exten
sion au cas d'équations (linéaires) à coefficients non analytiques et 
peuvent être mis sous une forme invariante par rapport a un change
ment de variables. 

11. Presques toutes les références bibliographiques qui suivent se 
rapportent aux travaux qui nous ont aidés pour la rédaction du présent 
volume. Pour d'ultérieures notices bibliographiques sur des sujets 
en relation avec ceux que nous avons traité ici, on peut utilement 
consulter le volume de d'Adhémar de la Collection Scientia Les 
équations aux dérivées partielles à caractéristiques réelles, 
les Leçons de Stockholm de Volterra, l'œuvre d'Hadamard citée au 
début du présent chapitre. 

Nous ne voulons pas terminer cette page sans exprimer nos remer
ciements au Professeur Volterra pour les œuvres de sa bibliothèque 
mises aimablement à noire disposition, pour quelques utiles indica
tions qu'il nous a fournies et enfin pour la préface dont il a bien voulu 
nous honorer. 
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