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POLYNOMES 

ET 

FONCTIONS DE LEGENDRE 

Par M. René LA GRANGE. 

INTRODUCTION. 

Les polynômes de Legendre constituent la suite la plus simple de 
polynômes d'une variable orthogonaux sur un intervalle fini donné; 
grâce à une transformation linéaire de la variable, on se borne à 
considérer l'intervalle (— 1, 1). De nombreux problèmes font inter­
venir tout naturellement des suites de cette nature. Par exemple, dans 
le problème de la quadrature approchée [14], on substitue à Pinte-

grandum de / f(x)dx un polynôme F(a?) de degré donné n— i 

prenant les mêmes valeurs q u e / pour n valeurs données a,, a2, . . . , « n 

de x, F(x) s'exprime par la formule d'interpolation de Lagrange, dans 
laquelle intervient le polynôme P„(x) == (x — a4) (x — a2).. .(x — ocn). 
L'erreur est 

i i n 

E = f [f(x)-F(x)]dx= f / < * ) * ? - $ > , / ( « « • ) , 

OU 

(0 A,= 

S i / est développable en série entière de x dans (—i, i), on peut 
écrire 

/ ( # ) — F ( # ) == Vn(x)(c()-h dœ •+- C 2 # 2 H - . . . ) 
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et l'on a 
90 1 

(2) E=^cp C ¥n(x)xPdx. 
P=o -*1 

n étant fixé, E dépend du choix des a,, et le fait que | x | reste inférieur 
à i suggère que l'approximation sera généralement d'autant plus 
avantageuse que (2) commencera par des termes d'indice p aussi 
grand que possible. On choisit alors les n arbitraires de façon que 

/ 

1 

Fn(x)xP dx = o (p = 0, 1,9, . . . , n — 1); 

Pn est orthogonal à tout polynôme de degré moindre, et la suite 
des P„ est elle-même une suite orthogonale. Le problème de Gauss 
est donc résolu si le polynôme P n ainsi défini a ses n zéros dans 
l'intervalle (— 1,1). 

Le problème de la meilleure approximation d'une fonction par un 
polynôme conduit également à une telle suite. Qu'il nous suffise de 
raisonner sur une fonction réelle f(x) de variable réelle, somniable 
et de carré sommable sur ( — 1 . 1). Considérons l'ensemble des 
polynômes F(x) de degré au plus égal à /i, et, suivant le principe de 
la méthode des moindres carrés, cherchons, pour cet ensemble, la 
borne inférieure de l'intégrale 

l=f (f-Fydx=f [f{x)-\,-\,x -.. ,-\noc^ dx. 

Les paramètres étant X0> lu . . . , ln. les conditions extrémales sont 

(3) j xP\f(x) — F(x)]dx = o (/> = o, 1, . . . , n). 

Ces /i H- 1 équations linéaires ont une solution unique, qui corres­
pond à un minimum de I, car I est un polynôme quadratique des Xj 
dont la partie homogène du second degré est définie positive. Soit 
fn(x) le polynôme F ainsi obtenu et ln le minimum correspondant 
de I. Pour tout polynôme F ( # ) , il résulte alors des équations (3) 
vérifiées p a r / n que 

jy{x)[f{x (4) / F(x)[f(x)-fn(x)]dx = o (doFïn). 
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Retranchons les égalités (4) relatives k n et n — i ; il vient 

(5) f F(x)[fn(x)-fn^(x)]dx = o (rfoFg/i-i), 
" - 1 

qui exprime que la suite des polynômes Q>n=fn—fn-x est ortho­
gonale. Le degré de &n ne surpasse pas ra, et ces polynômes ne sont 
pas toujours linéairement distincts, comme il apparaît lorsque f est 
un polynôme. Ils le sont pourtant lorsqu'aucun d'eux n'est identi­
quement nul, car si 0„ était une combinaison linéaire des polynômes 
d'indice moindre, fn serait au plus de degré a—i et coïnciderait 
avec/„__!. On verra qu'une telle suite orthogonale de polynômes 0„ 
linéairement distincts est entièrement définie, à un facteur constant 
près pour chacun de ces polynômes, et sans ambiguïté si l'on se 

donne la suite des valeurs des intégrales rnn = f ¢^ dx. 

CHAPITRE I. 

POLYNOMES DE LEGENDRE. 

1. Pour déterminer une suite de polynômes P n ( # ) de degré 
n = o. i, 2 orthogonaux sur (— i, i), écrivons que, pour tout 
polynôme F ( # ) , on a 

(i) Ç ?n(x)F(x)dx = o (d<>F<n). 

Posons P{~k)(x)= / . . . / Vn(x)(dx)u et intégrons par parties. 
«A ~ i 

Il vient 

p(,r°(— 0F(— o-t- / p\-"(x)F\x)dx = o (</°F</i). 

d°F = o donne V(-x){— i) = o et il reste 

Ç F^\x)F'{x)dx = o (rfoF'<n-i). 

Le raisonnement peut être répété n — i fois et fournit les égalités 
^[ûk){—0 = ^ k = i, 2, . . . , n. Par conséquent, V{~n){x) est un 
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polynôme de degré in qui s'annule, ainsi que ses n — i premières 
dérivées, pour x = ± i , et l'on a 

où An est le facteur constant indéterminé. 
Les zéros de Pn sont réels, distincts et sur Vintervalle (— i, i ), 

car, si R est un polynôme admettant pour seuls zéros les zéros d'ordre 
impair de Pn situés sur (— i, i ) pris une seule fois chacun, le quo­
tient S = Pn : R ne change pas de signe dans cet intervalle, 

donc / RPrc dx — I R2S dx ne peut être nul, et le degré de R ne 

peut être inférieur à n. D'après ce résultat, la solution du problème 
de Gauss est valable. 

2. Fonction génératrice. — 11 est commode de représenter la suite 
des Pn au moyen de la série 

£(*, h)=^Pn(z)h"=y2JAnh» d
n(z*—i)>1 

dz» 

Le dernier membre a la forme d'une série de Lagrange relative à 
l'équation F(£, h) = t — z— h{t-— i) = o; si u désigne la racine 
unique infiniment voisine de z dans le voisinage de h = o, on a en 
effet 

i _ i _ ^ i hJ*_ dn(z*—i)n 

F ' ( K , h) ~~ i — ïhu ~2j /TÏ dz" 
71=0 

On simplifie l'expression i — 2 h u = \/i — 4 ^ + 4^" en remplaçant A 

par - ) et l'on est ainsi conduit à la définition de Legendre [27, a ] 
oo 

( 3 ) « ( * , h) ES ' = y P » ( * ) A « , S ( « , o) = ir 

vi — 2zh-hh1 Jmà 

en même temps qu'à l'expression de Rodrigues (1) [39] 

i dn(zi—i)tt 

(4) P»(*) = (2/ i ) ! ! dz'1 

(1) Nous posons n !! = n(n— 2)(/1 — 4) •• - ( 2 o u 0> avec 0 !! = ( — 1) I! r= 1. 
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Enfin, n intégrations par parties successives donnent 

Le développement (3) converge pour | A | ^JYT11 | où rr"1 =z±yz* — i; 
au delà de ces deux points critiques, on a 

(3') 2( 3, A) =y.Pn(z)h-n->, $(Z, h) ~ 1 . 
-*•* / i > » « 

3. (3) et (4) montrent que 

( 5 ) ( < W o ) = o, P î . (o ) = ( - . ) « ^ Z l O » , 

( P„ (± i ) = (=bi)«, p f l ( - , ) = (- i )»p J t( J I) . 

D'ailleurs le développement de (4) est 

<6) P « ( * ) = > . ( — 0 r - 7 Ml / M' 
^ J ( 2 / * ) ! ! (/? — 2 / - ) ! 

Pour 5? = cos 0, on a YJ = e~1^ et 
i _ i 

2(cos8, A) = (i —A**) 5-(i-Ae-ie) ï. 

En développant chacun de ces facteurs en série entière de A, l'identi­
fication du produit avec (3) donne 

(7) P„(cos6)= X ( a r ) ! , ^ ( a t ) , j c o s ( r - 0 6 . 

/'-|-\=:// 

Les coefficients étant positifs, le maximum de Pn(cos 0). qui est aussi 
celui de \Pn (cos 6) |, a lieu quand tous les cosinus valent ï, c'est-à-
dire pour 0 — o ; d'après (5) , ce maximum est ï. Il en résulte 
P„(cos 0) >— i, mais celte limite inférieure ne peut être atteinte que 
si tous les cosinus peuvent prendre la valeur —ï , donc pour n 
impair et 0 = 7r. Le second membre do (7), où l'on remplace cos par 
sin, étant évidemment nul, (7) s'écrit encore 

n 
r> / a\ ( 2 /1 — 1 ) ! ! ^ ( 2 / - — ï ) ! ! / l ( / l — I Ï . . . ( / l —Z"- l - l ) 
P » ( c o s 0 ) = — y —- - - - L_-^2/--71 

,lK J (2 /1)!! ^ ( 2 / 1 - 1 ) ( 2 / 1 - 3 ) . . . ( 2 / 1 - 2 / - + 1) / -1^ 
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à quoi la fonction hypergéométrique permet de donner la forme 

(8) Pw(*} = ( ?2 t t ) ! i " ' ^ n F ( r~ n >- n + r>*)> ^ = » ± ^ - i -

Nous verrons que (8) est valable quel que soit z. 

Il résulte de (7) que Pn(cos 0) est un polynôme en cos - ou en 
A fi fi 

sin -» et que Pn(cos 0) cos - 2" - est un polynôme en tang- - [10; 31] ; 
de même P„(cos0) cos~"0 est un polynôme en tang0, puisque 
COS(n— 2/*)0 • , . -n r • 1 r, 

jj-s—— a cette propriété, Ln lonclion de z = cos 9, on a 

J i-\- z . a 6 1 — z a 8 1 — z - U1 — z-
c o s 2 - = , sin2 - = j tang2 - = 5 tango = • 

2 2 2 2 * 2 i-h z ° z 

Les développements en fonction de ces divers arguments se déduisent 
aisément de (3), mais nous les établirons plus loin (§ 18-21) avec 
une validité plus générale. 

4. Les polynômes de Legendre et l'équation de Laplace. — 

\/1 — 2 A cos0 + A2 mesure un côté du triangle formé par les lon-
geurs 1 et A écartées de l'angle | 0 |. Plus généralement, la distance p 
de 2 points A(a , 6, c) et M(x, y , z) est. en axes rectangulaires, 

p = v
7r2— 2/7- cos^ -+• /-2 , /• = OM, 

^ . , ax -\- by -\- cz 
r = OA, v = cos u/ = ^ • 

Par conséquent, si /• < r1', (3) fournit un développement de la fonc­
tion harmonique fondamentale 

30 

(9) ;- = s^p-(«»+)-
/1=0 

(6) montre que le terme général au second membre est un polynôme 
homogène, de degré /i, en x, y, z, et ce pohnome est harmonique. 
En particulier, faisons c = 1, b =±ia. Le développement de 

_ / x± iy z\ 
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par rapport à a fournit 2/i + ï polynômes harmoniques homogènes 
de degré n 

(10) rn-m(x =h iy)m
 P;4"°(H0 = rne±un9ain^ P^m)(cos8) (m = o, ï, ... n), 

où l'on a posé - = cos 0 = / x , x = r sin0 cos ç, y = r sin 0 sin 9. 

Les 2/1 + 1 expressions (10) sont évidemment distinctes, et comme 
l'on démontre qu'il ne peut y avoir que 2/1 + 1 polynômes harmoniques 
homogènes de degré /i, et linéairement distincts, l'ensemble de ceux-
ci est représenté par les in + 1 fonctions sphériques (10). On peut 
leur substituer les polynômes réels 

r» ™*(mo) sin'" 8 P™(cos8). 

Lorsque /* > r , permutons r et r1 dans ( 9 ) ; avec a = b = o, 
rr = c, il vient 

et par suile 

r <• •> p - ( - ) = ^ - ^ 

m étant un nombre entier quelconque, désignons parle même opéra­
teur Dm la dérivée me si m > o, et, lorsque m < o, l'intégrale (—/n)e 

du type utilisé au paragraphe 1. On voit que 

• ( - * : ) 

o / n f i 
^ I ^ I \ " * " ' >) , - ' " - o " 
D ' n p s 5 ^ p = 7TT / - r - ( / - 2 - arr 'v + z-'2) 2 + *(r, /•', v), 

r U/ 
où <T = O pour / n>o , tandis que, pour / n < o , cr est une fonction 
rationnelle de r' dont les pôles sont rr = o d'ordre — m , et r ' = oo 
d'ordre — /n — 1. Il résulte alors de (9) que, si r >> / , 

2^ r (m-+ i N ) ! , 
(I2) \ 2 V-- 2 r / - ' v H- r ' » ) " " ^ ' ( ^ . v ) 

• ( - : ) 

P(m)/V\ 

rt=0 
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En particulier, pour a = b = o, m>o, il vient 

imT ( m H— ) ï « 

G) 
. [,. + ^ + ( , - 0 ) 1 ] '" ï ^ - ^ - J - P ^ d i ) . 

w=w 

d'où l'on déduit immédiatement, pour /w>o, 

(— l)n-m 2/u r ( m -+- - j 
(i3) P ^ { ( I ) = S _ _ V l / r „ + , « + i J L ^ _ L _ ( ^ | O T | ) . 

• ( : - ) " -
m - + i ) 

Pour m < o, le second terme au premier membre de (12) ne contient 
que des puissances entières de r' inférieures à — 2m, donc ( i3) est 
encore valable pour n — /n> — im, c'est-à-dire sans restriction pour 
le signe de m. 

p-2m-i n'est généralement pas harmonique, mais 

p_2 m _i ( a < r _^_ 0^ + ^ zyn 

l'est si a, (3. y sont les composantes d'un vecteur isotrope orthogonal 
à O A. On déduit alors de (12), pour r < / , 

->m r f / ? H 1 
/,V> V a / ( » x + P / + p ) » ' / «* -» -3 ;K + T-gN"1, . s 

"î C" '̂7')"1^^ 
Le terme général au second membre est un polynôme homogène de 
degré n en x, y, z, pourvu que n > | m | ; c'est évident si m > o, et, 
pour m < o, ça résulte de la nullité de P';~*](dz 1)(/: = 1, 2, . . ., n) 
et de ce que (a# + 6r + es)2 — (a2 + 62 + c2) (#2-r- j - + s 2 ) est 
divisible par a# + (3y + y*. Le second terme au premier membre 
étant soit nul, soit la somme de termes dont le degré d'homogénéité 
en x, y, z est inférieur à [ m j, les polynômes en question au second 
membre sont harmoniques. Pour a = b = o, on a v = /m, p = dz «a, 
y = o, et l'on retrouve les polynômes harmoniques (10), avec 
l'extension aux valeurs m =— /i, — n + 1, . . ., n. Il résulte d'ail-
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leurs du paragraphe suivant que cette restriction | m \^n n'intéresse 
pas l'harmonicité de( io) , et, par suite, des termes du second membre 
de (i3'), qui s'en déduisent par rotation des axes de coordonnées. 

5. Équation différentielle de Legendre. — En écrivant que rn Pn ( -j 

est harmonique, on voit tout de suite qu'il* équivaut d'exprimer 
que Pn(z) est solution de Véquation différentielle de Legendre 

toi \ i ^d^u du . x ^ ( ^ ) = ( 1 - ^ ) - 7 - 5 - — 2Z-J- -+• n(n -+ i)u = o, 
ciz- a z 

invariante quand on change n en — n — ï. C'est cette équivalence 
qui donne toute leur importance, non seulement aux polynômes de 
Legendre, mais encore à l'intégrale générale de cette équation, pour 
toutes les valeurs de n. En formant Dm£(u), un calcul aisé montre 
que les dérivées et primitives P[™](z) vérifient l'équation 

/ d-u(m) du,m) 
. , . \ (1 — z-) —T-7> 2 ( / / 1 - + 1 ) z — h (n — m)(n -+ m + i )w( m ) = o 
( 1 4 ) / cCz- dz 

' ( m = o, ± 1 , àz-i, . . . ) . 

ni 

( i4 ) exprime que rne£m9(\ — p2)* P^d*.) est harmonique. On est 
ainsi conduit à considérer avec Ferrers [12] la fonction 

m 

ou mieux, avec Hobson [20, a ] , pour toutes les valeurs complexes 
de s, 

05) P ? W = ( ^ - i ) T P k m , ( ^ 

dont nous préciserons plus loin la définition. Un calcul simple permet 
de déduire de ( i4) que P?(s). et d'une manière générale, les fonc­
tions ç(z) telles que rneim9v{p) soit harmonique sont les intégrales 
de l'équation de Legendre généralisée 

/ T A \ / , *\d*v dv Y . . m- 1 

invariante quand on change n en — n— ï ou m en — m* 
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6. Relations de récurrence. — En identifiant les développements 
entiers en A dans les égalités 

(Ï - 2Zh -+ h*) ()^{^k) = ( s - A) &(z, h), 

à2(z,h) _ uxàV{z,h) 
h—àh-={z-h)—dz—' 

on obtient tout de suite, entre trois polynômes d'indices consécutifs, 
les deux relations de récurrence 

(17) nPn(z) — (2/1 — ï ) * P n - l ( a ) - 4 - ( / 1 - l ) P » - i ( z ) = 0, 

Dérivons (17), et remplaçons P^_2 par l'expression qu'en donne (18); 
il vient 

(19) P'„(*) - *P«-i (*) - "P»-i(*) = o; 

(18) et (19) expriment un polynôme en fonction de sa dérivée et de 
celle d'un polynôme adjacent. En éliminant P'„_, ou P'n entre (18) et 
(19), on a les deux nouvelles relations 

(20) (z*—i)P'n(z) = n[zPn(z)-Pn-l(z)] 

= (-n-l)[zPn(z)-Pn+i(z)l 

tandis que l'élimination de zP'n entre (18) et la relation ( 19) d'indice 
n + 1 donne 

(21) Pi(«)«-P'n-»(*) = ( a» - i )P« - i (* ) -

On en déduit 

(22) P '« (0= 2 ( 2 " - 4 * - l ) P n - * , - l ( * ) . 
5 = 0 

Un raisonnement classique par récurrence permet de montrer, à 
l'aide de (17), que les Pn forment une suite de Sturm, c'est-à-dire 
que les zéros de Pn sont séparés par ceux de Pn-i. 

7. Intégrales représentatives. — La fonction génératrice (3) est le 

résidu de r-r a u P°le 7 • u une manière séné-
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raie, on a 

(23) —. f — — % - = ' - (A, B,G = const,), 
V } *iJTjh\i*-h-2Bt+C v /B 2 -AG 

i r i i .i — B -4- t/B2 — AG ^ 
ou le contour terme T entoure le seul pôle r = ^ • Un 
peut identifier [24 , a] la détermination de y/Ba— AG avec 

^/i— -2 /̂z -+ A2 

en prenant 

(24) A = a— a'A, B = ô — 6'A, C = c—c h, 

avec 

(26) 62 — ac = b'-— de = 1 , « c + ca'— ibbr = — 2 -s. 

Le premier membre de (23) est alors développable suivant les puis­
sances croissantes ou décroissantes de A. Quand A tend vers o. r tend 

vers T, — ? et la comparaison avec ( 3 ) donne 

(26) P « ( * ) — ï J (a»+*bt+c)*+*dt' 

Lorsque A tend vers V 

raison avec (3') donne 

Lorsque A tend vers l'infini, T tend vers <J2 = ;—5 et la compa-

(26) P „ ( s ) = _ - J ( a ^ + a y f 

((7s+) ( a ^ + ' 2 ^ + c ) « _ 
a£. 

c'y /n-i 

Les deux autres zéros des polynômes en£ 

P(t) = al2-4-2bt-hc, Q(£) = a'*2-+- 2b t -+ c' 

sont T2 = ? cr, = ; — , et il résulte de (20 ) que le rapport 

anharmonique 

(27) R((J1, <J2, Ti, T 2 ) = ^ i . 
Z -+ I 

Ce rapport anharmonique est l'invariant essentiel du rapport des 
deux trinômes relativement au groupe des transformations homogra-
phiques de la variable t. 
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.La façon la plus simple de réaliser (i5) et (27) consiste à faire 
T, =z. T2=oo, 0 - , = 1 , cr2= — 1; (26) prend alors la forme de 
Schlàfli [40] 

En prenant 7,==0, r2 = 00, è = 1, il vient 6' = s et a'c' = z2 — 1 ; 
on peut choisir a'=cr, et, avec le cercle trigonométrique y0 pour 
contour d'intégration, poser t = elV. (26) fournit ainsi l'intégrale de 
Laplace [26] 

(ig) Pn(z)= — / (z-*-\/z2—icoso)ndo ( s quelconque). 
21Z JQ 

On peut encore intégrer sur y0 dans (26'), pourvu que | o-21 < ï? ce 
qui donne 

(29) Pn(z)=- —J (*-+v^—1 cos ?)-"-* d?, <R(z)<o. 

D'ailleurs si cH(^)>o, on a |o\, | < i . et l'on peut permuter les rôles de 
P(t) et Q ( 0 dans (26), en conservant y0; au lieu de (29), il vient 
ainsi 

-r.271 

p n (* )= — / ( s+v/^- icos?) -*- 1 **? , <R(*)>o, 

qui se rattache à (29') à l'aide de (5 ). 
On peut retrouver # ( r , A) au second membre de (23) en partant 

de relations différentes de (24). Par exemple, quand A = G, on peut 
prendre r = y0 et poser t = elv, ce qui donne l'intégrale de 
Jacobi [21,c] 

do 

A coss + B t /B2— A2 ' 
(3o) ^ l T7^^ = ^=L=, M - — B - h y/B2 — A2 

V < i . 

Prenons alors A et B tels que 

V/B— \ = 1 — EA, \/B-*- A == \/i — 2zh-+-h*, 

avec e = zfc 1. z tend vers o avec A si y/i — 2^A + A2 a la détermina­
tion de (3), et (3o) devient 

(1— th)do __ 1 z-\-t-*-(z — s) cos 9 

2hï-hh* sjl—izh + hï 5 = 



POLYNOMES ET FONCTIONS DE LEGENDRE. l 3 

Pour .s = cos0(o < 0 <7r ) le changement de variable £ = cos^ 
fournit, avec les deux valeurs de e, les deux intégrales 

•1» 
(ï — h) cos — d'\> 

/ ï— 2Zk-+-^- * J0 (1—2 h cos<^ -h h2) v/cos»^ — cos8 

x J% (i—2h 

(ï -f- h) s i n - d\ 
2 

(ï — 2 h cos^ -h A2) v cosô — COSlj; 

Les deux facteurs de admettent des développements 
^ | COS '\> — COS 0 [ 

connus en série entière de A, et la comparaison avec (3) donne les 
intégrales de Dirichlet et Mehler [10, 18, 30] 

- ocos(zi-hi) + rf+ ^ K s i i i ( / * H - i W 
(3i) Pw(cose)=^V / — = — / 7 

71 */o vc°s'y — cos 6 * t/0 y/cos 6 — cos^ 

CHAPITRE II. 

FONCTIONS DE LEGENDRE. 

8. Fonction de Legendre de première espèce. — Les observations 
du paragraphe o conduisent à résoudre £(u) = o pour toutes les 
valeurs de /i, même complexes. En substituant l'intégrale (28, I) 
dans cette équation, on constate qu'elle la vérifie pourvu que l'inte-
grandum soit uniforme le long du contour d'intégration T. Une 
solution particulière, qui se réduit au polynôme (28, I) pour 
n entier >o , est 

. (SH-, 1+) 

(•2t—2Z)n+l* 
(1) Pn(z)=-. / {t ° dt 

qu'on précise ert choisissant 

arg(£ — 1) = a r g ( * - + i ) = arg(£ — z) = 0 pour * = +-oo; 

elle est holomofphe dans le plan coupé par la demi-droite (— 00, — 1). 
C'est la fonction de Legendre de première espèce. Elle est caractérisée, 
parmi les intégrales de i?(w) = o, par la propriété d'être égale à 1 
au point critique z = 1 de cette équation. 

MLAIORIAL DE*» SC. MVTH. — N" 9 7 . 2 
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La transformation homographique qui lie (26, I) à (28, I) montre 
que l'on a encore [24, a ] 

pourvu que T tourne dans le sens direct autour des seuls points 
critiques T< et<74, sans traverser la transformée de la coupure, c'est-
à-dire l'arc de cercle r2o-2 dont le prolongement passe par 0̂  ; en 
outre, la détermination de l'integrandum doit être telle qu'on ait 

P » ( 0 = > 
La symétrie de (26, I) permet de permuter P(t)otQ(t) par varia­

tion continue des coefficients, sans modifier T ni la valeur de 
l'intégrale pour z = 1 ; cela équivaut à changer n en — n — 1, donc 

(3) P»(*) = P-,,-i(*). 

Gomme au paragraphe 7, on peut prendre pour T le cercle y0 

pourvu que <Ti = i/ lui soit également intérieur, donc 

(4) Pn(z) = -f (z — yAz2— 1COS9)" do, û\(z)>o ou /ientier>o. 

On a Pn(i) = 1 lorsque, pour <p = -» on choisit | arg* | < *. 

Posons* —ch(y + i'0), ^>o, |0 |<7r; pour \/z1 — 1 = SA(x-t-i9), 

on a (1) sayz-— 1 = saz; on en déduit aisément 

| z H- sjz- — 1 cos ? I ^ et, 

et, par suite, la valeur majorante 

(5) |Pi . (*) l^«* 
(n > o, x. = °> &(z) > ° Sl n n o n entier, z quelconque pour n entier). 

9. Développements de Pn(z). — Lorsque les points critiques T4, 
T2, a2 sont fixes, il résulte de (27, I) que o\, est une fonction homo­
graphique de z. Les conditions (25, I) permettent alors de donner 
à (2) la forme [24, a] 

**»(*)-[ , _ ^ J rSJrCf-Tt)»-" ( * - T t ) » + i * 

(1) Nous posons sa2 = signe de l'argument de z. 
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à 2(-S — zQ)m 

I — z 2 J où a et z0 sont arbitraires et indépendants de s , et — 

! . , G~>— Ti I -f- Zn G?—T| Z— Zo o 

on voit alors aisément que — = et = • àuppo-
sons <jue o-, soit assez voisin de T1 pour qu'on puisse choisir T avec 
|* — T i l ^ o - ! — T i l ; (t — o"i )" est alors développable en série 
entière de aK — T,, et l'on obtient le développement général 

k=0 

xF(„H-,,-*,n-*-l-.;i^!)(^=i-J*, 

dont les coefficients sont des polynômes hypergéométriques en 

et qui converge uniformément dans le domaine 

I -+ Zo 

(7) < i et 
I-+ S<> 

( * o ^ i ) . 

Aux valeurs z0 = — i et oo correspondent les expressions hypergéo-
métriques remarquables 

<•) p-«=(^)"È("*)'(^)' w » « i 
(9) \(z) = F {— n, /1-+I, i; —r-)' 

Cette dernière expression, établie par Murphy [31 ] pour n entier > o, 
peut encore s'écrire (i ) 

(o/) P „ ( , ) = F ( - ^ , ^ ± I , I; I - * 2 ) [ * ( * ) > O], 

grâce à la transformation de Kummer 

F ( 2 a, 2p, a + p + i ; # j = F ( a , p, a -+- [3 -4- - , 4 # ( i — # ) j , 

| * ! < ^5 | 4 * ( i — * ) | < i . 

On peut également développer (4) en série entière de 1 \ 

(1) La restriction ûl(z)>o résulte de ce que Ja coupure de la fonction hyper-
géométrique au second membre de (9') est l'axe imaginaire. 
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quand i < i, ce qui donne 
z* 

(10) P „ ( * ) a a , « F ( - £ , = i ± i , i ; i - . l ) [ * ( * ) > o|. 

En particulier, quand z tend vers l'infini dans cette région, 
r(-0 ( I I ) P„(z)~z" 

' ( î - ) ' ^ ) 
[«(„»_!]. 

10. Fonction de Legendre de deuxième espèce. — L'integrandum 
de (i) est également uniforme lorsque T tourne en sens contraire 
autour de t = i et t = — i, sans entourer t = z. Quand dl( n) > — i, 
on peut substituer à T le segment (— i, i) et considérer l'intégrale 
de forme simple 

avec | arg^ | < 7r, arg(i — t) = arg(i + t) — o. On est ainsi conduit, 
dans le cas général, à adopter, pour deuxième intégrale fondamentale 
de £(u) = o, la fonction de Legendre de seconde espèce 

( i 3 ) QJ1(J»)=-rJ f (f2— i)" dl 

,(2Z — 'àt)n+x 

où G' est le huit dessiné sur la figure (4 ), avec 

arg(*u— i) = arg(f0-+ i) = o, | arg(z — *0) I < *• 

Fig. i. 

Cette fonction est holomorphe dans le plan coupé par la demi-
droite ( — oo, i ) . Par continuité, ( i3) a encore un sens pour 

(1) Le contour C de l'expression (i) de Pn(z) est représenté en pointillé. 
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n entier > o ; pour n entier < o , on convient d'identifier Q n 

avec Q_,l„1 

Observons en passant que lorsqu'on vérifie les formules de récur­
rence du paragraphe 6, en substituant aux Pn leurs expressions ( i ) , 
on est conduit à annuler une intégrale de contour C, dont l'integran-
dum est de la forme (ï1 — \)m~* (t — z)~m-P-{F(t), où m est un 
entier variable avec n, p un entier fixe, et F(t) un polynôme de degré 
supérieur à i . Il existe donc un polynôme G(t) tel que 

(t — z)''l+P+*- dt (t — z)m+P 

de sorte que la primitive du second membre est encore uniforme, 
quel que soit /n, le long de C. et même de G'. On en conclut que ces 
formules de récurrence sont valables, quel que soit n, pour les fonc­
tions de Legendre des deux espèces. 

A l'expression (2) de Pn correspond la transformation de (i3)en(<) 

où F1 est un huit, inverse autour de ov direct autour de cr2l qui ne 
traverse pas l'arc de cercle T|T2 dont le prolongement passe par o*4 ; 
l'égalité n'a lieu qu'à un facteur près de la forme e2kn™ quand on ne 

précise pas l'argument de 75771 • En particulier, si vK =00 , <r2 = o, 
r{t) 

7^3 = 1, on peut prendre pour F le contour [ + 00, i 00. —00 (o + ), 
— 00, — zoo. + 00] formé par le cercle | z \ — 00 et le demi-axe t <Z o 
parcouru deux fois en sens contraires. L'intégrale le long du grand 
cercle est nulle quand Ûi(n + 1) > o, et, en posant 11| =2 e^ le long 
du chemin réel, il vient 

(i5) Qn(z)=f (z + ^z^l chty)-"-1 d'\> [<*(/*-+-i)>o]; 

la comparaison avec (12) pour z = 00 montre qu'on doit prendre 

| a r g ( ^ -H sjz1— 1 ch4>) \ <n, sa \Jz*— 1 = saz. 

(1) (25, I) sont satisfaites par t%—1 et ?t — iz et non par t2—1 et 22 — 2^, ce 
qui fait apparaître le facteur e(i—n)^1. *̂~~ 
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Avec les notations de (5), on voit que 

| z -+ \/z2 — i ch 4* [ ^ ch £ -h sh £ ch ty ̂  e^, 
donc 

06) I Q ^ ^ ) ! ^ ^ - ^ ^ 0 0 ^ ^ ^ ^ ^ ^ = g - ^ Q o ( c h X ) ( * > o > X * o ) . 

Pour \z\> i? ( i3) est développable en série entière de -> savoir ( ' ) 

(17) Q " ( * ) = ^ B ( ^ ' Ï + I > » + ^ * - 2 ) ( | a r g * | < * ) . 

Par suite, 

(18) Q „ ( _ * ) = e-(*+iï*fc« Qn(a) . 

Q n est l'intégrale de £(u) = o qui est équivalente, quand £ tend 
vers l'infini, à 

(19) 

M) 
On en conclut que Q(,;n)(#) vérifie ( i 4 , I ) , pour les valeurs entières 
de m > — (K(n), si l'on définit les primitives par les intégrales 

f '•• f Qn(*)(^)-"S 

analogues aux intégrales représentant P{"1\ à la substitution près du 
point critique QO au point critique i utilisé comme limite inférieure. 
Pour n entier > o, la formule de Rodrigues (4, 1) donne un intérêt 
particulier à l'équation ( i4 , I) d'indice m =—n. L'une des 
intégrales de cette équation est (x-— i)", et une autre est 

(#2 — l)n i (x*-—l)-n-ldx. 
^x 

Compte tenu de la valeur asymptotique (19), on aboutit ainsi à la 
formule 

(x > 1, n entier > o) . 

(1) B(«, b, c; x) désigne la fonction hypergéométrique —- F (a, 6, c; x). 
1 {c) 
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Q-nU vérifie la même équation différentielle que Qlr"1; -donc 
l'équation (14, I) de Q?+ , ) est vérifiée par (x2 — ï ) - " - 1 , d'où l'on 
déduit immédiatement 

(21) qn(x) = (2n)l\f . . . ^ (**-i)-»- i («te)»+i 

(x > i, n entier > o) . 

11. Relations entre les fonctions des deux espèces. — P n , Qn? 
Q_ / l_ i vérifient £{u) — o et sont distinctes quand /i n'est pas entier. 
Compte tenu de (3), il existe donc une relation de la forme 

Pn= \(n)Qn-h \(—n—'i)Ç>-n-i, 

où A(n) est fonction de n, et analytique. 
Pour dv (n) >> o l'identification des parties principales (ï ï) et (19) 

donne A ( — n - 1) = tang/nr, et, par suite, 

(22) P „ ( s ) = ±tan%n7z[Qn(z) — Q-n-i(z)]. 

12. En faisant le changement d'inconnue u=Pnw, on voit que 
l'intégrale générale de £(u) = o est de la forme 

(.3) i ( = AP„(,) + BP„(^°(i_^(8)i. 

Pour n entier >o , l'integrandum est une fonction rationnelle; a4, 
a2î . . . , «AI étant les zéros d e P n , o n a ( 1 ) [20, h] 

n 
I _ I / I I \ y Ctr 

(i — z*-)pn(zy ~ 2\i — z~+~ i-+-z)~*~JL(z — QLry
J 

d o n c 

[ | arg (* -* - i ) |^ ïu , larg(z — I ) | £ K ] , 

(1) L'absence de terme en résulte immédiatement de l'égalité 

' z — <xr ° 

(1 — a , 2 ) P ^ ( a r ) — 2 a r P « ( « , ) = o, 

qui est une conséquence évidente de J?(w) = 0. 
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où Sn(z) = Pn(z) ZJ ~ e s t u n polynôme de degré n — ï. (24) étant 

infiniment petit à l'infini ne diffère de Q,Î que par un facteur cons­
tant et Sn est la partie principale du développement à l'infini de 

1 D / \ 1 z ~ h î _ P a ( , ) l o g _ . 

En posant (voir 6,1) Pn(z) = lAsz
n~2\ la partie principale de (24), 

c'est-à-dire le terme en z-n-1 du développement du premier terme au 
second membre, est égale à 

= 2 

n-l V à* — z-n-\ Ç x*Pn(x)dx Z' 

7—n—\ . - TSn = Z 
2Ao (2/1 + 1)!! 

Par conséquent, 

(25) Q w ( * ) = i p n ( s ) l o g ^ l i _ S n ( s ) 

dans le plan coupé par (— 1, 1). 
Compte tenu de (22, I ) , on déduit de (20) que 

^ [ S n W ] = 2 P ^ ) = 2 2 ( ™ - 4 * - l ) P . i - U - l ( * ) , 
s=0 

donc, sachant que £(Pn-P) ==p(in —p + 1) Pn-P, il vient [7] 

<26> 8 ^)-2 ( a ",H, - , o P l —-^ 
S = 0 

(26) s'écrit encore Qn(z)^Sn(z)=lJ ~rdt 
z — t 

I rX?n(z)-Pn(t)^ , I r'Pnit) 
dt. 2 j _ t * — t 2J_1Z—tt 

La première intégrale du dernier membre est un polynôme de degré 
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n — ï, la suivante vérifie l'équation de Legendre, donc cette égalité 
se décompose en 

(28) **(*)= \ flp"{z)-^n(t)dt tS« ( -* ) = ( - i ) - - tS . (* ) ] . 
2 J _ ± Z f 

L'integrandum de (28) est un polynôme de degré n — 1, donc 

o = ; J r V n ( o ^ ^ ^ ^ = p n ( , ) Q n ( , ) - i / ^ ^ . 

Il résulte de là que lorsque z est réel, > 1 ou < — 1, Q n ne peut 
s'annuler; d'autre part, si z = x + iy, 

y r1 P»(Qa 

• r 2 M*)Q«(*)-P»(*)Q«(*)=f /^(x-ly-

ne peut s'annuler si r ^ o, donc [42] zéro est valeur exceptionnelle 
de QTI(^) dans le plan coupé par (— 1,1). 

13. Grâce à ces résultats, ( 1 , O) s'écrit 

A 2 Q * K ) _ 2 s » ( « r ) 
r~ P „ K ) ~ P '*K) ' 

et, si 

V = 0 

l'erreur de la quadrature approchée s'écrit 

00 

(29) E(/ ) = 2 « v E ( ^ ) , 

avec 

E<*v>=jC^*-2ife£H 
En particulier, les parités des fonctions S7l et P^ montrent que 
E(x2u+*) — o, et l'on en déduit que 

Mnï V Ë i ^ i = V _ 2 ' . y S . K ) 1 _ Qn(z) 
V ; jLk £>^ ^ J 2 v + i 2 ^ 1 Z j P ' w ( a r ) s — a r " " 2 P W ( ^ ) * 

v=0 v=o r = l 
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Ainsi, (29) représente un développement de l'erreur dont les termes 
sont déterminés par la fonction génératrice (3o). On peut montrer 
[20, /i, p . 83] que l i m E ( / ) = : o , si le rayon de convergence de 

2a t ,#" surpasse 1. 

14. Reprenons (io) sous la forme 

L]o<r±±l _ s*(*) = Q«(*) 
2 *Z-1 PH(Z) Pniz)' 

O s 
^ — 0 ( ^ - 2 / l _ l ) quand z tend vers l'infini, donc p^ est la ne réduite de 
* n * n 
la fraction continue représentative du développement asymptotique 

M 2 » + I 
0 

du terme logarithmique. Cette fraction est de la forme 

(Il Cli Cln r ,. , N n —r—r 7—7— • • • —7—:— • • • [an= const., d* qn(z) = 1], £i(*)-*- sr*(«)-+- qn(z)-h L 1 Ï v / J» 

avec a i = 1, qK (z) = z, et avec la relation récurrente 

?n(z) = qn(z) Pn-l(z) H- an Pn-i(z). 

La comparaison avec ( 17.1) entraîne donc, pour ft>2, 

2n — 1 n — 1 
qn=——zy «„ = _ _ _ , 

de sorte que la fraction continue en question [14, 17a. 21a ] est 

1 , z -h 1 1 ci cn n2 

ô l o S: 2 z — 1 z— z— z— /in-—1 

15. Ecrivons les deux relations (17, I) commençant par nPn(z) 
et nPn(t), ou nPn(z) et nQn(t), ou nQn(z) et nQn(t). On en 
déduit trois relations du type 

( 2 / 1 - 1 ) P„_, (Z) P„_i ( O (Z - t) 

= n[Pn(z)Pn-i(t)-Pn(t)Pn-l(z)] 

- (n - I) [ P * - l ( * ) P n - î ( 0 - P n - i ( 0 P»-î ( -»)] , 
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et, par récurrence [7, 13] 
711 —1 

/o \ P/ii(<3) Pm—1(0 — Fm(t) P m—\{z) \^ . , _ 
(3i) m ^ — - '- : = 2 ^ ( 2 / 1 - + 1 ) Pn(z)Pn(t), 

/7=0 

/3o) r?z^m(z)Qm^(t)~Qm(t)Pm^(z) 
^ "' z — t 

m — l 

/1=0 

( 3 3 ) j n Q » ( i ) Q m - i ( Q - Q B » ( < ) Q B M ( ^ ) 
* ' z — t 

m — l 

= .2 (sLf) l QgR(*> '> - 1 ' ^ + 2 ( , iA + I)Qii(*)Qii(0; 
/ 1=0 

il est tenu compte des valeurs particulières 

Qo(*) = i l o g J ^ - J , Qt(*) = * Q o ( * ) - i . 

Pour z = t, il résulte de (32) que 
Qm(z) Qm-x(z) _^ i 
Pm(z) Pm-x(z) mPm{z)Pm-i(z)y 

donc, d'après (20), 

Sn(z) Qn(z)_^ I 
Pn(z) V ° W Pn(z) ZàmPm{z)Pm-,(Zy 

Posons z = ch(^ + iQ), t ^ch(<7 + / T ) , %_o, <T^O, | 0 | <TT, | T j<7: . 
Il résulte de (5) et (16) que les premiers membres de (32) et (33) 
sont respectivement majorés par me"*1*/-5' et mrm (K+ f f l , à un facteur 
près indépendant de m. On déduit ainsi de (32) l'identité [17: a, b] 

71=0 

la convergence étant uniforme si lim inf (cr — x) > °- Dune manière 
générale, / ( 0 étant holomorphe dans l'ellipse e fermée, d'équation 
a = const., on a [32, a; 43] 

(35) ^=^ifT^zdt^anVn{z)> 
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avec x < *i 

(36) d-=lT7r f A*)<in(t)dt, 

et où C est un contour quelconque ( ' ) entourant (—i , i) . C'est le 
développement de Neumann en série de polynômes de Legendre 
dyune fonction holomorphe dans une ellipse de foyers i et — i . 
Grâce à la convergence uniforme de (35) sur — I < £ < I et a l'ortho-
gonalité des polynômes P / t , on a encore 

(37) an=^-±flf(z)Pn(z)dz. 

Dans tout domaine de variation de z et t situé à distance non nulle 
de (— i, ï) , on déduit de même de (33) le développement uniforme 

(38) ^t
I_z)loi>R(t,z, i, - i ) = 2 ( 2 « + i)Q„(s)Qn(*), 

/ 1=0 

et, avec les mêmes hypothèses s u r / q u e pour (35), et l'expression (36) 
ou (37) de a„, 

"*• 71=0 

On peut réduire C à la double coupure (—1, 1), et il reste 

1 * 

(39) \j ^-tdt^anqn(z\ 

16. Fonction génératrice des Qn(z)- —n étant toujours entier^o, 
(25) donne, pour — 1 < jx < 1, 

Q w ( H L ± O 0 = ^ P « ( ^ ) ( L o g i ^ q = ^ ) - S „ ( f x ) . 

On en déduit 

(40) Q n ( l * H - O 0 - Q n < p - O 0 = - « * P n ( l l ) , 

(1) Pourvu que f(t) soit holomorphe à l'intérieur et continue sur lui. 
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et l'on adopte, pour valeur de Q„ sur la coupure (— i, ï), 

(40 Qn(^) = ^rQ«(^ + 0 0 + Q « ( > - 0 0 ] = JP«(^)^og^-S„(HL) . 

D'autre part, si z = ch(^ + t'0), 2Qn(z)hn converge si | h | < eX 
et fournit, grâce à (27), la fonction génératrice 

Q(z, A) = > Q»(*)*» = — F = = = = = = = l o g v - , 
^ " 21/1 — 2zh-\- h- z — h — i/1 — 2zh-\- h* 
/1=0 v v 

où l'argument de la dernière fraction est compris entre — 71 et TT 
pour h = o. Quand z vient sur la coupure, on a donc 

/ / \ r\/ j. \ l T V J — 2 ^ A -+ A"2 -+ JA — A 
(42) Q(|JL, A) = — Log v r — -

2 \/\ — 2 [ l A - + A2 \ / l — 2[JlA •+ A"2— JJl -h A 

Log * r
; y 

\J I — 2 fJL A -+ A2 \/ I — [JL2 

convergeant pour | A | < 1. Avec les notations du paragraphe 4, et en 
remplaçant /JL = cos^ par sa valeur en fonction des côtés, ce dévelop­
pement s'interprète de manière remarquable pour un triangle AOM, 
sous la forme 

L - T (QM + M A - Q A ) ( O M + 0 \ - M \ ) _ Y OA" t^( <^>) 
\M L O g ( O A -+ AM -+ OM)(OA H- AM - UM ) " ' 2 à OM«+' < ^ \ c o s A U M / , 

71=0 

(OA <OM). 

Si a = b = o, rf = c <Zr, la dernière expression (4 2 ) donne 
^ — Q„ / f \ = 1 ^ ^ ^ - C H - y / ^ 2 - + j K 2 - h ( ^ — c ) ^ 

d'où résulte la formule analogue à (11, I) : 

(43) Q . ( f ) = fczO^ 

La fonction entre parenthèses est harmonique, et sa dérivation par 
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la formule de Leibniz, compte tenu de (i i, I), donne 

71 

Qn(fO = ^P n ( [* )Logi^-2^- i ( |x )P n _ , ( fx ) , 
s = l 

qui fournit une nouvelle expression de Sn(z). 

CHAPITRE HT. 

LES FONCTIONS DE LEGENDRE GÉNÉRALISÉES. 

17. Les fonctions de Hobson. — On a vu au paragraphe 5 l'intérêt 
que présentent les fonctions (i5, I) associées aux dérivées, d'ordre 
entier positif ou négatif, de Pn(z)- H en est de même pour les fonc­
tions associées de manière analogue à Qn(z). Enfin, comme le 
suggèrent le même paragraphe et certains problèmes pratiques de 
potentiel, il est utile de lever toute restriction relative à m. Pour 
m entier, on déduit de ( i , II) : 

Pour que l'integrandum reste uniforme quel que soit m, 
Hobson [20, a ] substitue au double lacet le quadruple lacet 
( ,3+ , i + , z—, i—), ce qui donne de (i) l'expression généralisée 

(2 ) P ^ * ) ^ " 1 ^ ^ O-""' 
r(/i + i) 4^ sin/irc 

(Z+, 1-4-, Z—, 1—) 

( — — J (t—z)-m-n-\dt\ 

on précise les arguments comme pour ( i , II), et on lève les indéter­
minations possibles par continuité. On précise enfin la détermi­
nation de (i5, I) en prenant | arg(z — i) | < TC, | a rg (^+ i ) | <7T. 

Lorsque —t— <C i, le changement de variable t — i — (^ — i )u 

permet de développer (2) en série entière de 5 et un calcul 

simple donne 
711 

^ p",^ = r(T^)(î^T)8F(-w'n + , ' - m + i ; i : i i ) ' 
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uniforme dans le plan coupé par — oo < z ^ i . On voit que 

(4) Pî?(*) = P3i-i(*)-

Pour m entier > o , les m premiers termes de la série hypergéomé-
trique disparaissent, et l'on a encore 

, x r ( / n - / / i - + o (z2—i)T 

K* ) rnK») r ( / i - T O + i)r(TO + i) 2m 

x F (m — /?, m-h n H-I, m + i; ^ T " - ) (™ entier > o). 

Pour m entier < o, on vérifie aisément sur (3), que P(„m)(~) est la 

/

z ~z 

. . . / Pn(z)(dz)-m, valable dans le plan coupé ( 1) . 
Le long du contour G', l'integrandum dans l'égalité 

(5) Qpn*)= r(-n) r+— r ( f ! z H V ( ^ - 0 - — #, 

où m est entier > — Ûl(n), est uniforme quel que soit m; c'est par 
cette intégrale qu'on définit la dérivée d'ordre quelconque de Qn(z)-
Comme il a été fait au paragraphe 10, on peut remplacer (5) , pour 
<R(n) > — 1, par 

<«'> % " " < . ) = 2 1 - ( - ^ - . ) / ^ ( ^ ) ^ - ^ - 1 ^ 

[ A < n ) > - i ] . 

La fonction de Legendre généralisée de deuxième espèce est alors 
m 

(6 ) Q /?(^) = ( ^ 2 - i ) 2 Q i l
m ) ( 2 ) I arg(^ — i ) | < TU, | a r g ( s + i ) | < 7 u . 

Lorsque | z \ > 1, le second membre de (5) est développable en une 

série entière de -» dont les coefficients f (t2 — i)ntrdt sont du type 

eulérien, et valent o ou 2^'sin mtB ( n + 1, ' - ^ J suivant que r est 

pair ou impair. Il vient ainsi 
m 

sin(m -+/i)îu a ^ ( ^ - i ) ' (7) QRl(*) = S1I1/*7U zm-+n+i 

^ / m-h n -hï m-h n 3 A 
X B ( — - — i - ^ r - - 4 - 1 ' " ^ 5 ' 1 ; 

( | a rgs |<aO, 

(1) Pour abréger, nous sous-entendons la coupure fondamentale — 00 < * , £ i . 
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dont le domaine d'uniformité est celui de P™. Telle est la défi­
nition de Barnes [2] , différant de celle de Hobson [20, a ] par le 

facteur——. '— au lieu de emni. Elles coïncident pour m entier; 

celle de Hobson existe seule pour n entier ( ' ) , mais fournit des rela­
tions d'un caractère moins simple que celle de Barnes. Pour 
m entier < o, on vérifie aisément sur (7) que, si — m<(R(n), on a, 
dans le plan coupé, 

QSr(«)=» f " . . . f"(±n(z)(dz)->n. 
J z " z 

(7) montre également que 

(8 ) Q J ? ( - Z) = - enmsaz) Q>n(z), 

et, grâce à la transformation [48, p. 286], valable dans le plan coupé 
par £ _ i , 

(9) F(a, b, c; z) = (1 — *) c - a ~* F(c— a, c—b,c\ z) 

( | a r g ( i - * ) | < « ) , 

Q*m(*) <???(*) (10) 
T ( — n — m) T ( — n - \ - m ) 

18. Relations entre P™ et QJ". — Args étant positif, désignons 
par L, M, N les valeurs de l'intégrale au second membre de(2) et (5) 
le long des lacets directs d'origine + 00 et de sommets respectifs z, 1, 
— 1 ; chacun de ces lacets est au-dessus du suivant, et les détermi­
nations initiales sont celles déjà adoptées ; soit N' la valeur de cette 
intégrale le long du troisième lacet lorsqu'il est placé entre les deux 
autres. On voit aisément [20 ,a ] que 

p ^ > = r ( r ( ^ 
( I I ) < Q<™(=\ _ T ( m H- /i -4- 1) gHm-iQicf s j n ( m -+ n)x 

^n {Z)- r ( -m-i ) 4(sin'/t* ( M - w ) » 
M —N = (M —N>-2*™. 

/,x T̂  1 1 / . s in(/w-+/i»)ir . . . . f (M Par exemple, le facteur : est indéterminé au voisinage de tout r ' sin/iit ° 
couple de valeurs entières de /n, n ; l'équivalence avec la fonction de Hobson est 
assurée pourvu que m — lim.m soit infiniment petit par rapport à n — lim.n. 
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L'élimination de M et N donne 

p ( f i ) ( J g ) - g n m a g m i l , C Q ( m ) ( g ) 
7C 

= r(/J* + " + l) g~"7It
 [ ( I _ e 2 ^ î } L _ (, _ enm*-*)ntn<\\ 

l ( / i -hi ) 4-sin/iJuLV ' v /J ' 

qui ne diffère du second membre de la première équation ( I I ) que 
par la substitution du troisième lacet au deuxième lacet; le procédé 
qui rattache (3) à (2) fournit sa valeur 

— e'1^ (2 -4 -1 ) - mF ( — /?, n-hi, - m + i; l i - f j . 

En raisonnant de même quand args < o, on obtient l'identité générale 

7T 1 

(12) Qi?(*) = 2 sin/i^ r(i — m) 

x e-nni(,az) fLtlY F (- n, n -+ ï, - m -+ 1, ^ - ^ ) 

* /n "1 

-(i^r)"F(-"''t+I'-m+I'iTf)J-
Eliminons la deuxième fonction hypergéométrique entre cette 

expression et celle relative à Q™,_i (z) 5 ^ ^ient l'identité 

(i3) Pff(«) = i iang/iK[Q,?(*) - Q3,-, (z)], 

valable même pour n entier, grâce à laquelle nous nous dispenserons 
souvent d'expliciter l'expression de P'" lorsqu'on l'aura fait pour Q™. 
En particulier, on voit, grâce à (7) , que P"1 n'est pas distinct 
de Q"l„_, pour m + n entier > o, et de Q™ pour m — n entier > o. 

(4) , (8) , (10). ( i3) fournissent des relations entre les 8 fonctions 
de Legendre généralisées vérifiant la même équation (16, I ) . De (8) 
et ( i3) , on déduit encore 

04) Pi?( -*) = e - ' ^ u « ) P S ' ( ^ ) - i ï ï ^ Q a » ( * ) > 

et, de (10) et ( i3) relatives aux indices ± / n , 

(,5) pff(«)-p/
(w'K,w+1iPïï"'w=!""T,"iTQg,(*)-

' nK } r(?i — m-hi) " v ' 3T sin( m-h/i) w v 

MEMORIAL DES SC MATH. — N° 9 7 . 3 
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19. Lorsque \z — 11 > 2, (5) est développable en une série entière 

de - ^ - > dont les coefficients j (t-\-\)n(t — \)n+rdt sont du type 

eulérien et valent (—i)r(2tsin7i7r)22/ l+r+1 B ( T I + 1 , 7 1 + r + 1 ) ; il 
vient ainsi 

771 

(l6) 0^,)=««o»±i)ï (i±±y (_2_\n+i 

v ' x./» \ / 2 sin/lit \z — \j \z-—\) 

X B ( /i -4- 1, m-h n •+•!, 2 /1 -+ 2 ; J ? 

p u i s à l 'a ide de ( 8 ) e t ( 1 0 ) , 
m 

(,7) wis)=™(m+»)*(*=iy (-L-)™ 
V y / ^ n \ / 2 S i n / i 3 u \ Z - 4 - I / \ £ - + I / 

x B f n + i , m -+ n •+ 1, 2 n -h 1 ; j ; 

m 

fie-, o m ïr i ""(»"-»-")« r(» + /n + i ) / ^ - i \ « / 2 \»+i 
(ib) <*„(*) 2 s i n w ^ r ( » - i » + i ) \ * + J V ^ T / 

X B I / I H - I , « — /M -H i , 2 « -H 2 ; ) , 

772 

iw\ Q"»M- l in (m + / l ) a i r(/^ + m + i ) / ^ H - i \ T / 2 \ « + t 

x B I n + i , /i — m + i , 2 / Ï -4-2 ; j • 

La transformat ion ( 1 ) [ 4 8 , p . 2 9 1 ] 

r(c-A-ft)r(a + ô - c + i) 
(18) B(a, 6, c; 2) = 

Y(c — a)r(c—b) 

x [B(or, 6, a-+ b — c-4-1; 1 — s) —(1 —s)*-*-* 
x B(c — a, c —6, c ~ a ~ è + i; 1 — z)] 

permet de déduire aisément de (13) et ( 17') 
m 

<-> ™»>=r^(^y(^r _ 
x F l n + i, / i -zw + i, 1 — w; M 

qu'on peut encore transformer en changeant n en — n — 1. 

(1) Cette transformation est valable dans le plan coupé par les deux demi-
droites z^o et 2^1 , avec la détermination larg(i — * ) | < i c , et en supposant 
que c — a — b n'est pas un nombre entier. 
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Supposons^ arg£ | < -• La transformation (') [48, p. 289] 

T W 7 \ sin(c— a)iz . X T > / , i\ 
(20) B(a, b, c\ z)= —-=• r~(— z)~a B(a, a — c-4-i,« — b -4-1; - ) 

sin(c — b)x i \ 
H ) rr-(—z)-b B(6, fe_c-+i,ô — a - 4 - i ; - ) 

sin(rt — b)izv ' v ' ' '5/ 

donne, à partir de (7), 

, s ^™w \ », sin(/rc-+/I)TU -•—;—iri(Mtf) , m — n \ 
(21) Q f 1 2 = 2 « - i i-s -̂- e 2 s in( TU) 

_ / m - + r c - + i m — n 1 A 
x B ( . — , - ; * ' - ) 

-+ e " COS ( TU I Z 

-.( m-h n m — / 1 + 1 3 A I 
x B ( — + I ' — r — ' i î ' V J ' 

que (8) prolonge dans tout le plan coupé par l'axe réel. Grâce à ( i3) , 
on en déduit 
/ N Drmi/ x y*e-™***a^\ . /m — n \ (m-hn \ 
(22) Ptf">(*) = I sin ^ — ^ — T U j cos (^—^— * ] 

„/m-t-/i-+-i m — /1 1 A 
X B ( , _ _ , - ; * ) 

( m-+- n \ /m — /1 \ 
TU j cos ( :u 1 

~ / m -4- n m—n •+ 1 3 A l 
XiB(-r+''—;—'s ;*).r 

Transformons les deux termes au second membre à l'aide de (9); on 

démontre ainsi ( 2 ) , pour | arg£ | < - > 

2~m~^(z- i) 2 

(23) P » ( « ) = r ( w _ B Ï + l ) r ( _ n _ T O ) 

[_, In — m •+ 1 — / i — m 1 A 
B ( — 1 — ' — r — ' 5 Ï * 1 ) 

(1) Le domaine de validité est le plan coupé par la demi-droite 0 ^ z, avec la 
détermination | arg(—z) \ < TU. 

(2) On utilise également l'identité classique 

r ( 2 j ) r ( l ) = 2 « - i r ( * ) r ( * - h *) • 
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qui se prolonge dans le plan coupé par l'axe réel. Quand di(z) > o, 
(18) transforme enfin (23) en l'expression simple 

7)1 

/ /x r*m/ x 2m(z*-— i ) - „ / / l — / / i - + I — /i — //i A 

(^4) P g ( 0 = r ( l _ w ) F ( - , - - , , - / ^ 1 - ^ 
( * ( * ) > o ) 

( i5) permet ainsi d'exprimer Q,7(^) à l'aide de deux fonctions hyper-
géométriques d'argument i — z2, avec dx(z)^>o. D'autre part, 
(20) transforme (24) en 

m •+ n _ / / z n - / i \ 
2m Slll TU r f h I j 

(i5) Pî?(*) = r 
v ' " v ' TU C O S / i TU / /i — m -+ I \ 

x [...(^.)(,.-,)* 
n {m — n — /w — w 1 ï \ 

X B ( , , —/z-4- - ; ) 
\ 1 2 2 ' 1 — s 2 / 

( — M — 1 

TUWS 2 — 1) -

n / n -*- m -4- 1 /1 •+- m -4- 1 3 1 \ 1 
X B ( , , n + -' . ) , 

\ 2 2 2 ' 1 — £ 2 / J 

d'où l'on déduit, à l'aide de ( i5 ) , 

. r ( / n + /i + i ) r ( - Ti-4-i 

( a 6 ) Q f f ( , ) = a '"('" + ")" ' \ ' / ( ^ _ — T 
a » « r ( n H - | ) 

„ / n -h m -hi n — /w •+1 3 1 \ 
x F ? j n •+• - ; r ) : 

\ 2 2 2 ' 1 — z* P 

ces deux expressions sont valables dans tout le domaine d'uniformité 
des deux fonctions. 

(18) transforme (3) en une expression de P(,'/0(*) au voisinage de 
z = — 1 ; en transformant l'une des deux fonctions hjpergéomé-
triques à l'aide de (9), il vient 

7)1 

r (_m )(L±lV 
(27) P { ? ( * ) = - i £ — ^ : F ( - / î , / i + i , i + m; — ) 
v J n v } Y(n — / 7 i - + i ) r ( — n — /n) \ ' ' 2 ) 

7)1 

r ( - « ) r ( « + i) 
c-m7ti(faa) p / _ 7lj /2 _ + _ I? x __ m ; ?J±1 j , 
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valable pour m non entier et se réduisant à son premier terme pour n 
entier. Un passage à la limite permet d'en déduire une expression 
de P,i[19, a, p. 7 ] . A partir de (3) et (27), ( i5) fournit les dévelop­
pements de Q™ aux voisinages des mêmes points critiques z = àz 1 ; 
par exemple, on a 

[ 711 

_,, , / * -4- I V2 _, / I — Z\ 
T(m)( ) F ( — n, /i + i , 1 — m; ) 

\z — 1 / \ 2 / 
711 

L T(— m)T(n -h m-hi) /z—i\T 

\x-hi) T(/? — m -4-1) 

X F I — n, n-\- 1, 1 -h m; 1 h 

qui a encore une vraie valeur pour m entier [20, A, p. 2o5]. 

20. Définitions sur la coupure z^ 1. — Soit 

— I < JA < I et S = |JLH-£Oi ( E = ± I ) . 

(3) donne 
m 

et suggère d'adopter, sur cette coupure, la définition 

(28) P;»(^) = e " P ^ d x + soi) 

qui coïncide, pour m entier, avec la fonction de Ferrers. De même, 
(12) montre que 

(*9) e « Qm( ,* + <„•)-« * Q y ? ( ^ - o O = ~ ^ S m (
c 7 n ^ ) 3 T P g ( ^ ) > 

et conduit d'autre part, si l'on veut conserver la relation remar­
quable ( i3) , à poser 

711111 

(30) Q j » ( p ) = _ L _ | « * Qj?(,*+ 0,) + « * Q; I N I * - < » ' ) ] ; 

file:///x-hi
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dans la définition de Hobson [20, a ] , em%L remplace cos ras, 
(29) et ( 3o) équivalent à 

mm , x 

(3i) e — qn^^Zoi)^q^(^cosmx^^i^i^^P^^ 

On voit tout de suite que (8), ( i4) e t ( i5 ) sont remplacés ici par 

(32) Q ™ ( - F ) = - C o S ( m - 4 - /I)TU Q^{t i ) - * S 1 . n ' ( m "*" n ) ? U P g ( t O , \ / x.#i \ r / \ / x r t \ r / 2 sin/i TU cos/n TU X4 

(33) P™(— H1) = cos (//1-+ n)\x P^(JJL) sin rc TU COS m TU QÎÎ*([X), 

(3iï P™(uï r ( / i - + / / i - + i ) ^ p-m/. .x ^sin/iTusinmTu 

Sur la coupure £ = # <; — 1, (7) suggère la définition 

(35) Q2l(^) = — e£n7:i Q/?(# •+• «*0 

s in( / / i -+ n)iz 2 m _ 1 ( # 2 — 1 ) 2 

sin n TU (— a? ) r a + n + 1 

_ » / / / i - + / i - + i m - + / i 3 A 

avec arg(— x) = arg(#2 — 1) = o. Aucune définition de P™(x) ne 
paraît s'imposer ; cependant 

(36) ?%(*)= 2iJnnJPV(x + oi)-P%(x-oi)] 

présente l'avantage d'être liée à (35) par les relations ( i3) 
et ( i5) . 

21. Expressions en fonction de r? = z -f- \/z2 — r. — Des dévelop­
pements de cette nature ont été formés au paragraphe 3. Le chan­

gement de variables [20, a] \r\2 =. 1, u{m> = \ 2 w transforme ( 14,1) 
en l'équation différentielle de la fonction 

i /?i-4-ra-+i , # 1 - + - 3 /&-+ -; ç J; 
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à l'infini, yj est équivalente à 2z, et la comparaison des parties 
principales de cette fonction hypergéométrique et de (7) montre 
que 

. N Y(m + n - h i ) r ( - \ 
, » s ,-^mw x s in ( m -+ n ) TU 7 \ i j 
^ " >•" s in / i TU / •* ^ ' 

F | m •+ /1 - + i , /n -h - , /1 -+ - ; ï p 2 J; 

la série converge dans le plan de z coupé, car | TQ | > 1. (10) transforme 
ce développement en 

x r ( /n-+«-+i )r ( -\ m 

os) Q ^ ( ^ = s m ( : : : ; ) , c — ; — - ^ - ^ - , - ^ - , ) -
binriTc _ / o \ 

r ( - H S ) 
X F ( n — m -+ 1, — /n -+ - , / 1 - + - ; -rp2 ) . 

(i3) fournit P"l(.s) et (38) donne ainsi, compte tenu de (18), 
il 

avec ar 8 ï i 
< 7r. c'est-à-dire (K(z) > o. 

(39) P g W - r ^ ^ ( * ' - ) 

X F ( /l /71-+ I, — //IH ? I — 271 \ I - ) • 
\ ' 2 "H2/ 

Par exemple, si £ = cos0 H-eo i ' (o<0 < 7r), on a n ==0^, et (37) 
converge sur son cercle de convergence | YJ | — 1 , sauf pour 0 •=. o 

ou Tr, pourvu que (3l(/i)>>-; on obtient ainsi le développement 

de sin~m0Q|î*(cos0) en série de Fourier. 

L'équation différentielle en £, w est également satisfaite par l'inté-
—m—l1 * \—m—L 

grale d e / = £m+/l(i — t) 2( 1 1 ) S prise le long d'un contour 

d'uniformité d e / . Par exemple, avec le quadruple lacet 

(*0; i n - , o -h , 1—, o —) 

d'origine t0 comprise entre o et 1, l'intégrale defdt est développable 
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eu série entière de rr2 si | YJ2 | > i ; avec les déterminations 

a r g * 0 = a r g ( i — *0) = o et a r g f i — ^ J < « , 

la comparaison avec (37) pour z = 00 donne 

(4o) Qif»)(z)=-e-^'-^- ^L2mrr"i-n-i 
\ t / x./t \ / 4 TU ^ s i n » TU 4 rc 1 s m n TU 

(1+,0+ 1-,0-) -711-1/ t v " ' " " 

Posons £ = r? A ; compte tenu de Y H — = iz, on a encore 

r(-*î)'G)._ 
(41) Q « r , ( « ) = - e - n r ' 4 t t sinnw 

x r ' ^+»(1-2^+^)m *«&, 

ou h0 est sur le segment ( o, - M avec 

aig/Y0=arg-> et arg(i—2.3¾ •+A2) ~ o 

au voisinage de h = o. En particulier, si (R(m + TI 4 - 1 ) > o et 

(Jl(m — - ) < o , le contour est réductible au segment (o, - h d'où 

un QS-.»^)»»^™-»)*. w _ 
<*m/i;u _ / i \ 

1 

J
/»*ï — m— £ 

f ^ « + « ( i - 2zh-hh2) 2 

( < R ( - n - i ) < < R ( m ) < 5 ) . 

1 

Un second contour d'uniformité d e / est le huit (t0 ; I + , I Q 2 —) ; en 
supposant 11 — rj-21 < 1, effectuons le changement t = ri2 + ( 1 — y2) tr) 
développons l'intégrale obtenue et comparons a (39) au voisinage 
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de Y}3 = t ; avec les mêmes déterminations que pour (4°)? on voit que 

r ( m + î ) 

dt 

(<*(*)> o, | a r g n | < j ) t 

ou encore, en posant t = rth, 

(42) P { » m ) ( - S ) = * — ^ ——- I A"W-*(I— 2 * / n - / V ) *rfA, 

• ( ; ) " * X 
valable dans le plan coupé. Pour /n entier, on peut substituer le 

contour ( h0 ; Y) H-, — h J ; en particulier, 

(43) p „ ( , ) = ' / ^=n=an===9 
2 * * . / + w V i - a ^ A + A» 

Les contours des intégrales dans (5) et (42) coïncident par la cor­

respondance h = z — £y/.52 — 1 = J z1 — \(z' — £), où zf = z 

\fz'2 — 1 

A la coupure (— 1, 1) du plan de l'une des variables z, z!, correspond 
l'axe imaginaire pur du plan de l'autre variable. Supposons donc 
(P\(z')>o et <R(z)>o. L'intégrale (42) ne diffère de l'inté-

_ i _ i 

grale(5) de Q ^z') que par le facteur (z2 — 1) l et un facteur 

constant; celui-ci se calcule en comparant les parties principales 
fournies par (3) et (7) aux voisinages de^ = i, z' = ao, et l'on a 
l'identité remarquable de Whipple [47] : 

1 

qui ramène curieusement l'une à l'autre les fonctions des deux 
espèces. 
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22. Soit | Y?2 — 11 > i ; l'intégrale (4o), où l'on fait le changement 

t = i — t', est développable en série entière de • , ce qui 

donne [20, a] 

N T(m-hn-hi)T(-\ 

(45) Q ^ ^ 5 ' " : : : ^ u ; 2 m v " - n 
sin/iTu T(n + 3 \ ™+î 

U 2/ (V- i ) 2 

v( l i 3 i \ 
x F ( /? i -+ - j — / n - + - , / & - + - : ) . 

\ 2 2 2 * I — T j 2 / 

Cette fonction hypergéométrique et celle relative à Q!^Lt vérifient, 
en vertu de (9) et ( i8) , l'identité 

F ( m -+ - , — / / i - h - j /1 -+ - : 
\ 2 2 2 7 1 — Y)2 y 

V 2 / \ 2 / _ , / I I I I \ 
= =7 rw, r-F ( m - + - , — / r c - + - , —/1-+ : -) 

r(n + /n + i ) r ( w - m + i ) \ 2 2 2' 1 —7)2/ 
rV/i-+lA r ( - „ +.I\ 1 

r ( w + î ) r ( - w + ï ) 
^ / 1 T 3 1 \ 

x F m + - , — m-H - , n-+ - ; ), 
\ 2 2 2' I — Y|2 / 

avec | arg (—Y} 2 ) |<TT, et l'élimination de l'une d'elles entre cette 
identité et l'expression de Pn

n
l(z), obtenue grâce à ( i3) et (45), 

donne 

(46) P P C ) . - , ; ! " " ' 1 
r(0r(H) 

•[• 
(m— Miti(jav)*) Y|/n—/i 

î m+-
(TJ 2 - I ) 2 

x F ( /ra-+ - , — m-+ - , / 1 - + - ; 1 
\ ? 2 2 ' l — YJ2/ 

m + i V * ^ 2» I — Y I * / I 

(V-I) 2 J 

(|argY)2 ! < « ) , 

où les deux fonctions hypergéométriques ont les mêmes coefficients. 
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En particulier, si £ = p: + eoi, (45) se décompose, grâce à (3 i ) , 
en les deux développements trigonométriqués remarquables [20, a] 

( 4 7 ) Q,?(cos8) = 

. , . T(-) r ( / n + /i + i) 
sm(m-+ / i )Tu \ 2 / 
sin n TU cos/ziTu 

(48) P^(cos6) = 

2 (i — 4 /?iM(32— 4 ^ - ) . . . ( 2 / - - 1 2 — 4 /rc2) 
(2T ) ! l ( 2/1 -+ 3 ) ( 2 / 1 - + 5 ) . . . ( 2 / 1 -+ 2 T - + I ) 

r = 0 

oo.[(» + I + r ) e + ( m + i - r ) ï ] 
x ; ^1 j 

( 2 s i n 6 ) -

2T(m-+ /i -+i) 

*2 
r = 0 

sin 

( 1 — 4 ^ 2 ) ( 3 2 — 4 / ^ 2 ) . . - ( 2 r — i 2 — 4 m 2 ) 
( 2 r ) ! ! ( 2 n + j ) ( i / i + 5 ) . . . ( 2 / i + 2r + i ) 

i n[( f t + 2 - + r ) 9 + (m + ^-r)f] 
1 

* ^ û ^ 5TU 

convergents pour g <C y <C — • 

23. Représentation par des intégrales définies. — Hobson [20, a, A], 
a établi beaucoup d'autres expressions deP"/ et Q™, généralisant par­
fois des expressions antérieures des fonctions ou polynômes Pn. Par 
exemple, le changement t = coscp transforme (5') en 

grâce à (44)? cela équivaut à 

/n 
2m(z2—1) ' /•* 

(49) Pff(«)= / ! \ / TT / U- t -^- i cosç )""' ' ' '^ -^?^ 
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où la détermination de \Jz'2 — i est évidemment quelconque dans 
l'integrandum. Changeons m en — m et portons l'expression obtenue 

dans ( i 5 ) ; il vient, pour <R(m) > — i , <R(z)>o, 

TU sin( m -+ n )7z 

r ( B 4 - m + i) (**—i)2 

r ( n - i m - i ) 2 ™ r / l W m + l \ 

f (z-h sjz1— i cos?)w m sin2™ 9^9; 
o 

l'intégrale est d'ailleurs invariante quand on change n en — n — i , 

comme le montre (49)- Changeons z en — z dans ( 5 o ) ; grâce à ( 8 ) 

et ( i 4 ) , il vient, pour di(z) < o, 

o p[7i—m)m(saz) cinS n ÎT 
(5l) prn(z) - ¥—. ^ - ^ Q~(*) 
v ' ,l v ' îusin(/rc-+/i)îu ^' l v ; 

_ r( / i -+/>i-+i) (z9-—i)2 

"" F(w — ni-\- i) 
a - r ( i ) r ( » + i ) 

f (z -+ v's2— i coso)" "* sin2™9 do; 
o 

l'intégrale peut être remplacée par sa transformée par le changement 
de Tien — n — i , multipliée par —£«**'("-). On passe aisément de 
ces expressions aux formules 

/ r \ n „ w nx 2 sin//iTu sin/iTu _ m / a . 
(52) Pff (COS 6) r-r r - Q m (COSÔ) 

7 TU sm(w + n)n 

__T(n-h m-hi) sinwO r 
~~ r(n — m-hi) r(î)r(-*i)""" 

x | (cosOdz^sinôcosçy^^sh^^orfo ( o < 6 < - ) , 

/ A 0 \ r » m / UN 2 COS m TU S l l l 2 / l TU ^ 
(53) COS«TUP^(COS6) r-̂  :—Q,m(cosO) x ' n v J îusm(/n-+/i)Tu ^ / l ; 

__ Y(n-hm-hi) sin»*6 
~" r(/i — m-+i) 

T ( | cos6 | ± i sin6 cosç)"-'w sin2^ç r/? ( - < 6 < TU Y 
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valables pour dï(m)> • Ces deux intégrales sont invariantes 

quand on change n en — n — i. 

Le changement T = z + \Jz1— i ch^ transforme (4i;) en une expres­

sion de Q"1 semblable à (4g). Grâce à (10). il vient encore, sous une 

forme plus simple [17, a\ 20, a] : 

. , N T(n-h m-hï)r(-) 
sin(//i -+ /I)TU ' \7 / (54) QTH*)--

2m sin n TU r ( / i - m + i ) r ( » H — j 

r 0 0 sh2,n^ 
x / - T d>\> 

Jo (z-h y/*2 — I ChÙ)m+n+l 

((R(» + i ) > d l ( w ) > - | j . 

EnposantA = £ — \/_z2 — i ch^, (41') et (10) donnent de même [20, a] 

(55) Q ( n m , ( s ) = 
r ( n + m + i >'G) sin ( m -+ /i ) TU 

2msm/iTu / i \ 
r ( 7 i - » i + i ) r i / n + - ) 

f ( 3 _ ^ 2 _ ! CK 4, ) n ~ m
 S h 2 ' « 4l ^ 

u 

(di(n-hi)>(K(m)>- *\ 

Z-+-I où ch w = ^ et | argshi]; | < - , c'est-à-dire tv = - log • 

Lorsque (K(n) < — dl(ra), Hobson [20, a] prend l'intégrale (2) le 
long du double demi-cercle fermé(' )(z. — roo, £00, 5, ^00, —£00, z), 
en prenant soin de changer la détermination en z comme l'exige le ' 
quadruple lacet primitif équivalent; l'intégrale est nulle sur le demi-
cercle infini parcouru deux fois, de sorte que 

oùf désigne l'integrandum de (2). Déformons de même le contour G' 

(1) zoo désigne le point à l'infini de même argument que z. 
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de (5) en un contour formé de la droite (— * oo, zoo) et des deux 
demi-cercles infinis qui joignent ses extrémités ; il vient 

Q<m)(«) = T(-7l) l 

^.n \ P ( — » i — / i ) 2i sm/iiK 

x j e-(™+27i)7t*COs/iTu / f dt—e-»*1 cos m T: I fdt\. 

Par élimination de la première intégrale dans ces deux expressions, 
il reste une seule intégrale définie pour représenter Q ! ^ ( * ) , ou 
enfin, en changeant n en — n — i, 

(56) QJ»>(,) = ™<m + *)* _ r{n + i)__ 
2Sin/lTU T(/2 — ffl + l) 

x r (*lz^Yn~\t-. zy-™dt 

[Ot(/i + i ) > |dt(/rc)|J. 

On peut encore remplacer {z, zoo) par la demi-droite 

Ml/**-!-*)*], 

dont le prolongement traverse également le segment ( — I , I ) ; en 

posant; = -3-H y/^2 — i e'V, (56) se transforme ainsi en[17, a ; 20, a ] 

/ 5 _v Q7n(z,s'Mr>i + n)r. r ( / n - i ) / •" c h m * 

(57) «ni-) 8inilîS r ( / l _ m + I J o (, + v/;imch40"+ld* 
[ t f t ( / i - + i ) > | d t ( / w ) l ] . 

(44) donne ensuite 

r ( i - m ) ( ^ - i ) ~ T ch( / ï -+i )^ 

<58> ^ ( * ) - ^ r ^ - m + o r c — m ) j f V . * 
( j B - h C h ^ ) 1 

[tft(//ï — i) < ô\(n) < <R(— /n)] , 

valable dans le plan coupé. En particulier, si m est entier, il vient 
encore, grâce à ( i5) : 

.- COS / H ] TU m ço ch l II -4 J ^ 

(59) PJ»(»)=.»/|-_1 1(-(*«-!)' / —^ y—tW 
rV5_ ,WJ (z+ch*) ' 

[— m — i < dl(rc) < /n entier]. 
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Signalons encore la transformation de (5') par t = z — \j'z* — i e+ 
[20, a ] : 

(60) QffW *= r / Y ~ ^ r"(,i-t/ïnr7cM.)"chm4.<ty 
r(— m — »)./„ v T / 

[ < * ( » ) > - l ] , 

où w a la même signification que dans (55). 

24. Lorsque CR(TO) •< -> substituons au contour de (42) un arc de 

courbe joignant i- à m et ne traversant pas l'axe (— 00, o) ; il vient 

(61) PI-»(,) = e-(
m+ï>'- " rCMî-) t 

x T À™+»(I — a* A-+ hï)~~m~*dh \<&(rn)<\\i 

avec la détermination arg(i — 2zh -f- h2) = 2arg y/-2 — i — 7r pour A 

voisin de -> sur le segment rectiligne ( - 5 ^ ) - En particulier, si 

^ c ^ - f ^ ^ ^ ^ < - / r , 77 — «^, prenons l'intégrale sur l'arc de 
cercle h = el<P ( _ 0<cp<;0); on a — 0^arg(i — 2^A + A2)^G, et, 
grâce à (28), [â0, a ] 

( / A 
cos ( n H— 19 

sin"16 \ 2 / T , 

(fa) « ( « D - ^ r d - » ) ^ ^ . ^ - ; 9 

( < R ( m ) < i ) . 

Parmi les expressions que permet d'en déduire (34), citons 

/ - . „. 9 cos ( « + - ) ? 
(63) Pff(cose).= l A r ^ + m + l ) ( - S m e ) " m T i *J—do 

} nK > V nr(n-m-hi) ( i\J0 i./n * 
\ 2/ (cosç —cosô)2 

(/n entier ^o). 

A l'aide de (33), le changement de 0 et cp en TT — 0, n — cp trans* 
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forme (62) en 
2 

(64) cos( /n- i - /Î)TT P^^cosG)— - sin 11 TU cos m TU Q™(cos8) 

v^iT7""^ ^r 9 r<m)<ï)' 
\ 2 ~ / (cos8 — c o s ? ) -

qu'on peut également transformer d'après (34). Pour m = o, (62) se 
réduit à la première expression de Mehler [30] 

- 8 cos ( / H — J 9 
(05) P„(cos6) = ^ / V 2 /

a ««?, 
'• «A) v c o s ? — c o s" 

et pour m = o, n entier, ( 6 4 ) donne la deuxième expression de 
Mehler [30] 

- „r. sin ( n H — ) 9 
Pn(cosfl) = ^ f / >>\ 

'• »/6 i/cosG— coso 
(66) P„(cos6) = - ^ / x ' - f o ( r e n t i e r ) . 

77 */e v c o s 0 — c o s ? 

Supposons <R(m)<Z- et dl(7/z -f- n -t- 1) > o. Nous pouvons 

prendre l'intégrale (61), où — i < ^ < i , le long du contour 

(-5 — 1, o + . — 1, YJ ) formé par deux arcs du cercle 

h = ei* (_6^?^— TU et 0gç<;TU) 

et le lacet rectiligne (— 1 ; o + ) sur lequel on pose | h | = e~*t) il 
vient alors 

sinm8 (67) P,T(cos8) = ^ / l — ï a-) 
[ rtTC cos ( /i •+ - ) 9 -+ ( m -+ - | TU f VK 2) K ^ U 

Jo m-t-

(cos 8 — cos 9) 

— sin(m-+ 11)1: f -dty I; 
(cos8-hch^) * J 

si dl(m) < - ? dl(m — /i) > o, la substitution, dans le contour pré­

cédent, du lacet (—1;—00—) au lacet (—i;o-+-) , équivaut à 

changer 71 en — n — 1 dans (67). 
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Prenons l'intégrale (4i')> où ^ = cos0 + o«, sur le chemin 

( o, ï, - j formé par le rayon h = e~~^(oo^> ij/ > o) et l'arc de cercle 

A = e-'?(o<(p$0). Grâce à (3i) et (62), on a 

, N r(m-h-) 
/na\ r\m/ û\ Sin ( 1YI -+ Il ) ~ \ 2/ 
(68) Q^(cos8 )=—i i 1- -——LsuV"6 

s i n / i TU ^27Z 

X / — l^-f * 2~^do I 
L (ch'̂  — cos8) - (cos9 —cosO) - J 

valable pour di( — n — ï) < dl(77i) < - . En particulier, 

(69) Q„(cos8)=,-L f / • M-f , V 2 / do 

[— i<6l(ii)<o}. 

Admettons, en outre, que dl(/7i — n) > o, et prenons l'inté­
grale (41')? ou z = cos0 + soi, sur le contour 

( o , —00, — Ci», 00, 1 , - j 

formé par le chemin h = e^"ait( — o o < ^ < o o ) , un demi-cercle 
infini, le chemin rectiligne /i — e+(oo >>^>o) et l'arc de cercle 
h = e-'-?(o<<p^0). Compte tenu de (3o), on a 

sin'" 8 
\J2TZ 

r ( T O + i ) 
/ \ r\m/ Û \ S i n ( / / l - + /i)TU \ 2 / 
(70) Q2l(cos8) =* — v ; ^-7== 

s in n TU ' 

r c 
I cos 2 m TU I 

X I COS2//ITU / ~dty 
1 ' m+-

(ch^ —cos0) 2 

— c o s ( m -h /I)TU I -cty 
*/_ « /»1+-. 

(ch<J/-+cos6) 2 

-Osin ( n -+ - J o -+ 2 m TU I 

"/ LV *' r-U • 
0 « m+"; I 

( cos o —cos 8) - _] 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 97. 

file:///J2TZ
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valable pour <&( n -f- i J <(?t ( m -f- - J < i. Pour m = o, l'addi­

tion de (69) et (70) donne la formule remarquable 

[ •o ch ( n -+ - ) ty 

«/0 V ' c n Y — c o s " 

. c h (/1-+-^ H I 
— COSttTU / , V — ^ [— I < < R ( / i ) < 0 ] , 

t/0 y ch ']> -+ c o s 0 J 

très importante pour les valeurs TI = — —h ip, qui correspondent 

aux fonctions harmoniques coniques. 

25. Pour z — chj£, x > o? o n a r i - ^ , et l'on peut prendre l'inté­
grale (61) sur le segment de droite h -=.èJ( — x = ̂  = x)-> donc 

f U /; Ch (il H ) <j> 

(7 2 ) p ^ ( c h X ) = t / i shTO* r . " — ^ — ^ - , ^ 

( * ( m ) < l ) . 

Si l'on a, en outre, <?t( m H- 71 -f-1 ) >> o, <R( m — n) > o, le chemin 

( - j o«, — 00, &'oo, 00, Y) )? où l'on pose successivement 

h = <?-4(x^<},<oo), h = e**ety(— 00 <'^ < » ) , * = «*(«>+^X)> 

donne 

(73) PS ^ - ^ 7 ¾ 

[/' ^KKh/^+iU 
^ - 4 % 

(ch^-f-ch^) 

ch[(n+i)i+(m+i)*;i n 

* (ch*-chX) 2 J 
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Changeons n ën — n — l > des combinaisons évidentes avec (78) 

donnent 

, A »h»y T • /•- C h("+ i)^ Jt 
(74) P?1'(chX) = V/« , , " X " ™ j f ^ 

r U ; L ' (ch4,-ohZ) > 
. c h ( n + l ) < J , "| 

— sinwjr / i -dty I, 
</0 HM-- I 

(ch^ + chX) - _J 

(75) Pii'(chX) = , / | f * 
V r ( a — ^ 

J
» sin m TU ch ( /1 •+ - J ty — cos m TU tang nx shln-h-\ty 

( i V- ; i H-dl,, 
y 711-h-

(ch^ — ch/J -' 

valables pour I (fi-y* + j), < ^ ( ™ + j ) < i- En particulier, 

/ - • ' , .«ch(/n--)<|* 

(76) P.(chx)- — X JÊÇ^** 

I . / . « s h ( / i - l - - ) y 

^Sli^n.r \ >) ^ {_l<dlin)<ol 
Jyi ychy — chy 

Pour les mêi*ies valeurs de * > i , (4i'), où h = e~+(oo> ^>x) 

donne 

s i n ( m - + « ) - . / s : sh^y Z*30 e ^ *' 
(77) Qy(chX )^ s in /?7: V/2 /1 * x / —^ 

V \ 2 ~ n l ) A (ch^-chX) ' 

((f{(-n-i)<ôX(m)<±y 

La condition supplémentaire (K(m — n) > o permet de prendre l'in­

tégrale ( 4 i ' ) s u r l e c o n t o u r ( °? — °°Î Sî0°? 00, Y) + soi, r h et des nota-
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tions semblables à celles de (73) donnent les deux expressions (e = ±: 1 

W ' x.a v A./ sin/l TU V 2 „ / 1 \ 
r(ï-m) 

X u nu-* 
(chi}< — c h X ) 

- « * * 

- / f f r-^ 
*/_v nu--

x ( c h x - c h * ) > 
f" ez(m+n)m e\

n+±)'* I 

- / -<ty L 
•/__ » /11+- I 

(cH + chX) 2 J 
entre lesquelles on peut éliminer l'une des trois intégrales. Par 
exemple, 
(79) Qff(chX) = t / ? Sh'"^ 

r 1 m j sin n TU 

r7- e^ -' 
c o s /1 TU I •—- dty 

J—.*i IM + -
x(chx — ch^) 2 

• sin(/i — ZZI)TU / j cty p 
x (ch^-ch^) 2 J 

valable pour | d l ( n + j ) | < ^ ( m + ^) < x-

Lorsque 71 -+- - est un nombre entier, l'uniformité de l'integrandum 

autour du couple o, - permet de prendre l'intégrale ( 4 0 sur un 
contour simple entourant ce couple, mais non YJ. Pour z = ch^, ce 
contour peut être le cercle trigonométrique h = eiz>, d'où résulte 
[20, a] 

r . -n cos [ n •+ - ) 9 

T\*-m) (chx-cos9) 8 

( » H — entier ) . 

(80) 
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Soit, en outre, n < <K(m) < -; prenons ( 4 0 sur le contour 

(oo, oo —, oo, yj —, oo) formé par le cercle infini et le lacet d'origine oo 

et de sommet n ; on trouve ainsi ce que devient (79) lorsque n 

est entier, mais sans la restriction qui permettait de passer à l'ori­
gine, c'est-à-dire 

/ON i^,»/ 1 , /TU cos m TU sh"1 y r e 1. 
(80 Q;i'(chX) = i / - JJ —<** 

I o > dt f m ) > /1 entier I. 

26. Propriétés particulier6s aux valeurs entières de m. — Dans 
ce cas, le contour de l'intégrale (2) est remplaçante par le contour 
simple C(z + , 1 + ) , d'où 

(82) yn w _ r(«H-i) 2n«./c U ' - a * / (* -* ) " l + 1 

Avec les notations du paragraphe 7, 

= R ( / , — I , Z, ao) = R ( * , fff, T t , Tf), 
— I — Z 

donc la transformation homographique qui fait passer de (1, II) 

à (2, II), donne ici, avec un choix convenable de arg p? 

711 

le premier membre est invariant quand on change /n en — 77/. Ainsi, 
apparaît l'intérêt des fonctions [24, a] 

in 

{ 8 4 ) ^ = ^ ( = ^ ( ^ ) % ^ 

qu'on peut définir comme les coefficients du développement de 
Laurent 

<85) [ p ^ ] " = 2 JS ,(*)R(*,«*,X„T,)« [*(*)><>], 
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en fonction de l'invariant essentiel R(£, o-2, Ti,r2). L'existence de (85) 
suppose celle d'une couronne limitée par deux cercles conjugués par 
rapport à : h : 2 et séparant le couple o\|, r, du couple o-2, r2. Dans les 
conditions de (82), ce sont deux cercles de centre zA = z, d'où la 
condition de validité \z — 11 < | z -f- 1 j qui accompagne (85). 

Dans les conditions du paragraphe 9, (83) conduit au dévelop­
pement [24, a] 

7)1 

<«> w>-2ï££rKîES)'G=9Ti(:)(..:.,) 
x F (-

À, n -+ 1, n — m + A ' + i ; 
1 -+ Zo 

J \Z— Zo) 

valable pour << 1 et • Les formes correspondant à 
r I z — ZQ \ 1 -+ Zo I r 

z0= — 1 el z0 = <x> ont été obtenues aux paragraphes 17 et 19. 
Une forme particulièrement intéressante de (83) s'obtient avec 

7 ,= :0 , T2 = OO, fTK = i/^—e^ ^ 2 = 1 / 7 3 7 ^ C désignant une 

constante quelconque. On peut prendre pour T le cercle trigonomé-

irique, pourvu que < e—2^(Ç) < z _l U et (83) prend la forme 

Laplacienne [20, a 

r ( / t " 4 " l ) Pn
l(z) = ^ f [ z- r-v / i rZTcos(9-+^)J" e-i»"?dc 

• n -+ 1 ) 2 TU , / 0 

[ * ( * ) > o], 

(87) F ( m -

avec | Ol(K)| < - L o g z~^_l • En changeant m en — m, et combinant 

les deux égalités, on en déduit [17, a; 20, a] 

( M ) r / ( " + l ) ,PP(,)™Vmt) 
K ' T(m-h n - + i ) " v ^ m ^ ' 

= - 1 J [z -+ v ; s 2 - 1 cos(9 — iC)]" l^mo do. 
sin 

Par exemple, Ç = o donne [17, a ] 

(88') P f f \ * ) = r ( ^ ^ 

[ * ( * ) > o ] . 
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Le développement (85) correspondant est 

(89) [ 3 - + ^ 5 ^ 0 0 5 ( 9 - + ^ ) ] 7 1 

oo 

^•J T(m + w + i ) " v ' 
m = — 70 

X 

= Pn(z) + a y , v
r ( n + l ) , PJ?(*) cosm(9 -+ iÇ) 

«1 = 1 

| | * ( Ç ) | < ± L o g 

et fournit, avec les notations du paragraphe 4, le développement de 
Fourier d'une fonction harmonique de la forme (OLX-\- fiy + yz)n en 
fonction de la longitude <p [20, a ] . Sa convergence est uniforme par rap­
port à £ dans tout domaine fermé satisfaisant à l'inégalité. 

Lorsque 1—~i "Os (88') est développante en série enti^fc^ 

d e 1 ;> d'où 
zi 

(90) Yn {z)- r ( / i _ m _ h l ) r ( / / l _ h l ) ^ ., J 

^ / m — n m — n -+ 1 1 \ 
x F ( y j m + i ; i ) 

\ 2 2 ^ v 
[m, <R(*)>o]; 

en particulier, on a ainsi le développement de P"1 (cos 0) ( o < 0 < - j 

en série de tang20. L'extension de (90) aux valeurs non entières de m 
s'obtient en transformant (7) par (18) et en utilisant ( i3) , mais le 
résultat est compliqué. 

27. L'expression de Qî?(*) analogue à (83) est, avec un choix con­

venable de arg ^ > 
m 

(QI) o-(=) r ( ~ , t ) eii~n)%' (*-lY 

J p L p ( O J R(«, *t» *i. ^) '"+ 1 ' 

extension de (5) sans restriction de m ou ». Cependant, si <K(n+1 )<o," 
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le contour F, qui est le même que dans (i4, II), peut être remplacé 
par un arc Œ{Œ2 ne traversant pas la coupure T,T2, et l'on a 

7JI 

W) T(-n) ^»{Z)-2\z + i) J^ \_P(t)\ R ( ^ ^ 2 , T ] , T 2 ) ^ 

[ * ( / i ) > - i ] ; 

le premier membre est invariant quand on change m en — m. On voit 
aisément que la forme de (92) correspondant aux conditions de (87) 
équivaut à l'expression (60). 

28. Écrivons P (*)-»-' = a/l+1 [(at + b)2 — 1 ] - " - ' , et observons que 

P%+V(z) = SZ'n\ (^2—1 )"""'? comme il résulte de (3); il vient donc, 

si | « | < | T < | et |T2 | . 

P(0-"- J = ( f )"+ 1 r ( -»)Pk n + , , (* + «O = S a ^ T i p Z 1) pl"+p+,)W 

y T(-n) (a\—^-

Pn posant a = s/b* — i e~", c = y^»2— i e", il vient enfin 

<*3> [^r]""1- È r?£ri5pff<*>-~"" ( l ' K I ^ M ) , 

m—//—1=0 

ou encore, en posant t = e$% b = z, de sorte que 

A /z — i A /z -+1 
00 

(94) [z+ ^^0^-v)]""^ 2 1 ¾ ¾ ^ 1 ^ ^ ^ 

[A(*-p)<-i Log|j±i| 1 

En particulier, si ty = i<p (<p réel) et (R.{v) > - Log 3 - t - I 
(94) 

donne le développement de Fourier de [z -\-\/z2 — 1 cos (9 -f- «V)]-**-*, 
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d'où la signification de l'intégrale au second membre de (87) lorsque 
c'est 771 — n qui est entier [20, a] 

(95) ï|l7-i)p»(*> = 7?/""t*+ ^1^1 cos(? + *o]~ , ,~ l«- im* <b 
(m — n entier > o). 

Ces égalités supposent qu'on choisit convenablement l'argument 
de la puissance ( — n — i) i eme, ou qu'on sous-entend un facteur 
convenable de la forme e2h,t™ (k entier). 

29. Relations de récurrence. — Le second membre u\[n) de (4i) ou 

{42) vérifie l'équation (14,1) ainsi que l'égalité !' • = a^I+1). L'équa-
ctz 

tion différentielle exprime donc une relation récurrente entre 3 fonc­
tions u[Hl) d'indices supérieurs consécutifs 
{96) (z"-— 1) *4m+,>-+ 2mz M(

#t
m)— (n -+ /11)(/1 — m -+ 1) «4m-n = o. 

Dans l'intégrale de u\'^ écrivons hm+n+l = zhm+n + hm+n(h — z) 
ai intégrons par parties l'intégrale relative au dernier terme; il vient 
tout de suite 

<97) «Htt =zu\r + (m-+-n)uW-». 

Changeons n en — n — 1 et utilisons (4) e t ( i 3 ) ; (97) s'écrit ainsi 

(97') u\2L\ = zu\r + ( / » - # » - 1 ) u\»>-* >, 

et l'élimination de u{nn~l) entre ces deux égalités donne la relation 
récurrente [4 ; 14; 20, a] 

(98) (2/i -+ 1) z n,™ = (/i — m-+i) 11¾¾ -+ (n -+ m) ^ ¾ 

entre 3 fonctions u^ d'indices inférieurs consécutifs. Cette relation 
convient aussi telle quelle aux P™ et Q™. L'élimination de u\"l~l) entre 
(96) et (97) ou (97') donne 

( ^ - 1 ) 2 ^ - = (n - m -+ 1) 11¾¾ - (n -+ /n -h 1) sw<„m) 

= (n — m)zuW—(n -+ m) a^ 4 , 

qui exprime la dérivée de u1^ à l'aide de cette fonction et d'une 
fonction coiltiguë. 
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30. Orthogonalité des P"*(/JL). — m étant entier, et — i < f/.< i , 
in 

on sait que P7
n

l(\i) est la fonction de Ferrers (i — p.2)2 P{nh)(p)> Mul­
tiplions (96), ou u=P, par (1 — rt2)m",Plî""lî(fJL)» et formons 

(/1-+//1)(/1-m-f-i) T P / T " ' ( f * ) P ^ ( ^ ) ^ 

= 2 W y jxp^»>(fx)p^- i )(^)(i - n 9 - ) " 1 - 1 ^ 

- / , 1Pi{^t) ( l J L )p} i i r i ) ( f J l ) ( l_ Î J l î )m r f r I 

= - / 1 p ^ - , ) ( ^ ) ^ p k m ) ( ^ ) ( I - K î ) ' B ] . 

n et /i' étant entiers, l'intégration par parties du dernier membre 
donne la relation de récurrence 

(n-hm)(n-m-hi)f *!?-* (?)*&-* M <*P=f PffCfOPSKr*)^. 

d'où résulte immédiatement 

1 1 ° (*;**') , 
(99) / Py(^)P/T/ (^)^ = | 2 r(/i + m-+i) _ 

1 [ 2/i + 1 Y(n — /zi-+i) 

Les suites de fonctions de Ferrers PJT(f/.) de même indice m sont 
orthogonales sur ( — 1 , 1). 

CHAPITRE IV. 

THEOREMES D'ADDITION. 

31. Posons, comme plus haut, a = \/b2— i e~", c = \/b2— 1 ev; 

posons de même, dans Q(f), a' = — \Jb'2—\ P~V', c ' = — sjb'2 — 1 e?"\ 

On a alors z = bbr-+-\/b2 — 1 \Jbu— 1 ch(*/—p); è et è' sont eux-

mêmes les valeurs de z associées aux deux couples de polynômes 

P(£), 2 t et Q (£), 2 £. Les zéros de P(£)? Q(0« 2 * sont respectivement 

- / ï ^ T A fb + l 
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Ceci posé, développons à l'aide de (85, III) la puissance (— n — i) ièmc 

dans 
p r i ^ i r Q ŷ dt- * r Q(Q* rp(')1-"~V Fn{z)~ xijrmy^ ^drUïy^l~\ ' 

si (&(b) > o, il vient, à, un facteur ëlknlzl (k entier) près, 
oo 

dt 

7H = — X * 

et, grâce à (83, III) et (84, III), 

00 x 

p«co= 2 j-«-.(6) jïïm(*')v'i '= 2 p»(*)p«m(*>m("'-,,>-
Wi = — a o 711=.— » 

Il suffit que le même contour T convienne aux expressions de Pn(z) 
et Jnm(&'), et soit situé dans la couronne de convergence 

h i l < M < | ï i | 

du développement; il suffit donc que | c11 <C | z21 et | <r21 > | T* |. c'est-
à-dire 

| ^ ( P ' _ p ) | < l L o g b -+1 b'-hï 

b — i b'—i 

Ceci exige d'ailleurs que , __' , __ I > i , donc dl(è)ou (R(br)>o. 

En faisant tendre b vers i, on voit que k = o, et enfin, en permutant 
les rôles de b et 6', on a ainsi démontré le 

THÉORÈME I. — Si 
b -+ i b'-t-i I ^ 

> i , 07i a 6 - 1 b'-i 

(i) p„(&6'+ v £7117^¾ - ^ chÇ) 
ao 

= 2 P!ï'(*)P«m(&>m!: 

111=— 50 
90 

= P„(*)P H (6 ' ) - t - 2 2 P «(*> P » m ( 6 ' ) c h , M $ ' 
1/1 = 1 

pourvu que\(K(Z)\< - Log ^ - ^ ^-^\-Le développement converge 

uniformément par rapport à Ç dans tout domaine fermé vérifiant 
l'inégalité [24, d]. 
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Cette inégalité est nécessaire. En effet, si £ = £ + iw, z décrit une 
ellipse E(>) quand w varie seul. Les ellipses associées à des valeurs 
fixes de 6, 6', constituent un faisceau homofocal de centre ^ 0 = bb' et 

de foyers z, = 66' + V7^7117! \/b"2—i, z^ = bbf — v/* 7 1 1^ \ / ^ 2 — i . 
E(o) est le segment focal, et E(£), qui s'amplifie avec |£ | , passe par 

ipourE,=: - Log 
•i V-

6 — i 6 - i 
* et par — i p o u r ^ _ 1 = 7 L o g 6-+i 6'-+i 

6^7 b^i 
Dans les conditions de l'énoncé, la suffisance de |£ |< ;£- i entraîne 
que E(£) ne peut pas traverser la coupure (— i, — oo) de Pn(z) tant 
que | \ | < £-_, ; elle la traverse donc dès que | \ | > \-K x ce qui rend 
impossible l'égalité (i) dont, seul, le second membre est continu à 
travers cette demi-droite. 

En supposant d l (6 ) > o e t dï(b') > o , et Ç = o, on a l'énoncé de 
Hobson [20, e] , généralisant ou précisant lui-même des énoncés anté­
rieurs [27, e\ 17, a ; 48] . 

32. Au lieu de T, utilisons le contour F . Le même raisonnement 
donne, au facteur e2Knlzi près, l'égalité 

m 

(.) Q.O- S . .~M(»,E^>(|^)"TQ^,',( | | )" 
711=.— X 

oo 

= 2 PÎ?(*)<&"*(*')¢^-1. 
111=.— ao 

en supposant (K(b) > o, que F ne traverse ni Parc de cercle T1 T2 dont 
le prolongement passe par o-i? ni la demi-droite (o, —<JK oo), et que 
l'on ait, le long de T', | T1 | < 11 | < | r21. Les deux coupures traversent 
la couronne circulaire | T* | < 111 << | T2 | et l'on voit qu'il suffit que cr1 

et o-2 soient dans une même partie connexe de celle-ci. On trouve ainsi 
les conditions — \K < <R(vr — v) < Z-A et •— Ç»l < tfl(p' — P) < Ç f , 
c'est-à-dire 

( 3 ) i, 
6 ' - i 

6'-+! 
et 

6'-+i 
6 ' - i < 

6-+i 
6 - i 

i et \0\(i>'— p JKÇte tg - t , 

pour que le développement converge, l'égalité de sa somme avec Qn(z) 
étant assurée si ov,, o~2 sont dans la même région connexe. Ces condi­
tions sont remplies si vf= v = o, car T,, T2 et o\,, o-2 sont de part et 
d'autre de l'axe imaginaire; z est alors en ^ ; on voit même que k=o 
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en faisant tendre b vers i . Quand Ç = v'— v varie, à partir de Ç = o, 
le prolongement de (2) se fait donc, à l'intérieur de la plus petite des 
deux ellipses E(£,) , E(£_<,), tant que z ne traverse pas la coupure 
( — 00, 1) de Q/i(-s). Cette ellipse ne contient qu'une partie de (— 00, 
— 1) ou de (— 1, 1); quand z passe de l'autre côté de ( — 00, — 1), 
(35, III) montre que le prolongement du développement est 
Q//(^) e-'n7z,^azi\ tandis que de l'autre côté de ( — 1 , 1), il résulte de 
(29. III) que c'est Qn(z) + izi(saz) Pn (z). On a ainsi le 

L ° g /7—7 < L o S 
6 -+1 

et THÉORÈME H. — Sous les conditions 

|dtC)|<2-i * En 
00 

(4) P»(*)Q»(*') + ^P î»(è )Q»» ' (é ' ) c l ,mi ; 
7n=l 

/ emzKsaz-sazJ Qn(z^ 

( Q.n(z) + xi(saz)Pn(z), 

avec z=bbr-{-\/b2—i y/6'2 — 1 cAÇ, suivant que le segment de 
droite zxz ne traverse pas ou traverse la coupure ( — 1 , 1). La 
convergence est uniforme par rapport à Ç dans tout domaine 
fermé vérifiant l'inégalité [24, d]. 

En particulier, si Ûi(b') > o et £=0 , on a l'énoncé d'Hobson [20, e], 
généralisant lui-même des énoncés antérieurs [17, a ; 32, 6]; 
l'ellipse E ( ^ ) est le domaine de validité, donc la première expression 
de (4) est toujours Q n ( s ) . 

33. L'extension des théorèmes précédents lorsque di(b) et (K(bf) 
sont quelconques découle de (8, III) et ( i4, III) [20. e]. Il est plus 
intéressant de les prolonger sur la coupure (— 1,1). Soit b=cosQ-\-oi. 
b'=cosQ'-+-oi(o<e,e!; 0 + 0 ' O ) ; on a sjb2 — 1 = i sin 6 + o cot0, 
sjb'1 — 1 =i sin 0'4-0 cot0', donc znu cos 0 cos Qr— sin0 sinfl'ch Ç, et la 
continuité de Pn(^) à travers cette coupure, jointe à (28, III) donne, 
pour £ = 0 , 

(5) Pw(cos0cosO'—sinô sinô'cosco) 
ao 

= Pn(cos6) P„(cos0') + 2 V P™(cos0) P^m(cosô') cosmto, 
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pourvu que o < 0, o < 0', 0 + 0 ' < rc. Pour le théorème II, les condi­

tions deviennent o < 0 < *; 0 < 0 ' < 7 r — 0, | tft(Ç) | <Log(cot ^cot M 

( ft R' \ 

cot ; tang — j ; on voit que arg zK > o, donc, compte tenu de 

(28, III), ( 3 i , III) et (5) , on a, pour £ = 0, 

(6) Qn(cosOcos0'—sin8 sinô' costo) 

= P„(cos0) Qn(cos0') -+ 2 V PJ»(cos8) Q^m(cos0')cos/zi<o. 
/n = i 

Les développements (5) et (6) convergent uniformément par 
rapport à w. Leur extension aux autres valeurs de 0, 6r se fait comme 
déjà dit. 

34. Dans le raisonnement du paragraphe 32, le développement 
(93, III) au lieu de (85, III) donne une égalité ne différant de (2) que 
par les valeurs prises par l'indice m. Les conditions de validité sont 
que o-1 et o~2 soient dans le plus petit des 2 cercles de centre O et passant 
par T< ou T2, et que T' soit dans ce cercle sans traverser la coupure 
(o, —Œ 1 00). Ces deux dernières conditions sont toujours rélaisables, 
et, en posant v — v!= Ç, on a 

THÉORÈME III. — Sous la condition 

^,vs 1 r 1 * 16-+1 

*<ç»4roglâ=ï + 
30 

(?) eikmz, Qn(bb'+ v/** —ï \/b - — ! c h 0 = T P«(*)Q«m(*')«~",!:-

Log F=T! 

m — n — 1 = « 

La convergence est uniforme par rapport à £ dans tout domaine 
fermé vérifiant l'inégalité [24, d]. 

Le domaine de validité est l'extérieur de la plus grande des 
deux ellipses E ( ^ ) , E(£_,,). Toute ellipse plus petite traversant la 
coupure essentielle ( — 1, 1) de Q/i(^), l'inégalité de l'énoncé est la 
meilleure possible. Pour préciser la valeur de k, déplaçons z sur la 
branche d'hyperbole du faisceau homofocal, sans sortir du domaine; 
6, b\ w restent fixes, et, pour \ = oo, il résulte des valeurs de P"+1(6) 
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et Q ^ - 1 ( 6 ' ) , déduites d'une expression donnée au paragraphe 28, que 
k = o si | arg yb2 — ï -+- arg \/b'2 — ï + w | < n; on voit alors, grâce à 
(35, III) que k = o ou (saz) suivant que cette branche infinie 
d'hyperbole ne traverse pas ou tra\erse la coupure (— oo, — i) . Avec 
b = iv(v >o) et b' = — J V ( V ' > O ) , le domaine de validité £ > o cor­
respond, pour z. au plan coupé par le segment rectiligne 

(vv'— y/v2-+ i y7v 2-+ i, vv -+ y/v2-+ i \/v 2-+ i), 

et A — o si | co | <7 r ; grâce à ( 8 , III), ( io , III) et ( i3 , III), on a donc 
[17, a ; 20, A] 

Qn(w'-+ v/V2-+i v/v"--+i ch£) 

Q 
Y(m— n)Y(m -+ n -+ i) 

,. ' V Qff('v)Qg'(«V) , _ , , « _ , , ( W £ > o ) . 
2cos*-nr. A r(m—n)T(m + n-4-i) K' '* ' 

/n — n — i=o 

35. On obtient des formules d'addition d'un autre genre [24, a] en 
développant différemment les i membres de 

(8) L ^ + X P ( Ô J - [ — m — J 

où a"= \(ax -+-#'), . . . et l2(i-+-ixz-+-x2) = i de façon que 
b"2 — ar/c"= i. Par la série de Taylor et (85, III), le premier membre 
donne la série double 

(9) 21 £ (^)^"*-^'J?(*)R(',»»,'i,tt)" [*(-») >o], 
p=0 /)l=— x 

p étant entier > o, J™(z) - o pour | m\>p. Il résulte de (87, III) que 
le premier membre de cette égalité admet la valeur majorante (5, II), 
et. par conséquent, (9) converge absolument si 

\x\ < 1 / 7 3 7 <*('» Œ2' T'> Ts) <\x\ e-'t, 

oùz = ch(x-{- iQ), et x = °- ^ a comparaison avec le développement 
du second membre de (8) par (85, III) donne alors 

j » ( y ) = x»R(y„ oi .TLtO- 2 ( " ) * " - ' J ? ( * ) [ * C O > ° ] . 
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* > \ t i \ ' — 6"—i ou z = A(#-f- z), cr2 = j — ; en remarquant que 

^2— ti __ ab'— ba -+ a — az 

G<L—*C* a(i — z) ' 

Z —— 1 

l'expression analogue relative à o-'2 donne R (<T'2, <r2, T\, , T2 ) = A , _•_ » 

d'où résulte enfin 
oo 

(10) J,?(y) = X»+«(iZlL) ,M J ] ( ^ ) ^ - ' W * ) (m entier), 

où ^ = ^(^ + ^) . X2(i -f- ixz-\-x2) = i, et sous les conditions 
d l ( £ ) > o , d i ( 3 ' ) > o , | # | > e * / > i . Avec les fonctions de Hobson, 
cela s'écrit 

/« /n x 

(IO') (s's-i)TP<»(Z') = X»V'(s2-i)7 2 («+J)*""''P*< , )-

Pour m = o , on peut écrire symboliquement 

Pn f ^ - ^ \ = ( * + P(*) V. 

\ y/i -+ 2 ^ -+ a;2/ \v i-h 2xz -+ a?2/ 

Une autre forme intéressante s'obtient avec 
£ = C O S 0 > O , £ = C O S 0 > O , # = - , X = -y = • . D ^ 

' ' r /• sin0 

ou r, 7J. c sont les côtés d'un triangle dont les angles opposés à 7* et r* 
sont0'et7r — 9. S i s = cos0 -j- oi, on voit que s^cosO' -h OJ, et, grâce 
à (28, III), (10') prend la forme d'une formule d'addition des fonctions 
zonales 

•'«p;il(coser)= V (m~*~n\c*-prpp™(cù&* ) 
p = \m\ 

(1 ° I? Ie ' I < - ' ^ entiei J, 

établie par Hobson [20, A] pour n entier, et valable pour c > r lorsque 
n est quelconque. 
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CHAPITRE V. 

EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DE P™(COS0) ET QJJ1(C03 8 ) . 

36. Lorsque 6l(m -f- n + ï) > o, di(1-—m\>o, (4o, III), où 

l'on pose t= ï — w, peut s'écrire 

Slll(/71-*- II)-. \ 2 / 2mT\m~n 

( i ) Q«»>(*) = . 

1 1 — m — ; 

u i^-uyii+n^^ —-.J du, 

avec arg w = o et | argyyj2— 11 <7r . Soit d'abord m = o, n> — i, 
et posons [42] 

(IH-^) =u 2~ I r 7 ' <fr 
u sin2P 

1 4 T)2 I 

p-\ 
T \r WÊI B inSrn t T A D M D c i n 2 0 n I 

dv. 
_ i ^ [ y t - i ) ' ^ sm2rv (—i)PuPsin*Pv "I 

La substitution dans (ï) donne un développement limité de Q,i(^)? 
dont le reste R^ s'exprime par une intégrale double. Pour 
z = cos 0 -f- oi} il résulte de 

! u sin2 v 
!-+-—= 

Msin2t> i w s i n 2 p ! cote . w s i n 2 P . ï 
> i > -

? - 2 

que | R,, | ne surpasse pas le double du coefficient général de rang p -f- r. 
On obtient ainsi, grâce a (3i , III), les formes limitées des dévelop­
pements (4 7 , III) et (48, III) relatifs à m = o [26; 17, a ; 42; 20, a ] , 

V^P„(cos0) 
, 2 

w { 1 
-=Qrc(cOS0) 

- r ( / l + 1) V ( 2 / » ~ i ) ! ! g <?r > 
~ , , / 3 \ < ^ j ( 2 / ' ) ' ! ( 2 / l - + 3 ) ( 2 / 1 - + 5 ) . , . ( 2 / l - + 2 / ' - + l ) / + i ' 

l ^ ' l + ] j ^ (2sin0) 2 

MÉMORIAL DBS SG. MATH. — N° 97. 5 
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où c r = c o s \(n+ l -h Ad— 2 r ± I 7 r l ( r< /> ) et | c , | < a . p étant 

fixé et n croissant infiniment, on voit que le reste 

(3) R/,= 0\n~ / ,~V, e^O^rc—s (s > o quelconque). 

En dérivant l'intégrale double représentant R ,̂ on voit de même 
aisément [20, h] que 

«> £fr-.o(.-^)-o(». 
la dérivée par rapport à 0 ayant évidemment la même propriété. 

37. m et n étant réels, formons le développement de Maclaurin-
Darboux [20, a] 

-m-\ p-\(—m. * \ 

(-^T) xsi , *)(^y 
i \ i 

o ù o < 0 ' < i , | "k(u) | < ï, T\(M) étant en outre uniforme aux points 
u = o et u = i. Le reste R^ du développement limité de Q',?(z) est 
alors 

Y(-) -
sin(/ / i -+ / l ) ^ \ 2 / 2mîi'1—'"(.s* — I ) 8 

( o ) n n = : - — 

r(/>-+-i)r \-m-P-Jrr1) (-n2-i> 2 sin/irc 

i m—p-

u
 2(I__M)m-4-nX(M) ^1-+ - ^ - j rfM, 

et le terme général s'en déduit en faisant l(u) = i, 0 ' = o . Pour 

z = cos 0 + OÏ, on a, comme plus haut, i H — ^ - ^75 et l'intégrale 

est majorée par le produit de im+P+i et de l'intégrale relative au terme 
général de rang/> -+-1. On peut n'effectuer que pour R ,̂ et non pour 
les termes qui le précèdent, la transformation de l'intégrale de lacets 
de (4o, III) en l'intégrale définie; il suffit donc de m + n + 1 > o, 
p>m et — m — - pour que soient valables les formes limitées 
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des développements (47, III) et (48, III) 

63 

v/* PJ?(cos0) 
(6) < ; > 

y rc cos//1 rc ; 

( r - < r o » ) ( J « - 4 ^ 2 ) . . . [ ( 2 / - — i ) 2 — 4 ^ 2 ] <V 2 (r— 4m2)(32— 4"* 
( 2 / ) ! ! ( 2 / l - + 3 ) ( 2 / 1 ( 2 / ) !! ( 2 / 1 - + 3 ) ( 2 / 1 - + 5 ) . . . ( 2 / 1 H - 2 / ' - + ! ) 

( 2 s in0 ) 2 

T/ , J . \Û 2r — 2/n-+i "1 , _ v 
oucr=cos|(rc-f- - + r)0 7—=- 7:1 (r<p) et 

Soit e^Q^it— 6 ( e > o ) et /n, p fixes; on voit que, si » croît 
infiniment, 

(7) ( m— p—\ 
n V et rf0 

• = o ( m - / > + l ) . 

Le cas général où m, n sont complexes, et l'argument quelconque, 
a été étudié par Barnes [2] et Watson [46]. 

38. C'est aux.résultats de Stieljès [42], améliorés et généralisés à 
plusieurs reprises [20, d, / ; 22; 15; 11] que sont dues les inégalités 

(8) V^ |p„( c o s 0) | et - ^ l Q * ( c o s e ) l < ' 
* \JlZ y7/i s i n 0 

(Aâi ,o<e<ac) , 

et à Hobson [20, / , /1] l'extension aux fonctions généralisées. Considé­

rons avec Hobson l'expression (1) de QJr"0 (cos 0 ± o i ) , avec 

n — m + 1 > o, m -h - > o , d'où résulte pour Q^w , 

(9) |Q£m(cos0±:OO^ 
sin(/i — m)x \ 2 / 

sin/irc _ / i \ 

w " 2 ( I — w)ra-"m| 1— - =+ — COt( 

^2 sm 0 

U IV. n\m 

\/\>-l 
'du. 

iu 
- c O U 
2 
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Les inégalités 

(10) i - t t S i ^ i q= - cott < J L (O<I*<I) 
- sm0 ~ -

permettent, si m > o et n — TTI + - > o, c[e majorer l'intégrale par 

J
- i i r ( / / i - + - ) r ( / i —/n-+- ) 

z*1 m — - rc—/rc—•- V 2 / \ 2 / 
M 2 ( l - w ) 2 d w = — ^ w ^ \ -r - , 

o
 v 7 r(/i -+i)smm0 

tandis que, lorsque 77i>oet=-i<7& — m_ j on substitue au déno­

minateur i / i <i / i — ^ au lieu de \A — u, ce qui donne la valeur 

majorante 

J
! i_ r(/ / i -+-J T(/i —m-+i) /-

f M"1 -(i — uy-™-du = — f̂ 5- ^ ~ 
r ( /!-+?) s m m e 

D'autre part, le développement asymptotique de Log •• 

montre que r ( * + a ^ - 2 ) 
/ x r(n + a) ^ i / ^ i \ 
(I2) / T\<T= ( a > J 

r U + a + I ) v7* v 4 / 

si 7i est assez grand; on en déduit 
i 

T./ \ /i - h a 
Y(n-h*-i) i ^ i 

r( / i + a - i ) (n-+a- i )v / / i s/n-i 

donc (12) est vrai quel que soit T&> O. Grâce enfin a ( 3 i , III), on voit 
ainsi [24, c ] , que 

^sin^0 |P^(cos0) | 

( l 3 ) { 
sinm0 sin/irc cos//i:u ^ m, AS I 

7rlsin(n-^),Q^COs6)l 
r ( n - m ^ i ) 

<-^=< r 
^ -r ( o < / l > /n— i , /7l>o), 

v/TTSITô ) V 2 / 
r r(/i — /w-+i) . . . 
I r ( / t - n ) ( o < / i > m —i, m^o) 
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[10, III] permet de passer à Q™(cos0 ± oi)\ en se bornant au cas, 
n — m -f- i > o, il vient 

yîz 
sinm 6 | P?/(cos0)1 

04) sin™ 8 
< 

i r ( n -+ m - + i ) 

sm/i TU cosm7u Q,?(cos0) 
v//isin0 r(/i-+i) 

sin(/i -+ m)x 

(o < /i > m — i, /w^o) . 

Pour 771=:0. ( i3) donne des inégalités plus avantageuses que (8) 

( 1 5 ) v l " - ( cos 0 ) | et y/1IQ" (cos0) i < 
y//i sin0 

( / l > 0 , O < 0 < 7 C ) . 

39. Sans changer les hypothèses, on déduit encore de (i) 

| Qsm(cose znoi)- Q7A(cos8 zb oi) I 

-G) sin(/i — m)x i 

dw, 

; avec 

sin/i7u / i \ 
r ( w - % ) 

f u «(i-io*-'» i - - q = -cote K4 

o I 2 2 l 
où K = | i — ^ ( î — tt)>|*x|/i — J ) sin0qr ^ cos 0 

ir , [ ( i - f - P 2 ) 2 — 4 ^ c o s 2 0 ] 2 i # i i-
i — w = v. on a encore R = 4 ^ ^ — ; rr1- » dont la discus-

' ( i - + p ) 2 — 4 P C O S 2 0 

sion de la variation en fonction de cos20 montre que K< 16. Compte 
tenu de ( io) , l'intégrale est donc majorée par 

Y(m-h - j T(/i — m - + i ) 

si m > o, n — m -+-1 > o, et, par suite 

l -^sin™0|P^m(cos0) — P^l
2(cos0)| 

(16) 
sinM0 ( s in w Sin/17C COS//17C 

sin(/i — m)x 
tQs"*(oos8)-Qsa(co$8)l 

y/2r(ra— m - n ) / 2 r(re— m-t-i) 

MEMORIAL DES SC MATH — N° 97 
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Où m >o, o < n > m — i. En particulier, on a, pour m = o, 

fi |Pw(cos0):-PraH-2(cos0)l 
y 2 2 

(17) / e t (/1 > o, o<^0<i:t). 

/ * |Qyi(cose)-Qra+a(cos0)l 1 

V 2 2 v» 
Ces inégalités, établies par Stieljès et Hobson [42, b; 20, h] sous 

une forme un peu moins précisée, sont d'un intérêt évident pour 
l'étude de l'uniformité de la convergence des séries de Legendre. 

CHAPITRE VI. 

SÉRIES DE LEGENDRE. 

40. On a vu dans l'introduction que le polynôme de degré n qui 
fournit la meilleure approximation en moyenne d'une fonction / ( # ) , 

n 

sur (—1, 1), est de la forme fn(x) = ^ m P M ( ^ ) où lm ne dépend 
/w=i 

pas de n ; d'ailleurs, les équations (3; O) équivalent à 

f ?m(x)[f(x)—fn(x)]dx = o (m = O, I, . . , /l), 

d'où résultent la valeur des \m 

(O \m=— f Pm{x')f(x')dx', 

et. compte tenu de (3i ; II), l'expression remarquable 

(2) /.(«,>= fln-±i pn+.(^p«(*)-p»(*op»+i(*) / (^w 

A la question de la convergence de fn vers / , quand n croît infini­
ment, répond, après de nombreuses études antérieures [37; 10; 4; 9] 
le théorème suivant de Hobson [20. c, d] : 

_ i 

THÉORÈME. — / ( # ) ( ' — x*) "étant sommable dans (— 1, 1), 
fn(cosd) converge en tout point intérieur où converge la série 
de Fourier de / ( cos0 ) \/sin0 dans l'intervalle O<0<TT; sa limite 
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est alors le quotient par y sin 0 de la somme de cette série. Enfin, 
la convergence de fn est uniforme dans tout intervalle intérieur 
dans lequel la série de Fourier converge uniformément. 

Par hypothèse/(cos 0)y/sin0 est sommable dans o ^0 <7r, etf(x) 
dans — I ^ # < I . En désignant par F(#', x, n) le facteur def(xr) dx1 

dans l'integrandum de (2), on peut associer à tout couple de nombres 
positifs /JL. r}, un nombre £ >> o tel que 

/ F(xf, x, n)f(x')dx <? 
dans—i + Ê + ( J t ^ ^ i — £ — JJL, et cela quel que soit 71, puisque 

\]n H- 1 Pn+i (xf) (1 — x,2Y et \]n Pn(x) sont uniformément bornés en 
vertu de ( i5, V). On peut ainsi supposer que 

(3) /»(*) — / F(^'> x* n)f(x')dx' 
^ - 1 4 - S 

( — I - + E - h [ J . ^ # ^ I — £ — }Jl), 

<-n 

quel que soit l'entier n. Dans — 1 -f- £<xr<x — /x, on voit de même 
G ~~ ~~ 

que \F(x'y x. n)\<Z -5 où G une constante indépendante de w; en 
r" 

outre, dans tout intervalle (a, (3) intérieur, la formule de la moyenne de 
Bonnet donne 

r? 

I F(x', x, n)dx' 
n+-i[Pn(x) /** _ , P n ( # ) /*^ , , w ' 

* — xJa p — x Jx, J 

( « < ? < P , «<r<P), 

d'où résulte, grâce à (21, I), que 

T F(x, x, / i ) « t e ' = o ( M 

quand TÏ augmente indéfiniment. Ces 2 conditions permettent d'appli­
quer le théorème général de convergence de Hobson (•) [20, c, p. 35o] 

(1) Par exemple, voir HOBSON, Theory of functions of a real variable, t. 2 
(1926), p. 422 et 443. 



68 R. LAGRANGE. 

*X—\L 

F(xf, x, n)f(x') dx1 tend uniformément vers O 

quand n croît infiniment. 
Il en est de même pour l'intervalle (x H-/-*, i — s), et l'on peut 

ainsi choisir s et N de façon que 

(4) 
/.^ + ^ 

fn(x)— I F(x', x, n) f(x)dx' 2*1 

pour T I > N , — i + £ + /jL<a? î — £ — JJU 

Posons ĉ = cos0, .r '=cos0' et substituons aux polynômes de 
Legendre dans F leurs expressions (2, V) où p = 2, soit 

/ * N D / û \ 2 T ( n "+"1) 

(5) Pw(cos0) = — — 
S/7Z r 

v/2 sin0 

2 ( 2 / 1 -h 3 ) 
'[(•*!)•-7] 

( 2 S i n 0 ) 2 

+ J»i . . i («)-

Les premiers termes de ces développements fournissent ainsi 
l'intégrale 

(6) 
r ( / i - h 2 ) 2 

r ( " + ï ) r ( - + f ) 
( cos[(w + ?)e'_=]cos[(^;-)e-g 

x /•'+tt(~co'[(w' i"09'~î]co'[( ,"Hl) ,~î]' 
«/r_a (cos0'—cos0) i/sin0 sin6 ' r — (J. 

I 

(COS0'—COS0) \ / s 

r ( / 1 - + 2 ) 2 

-/(eos6')rfa?' 

2*y/sin0 r / w + é \ r ( i i - i - ^ ) 

<r6 + vT 
^0~vj 

6 f s m ( / i - + i ) ( 0 ' — 0) cos(/i - + i ) ( 8 ' - + 0 ) 
• — 0 

sin-
0 -+0 ] 

x /(cos0') v/sin6' c/6', 
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avec cos (0 — VQ) = x -f- p, cos(0 + vô) = x — /JU Si p. et e sont assez 
petits, V0, vé ont, dans l'intervalle — i + e + f*^#^i— £ — p, la 

même borne inférieure v -= 2 Arc sin - 5 qu'on peut leur substituer dans 

(6). En effet, le facteur de l'intégrale est borné, et l'on a par exemple, 
grâce au théorème de la moyenne de Bonnet, 

r 6 - s i n ( ^ , K 9 9 - f l ) / ( c o s f l } - ^ , 

°-vi sin 
2 

T 1 r*~l -i / - 6 - v 1 
= -, / H / \f(cosV)s/s'mWsm(ii-hi)(% — V)dV, 

I s in^e -v i sin Vo-Ç J 

où les intégrales tendent uniformément vers o avec -> puisque 

/ ( c o s 0') y sin 0' est sommable. Dans l'intégrale (6) ainsi modifiée, la 

deuxième partie s'écrit / <&(#', x, n)^-======. dx\ où 
*/-i+s \J si n 0' 

cos(/i -+1)(0'-+ 0) 
4> = 

0'-+0 
sm 

pour 0 — v <0'^0 -j- v et <I> = o pour les autres valeurs de 0'; O étant 
borné, et son intégrale prise dans tout intervalle intérieur à (—i-f-£, 

1 — £) tendant uniformément vers o avec - 5 cette deuxième partie tend 

elle-même uniformément vers O avec - • Le même raisonnement 
/1 

s'applique à l'intégrale 

6+v sin(/ i -+ 1) (0'— 0) — sin (n -+ - \ (0'— 0) 
/ r ~ 1 r — /(cose')vfane'dB', 

2 

de sorte que, compte tenu de T ( / i + i)2~Y\n-\- - j T(n-+- - h (6)> 

ne diffère de 

e+vsin(w-h M(6'—6) 
(7) ]== / — ^—. /(cos0')v/sin0^0' 

2 

que par une quantité tendant uniformément vers o avec - • 
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D'autre part, sipn,i(Q)désigne la somme des deux derniers termes 
au second membre de (5), des raisonnements semblables montrent que 
les intégrales du type 

i r(» + 2)* /-e+v«r ~"[(»-•-!)•'-fl «>• [(n"*" a) 9 ~ T ] 
/n + ËWe-vj 1 2 
V a/ L (asine'J^asine)" 

5 1 

(2sin0')*(2sin0)* 

27C 

COS 

/(cos0')sin0' 
COS0'— COS0 

] 
( / i - + i ) T ( / i 

i/«r(/i-
/>n,i(8) 

ay 
\J2 sin0' 

/(cos 9') sin 6' 
'"•s(8)Jcostt'-cos8 rf9' ^2 sin0 

1±1 ^ ^ ^ . 1 ( 9 - ) ^ ( 6 ) - ^ ( 6 - ) ^ , , , ( 6 ) o s . n 9 , 
2 % / 0 _ v ' COS0 — COS0 . ' \ / 

tendent uniformément vers zéro avec - • Pour les deux dernières, 

l'integrandum peut être exprimé par la formule des accroissements 

finis, et il suffit d'utiliser les propriétés asymptotiques (3, V), (4, V) 

relatives à pn,\ et/?„j2- En définitive, on démontre ainsi que la diffé­

rence entre fn(x) et (7) tend uniformément vers zéro avec — dans 

tout intervalle de variation de x intérieur à (— 1, 1), et il ne reste 

plus qu'à observer que (7) est le quotient par y/sind de l'intégrale 

qui a même limite que la somme partielle de Fourier de la fonction 

/ (cos0)s in0. 

Remarquons que, si l'allure de f(x) au voisinage du point inté­
rieur x décide de la valeur limite de / n ( # ) , la sommabilité de 

- -
f(x)(\ — #-2) 4 au voisinage des extrémités est essentielle dans la 

démonstration. Par exemple, Hobson démontre [20, d. p. 33] que 

l'intégrale ^ - ^ j F(x\ x, n)-(—^-^ diverge lorsque £ ^ T > de 
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sorte que fn(x) ne converge plus si f(x), tout en étant sommable 

dans (— 1, 1). est telle que f(x) — A(i + x)~k soit borné au voisi­

nage de x = — 1 ( A = const., k > - J • 

41. Toutes choses égales d'ailleurs, il résulte du théorème de 
Hobson et de la théorie des séries de Fourier que fn(x) tend vers 
/( x -+ o) -+ / ( x—o) ^ A . 4 . . . . . , 1 /v \ 
^ —— en tout point intérieur x au voisinage duquel f\x) 
est à variation bornée. Pour x = ± i, une telle condition n'est plus 
suffisante, bien qu'il suffise encore que f(x) soit à variation bornée 
dans (—1, 1). D'une manière plus générale, Hobson démontre 
[20, d] : 

THÉORÈME. — Sif(x) est à variation bornée au voisinage de i et 
— 1, il ne suffit pas que f(x) soit sommable dans (— i, i) pour 
que fn(±L 1) converge. Sif(x) est à variation bornée dans (—i, i) 
à l'exception d'un nombre fini de points £ au voisinage desquels 

f(x) — A | x — £ |-* (A = const., o < A < i j 

est à variation bornée, fn(± i) tend vers / w ( ± i qz o); la conver­

gence disparait si, pour un point £, k> -• 

Par exemple (18, I) et (19, I) permettent d'écrire 

(8) /„(!) = ^ j f | P " ^ ) K " ^ W / ( ^ ) ^ 

= lf\K(^)^F'n+](x')]f(x)dx\ 

La limite de l'intégrale prise dans un intervalle intérieur (a, (3) 
dépend encore de celle de 

/— ~ 0 c o s ( n -+• - ) 8' 7 ! — cos ( n -+ - ) 0' 7 I x/ ,. 
i/IL f 1A 2' 4-l " 2 / 4 j / ( * ) ( 

V 2*Ja •«n6' '"* ' 
= \/n f sin["(/i-+i)0'—^1 F(0')d0', 
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où F(0') est sommable dans l'intervalle (p, q) comme f(xf) l'est dans 
l'intervalle correspondant (a. (3). Le théorème de la moyenne de 

Bonnet montre que cela tend vers zéro avec - "i F(0') est monotone 

dans (p, gr), donc si F(0')est à variation bornée dans (p, q). Par 
contre, au voisinage d'un point £ = coscp de l'énoncé, (9) contient un 
terme discontinu de la forme 

• d8' ~ B n * 

du 

^, Bs,n [(, + , ) 6 ^ ] 
V<p_v' | 8'— ç | * 

X / \ sin I (n1 -+ i)ç ; cos// -+ cos 1 (/1 -+ 1)0 | sin w >-j—r,, 

où B = const. et0'=<pH —. Cela n'est infiniment petit que si 

k <i -> tandis que c'est oscillant pour k: = - et infiniment grand si 

/ r > -• Il ne reste plus qu'à étudier la portion d'intégrale (8) prise 

dans un intervalle (— 1, — 1 -j- e) ou Ci — s, 1)5/(2?) y étant à varia­
tion bornée, l'évaluation d'une telle intégrale mise sous la forme au 
dernier membre de (8) se fait par le théorème de Bonnet, qui donne 
ainsi 

do) r - 1 + e r » ( * ' ) ^ p ^ ( * ' ) / ( ^ 
J-l 2 

/ ( - H - 0 ) - / ( - I ^ e ) [ p B ( _ i ^ 0 _ v P n + i . ( _ i + 0 ] 

I 

[ P » ( - I + 0 + P « + I ( - I + «)1 

2 

/ ( - • H - Q , 
2 

« A - s 2 

= / ( l - 0 ) + / ( l ~ S ) ~ / ( t ~ O ) [ P „ ( l - £ ' ) + P„ + 1 ( l -E ' ) ] 

- j ^ Ç i " ) [ p - ( i - o + p » + i ( i - « ) j , 

o ù o < s ' < £ , o < E"< £. Choisissons s de façon que 

1 / ( - 1 - + - 0 ) - / ( — I - H S) | < 7 ] , ] / ( , _ , ) _ / ( , _ „ ) | < ^ 

les facteurs de ces quantités sont majorés par i, quel que soit n, tandis 
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que le dernier crochet dans chaque second membre est O ( —= ) • La 

somme de ( i o) et ( 11 ) diffère donc aussi peu que l'on veu t de / ( i — o) 

pourvu que £ et - soient assez petits, ce qui démontre la proposition 

de Hobson. 

42. Lorsque/(#) est sommable dans (— i, i) , sans qu'il en soit de 
- -

même p o u r / ( # ) ( i—x 2 ) ',sai>érie de Legendre est encore sommable 

au sens d'Euler-Poisson, et même au sens de Cesaro pourvu que 

l'ordre de sommabilite surpasse - j en tout point intérieur de discon­

tinuité de première espèce. II suffit de le démontrer pour la somma­

bilite la plus restrictive, savoir [6, b] : 

THÉORÈME. — f ( x ) étant sommable dans (—i, i), sa série de 

Legendre est sommable (C, r) ( - " O " ) et a pour somme 

•— — en tout point x de discontinuité de première 

espèce intérieur. La convergence est uniforme dans tout ensemble 
fermé intérieur où la convergence de f(x) vers ses limites est uni­
forme. 

Il résulte de (i) que la (n -f- i) iorae somme partielle (G, r) de la 
ao 

série ^^mPm(x) est 
771=0 

Sn(x)= f Sn(x
f
y x)f(x )dx'= j Sft(cos0', #)/(cos0')sin0'dfô', 

où Sn(x\ x) est la (n -\- i)Ieme somme partielle (C, r) de 

2 J — Pm(0C)Pm(x). 
7W=0 

Grâce à (5, IV), cette série, où l'on pose x= cos 0, # '=cos0 ' , s'écrit 

i 

Ji 
\^(2/ / i -+i) / Pw(cos0 cos0'-i-sin0 sin0'cos9')rfo'3 
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donc, si4» désigne l'arc de grand cercle de la sphère unité cr0, joignant 
M(0, o) à M'(0'f<p')> on a 

(12) Sn(x)=±ffTnW)f(cosV)dS, 

Tn(40 désignant la (n -f-i)ieme somme partielle (C, r) de 

oo 

^(2m + i)Pm(cos<]/). 
771 = 0 

TW(^) est le coefficient de hn dans 

^ - - > (2//l-+l)P„i(COS<MA™= —̂ ^— 
/n-hr\ jLiy ' mK Y / / n + r \ 

[ r ) m=0 { r ) O-2* 
cos<J;-+/i2)2 

où la somme de la série est évaluée aisément à l'aide de (3,1) et de la 
dérivée de cette égalité par rapport à h. Cette somme est le produit de 

i • sin( m -t-- j <l* 
( i —aAcos^ + A2) 2 par ( i — A ) ^ — ^ 2 / hm, de sorte 

m=0 sin ï 
que l'on a 2 

n 

(13) T / l ( ^ ) = 2 T W , 7 n ( ^ ) P 7 ï - , 7 z ( C 0 S ^ ) , 

hm. 

avec 
^ , / i _ h\-r ^ , sinf//1-+ -)4^ 

77i=o V r / w = 5° s m 

Par conséquent, 

i i(m+i)+ 77i J 

, . : , / . • s(r*r*)H-( ) ism-î- v =o > 
\ /• / 2 ; 

Cette dernière somme est la (m -\-1)'eme somme partielle du déve­
loppement de (i —6-^)-^ , dont le coefficient général &v est positif 
et non croissant lorsque r ^ i ; en désignant par C une constante 
convenable, sans que ce soit nécessairement la même dans 
les relations successives où cette lettre apparaîtra, on a en 
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outre èv < C ( v - f - 1 ) ' - 1 . La formule sommatoire d'Abel fournit 

l'inégalité 
I a l 

'2bB 2^-»* 
donc 

04) 

v=p 
i — e~1^ I 

m 

2{r*r')'- 2b 
i — e-^\r [ i — e-»+ | |i —e-^C*' 

quel que soit ty > o pour r = i et pourvu que | i — e~1^ \ > 

r < i ; d'ailleurs, dans le cas contraire, on a 
m + i 

si 

2>v*--* ^ . + ^ + . . . + ^ 0 ( 1 + ^ -+. . . -+ ( m j 1 ) t ^ ) 

< G ( m - + i r < - - r - , 
11 — «-*¥ |r 

donc ( i 4 ) est général; et l'on en déduit immédiatement 

G 
(15) |TM.m(4#)l < • 

( / i -hi^s in^ 1 ^-
( O < ^ ^ T C ) . 

Pour l'intervalle fermé O ^ ^ ^ T T , observons que T„,m(v|/) est majoré, 
en vertu de sa définition, par 

_, . x 2 m -+ /• -h 1 
Tn,m(0)= — X 

n(n — 1).. .(m -+i) 
/•-h 1 ( / • -+/ i ) (r-+/1— i). . . ( /*-+/n-+i) 

<2/71-+I, 

de sorte que, si l'on partage l'intervalle (o, ty) en trois parties (o , e), 

(e, 7: — e) et (7: — e, TC), on pourra y utiliser l'une ou l'autre des iné­
galités 

< 
G(/i-+i) 

V-sin7*-*-1 ^-i / sin^ 

(.6) |T,(ti|<C (»^1^"%*] 
. ^ ,^ / . . "~ un — m \ 

s i n r + 1 - 4 / s i n ^ L m=ov J 
(o < * < * ) , 

(17) \TnW\<C(n^l)~r[i + l+...+ l]<C(n+iy->* ( * - l S t ^ ) , 
s i n r + 1 3-

•2 

(18) | T „ ( * ) | < i - f - 3 -+. . . -+ 2/1 -+1 = (/1 -+1)2 (o<<\>^n). 

Au second intervalle (s, TT — s) correspond, sur o-0, une zone de pôles 
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M(0, o) et Mo(0 + 7r, TU), sur laquelle (16) est utilisable et permet de 
majorer la portion correspondante de (12) par 

0(11+1)"'^ r~s r i/(co»oi ""»<*»«** 
P — ^ S1I1 ' T 1 

2 

e -71 s i n r + 1 - i/sin £ 

i ^n ntz 

'+•; " Jo J-n 
Sin 0' d0' do' 

7+- J_± 

. 0 ( / 1 - + 1 ) 

cette valeur majorante est inférieure à -? quel que soit le nombre 

> - 4 > H - 3 >t 
n> o, pourvu que /2 2£ - > -> ou k désigne un nombre déter­
miné. 

A l'intervalle (TT — s. rc) correspond un cercle y0 de centre M0 et de 
rayon géodésique s. Grâce à une valeur intermédiaire TT — e', on peut 

majorer la portion correspondante de (12) a l'aide de (16) et (17), ce 
qui donne l'expression majorante 

C(w + I ) - ' + - ' f * f%W*»V)\™A (19) 
'Tl — £ 

/ |/(cos0')|sin<j^rfu>. 
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sins 
sml' On voit que, dans y05 ?' varie de TZ — (3 à 7r -f- (3, avec sin(3 = — 

donc, sisin(3'=-r-Q, j la deuxième intégrale dans (19) est majorée par 

J
tt-0 + e' rn + ?' Ce, r i c , 

f / | / ( c o s 0 ' ) | s i n 0 ' r f 0 ' r f o ' < - ^ / | / ( * ' ) | ^ ' < ^ . 
D'autre part, la relation 

COS(JU — <J0 = COS(ÎU — 0)cos0' + sin(;u — Q)sin0'cos(7u — ç') 

dans le triangle sphérique PMoM' s'écrit 

• • rc — 4* • « ^ — 8 — 0' . , « v . «# . - w — ?' 
sin2 - = sin2- h sin(:u — 0)sin0 sin2 ? 

2 2 v ' 2 

et entraîne l'équivalence 

( w _ ^ ) 1 ^ (TU — 0 — 0 ' ) 2 + (TU — o')2 sin20 

dans la zone 7r — £ ^ = 7 1 — £'' ^ n P e u t ainsi majorer la première 
intégrale dans (19) par 

c/•*-•" r"*\flr»vw**t , cp* r1 — ^ 

et enfin la somme (19) par 

s' étant arbitrairement petit, l'intégrale (12) prise sur y0 est donc 

majorée par -r—g- ( /i 4 -1 ) 2 £2 et devient plus petite que - pourvu que 

n t s - > — ? où ki est un nombre donné pour tout intervalle de 

variation de0 intérieur à (o , 7r). On a ainsi démontré que, si y désigne 
le cercle o _ ^ <je de centre M, 

( 20 ) s»(J?)-4^//T»(+)/(cose') dS <*l , 

pourvu que n - > - £ 2 et -^ r . 

Supposons maintenant que x soit une discontinuité de première 
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espèce; le parallèle 0 '=0 partage y en deux parties y4, y2» et l'on 
peut écrire 

(21) yyT„(<io/(cos0')rfs 

= /(cos0 — o)ff T„(40dS -+ /(cos0 -+ o)ffrYn(*t)d§ 

+yy ,Tn(^)[/(cos0')- /(cos0-o)]rfS 

+y iy ,Tn(4;)[/(cos0')-/(cos0-Ho)]^S, 

où les deux crochets sont infiniments petits avec £. D'autre part, si 
o < £'< £. (16) et(i8) donnent 

(22) f | T w ( 4 0 | s i n < l ^ 

«»+0» / , r . i n ^ + C(» + i)-'+ ' i f)lÉ^ 
*/o -'s' sin^+i ï 

2 

< G {(n -+1)2£'2-+ [(n -+ i)c']~ r + i} < C 

avec e' = > ce qui est possible si r > - i car les inégalités précé­

demment trouvées permettent de prendre n > - • Dans ces conditions, 

(21) entraîne 

(23) \ffTnW)f(cosV)dS-f(cosV--o)j*fTn(<\,)dS 

-f(cost + o)ffTn(ty)dS <-n 

pourvu que £ soit inférieur à un nombre convenable, le même pour 
tout ensemble fermé de points, intérieur à (— 1, 1 ), sur lequel f(x) 
converge uniformément vers ses limites f(x ± o). On voit de même 

re r* 
que / / | T„(^)[ sin^rf^ rfw < C(|JL—Jk) et converge uniformé-
ment vers zéro avec /JL — \. 

Ceci posé, le grand cercle, tangent en M au parallèle 0'= 0, partage 
y en deux moitiés y',, y'2 qu'on peut substituer à y n y2 dans (23). 
avec une nouvelle erreur majorée parr} grâce à la dernière remarque; 
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les deux intégrales correspondantes sont alors égales, et il vient ainsi 

S/i(#)-
f(x — o) + /(jg + 0) 

8TU / J C T - ( + ) d$ < 3 ï i . 

En utilisant l'inégalité (20) relative à /(a?) = i, pour laquelle 
Sn(x) = 1, on en déduit tout de suite 

Sn(a?)-
f(x + 0) -+ / (# — o) 

<GYI 

pourvu que £ et - soient suffisamment petits, avec la circonstance 

d'uniformité énoncée. 

43. Ce n'est qu'en ce qui concerne y ety0 que le raisonnement pré­
cédent exige d'être modifié aux extrémités. Pour y, il ne s'agit même 
que d'une simplification évidente, du fait que l'existence d'une seule 
l i m i t e / ( ± 1 + 0 ) au point zb 1 permet un raisonnement global sur ce 
cercle. Pour y0, "c'est la majoration des deux termes de (19) qui doit 
être modifiée. Par exemple, si 0 = o, il vient 4, = 0'5 w = <p', et le 
deuxième terme est majoré par 

f / |/(cos8')|sin8'd8' tf?'<C(/i-hi)l-r / \f(x')\dx', 

tandis que l'autre l'est par 

G r71-8' C* l/(cos8')l8in8'dB'rf9' 

( / 1 - + 1 ) 

< -

I 
, TE — £ ^ - 7 1 

y/sinO' 

( » + 0 2 

En posant 

r-«" \Ax')\d* < c r* 
— «J— cose' . . r . r— -**— co8£' 

(i+-xry ( « + i ) 2 

\f(x')\dx' 
1 

( i + ^ r 

/

— ( O S £ 

I/O*' 
- 1 

) | d a ? ' = H ( e ) et f' l/( 
*/ —COS£ 

ar')|(i + a?') 4 ^ ' = K ( e ) , 
1 

H(fi) est décroissant et infiniment petit quand £ tend vers zéro, et (19) 
est maioré par 

C| (/1 + 1 ) 1 - ^ ( 0 -+(/1-+1) 2K(OJ. 

Par conséquent, (20) subsiste si l'on peut déterminer e, n et E ' < 6 de 
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façon que soient satisfaites des inégalités de la forme 

^ r - \ ^ k - i - l ^ ^ K ( « ' ) , n*-><-ktlï 

y\ *l v " H ( £ ' ) ' 

il suffit que £, er soient tels que 

J (tr+DU-r) i_ 
2 r - i . 2r—l TtCf ,'\ <^ ir.*l—ir\ H(t') < W " 1 £ ^ - 1 , K ( 0 < k^-f-ii^'y-2', 

où /T-Î, /r4 sont des constantes déterminées. La première de ces inéga­
lités est vérifiée pourvu que ef soit assez petit, et il en est de même de 
l'autre pourvu que K(£A) soit infiniment petit par rapport à 

1 — 2r 

H(£ , ) 2 - 2 r . C'est la seule condition supplémentaire pour x = i, avec 
une condition analogue pour l'autre extrémité. Elle est remplie pour 
r = i, sans autre hypothèse sur f(x). Pour r < i, elle l'est, en parti-

i 

culier, si f(x) (i-\-x) 4est sommable au voisinage dex = — i et, a 
fortiori. s i / ( — i + o) existe. On a ainsi démontré : 

THÉORÈME. — f(x) étant sommable dans (—i, i), sa série de 
Legendre est sommable (C, i) et a pour somme / ( ± i =+o) au 
point ± i si la limite correspondante existe. Elle y est également 
sommable (C, r) ( - < / ' < i) ) J avec la même somme, si 

s. ± i _ j 
f(x)\(i±x) 'dx 

1±£ 

est infiniment petit par rapport à la puissance —-—de i — 2 r 
2 — 2r 

,-pi±e 
\f(x)\dx, 

'+-1 

lorsque £ tend vers zéro. 

44. De la comergence (G, i), on déduit la convergence simple de 

la série toutes les fois que \m = O ( - = - ) 5 grâce au théorème classique 
\s/mj 

de Hardy-Littlewood. D'une manière générale, on trouvera, dans les 
Mémoires [49; 50], l'étude de la convergence de 2Xm Pm(&) en fonc­
tion de Tordre de grandeur des coefficients, et les travaux principaux 
concernant la sommabilitô au sens de Poisson ou de Cesaro ( r _ i ) aux 
numéros [6; 11; 15; 16; 19, c, d\ 20, A; 23; 28; 36; 45]; 
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