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POLYNOMES

ET

FONCTIONS DE LEGENDRE

Par M. René LAGRANGE.

INTRODUCTION.

Les polynomes de Legendre constituent la suite la plus simple de
polynomes d’une variable orthogonaux sur un intervalle fini donné;
grace A une transformation linéaire de la variable, on se borne a
considérer V'intervalle (—1, 1). De nombreux problémes font inter-
venir tout naturellement des suites de cetle nature. Par exemple. dans
le probléme de la quadrature approchée [14], on substitue & I'inte~

grandum dejn S (z)dz un polynome F(z) de degré donné n —1

prenant les mémes valeurs que f pour n valeurs données a,, s, ..., a,
de x. F(z) s’exprime par la formule d’interpolation de Lagrange, dans
laquelle intervient le polynome P, (2)=(z—a)) (z —ts)...(z —atp).
L’erreur est

E =f_l[f(w) — F(a)]dz =[lf(~v) dx —}; \, flar),

ol

'Pu(r)
A= 5 8 g,
@ Pyla)J_ |z —a z

Si f est développable en série entiére de = dans (—1, 1), on peut
écrire
Sf(z)=F(z)=P,(z)(co+ e1x + caz?+...)
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etl'on a

(2) E= cpfipn(x)xp dz.

—1

s

0

n étant fixé, E dépend du choix des «,, etle fait que | z | reste inférieur
a4 1 suggére que l'approximation sera généralement d’autant plus
avantageuse que (2) commencera par des termes d’indice p aussi
grand que possible. On choisit alors les n arbitraires de facon que

1
fP,,(.z‘)dew=o (p=0,1,2, ..., n—1);
—1

P, est orthogonal a tout polynome de degré moindre, et la suite
des P, est elle-méme une suile orthogonale. Le probléme de Gauss
est donc résolu si le polynome P, ainsi défini a ses n zéros dans
Pintervalle (— 1, 1).

Le probléme de la meilleure approximation d’une fonction par un
polynome conduit également a une telle suite. Qu'il nous suffise de
raisonner sur une fonction réelle () de variable réelle, sommable
et de carré sommable sur (—1. 1). Considérons I'ensemble des
polynomes F () de degré au plus égal a n, et, suivant le principe de
la méthode des moindres carrés, cherchons, pour cet ensemble, la
borne inférieure de I'intégrale

I=f‘(f— F)ﬁdx=fl[f(x)_>‘0_7‘1w—---—7»nx"]*dx.

Les paramétres étant A, 14, ..., A,. les conditions extrémales sont

(3) J @l f@)—F(aNdz=0 (p=0,1, ..., n).

Ces n + 1 équations linéaires ont une solution unique, qui corres-
pond 4 un minimum de I, car I est un polynome quadratique des A,
dont la partie homogéne du second degré est définie positive. Soit
Ja(x) le polynome F ainsi obtenu et I, le minimum correspondant
de I. Pour tout polynome F(z), il résulte alors des équations (3)
vérifides par f, que

4 J F@)f@)—fa(@Ndz =0  (&F<n).
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Retranchons les égalités (4) relatives a n et n — 13 il vient

(5) [ F@)al@) = fams(@)dz =0 (@F$n—1),

qui exprime que la suite des polynomes ®, =f, — fa—1 est ortho-
gonale. Le degré de ®, ne surpasse pas n, et ces polynomes ne sont
pas toujours linéairement distincts, comme il apparail lorsque f est
un polynome. lls le sont pourtant lorsqu’aucun d’eux n’est identi-
quement nul, car si ®, était une combinaison linéaire des polynomes
d’indice moindre, f, serait au plus de degré n—1 et coinciderait
avec fn_;. On verra qu’une telle suite orthogonale de polynomes @,
linéairement distincts est entiérement définie, a un facteur constant
prés pour chacun de ces polynomes, et sans ambiguité si 'on se

1
donne la suite des valeurs des intégrales &, — f ®2de.
—1

CHAPITRE I.

POLYNOMES DE LEGENDRE.

1. Pour déterminer une suite de polynomes P,(z) de degré
n=o, 1, 2. ..., orthogonaux sur (— 1, 1), écrivons que, pour tout
polynome F(z), on a

1
(1) f P.(z)F(2z)dz =0 (a&F < n).
—1

Posons P (z) =f f P.(z) (dz)" et intégrons par parties.
Il vient l ‘

~1
PEO(—)F(—n+ [ Pi(@)F(a)dz=0 (dF <n).
-1
d'F = o donne P (—1) = o et il reste
1
f Py (z)F (z)dz =0 (dF' < n—1).
—1

Le raisonnement peut étre répété n — 1 fois et fournit les égalitéds
PiA(—1)=0, k=1, 2, ..., n. Par conséquent, P;™(z) est un



4 R. LAGRANGE,

polynome de degré 2n qui s’annule, ainsi que ses » — 1 premiéres
dérivées, pour z =1, et 'on a
' P
dn(z2—1)n
n—QF—

(2) Pa(2) = An 2

ou A, est le facteur constant indéterminé.

Les zéros de P, sont réels, distincts et sur Uintervalle (—1, 1),
car, si R est un polynome admettant pour seuls zéros les zéros d’ordre
impair de P, situés sur (—1, 1) pris une seule fois chacun, le quo-
tient S=P, : R ne change pas de signe dans cet intervalle,

doncf RP, dz :f R2S dz ne peut étre nul, et le degré de R ne

peut étre inférieur a n. D’aprés ce résultat, la solution du probléme
de Gauss est valable.

2. Fonction génératrice. — Il est commode de représenter la suite
des P, au moyen de la série

Z (s, h)=2P,,(z)h"=ZA,,h"d—"(—§i‘;l——llt-
n=0 =0
Le dernier membre a la forme d’une série de Lagrange relative a
I'équation F(¢, h) =t — 2z —h(2* —1)=o0; si u désigne la racine
unique infiniment voisine de z dans le voisinage de A =0, on aen
effet
1 _ I _ . hn dr(z2—1)n
F(u, h)  1—2hu  Lun! dzn

n=0

On simplifie 'expression 1 —2hAu=\/1 —45h+ 4h* enremplacant h

par %, et 'on est ainsi conduit a la définition de Legendre [27, a]

ZP,,(z)h’l, Z(3,0)=1,

n=0

() A=y

en méme temps qu’a I'expression de Rodrigues (*) [39]

dn(z2—1)n
€)) P.(2z)= (2,:)!! (iiz" ) :

(1) Nous posons n!l =n(n—2)(n—4)...(20u 1), avecoll = (—1)ll =1.
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Enfin, n intégrations par parties successives donnent

1 2 n
_ I e an(x2—r1) dr = 2
©n= (21:)!!'1\/_‘1(I ) da2n 2n +1

Le développement (3 ) converge pour | A |<|n™' | ou ™' =2/ 2?2 —1;
au dela de ces deux points critiques. on a

’ - —_ 21 - —n—I ~ l.
¥ 23, h) —éoPn(e)h o EE M~
3. (3) et (4) montrent que

(2n—1)!!
(2r)!!
Pa(1) = (=17,  Pa(—3)=(—1)" Pa(a).

Papii(0) = o, Pan(0) = (—1)" )

(%)

D’ailleurs le développement de (4) est

=

rs2

(6) Pa(s)= 3, (—nyr 222008 ST
r=0

(ar)!! (n—art’

W

Pour z=rcosf, on an=e"% et
1 1
T (cosh, h) = (1— he®) 2(1— he—10) 2

En développant chacun de ces facteurs en série entiére de &, I'identi-
fication du produit avec (3) donne

(2r —1) ! —1n!!
(7) Pr(cosh) = E '2(’2,_)1!)! (2(.925)1!2 cos(r —s)0.
r+s=n

Les coefficients étant positifs, le maximum de P, (cos 6). qui est aussi
celui de |P, (cos6)|, a lieu quand tous les cosinus valent 1, c’est-a-
dire pour 6==o0; d’'aprés (5), ce maximum est 1. Il en résulte
Py(cos0) 2— 1, mais cette limile inférieure ne peut étre atteinte que
si tous les cosinus peuvent prendre la valear —1, donc pour n
impair et § = 7. Le second membre de (7), ou 'on remplace cos par
sin, étant évidemmenl nul, (7) s’écrit encore

n
_(an—n) !l (ar —)!'n(n—1)...(n—r+1) -
Pa(cost) = (2n) " (2n—-1)(zn—3)...(2n—2r+1)r!nw "
0

1
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a quoi la fonction hypergéométrique permet de donner la forme

(2n—1) !

1 1 S
8) Pu(z)= )Tt q—’lF<E,—n,—lz+;;n2>, =z /3T 1.

Nous verrons que (8) est valable quel que soit z.

I résulte de (7) que P,(cos 6) est un polynome en cos% ou en
sin %, et que P, (cos 6) cos™2" g est un polynome en tang? 92- [10; 31];
de méme P,(cosf)cos™4 est un polynome en tlangf, puisque

—ar)d . :
cos(r—2r)0 . cette propriété, En fonction de 2 =cos 4, on a

cos” §
0 1+2z .. 0 11—z 0 1—3 1— 22
c052§= P sm2-2= 5! tang2£=l+‘:, tangﬂ:-‘-/—-—-
<

Les développements en fonction de ces divers arguments se déduisent
aisément de (3), mais nous les établirons plus loin (§ 18-21) avec
une validité plus générale.

4. Les polynomes de Legendre et I’équation de Laplace. —

Y 1—2hcosh—+ A% mesure un cot¢ du triangle formé par les lon-
geurs 1 et A écartées de I’angle | 4 |. Plus généralement. la distance p
de 2 points A(a, b, c) et M(, y, 3) est. en axes rectangulaires,

=yr2—.rr cosy+r2, r=0M,
F=O0A, v=cosp=2ZHbr+os,
rr
Par conséquent, si »<<r', (3) fournit un développement de la fonc-
tion harmonique fondamentale

8

N
7'n+1

(9)

P.(cosy).

!
P

Il
=

n

(6) montre que le terme général au second membre est un polynome
homogéne, de degré n, en z, y, 3, et ce polynome est harmonique.
En particulier, faisons ¢ =1, b ==={a. Le développement de

.
i (a 2552 2)
r r
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par rapport a a fournit 2n —+ 1 polynomes harmoniques homogénes
de degré n

(10) rr—m(z =iy)m P () = rretm@sinmf P (cos8) (m=o,1,...n),

N z . . .
ou l'on a posé - =cosf=p, z=rsinfcosp, y =rsinfsine.

Les 2n +1 expressions (10) sont évidemment distinctes, et comme
’on démontre qu’il ne peut y avoir que 2 -1 polynomes harmoniques
homogénes de degré n, et linéairement distincts, 'ensemble de ceux-
ci est représenté par les an 1 fonctions sphérigues (10). On peut
leur substituer les polynomes réels

ro 95 (m o) sin™ 6 P{™ (cos).

Lorsque r>r', permutons r et r' dans (9); avec a =b =o,
r'=c¢, il vient

1 cht 2
Vai+ yi+ (3 —c)? _Z""HP"(F)’ Y

n=0

et par suile

(11) p() (—‘> -y

r dzn

m étant un nombre entier quelconque, désignons par le méme opéra-
teur Dy, la dérivée m* si m > o, el, lorsque m << o, U'intégrale (—m)*
du type utilisé au paragraphe 1. On voit que

1 om o 2'"I‘(m+ )

1

D = mp'n( p2 o g oy TR v

m;_d—v;;_Tl r'm(r2—orr'y + r'?) “+o(r, 1, v),
r

2

ol ¢=o0 pour m2o, tandis que, pour m <o, ¢ est une fonction
rationnelle de 7’ dont les péles sont 7' =o d’ordre — m, et r' = w
d’ordre — m — 1. Il résulte alors de (g9) que, si r> 7,

2ml‘(m+ ;) .
— T (rr—2rr'y +1'2) +°'(r, ' v)

1 n g m
r (_ rmy
2

—m
—2 rn+m+1 P‘""”(v )-

(12)
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En particulier, pour a = b = o0, m 2o, il vient
c"'—l

2mT <m+ 1) ! & n
et (o] = Y e P ().
r (;) n=m

d’ou 'on déduit immédiatement, pour m 2o,
(_ I)n—m om T (,n -+ 'E)
r(i) T(n—m+1)

gn—m 1 > .
n+m+
r dzn—m pm+1 (n =|m|)'

(13) PM(p) =

Pour m << o, le second terme au premier membre de (12) ne contient
que des puissances entiéres de r' inférieures 4 — 2m, donc (13) est
encore valable pour » — m2>—2m, c’est-a-dire sans restriction pour
le signe de m.

p~2m=! n’est généralement pas harmonique, mais

P—‘.’m—i (a.l‘ -+ ﬁ}- “+ v z)m

I'est si «, B. y sont les composantes d’un vecteur isotrope orthogonal
a OA. On déduit alors de (12), pour r <7,

2'nl‘(m+ l)
2/ (ax+ By +y3)" - (ax+{3y+yz

I 1 92m+1 rr’
2

o
—~ a.z’+{$y+vz m
=¥ = £2)" pym(v).

”r
n==0

(13)

\m ,
) o(r, 7, v)

Le terme général au second membre est un polynome homogéne de
degré n en z, y, z, pourvu que n>|m|; c’est évident si m > o, et,
pour m << o, ¢a résulte de la nullité de Py (=1) (k=1, 2, ..., n)
et de ce que (az + by +c3)*— (a2 + b2+ c?) (22— y? + 35?) est
divisible par a2z + 8y + y2. Le second terme au premier membre
étant soit nul, soit la somme de termes dont le degré d’homogénéité
en z, y, s est inférieur 4 | m |, les polynomes en question au second
membre sont harmoniques. Pour a =b=o0, on av=yp, ==+1ia,
Y=o, et l'on retrouve les polynomes harmoniques (10), avec
I'extension aux valeurs m =—n, —n +1, ..., n. Il résulte d’ail-
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leurs du paragraphe suivant que cette restriction | m [<n n'intéresse
pas 'harmonicité de (10), et, par suite, des termes du second membre
de (13"), qui s’en déduisent par rotation des axes de coordonnées.

5. Equation différentielle de Legendre. — En écrivant que 7P, (;)

est harmonique, on voit tout de suite qu’ile équivaut d’exprimer
que P,(z) est solution de I’équation différentielle de Legendre

du

d2u
f(u)s(l——-z’)zi?——2zdz

+n(n+1u=o,
invariante quand on change » en — n — 1. C'est cette équivalence
qui donne toute leur importance, non seulement aux polynomes de
Legendre, mais encore a I'intégrale générale de cette équation, pour
toutes les valeurs de n. En formant D, £(%), un calcul aisé montre
que les dérivées et primitives P} (z) vérifient ’équation

, 2 ulm) dutm)
,(1—z) o —2mns—

(m=o, 1, 32, ,..).

+(n—m)(n+m-+1)ulm=o

(14)

m

(14) exprime que rneime(1--pu2)* Py(u) est harmonique. On est
ainsi conduit a considérer avec Ferrers [12] la fonction

m

(x—pu2)® Pym(p),

ou mieux, avec Hobson [20, a], pour toutes les valeurs complexes
de 3,
m

(15) PR (3) = (32—1)* P (3),

dont nous préciserons plus loin la définition. Un calcul simple permet
de déduire de (14) que P*(z), et d’'une maniére générale, les fonc-
tions ¢(z) telles que r"em?p () soit harmonique sont les intégrales
de I'équation de Legendre généralisée

gﬂ_‘_ -+ ) m? —
Iz n(n—+1)— v =0,

1— 32

o\ d2p
(16) (I—Z)ﬁ—zz

invariante quand on change nen —n—1 oumen — m.
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6. Relations de récurrence. — En identifiant les développements
entiers en £ dans les égalités
(1—23h+ hz)’-’-gif)—z’l‘—) = (5—h)2(3, A),
WOZED) (02t ),

0z

on obtient tout de suite, entre Lrois polynomes d’indices consécutifs,
les deux relations de récurrence

(17) nPp(z)—(2n—1)3Ppy(3)+(n—1)P,u(3)=0,
(18) 2P, (2) —Ppy(3) —nPu(z)=o0.

Dérivons (17), et remplagons P;,_, par 'expression qu’en donne (18);
il vient

(19) Py (2) — 3P,y (3) — nPnr(3) =0o;

(18) et (19) expriment un polynome en fonction de sa dérivée et de
celle d'un polynome adjacent. En éliminant P;,_, ou P/, entre (18) et
(19), on a les deux nouvelles relations

(20) (82— 1) P}(5) = n[ 2 Pn(5) — Pns ()]
=(—n—1)[3Pn(3) — Pryri(3)],

tandis que 1’élimination de 5P, entre (18) et la relation (19) d'indice
n + 1 donne

(21) Pi(5) — Phy(2) = (20— 1) Pacs (2).

On en déduit

n—1
§S —
£

(22) Pu(z)= X (2n—4s—1) Pases(2).

§=0

Un raisonnement classique par récurrence permet de montrer, &
I'aide de (17), que les P, forment une suite de Sturm, c’est-a-dire
que les zéros de P, sont séparés par ceux de P,—,.

7. Intégrales représentatives. — La fonction génératrice (3) estle

—14+y1—2zh + h?
—h

1

résidu de
F (t,

au pole + D’une maniére géné-

h
2
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rale, on a
1 di I
(23) 1TZ'fF+At‘-'+ 2Bt+ G /Bi—AG (A, B, G = const.),
N B B2 — AG
ou le contour fermé I' entoure le seul pole v = ——:-—-‘%——— On

peut identifier |24, a] la détermination de /B? —AC B2 — AG avec

Ny ey
en prenant
(24) A=a—a'h, B=b—0bh, C=c—Cch,
avec
(25) b2—agc=b%—ad'c =1, ac'+ca'—2bb'=—2 3.

Le premier membre de (23) est alors développable suivant les puis-
sances croissantes ou décroissantes de 4. Quand 4 tend vers o. 7 tend

—b+1 .
vers Ty = ———; et la comparaison avec (3) donne
(Tt (g7 g2 : :
i (a'2+2b't+c')n
= —-, dt
(26) Pa(2) -m,f (att+ 2bt + c)n+1

s —b—
Lorsque A tend vers linfini, 7 tend vers oy = — %, et la compa-

raison avec (3') donne

(03+)
. 1 * (at2+2bt +c)n
(26) P"(z)——n_if (a’t2+2b’t+c’)"+1dt'

Les deux auatres zéros des polynomes en ¢

P(t)y=ar2+2bt+c¢, Q(t)=a't2+2bt+¢

—b—1 —b +1 . %
sont Ty = ———; ¢, = ———— et il résulte de (23) que le rapport
anharmonique
z2—1
(27) R(oy, 03, T1, T2) = 1

Ce rapport anharmonique est U'invariant essentiel du rapport des
deux trinomes relativement au groupe des transformations homogra-
phiques de la variable ¢.
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La fagon la plus simple de réaliser (25) et (27) consiste a faire

Ty=23. Tg=ow, 0y =1, 6a=—1; (26) prend alors la forme de
Schlafli [ 40] )

() ()
(28) Pa(z) = ﬁf z—ﬁ-T;ZHdt.

En prenant 7, =o0, 7, =0, b=1, il vient ' =z et a'c' =352 —1;
on peut choisir a'=¢/, et, avec le cercle lrigonométrique y, pour
contour d’intégration, poser ¢t = e‘®. (26) fournit ainsi 'intégrale de
Laplace [26]

27
(29) Pn(z)= 2i7rf (z+\/z’—-1cos?)"d9 (z quelconque).
[

On peul encore intégrer sur vy, dans (26'), pourva que |oq | <1, ce
qui donne
I 27
(29') Pp(z)=— ;:f (z+yzi—1cosp) ™ de, R(z)<o.
- 0
D’ailleurs si R(5)>>0,0n a |oy |<<1.et]’on peut permuter les réles de

P(¢) et Q(¢) dans (26), en conservanl y,; au lieu de (29), il vient
ainsi

27
Pn(2) = z_l:-:f (z+yz8—1cosg) ™" *do, R(z)>o0,
0

qui se rattache a (29') a I'aide de (35).
On peut retrouver £ (r, k) au second membre de (23) en partant
de relations différentes de (24). Par exemple, quand A = C, on peut

prendre T'=+y, et poser t=e'?, ce qui donne I'intégrale de
Jacobi [21,c]

om N
d —_ /B2 — A2

) £ o m ey Inl= |
27, Acosg+B /B A \

Prenons alors A et B tels que

VB—X=1—c¢h, VB+A=\1—2zh+h2,

avec ¢ ===1. 7 tend vers o avec k si \/1— 254 + A° a la détermina-
tion de (3), et (30) devient

1f" (1—eh)ds 1 _ B+e-+(5—¢)cosq
0

Th Tk R Gimaha 2
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Pour z=cosd(0<<6<<m) le changement de variable = cos ¢
fournit, avec les deux valeurs de ¢, les deux intégrales

(1—~A) cos% dy

I =!3f
Vi—2zh—+ R T Jo (1—2hcosd + A?)ycosy — cosb

"
(1+h) sinqu,

_ V2 :
s -/e‘ (1—2hcosy + A?)y/'cosd — cosd
a4y

Vlcosd —cos B |
connus en série entiére de A, el la comparaison avec (3) donne les
intégrales de Djrichlel et Mehler [10, 18, 30]

Les deux facteurs de admettent des développements

(31) Pn(cosﬁ)_,‘/ fOCOS ‘Pd‘P _V» fTS"’( )4161‘1'

\/cosJ/—cosﬂ ycos8 — cosd

CHAPITRE 11.

FONCTIONS DE LEGENDRE.

8. Fonction de Legendre de premiére espéce. — Les observalions
du paragraphe 3 conduisent i résoudre £(u)=o0 pour toutes les
valeurs de n, méme complexes. En substituant 'intégrale (28, I)
dans cette équation, on conslate qu’elle la vérifie pourvu que 'inte-
grandum soit uniforme le long du contour d’intégration I'. Une
solution particuliére, qui se réduit au polynome (28, I) pour
n entier 2 o, est

(34, 1+) 2 \n
(1) Pa(z)= L_f (e—nndt

)
©iJ, ., (2t —2z)n+1

qu’on précise en choisissant
\

arg({—1)=arg({+1)=arg(t—3)=0  pour =+ ;

elle est holomorphe dans le plan coupé par la demi-droite (— w0, — 1).
C’est la fonction de Legendre de premiére espéce. Elle est caractérisée,
parmi les intégrales de £2(u)=o, par la propriéié d’étrc égale a 1
au point critique 2 =1 de cette ¢quation.

MIMORIAL DES SC. MATH. — Ne 97, 2
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La transformation homographique qui lie (26, I) a (28, I) montre
que l'on a encore [24, a]

(2) Pu(z) = o P%E;)H at,
pourvu que I' tourne dans le sens direct autour des seuls points
critiques 7, et oy, sans traverser la transformée de la coupure, c’est-
a-dire I'arc de cercle 7,0, dont le prolongement passe par o¢,; en
outre, la délermination de l'integrandum doit étre telle qu’on ait
Pn(l) =1

La symétrie de (25, I) permet de permuter P (¢) et Q(¢) par varia-
tion contlinue des coefficients, sans modifier I' ni la valeur de
I'intégrale pour z =1 cela équivaut & changer n en — n — 1, donc

(3) Pn(z) = P——n—i(Z).

Comme au paragraphe 7, on peut prendre pour I' le cercle y,

z — . . . .
pourvu que ¢, = \/ 27" lui soit également intérieur, donc
Z2+1

T
(4) P,,(z)=-:;f (z—\/zi-—lcos?)"dq, R(z)>0 ou n entier>o.
0

On a P, (1) =1 lorsque, pour ¢ =7—c, on choisit | arg z | < 7:~
Posons z=ch(y + i0), x>0, |6 |<11:, pour \/ — 1= Sh(x—p—t9),
on a () say/2*— 1 =saz; on en déduil aisément
|2+ yaT—Tcosg[<e,
et, par suite, la valeur majorante

(%) |Pa(z)|SemX
(n>o0, 120, R(2)> o0 si n non entier, z quelconque pour n entier).

9. Développements de P,(z). — Lorsque les points critiques 7.
Ty, 03 sonl fixes, il résulte de (27, I) que o, est une fonction homo-
graphique de z. Les conditions (25, I) permettent alors de donner
a(2) la forme [24, a]

P,.(z)=[2(_z__z"2]n_l_ (=)  (t-—ay)n d

1— 33 mia Jp (t— ) (8 — 1p)n+!

(') Nous posons sa z = signe de 'argument de 3.
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. . . a’ 2(z— 3
ou a et 3, sont arbilraires et indépendants de 5, et — = —(I-T");
1]
. . Gr— T 1+ 3 g— 7T I— 20
on voit alors aisément que —— = ot =—! = ~*. Suppo-
H—T 2 6, — T, z—1

sons que o, soit assez voisin de 7, pour qu’on puisse choisir T avec
|t —7|>lo,—7t|; (t—a,)* est alors développable en série
entiére de o, — 7y, et 'on obtient le dévcloppement général

() Pn<Z>=<f::f)"§(2)z

— k
><F(n+1,—k, n—k+r; 1-|;z0> <.f_1.) ,

22— %

I+ 2o

dont les coeflicients sont des polynomes hypergéométriques en )

et qui converge uniformément dans le domaine

zZ—1 2

1+ 3

(7)

<1 et l

— (Bo#1).
3 — 3

Aux valeurs 5, —=—1 et « correspondent les expressions hypergéo-
métriques remarquables

(8) Pn<z>=(zj’)"2(2)g(j:j)‘ [®(3)> o],

1— 3
(9) Pn(z)=F(—n,n+1, 1;_2__).

Cette derniére expression, élablie par Murphy [31] pour n entier > o,
peut encore s’écrire (')

(@) P =F(=5H2 ni—2)  [&(e)>0]
grace a la transformation de Kummer
F(za,zﬁ,a+§+%;x)=F(a,{)‘,a+p+§,4x(x—x)),
lz1< s l4a(—2)|<r.

On peut également développer (4) en série entiére de 1 — 2‘;

(') La restriction ®(2)>o résulte de ce que la coupure de la fonction hyper-
géomeétrique au second membre de (g’) est I'axe imaginaire.
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1 .
quand \ 1— ;—‘ <1, ce qui donne

(10)  Pa(z)=a"F (— LTS - ) [RG)>ol

En particulier, quand 5 tend vers I'infini dans cette région,
r ( n - 3—)
2
P35
2 2

10. Fonction de Legendre de deuxiéme espsce. — L’integrandum
de (1) est également uniforme lorsque T tourne en sens contraire
autour de ¢ =1 et £ = — 1, sans entourer ¢{ = 5. Quand R(n) > —1,

on peut substituer a T' le segment (— 1, 1) et considérer I'intégrale
de forme simple

(12) Qu(3)

(11) Pn(z) ~ 37

[ﬁ(n)>—%].

Y r— ey dt
= (M—_}),)W [R(n)>—1],
—1

avec |arg s | <<m, arg (1 — ¢) = arg (1 + ¢) = 0. On est ainsi conduit,
dans le cas général, a adopler, pour deuxiéme intégrale fondamentale
de £(u) = o, la fonction de Legendre de seconde espéce

(13) Qn(z) = 1 to(e—n)ndil

sisinnx J (22 —20)n+!

)

ou (' est le huit dessiné sur la figure (*), avec

arg(ly—1) =arg(f{HH+1) =0, larg(z— )| < =.

Cette fonction est holomorphe dans le plan coupé par la demi-
droite (—oo, 1). Par continuité, (13) a encore un sens pour

(') Le contour C de ’expression (1) de P,(2z) est représenté en pointillé.
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n entier 2o0; pour n entier <o, on convient d’identifier Qn
avec Q_,_,

Observons en passant que lorsqu’on vérifie les formules de récuar-
rence du paragraphe 6, en substituant aux P, leurs expressions (1),
on est conduit & annuler une intégrale de contour G, dont I'integran-
dum est de la forme (¢ — 1)~ (¢t — z)™=,='F(¢), o m est un
entier variable avec n, p un entier fixe, et F(¢)un polynome de degré
supérieur a 1. Il existe donc un polynome G(¢) tel que

(B—nmmiF() _ d (2—1mG(2)
(t— z)m+p+t T dt (t—z)mp

d'G = d'F — 2,

de sorte que la primitive du second membre est encore uniforme,
quel que soit m, le long de C. et méme de C'. On en conclut que ces
formules de récurrence sont valables, quel que soit n, pour les fonc-
tions de Legendre des deux espéces.

A Vexpression (2) de P, correspond la transformation de (13)en (')

ell—n)T2 Q(l)ll
2isinnz Jp P(2)Ht 7

(14) Qn(z) =

ou I' est un huit, inverse autour de o,. direct aulour de o3, qui ne
traverse pas l'arc de cercle 7,7, dont le prolongement passe par o;
I'égalité n’a lieu qu’a un facteur prés de la forme e247™ quand on ne

- t o .
précise pas 'argument de %—ET; En particulier, si ¢, = o0, gy =0,
74Ta =1, on peut prendre pour I' le conlour [ + o, £ 0. — o0 (0+),
— @, —fw. + ] formé par le cercle | 5|:= o et le demi-axe t <<o

parcouru deux fois en sens contraires. L’intégrale le long du grand
cercle est nulle quand R (n +1)> o, et, en posant | ¢| = ¢¥ le long
du chemin réel, il vient

(15)  Qa(3) =fw(z+\/z?——lchq/)_"—1dq; [R(n ~+1)>o0];

la comparaison avec (12) pour z = % montre qu’on doit prendre

Iarg(z+\/z2—1 ch¢)]<7r, sa \/z7—1 = saz.

() (25, I) sont satisfaites par £*—1 et o — 22 et non par £*—1 et 22— 2/, ce
qui fait apparaitre le facteur e—m7e,
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Avec les notations de (3), on voit que

|z +vzT—1ch¢|2chy +shy chy2e¥,
donc

° d
(16) 1Qu(a)ISet [ ol = e Qu(chy)  (n>0, 120)

Pour |z|> 1, (13) est développable en série entiére de fz-, savoir (')

—n—L 3
(17) Q,,(z):z2 B(njl,§+1,n+;;z—‘l> (Jargz| < =m).
Par suite,

(18) Qn(—z) = e—(r+1)Tisaz Qn(z)-

Q. est l'intégrale de £(u)= o0 qui est équivalente, quand z tend
vers l'infini, &
n—+1 n
z_"_ll‘(\ > )F(-2—+I>

2 3
Tr (n -+ -2-)
On en conclut que Q)" (z) vérifie (14, I), pour les valeurs entiéres
de m2— R(r), si 'on définit les primitives par les intégrales

S [ e,

analogues aux intégrales représentant Pj”, a la substitution prés du
point critique o au point critique 1 utilis¢ comme limite inférieure.
Pour 7 entier > o, la formule de Rodrigues (4, 1) donne un intérét
particulier a l’équation (14, I) d’indice m =—n. L’une des
intégrales de cette équation est (z* —1)", et une autre est

(19)

(.1:2—1)'1/‘”(.101—1)—"—1 dzx.

Comple tenu de la valeur asymptotique (19), on aboutit ainsi & la
formule

(20)  Qu(e)= & {(xz-:)nfn__@__)

(2n—1)1 dzn (@ —1y |

(z >1, n entier > o).

['(a)T(d)

(!) B(a, b, c; x) désigne la fonction hypergéométrique (o)

F(a, b, c; ).
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=m . vérifie la méme équation différentielle que Q)™'; -donc
Péquation (14, I) de Q7+ est vérifiée par (22 —1)~"—', d’ou l'on
déduit immédiatement

(21) Qu(z)=Gm)t [ oo [ (@1 (day

k4 k4

(z >1, n entier > o).

11. Relations entre les fonctions des deux espéces. — Pn, Qn,
Q-n— vérifient £2(u) = o et sont distinctes quand n n’est pas entier.
Compte tenu de (3), il existe donc une relation de la forme

Pro=A(n)Qn+ \(—nr—1)Qn,

ot A(n) est fonclion de r, el analytique.
Pour R (n) > ol'identification des parties principales (11) el (19)

donne A(—n — 1)=— ;‘r tang nT, et, par suile,
(22) Pa(3) = -;:-tangnx[Q,.(z)—Q_nq(z)].

12. En faisant le changement d’inconnue u = P,w, on voil que
Pintégrale générale de £(u) = o est de la forme

(23) u=APn<z>+BPn<Z>fH(T—‘-;>+w,(z?'

Pour 7 entier 2o, l'inlegrandum est une fonction rationnelle; «,
dgy + ..y On élant les zéros de Pr, on a (1) [20, 4]

n
1 _1f{ 1 1 ar
(1—22)Pn(5)2 2(1—z + 1+z)+2(z—ar)2’
=1

donc

(26) Pn<z>£ (l—_ﬁn—&—)ﬁgpn(z)mg

[larg(z+1)[<m, larg(s —1)|<=],

3+1
3—I1

—Sa(2)

(1) L’absence de terme en

Py résulte immédiatement de 1’égalité
R

(1—a)Pn (@,) —22,Pr (a,) = o,

qui est une conséquence évidente de £(u) = o,
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- estun polynome de degré n —1. (24) étant

ou S, ()= P,,(z)z

infiniment petit a l’mﬁm ne différe de Q, que par un facteur cons-
tant et S, est la partic principale du développement a I'infini de

I 3+1
—2-P,,(z)logz .

En posant (voir 6,1) P,(z) = ZA,;2"2:, la partie principale de (24),
c’est-a-dire le terme en z—"—' du développement du premier terme au
second membre, est égale a

e’n
1
Z—n—1 2 2—,;—.—_%:-1' = Z_n_'if xn Pn(-’l?)dw
0
y=0
z—n—1 . n!
= — ="t ——e.s
2A, "7 % (2rn+1)!!
Par conséquent,
1 Z41
(25) Qn(z)‘—";Pn(Z)]“gz_l — Sn(3)

dans le plan coupé par (— 1, 1).
Compte tenu de (22, I), on déduit de (25) que

n—1
<t
=

L£[Sn(2)] = 2P, (z) =2 2 (27 — 45 —1) Pr_se—1(3),

§=0
donc, sachant que £(Pn—p) =p(2n—p +1)P,—p, il vient [T]

n—
sE—
%5

_ 2n — 4s—1
(26) Sn(Z) = ~ m—:s—)Pn_H_l(z).

(25) s’écrit encore

Q,.(z)-.-s,,(z)_-/ "Pa(z)

z—t

_ tPn(»%)——Pn(il) Pn(t)
_Ef_ —th—dt f dt.

1

La premiére intégrale du dernier membre est un polynome de degré
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n —1, la suivante vérifie 'équation de Legendre, donc cette égalité
se décompose en

(27) Qn(s )——f 200 o,

12

(28) sn(z)=§f %}f"ﬁdt [Sn(—2) = (—1)""1S,(5)].

L’integrandum de (28) est un polynome de degré n — 1, donc

= [ B g pay quiny - 4 [ B

z—1

11 résulte de la que lorsque est réel, >1 ou <<—1, Qn ne peut
s’annuler; d’autre part, si 3 =z + iy,

Pn(Z)Qrz(Z)—Pn(z)Qn Z): f (x P,,(t)"

t):+ y2
ne peut s’annuler si y £ 0, donc [42] zéro est valeur exceptionnelle
de Q. (z) dans le plan coupé par (— 1, 1).
13. Gréce a ces résultats, (1, O) s'écrit

_ Qn(ar) Su (ar)
Ar==2p () = Pran)’

et, si

f@)=Yaa’ (—1geg),
v=0
I'erreur de la quadralure approchée s’écrit

®

(29) E(f)= Y, &E(a"),

v=2n
avec

E(w")=f1x"dx—2 i"gz; o).
—_ n\%r

1=

En particulier, les parités des fonctions S, et P, montrent que
E(z?+') = o0, el 'on en déduit que

E(zV) _ "ﬂ Sp(ar) 1 Qn(z)
(30) Z 2 20v+1 2 P (ay) s—a  2Pn(s)

v=0 r=1
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Ainsi, (29) représente un développement de I'erreur dont les termes

sont déterminés par la fonction génératrice (30). On peut montrer

[20, &, p.83] que limE(f)=o, si le rayon de convergence de
ny»wo

2a,z¥ surpasse 1.

14. Reprenons (25) sous la forme

LSO st _ Sa(z) _ Qu(s)
2 °z—1 P,(3) P,,(z)'

% =O0(5-2"7") quand z tend vers I'infini, donc I—E— est la n® réduite de

la fraction continue représentative du développement asymptotique
> z—2n—1
2 2n +1

0

du terme logarithmique. Cette fraction est de la forme

ay az an

i (3)+ q2(2) +  qa(z)+

[@n= const., & gn(3) =1],

avec a; =1, ¢,(2) = 5, et avee la relation récurrente
Pn(3) = gn(3) Pn1(3) + an Prs(3).

La comparaison avec (17, I) entraine donc, pour n2 2,

2n—1 n—I
) An=—
n n

qn=

’

de sorte que la fraction continue en question [14, 17a. 21 a] est

13. Ecrivons les deux relations (17, I) commencant par nP,(z)

et nP,(t), ou nPn(3z) et nQu(t), ou nQ,(z) et nQn(¢). On en
déduit trois relations du type

(27 —1) Pay(5) Pna(2) (2 —¢)
= n[Pp(2) Prei(?) — Pr(2) Pney(3)]
— (7 —1) [Pncs(8) Pra(£) — Py (£) Proa(s)],
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et, par récurrence [7, 13]

(31) mEnl2Pnat= PO Pns(E) _ N (3 o) paa) Pa (),
(32) um(z)Qm—l(t)—Qm(t) pm—l(z)
z—t
=1+ 3 (2n+1) Pa(2) Qu(0),
(33) QO(z)Qm—l(t)—Qm(i)Qm_i(z)
z—1
= 2(—;_—2-)logR(z, t, —1, 1)+ z (21 +1)Qn(z) Qu(t);
n=0

il est tenu compte des valeurs particuliéres

Z+1
S —1

Q(a)=3log0,  Qi(s)=2Qu(s)—1.

Pour z = ¢, il résulte de (32) que

Qn(z) _ Qm—1(8) _ !
Prn(2) Pma(3)  mPm(s)Pma(s)

donc, d’aprés (25),

Sa(z) _ Qn(z) _ n I
= Qo(3)— Pn(2) —Z1um(z)Pm—t(z).

Posons 5 = ch(y + 6), t ==ch(o +it), y20,020,|0| <m,|7I< 7.
Il résulte de (5) et (16) que les premiers membres de (32) et (33)
sont respectivement majorés par me™(1—% et me~™X*9, & un facteur
prés indépendant de m. On déduit ainsi de (32) I'identité [17: a, b]

1
t—23

=¥ (r+D)Pu(s) Q1) (X <),

n=0

(34)

la convergence étant uniforme si lim inf (¢ — %) > 0. D’'une maniére
générale, f(¢) étant holomorphe dans l'ellipse & fermée, d’équation
o = const., ona [32, a; 43 ]

(35) Fa) = [ L 5 =N e, pata),

27 J, t— 3
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avec y < g,

(36) din ““f £(2) Qu(t) dt,

etou C est un contour quelconque (') entourant (—1, 1). C'estle
développement de Neumann en série de polynomes de Legendre
d’une fonction holomorphe dans une ellipse de foyers 1 et —1.
Grace a la convergence uniforme de (35) sur — 1<5<1 et a 'ortho-
gonalité des polynomes P,, on a encore

(37) an= en +1

=L [ s paa .

Dans tout domaine de variation de z et ¢ situé a distance non nulle
de (—1, 1), on déduit de mémec de (33) le développement uniforme
[13]

(38) :

s—7osR(4 51, —1) =2(2n+1)Qn(z)Qu(t)’

n=0

et, avec les mémes hypothéses sur f que pour (35), et ’expression (36)
ou (37) de a,,
! f(t)

2mi g 2(t—32)

logR(¢, 3, 1, —1)dt =Zan Qn(3).

n=0

On peut réduire C a la double coupure (—1, 1), et il reste

(39) [ L= an s,

n=0

16. Fonction génératrice des Q. (z). —n étant toujours entier 2o,
(25) donne, pour —1 < p <1,

+ PR Sl —
Qu(p=00)= —Pn(p.)<L0 = P~+ ) Sp(@).
On en déduit

(40) Qr(p+01)— Quip— 0i) =—ix Pa(p),

(1) Pourvu que f(¢) soit holomorphe & lintérieur et continue sur lui.
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et 'on adople, pour valeur de Q, sur la coupure (—1, 1),

(41) Qa(p)=31Qnlt + 08)+ Qu(p — 04)] = > Pa(y) Log 1

I .
—u Sn ().

D’autre part, si z=ch(y ~+ i8), 2Qn(3)A" converge si |h| << ex
et fournit, grace a (27), la fonction génératrice

Q(s, h)=2Qn(z)h"= ! ]o,,z_h+\/l—'zzh+h2

—————log —_——
- 2/1—2zh+h* “z—h—y1—23h+h?

ou l'argument de la derniére fraction est compris entre —m et =
pour A =o. Quand 5 vient sur la coupure, on a donc

1 yi—2ph+h+p—nh
42 (g, )= Log
(42) Qs 4) 2yT—a2ph+ht YT—2ph+ hi—u+h
I—2uh+ h? —
_ 1 Log\/x 2p b+ R+ h,
Vi—2ph -+ h? Vi1—p?

convergeant pour |/ | <<1. Avec les notations du paragraphe 4, et en
remplacant p. = cos{ par sa valeur en fonction des cotés, ce dévelop-
pement s’interpréte de maniére remarquable pour un triangle AOM,
sous la forme

1 (OM +MA — OA)(OM + 0\ —MA) o OA” N
3% "8 (GA T+ 33+ OM) (OA + AW — O} ~ 2 oW Qu(cos KOM),

n=0
(OA < OM).

Si @ =b=o0, ' =c¢ <r, la derniére expression (42) donne

> C e 2 3 o)
s‘,.ﬁiiQ"(f)" I logz c+ 22+ yi+ (3 c),

- 7] VaP+ it (z— o) y i+ y?

d’oit résulte la formule analogue a (11, 1) :

(43) Qn(f)=(~.._—')"""“ o (110 _I+r )

— o
r n! dzr \ r °¢$2+yz

La fonction entre parenthéses est harmonique, et sa dérivation par
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la formule de Leibniz, compte tenu de (11, I), donne

Qa(#) = ; Pn(p)Log

n
+
:__:: _Eipo—l(}l) Pn—s(l‘-)7

=1

qui fournit une nouvelle expression de S, ().

CHAPITRE III.

LES FONCTIONS DE LEGENDRE GENERALISEES.

17. Les fonctions de Hobson. — On a vu au paragraphe 5 l'intérét
que présentent les fonctions (15, I) associées aux dérivées, d’ordre
entier positif ou négalif, de P,(3). Il en est de méme pour les fonc-
tions associées de maniére analogue a Q,(s). Enfin, comme le
suggérent le méme paragraphe ct certains problémes pratiques de
potentiel, il est utile de lever toute restriction relative a m. Pour
m entier, on déduit de (1, II) :

T(m+n+1) 1 Bt \n
(1) PUM(z)= -(I‘(n_—i-[))m‘/‘ ( - ) (t — z)—m—n—1dt,
+

Pour que lintegrandum reste uniforme quel que soit m,
Hobson [20, @] substitue au double lacet le quadruple lacet
(8+, 14, 53—, 1—), ce qui donne de (1) 'expression généralisée

I'(m+n+1) e
I'(n+1) 4=sinnx

(24, 1+, 32—, 1—) 2—1\n
<[ (E2) e symmmra
+® 2

on précise les arguments comme pour (1, II), et on léve les indéter-
minations possibles par conlinuité. On précise enfin la détermi-
nation de (15, I) en prenant |arg(z — 1) | <, |arg(z+41)| <.

() PE) =

s —1

Lorsquel l<1, le changement de variable t —1 =(z —1)u

2
permet de développer (2) en série enliére de Z—E—l’ et un calcul
simple donne

m

(3) P,'{'(z)=r—(-li—m)(-§%:)zF(—-n, n—+1, —m-+I; 1—2-2),
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uniforme dans le plan coupé par — o0 << 2<1. On voit que
(4) P (2) =PI, (2).

Pour m entier > o, les m premiers termes de la série hypergéomé-

trique disparaissent, et I'on a encore
m
T'(n+m-+1) (z2—1)?2
I'n—m—+1)L(m—41) oM

(3) PR(a)=

1—3 .
><F<m—n,m+n+r,m+1; 5 ) (m entier > o).

Pour m entier < 0, on vérifie aisément sur (3), que Py™(3) est la
primitive [ --- J Pa()(dz)™, valable dans le plan coupé (*).
1 1

Le long du contour C', 'integrandum dans I'égalité

() () = s s L () e o

—m—n) fisinnn 2

ou m est entier > — R(n), est uniforme quel que soit m; c’est par
celle intégrale qu’on définit la dérivée d’ordre quelconque de Qn(3).
Comme il a été fait au paragraphe 10, on peut remplacer (5), pour
R(n)> —1, par
, F—n Lr—e\n
@) )= s [ () s
[R(r)>—1].

La fonction de Legendre généralisée de deuxiéme espéce est alors

(6) QIF(s)=(22—1)*Q(3) |arg(s—1)| <=, |arg(z+1)| <7
Lorsque | 5| >1, le second membre de (3) est développable en une

. .. 1 .
série entiére de —, dont les coefficients [ (¢2 — 1)t dt sont du type
3 Jer
. . . r—+1 .
eulérien, et valent o ou 2/sinnnB (n +1, ——2——) suivant que r est
pair ou impair. Il vient ainsi
m
sin(m + n)x 2m—1(22—1i)*
sinnx gm+n+l

(7) QR (s) =

m—4+n—+1 m—+n
XB( ’
2 2
(largz| < =),

3 2
+1, n o5 5

(1) Pour abréger, nous sous-entendons la coupure fondamentale — o < zS1.
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dont le domaine d’uniformité est celui de P™. Telle est la défi-
nition de Barnes [2], différant de celle de Hobson [20,a] par le
sin(m—+n)=x
sinnwT
celle de Hobson existe scule pour 7 entier ('), mais fournit des rela-
tions d’un caractére moins simple que celle de Barnes. Pour
m entier < 0, on vérifie aisément sur (7) que, si —m <R (n), on a,
dans le plan coupé,

Qi) (z) ___v/-m...uch,,(z)(dz)—m.

facteur au lieu de em™. Elles coincident pour m entier;

(7) montre également que
(8) QI (— z) = — ennilsas) Qm(z),

et, grace a la transformation [48, p. 286, valable dans le plan coupé
par z 21,

(9) F(a, b,¢;3)=(1—3z)2bF(c—a,c—b,c;z)
(larg(r—z) | < =),
(16) Qx"(z) _ _ QR(3)

T—n—m) T(—n+m

18. Relations entre PJ' et Q)'. — Argz étlant positif, désignons
par L, M, N les valeurs de l'intégrale au second membre de (2) et (5)
le long des lacets directs d’origine + o et de sommets respectifs 3, 1,
— 1; chacun de ces lacets est au-dessus du suivant, et les détermi-
nations initiales sont celles déja adoptées; soit N’ la valeur de cette
intégrale le long du troisiéme lacet lorsqu’il est placé entre les deux
autres. On voit aisément [20,a] que

(m-+n-+1) en™
I'(n+1) {4xsinnzx
QI (z) = r'(m .+ n—+r) e—(m+")“'i s.ino(m +n)=x
F(n+1) 4isin’nmw
M —N = (M — N')e—2nmi,

PS{")(Z‘) = [(I_eimti) L—(I— e—-!(m+n)_m')M],

(11)

(M —N),

sin(m—+ny=w
sinnT

couple de valeurs entiéres de m, n; ’équivalence avec la fonction de Hobson est

assurée pourvu que m — lim.m soit infiniment petit par rapport 3 n —lim.n.

(') Par exemple, le factcur est indéterminé au voisinage de tout
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L’élimination de M et N donne

281nnTw
P((5) — enm Z22ET Qi 3)

F(m+n+1) e nm
. I'(rn+1) 4zsmn=x

[(1— e2n™) L — (1— e2lm+nmIN'Y],

qui ne differe du second membre de la premiére équation (i1) que
par la substitution du troisieme lacet au deuxieme lacet; le procédé
qui rattache (3) a (2) fournit sa valeur

\ 1+ 3
— e (g 41y mF (—— My AT, —m 1 — )

En raisonnant de méme quand arg 5 < o, on obtient 'identité générale

(12)  QB(3) = —— ——

2smnx N(1—m)

X[e—nm(saz) (Z+I>
3—1
N m
s—1\°? 1+ 3
—-( ) F<—1¢,1z+1,—m+1, ) .
541 >

Eliminons la deuxiéme fonction hypergéométrique entre cette

expression et celle relative a Q™ _, (z); il vient I'identité

m
2

1—3
F(—n,n+1,—m+1, > )

1

(13) PR (3) = ~tangn=[Q’(2) — Q%1 (2)]

valable méme pour # entier, grice a laquelle nous nous dispenserons

souvent d’expliciter I'expression de P?* lorsqu’on I'aura fait pour Q}.

En particulier. on voit, grice a (7), que P}’ n’esl pas dislinct

de Q_, pour m + n entier 2o, ct de Q} pour m — n entier 2 o.
(4), (8), (10). (13) fournissent des relations entre les 8 fonctions

de Legendre généralisées vérifiant la méme équation (16, I). De (8)

el (13), on déduit encore

(14) Pi(— 5) = e~nmitsas) PIN(3) — 2228 Qp(a),

et, de (10) et (13) relatives aux indices == m,

I'(n+m-+1) osinmrsinnw
m _ / p—-m s o T om .
(13) Pi(=) n—m—+1) P (=) msm(m—+n)w (%)

MEMORIAL DES SC MATH, — N° 97, 3
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19. Lorsque |z — 1| > 2,(5) est développable en une série entiére
de z—i—l, dont les coefficients ‘£ (t41)» (¢ —1)"*rdt sont du type

eulérien et valent (— 1) (2¢sinnn)2»* ' B(n+1,n+r—+41); il
vient ainsi
2 n+1
(=)

2
xB(n+1,m+n+1,2n+2; : z)’

k]

(16) QT (2) =

sin(m —+n)x (z+1
2sinnm 3—1

puis a 'aide de (8) et (10),

m

(17) Q,’{'(z)=5i"(”‘+”)ﬂ(2——r)?( 2 )n+1

2sinnx 3+1 3 +1

2
xB(n—+1,m+n+1, 2n+2; H
I+ 3

m

sin(m+n)= I'(n+m+1) z—-:)? 2 \n+t
2sinnaz  TF(n—m+1)\3+1 Z—1

(16) QR (s)=

2
><B(n+1,n—m+1,2n+2; ;

sin(m+n)x T(n+m—+1) (Z+1 2 \7+1
2sinat T(n—m4+1)\3—1 Z+1

(17) QR (s) =

><B(n+l,n—m+l,2n+2;

La transformation (') [48, p. 291]
T'(c—a—b)T(a+b—c+1)
F(c—a)l(c—b)
X [B(a, b, a+b—c—+1; 1 —3)—(1— 5)—a—b
xB(c—a,c—b,c—a—b+1; 1— 3)]

(18) B(a, b,¢;2)=

permet de déduire aisément de (13) et (17")

m
o 1 341 2( 2\t
(19) P"(z)—l‘(x—m)<z—t) z+1
z—1
><F(n+1,n—m+1,1—m;——-),
: z+1/.

qu’on peut encore transformer en changeant n en —n — 1.

(1) Cette transformation est valable dans le plan coupé par les deux demi-
droites 2o et z21, avec la détermination |arg(r—z)|< T, et en supposant
que ¢ — a — b n’est pas un nombre entier.
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SupposonsY arg s | < 7—; La transformation (') [48, p. 289]

o
(20) B(a, b, ¢; 3) = H(—z)—ﬂB(a,a—c+l,a—-b+l;ZI’)

sin(c — b)=x 1
-S-;l{a_—b_;—ﬁ(—z)—_b B(b,b—c+1,b——a+1;-z->

donne, a partir de (7),

. m—+n—+1

(M n\ — omey SIR(M + )T ——— mu(saz) m—n
(21) Q(z) =ammt—0mm| e s (==
m—+n+1 m—n 1_
x B ) y -5 3*

2 2 2

—'"T"m(sa"r) m—n
+e ¢ cos S )%

EET IR ST
que (8) prolonge dans tout le plan coupé par l'axe réel. Grace a (13),

on en déduit
n ) (m +n )
T ) cos > ™

om e—mmTi(saz) . m —
(22) P (3)= —m—— sin
m—+n-+1 m—n 1
x B ( ) ) ;; 22)

ki
2 2
. m-—+n m-—n
+Slll< 75)(:05( > TE)

m-+n m—n-+1 3
x zB +1, y =3 82) |-
2 2 2

Transformons les deux termes au second membre a 'aide de (9); on
. . Py .7—5
démontre ainsi (?), pour |argz| < -,

0|3

2—111—1(22__ I)_
'(n—m-+1)I(—n—m)

< [B(n-—m+1,—n——m ‘-zz>

(23) Pl (z) =

2 2 PX

n—m —n—m—+1 3
— 2B —+1, 1 =3 3 s
2 2 2

(') Le domaine de validité est le plan coupé par la demi-droite o< 3, avec la
détermination |arg(—z)| < .

(2) On utilise également I'identité classique

1‘(25)1‘(-;)= 215—11‘(5)1‘(5-4- ;)
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qui se prolonge dans le plan coupé par I'axe réel. Quand R(3z) > o,
(18) transforme enfin (23) en 'expression simple
am( g2 — l)_? (r—m—+1 —n—m
F(rt—m) F < 2 ’ 2
(R(z)> o)

(24) PR(z)= y 1—m; 1—z2)

(15) permet ainsi d’exprimer Q}(z)a 'aide de deux fonctions hyper-
géomélriques d’argument 1 — 32, avec R(:)>o. D’autre part,
(20) transforme (24) en

m-=+n m-+n
27 g1 3 T 3 “+1
(25) PR(a)=
Tcosnw r n—m<=1
2
n m 2
= [sm ( u)(z’—-— 1)?

n—+m -
+cos< 5 1:) (32—1) *
n—m-+1 n—+m-—+1 3 I
=< B ) y N+ — )b
2 2 1— 32

d’ou I'on déduit, a 'aide de (15),

sm(m—+n)= I‘(m+n+l)[‘(§) =
(26) Qi (z) = - (z2—1) !
sInnzw . 3
an+1 ] (n + E)
n+m-+1 n—m--+1I 3 1
< F ) ' R+ 5 5 )5
2 2 2’ 1— 3

ces deux expressions sont valables dans tout le domaine d’uniformité
des deux fonctions.

(18) transforme (3) en une expression de P{"'(3) au voisinage de
z=—1,; en transformant 'une des deux fonctions hypergéomé-
triques a l'aide de (g), il vient

I‘(—-m)(/—:il>

Z 1 F—n,n+r, 14+m; 222
T'(n—m+1)T(—n—m) ! ! T2

m

r'(m) (:::_t)_’

L(—n)l(n+1)

N

n

(27) PR} (z) =

Z+1
e—mmisaz) (— n,n—+1, 1—m; 3 );
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valable pour m non entier et se réduisant 4 son premier terme pour n
entier. Un passage a la limite permet d’en déduire une expression
de P,[19, a,p. 7]. A partir de (3) et (27), (15) fournit les dévelop-
pements de Q) aux voisinages des mémes points critiques z =1

par exemple, on a
7".

Qr}(?): M[I‘( )(zti) F (—n, n-+1,1—m; l:z)

281nnw

n
7

F(—m)T(n—+m+1) (z——l
-+ -
F(n—m+r1) z+1

1—3
><F(—n,n+l, I+ m; 5 )]’

qui a encore uue vraie valeur pour m entier [20, A, p. 205].

20. Définitions sur la coupure z<1. — Soit

—1<p<I et  zs=p-+coi (e=z1).
(3) donne

m

1 1+ T I—
| 34 (Z)Nm—j< p’e—’vm) F(—n,n—f—l,l—m; P')y

et suggére d’adopter, sur cette coupure, la définition

mnt
(28) Pl(p)=e * P(u-+coi)

"l
=1  (I1t® — o 1T M
s (E58) (e o 152,

qui coincide, pour m entier, avec la fonction de Ferrers. D¢ méme,
(12) montre que

mmL mm

(20) ¢ * QP(u+oi)—e ® QE(p—oi)=— miSmmt R)T

pm
sinnz w (1)
et conduit d’autre part, si 'on veut conserver la relation remar-

quable (13), a poser

mTe

(30)  Qm(p)= [e‘T QR (u +0i)+eTQ7{'(u—oi)];

2c0sm=


file:///x-hi
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dans la définition de Hobson {20, a], e™® remplace cos mx=.
(29) et (30) équivalent &

mm .
—t—- . .sin(m + n)x
(31) e 2 QM (p+ceo0l)= QR (w)cosmn — eni ——;—sm—)—P,",‘(p.).

On voit tout de suite que (8), (14) et (15) sont remplacés ici par

nsin?(m + n)x®

(32)  QR(—p)=—rcos(m~ n)z QP(p)— 2sinn®cosmn

PR (1),

(33) Pp(—p)=cos(m—+n)xPP(pn)— % sinnz cosmz QR (p),

'(n+m+1) 1 2 sinnwsinmn
n —_— —n P — e
(34)  Pi(e) L(n—m—+1) cosmnP” (1) msin(m—+n)x

QR ().

Sur la coupure 3 =z <<—1, (7) suggére la définition

(36) B(z) =— e=n™ QP& + coi)
m
__ sin(m+n)x 2m—1(g2—1)?
- sinnw (— z ym+n+1

m—4+n+1 m-+n 3
=< B ’ +1,n+ —; &%),
2 2 2
avec arg(— z) = arg(2® — 1) = 0. Aucune définition de PJ*(x) ne
parait s’imposer ; cependant

I

(36) Pi®) = sremms

[PR(z + oi) — PR (x — oi)]

présente l'avantage d’étre liée a (35) par les relations (13)
et (15).

21. Expressions en fonction de n = z + /3> — 1. — Des dévelop-
pements de cette nature ont été formés au paragraphe 3. Le chan-

m-+n+1

gement de variables [20, a]En? =1, u™ =f * w transforme(14,1)
en I’équation différentielle de la fonction

I 3
Flm+r+1,m+—yn+ - £);
2 2



POLYNOMES ET FONCTIONS DE LEGENDRE. 35

a l'infini, 0 est équivalente a 2z, et la comparaison des parties
principales de cette fonction hypergéométrique et de (7) montre

que
. I
sn(m -+ n)z I(m+n+1)I‘(;)

(37 Q(s) =2t -
I‘(n—!—;)

omn n—m—n—l

I 3
=< F MR T, M sy n+;;'q—2 ;

la série converge dans le plan de z coupé, car [n| > 1. (10) transforme
ce développement en

I‘(m+n+l)l‘<§) m

sn(m —+ n)=w g—mqm—n—1(z2 1)—7

sinn® l‘(n+ ;)

I 3
XFlrn—m+1, —m+ SR+ 71—’)-

(38) QF(=)=

(13) fournit P}’(z) et (38) donne ainsi, compte tenu de (18),

1 R .
avec |arg ;\l < . c’est-a-dire R(z) > o.

m

o p—m—n—i _
) (z’ — I) 2

(39) PR(z)= Ta—m)

I 1
<xFln—m+1,—m+ - 1—2n;1— = )+
2 n?

Par exemple, si 2= cos6 +¢coi(0o<<O<<m),onan=e, et(37)
converge sur son cercle de convergence |n|==1, sauf pour 8§ =o
ou w, pourvu que R(n)> %; on obtient ainsi le développement
de sin™0 Q" (cosf) en série de Fourier.

L’équation différentielle en £, w est également satisfaite par l'inté-

—m-1 —m-L
grale de f=tm+"(1—1¢) * <1 — n%) ?, prisele long d’un contour
d’uniformité de f. Par exemple, avec le quadruple lacet

(th;1+,0+,1—, 0—)

d’origine ¢, comprise entre o et 1, 'intégrale de f dt est développable
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en série entiere de n~2 s1 |02 | > 1; avec les déterminations

argto=arg(1— &) =0 et

4
(o= ) <o

la comparaison avec (37) pour 5= co donne

oy a2 G)

fmisInnTw

om -n—-m—n—l
1
(1,04 1—,0—) —m—2 ¢ —m=3
xf gmtn (1 —¢) ‘(1—- ;l—’) dt
b

Posons ¢ =nh ; compte tenu de n +

+ L
n
(41) Q‘,{")(z)=,_e—nnr( ‘) (Ez)

fTismnw

=— 23, Oon a encore

(l +, 0+ 1o 1

U] A ———

= hm+n(1—2zh+ h?) tdh,
hy

1
ou A, est sur le segment (o, ;)a avec

algho=arg%, et arg(i—23h+h%)~o

au voisinage de k2 =o. En particulier, si R(m+n—+1)>o0 et
Gl(m — —) < o, le contour est réductible au segment ( _:); d’ou

1
(41) Qm(z) = sin(m ~+ n)xn P(;)z

smnw 1
r (? — m>

1

n —m~1
xf hm+n(1— 2zh + h?) tdh
[ 4

((R(-—n—-1)< R(m) < ;)

Un second contour d’uniformité de f estle huit (¢; 1 +,1? —); en
supposant |1 —n~?| < 1,effectuons le changement ¢t =02 + (1 — n?)¢;
développons I'intégrale obtenue et comparons a (39) au voisinage
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de n? =1; avec les mémes déterminations que pour (40), on voit que

1
T (m+ 5) 2m-n—m—n—l
r (i) 27L
2

(14, %2—) —m—t
xf t"“""(l— t)
2,

Pi(z) =—

121
P
-

I
ol
~—

&

(O{(z)>o, |argn | < ;—:),

ou encore, en posant t =nh,

r (m —+ ;) om (11+.%—)

1
(42) P™(z)= ——-——f h"“"'(l—~2zh+h’)_m 2 dh,
I‘( I ) 27y
9
valable dans le plan coupé. Pour m entier, on peut substituer le

contour (ho PN+, = +) ; en particulier,
'r+, +)
hn dh

(@) nosmf.

Les contours des intégrales dans (3) et (42) coincident par la cor-

respondance & =5 — t/3* —1=\/2* —1(5' —t), o 3/ = ——=

o1
A la coupure (— 1, 1) du plan de I'une des variables z, =/, correspond
'axe imaginaire pur du plan de l'autre variable. Supposons donc

R( ")>o el 0{( )>o. L’intégrale (42) ne dxﬂ'ere de Dinté-

grale (5) de Q l(z’) que par le facteur (52 —1) * et un facteur
3

constant; celul-m se calcule en comparant les parties principales
fournies par (3) et (7) aux voisinages de s =1, 5=, et I'on a
l'identité remarquable de Whipple [47] :

1
—_n—

, ; z z 1!(22—1); m
(44) Q_,,l__z) (7;?;) = \/_z [(m—+n—+1)cosmsx Pi(z)  [R(z)>0],

qui raméne curieusement 'une a l'autre les fonclions des deux
especes.
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22. Soit [n? —1|>1; l'intégrale (40), ou 'on fail le changement

t=1—10, est développable en série entiere de

. [20 ] ’r]‘z—l, ce qui
onne ,a
sm(m—+n)x I‘(m+n+:)I‘<§) gm qm—n
(m) =
45) Qs = — 3 :
T(n+ - 2 m+2
2 (nt—1)
I I 3 1
<xF{m+ -y —m+-yn+-; — ).
2 2 2’ 1—n?

Cette fonction hypergéométrique et celle relative a Q) vérifient,
en vertu de (9) et (18), I'identité

I 1 3 —n?
F(m-+ -y —m—+ — n+—;-—n—
2 2 27 1—m?

I‘(n+£)r(n+§)

= r(r+m—+1)I'(n—m+1)
B I‘(n+ E)I‘(— n +§)(—1ﬁ)—"—1‘
I‘(m+£))l‘(—m+%)

1 I 3 I
XFlm+-y—mr+-syn+-; —— ),
2 2 2 l—’ﬂ’

1 I 1 1
F m+;,—m+;,—n+ y ™3

avec |arg(—m=n?)|<<m, et I'élimination de l'une d’elles entre cette
identité et I'expression de P7'(z), obtenue griace a (13) et (43),
donne

(46) P(,,"”(z)=2m F(m~+n—+1)

3
r(G)r(n3)
- [e—(m—é) T (sam?) nm—n

m+d
(n2—1) ?
><F(m+£,—m+£,n+§;;2>
2 2 2?7 1—n
m—+n-+1 1 —n2
+—L—;F(m+-’—m+1,n+§; q-)
(n ),,,_,__, 2 2 2’ 1—n?
n*—t -

(largn? ' <m),

ou les deux fonctions hypergéométriques ont les mémes coefficients.
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En particulier, si 2= +-¢oi, (45) se décompose, grice a (31),
en les deux développements trigonométriques remarquables [20, a}

I
sin(m -+ n)x I‘(;) F(m+n-+r1)
SiNAT COS MR ( 5)
F n+5

xi a—4m (3 —gm)...(Gr—1 — 4m2)
r=o0

(er)!'(2n+d)(2n+5)...(2n+2r +1)

I I Ed
cos[(n+—+r>0+(m+——1-)—]
2 2 P
)

’ 1
. P
(2sinf) *

(47)  Qif(cosh) =

x

2T (m + n +1)
I‘(é) I‘(n+ g)

S (1— 4m2?) (32— 4 m?). ..(2r—12_4m2)
xzo(

ar)!l(2n+3)(2n+5)...(2n 4+ 27 +1)

. 1 1 T
sm[(n-c— -+r>6+<m+——r)—]
2 2 2
- ki

.l
(25} ?

(48) PR(cosh)=

>

T 5
convergents pour g <6 < —GE

23. Représentation par des intégrales définies. — Hobson [20, a, A],

a établi beaucoup d’autres expressions de P}’ et Q,', généralisant par-

fois des expressions antérieures des fonctions ou polynomes P,. Par
exemple, le changement ¢ = cos ¢ transforme (5') en

r(— n)2—n—t n sin2n+ig

QS‘"”(Z)=I‘(—m—n) A (z—cosq)”“‘”"‘id? [R(n)>—D)];

grace a (44), cela équivaut &
Qm(zz_ I)_?

i
(49) Pgl(z)=l‘(£)r<“m+i>‘[ (2 + V2i=1 cosg )™ " sin—1mq dy

2 2

(m(m) < ;, CR(z)>o),
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ot la détermination de \/ z* —1 est évidemment quelconque dans
l'integrandum. Changeons m en — m et portons l'expression obtenue

dans (15); il vient, pour R(m) >— %, R(z)>o,

asinmz sinnxm

(50) LS ey erprary

QR ()
E
T(n+m+1) (22—1)*

T
><f (z+y32—1cosp)" "sin2mp dy;
L]

Vintégrale est d’ailleurs invariante quand on change n en —n —1,

comme le montre (49). Changeons z en — 5 dans (50); grace a (8)

et (14), il vient, pour R(3) < o,

9 eln—mTisas) gin2n
wsin(m—+ n)=

(51) PR (z)— Q¥ (=)

_TMr+m+1) (ZE—I)?
“Trn—m+1) 2m[‘(—;) I‘(m_'_%)

T
><f (z+ 37— 1coso)* ™ sintmo do;
(]

'intégrale peut étre remplacée par sa transformée par le changement
de n en —n — 1, multipliée par — e**™2<), On passe aisément de
ces expressions aux formules

2sinmnsinnz

(52) P;’,’l(COSO)— m

QM (cosb)

_T(n+m+r) sin” 1
F(n—m-+1) 2'711‘<;-)I‘(m+—;) cosmm

T .
xf (cosf == 7sin b cos g )r—m sin2m ¢ do (o<0 < %‘),
0

2cosm=sin2nmw
msin(m—+ n)w
T(n+m-+1) sin™ @

T I(rn—m-1) 2"1F(§>I‘(m+ §>

1
><f (] cost | == ¢ sinb cos¢)r—m sin2m ¢ do (—Z— <0<n),
0

(53) cosnz Plt(cosf)— m(cos0)
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valables pour R(m)>— ; Ces deux intégrales sont invariantes
quand on change n en — n —1.
I
Le changement » = 5 + \/z2— 1 ch{ transforme (41) en une expres-

sion de Q) semblable a (49). Grace a (10). il vienl encore, sous une
forme plus simple [17, «; 20,a] :

I'(n+ m+1)I‘(§>

(54) QM (z) = sin(m —+ n)=w
2Mmsinnw I
I‘(n-—m+1)I‘(m+ 5)
< /‘ shem a
(z+yz2—1 ch )m+n+1

((R(n+l)>(R(m)>-—§).

Enposant A= — /37 —1¢h¢, (41')et(10) donnent de méme [20, a|

1
(55) Q(m)(z)=5in(m+n)1c I‘(n+m+1)r(2_)

2Mm s;nw

l‘(n—m+l)l‘(m+ %)
><f (53— y22—1ch¢)" ™ shem dy
(at(n+x)>az(m)>—— ;),

+I
Z—l

oi chw =

= el |argshy | < = 52 Cest-a-dire w =

\/ 37—
Lorsque CR(n) <— R(m), Hobson [20, a ] prend l‘mtégrale (2)1e
long du double demi-cercle fermé (') (5. — z0, 5w, 5, 500, — Z®, %),
en prenant soin de changer la détermination en z comme l'exige le’
quadruple lacet primitif équivalent; I'integrale est nulle sur le demi-
cercle infini parcouru deux fois, de sorte que

~

—_3% S0
P{M(z) = -I_'Zi(;z——’—l-)n) 2? [e—(m—q-on)nf Jdt— e—mmf fdt] ,

ou f désigne 'integrandum de (2). Déformons de méme le contour C/

(') 30 désigne le point & ''nfim de méme argument que z.
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de (5) en un contour formé de la droite (— <, ) et des deux
demi~cercles infinis qui joignent ses extrémités ; il vient

T'(—n) 1
F(—m—n)2ismm=z

—Z® Z®
x[e—('"-"‘-’")?"cosnnf fdt—e—"""cosmﬂ:f fdt].
z 2z

Par ¢limination de la premiére intégrale dans ces deux expressions,
il reste une seule intégrale définie pour représenter Q7 , (), ou
enfin, en changeant n en —n —1,

Qv (s) =

tmy _sin(m+n)r [(n+1)
(56) U™ () = — 5= F(n—m-+1)

<
- 2

[R(n+1)>|R(m) ).

) e syemar

On peut encore remplacer (2, 50) par la demi-droite
[z, (Vz’ —1— z)oo],

dont le prolongement traverse également le segment (—1,1); en
posantt = 5+ /5> —1e¥, (36) se transforme ainsi en[17, a; 20, a)
_sin(m+n)z _ T(n-+1) ® chm{
(57) Qii(z)= Snnz F(n—m+1)J, (z+v’zT—_——fch'l.J)"+t dy
[R(n+1)>|R(m)!].

(44) donne ensuite

m

(58) P;{'(z)=\/% r(%"")(z’—-:)—? a0h<n+%)¢

rn—m-+1)I(—n—m)J

o
(z+chy)t
[R(m—1) < R(n) < R(— m)],

valable dans le plan coupé. En particulier, si m est entier, il vient
encore, grace a (15) :

(59) P;?<z>=\/§w(zz_ﬁ ”__°h("+%)q'_1d¢

1 md
r ('2‘ - m) 0 (3 +chd) "
[—m—1< R(n) < m entier].
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Signalons encore la transformation de (5') par ¢t =z — \/ 72 —1et
[20,a]:

(60) Qi (5) = Lﬂ}n)-f (z—yz@—1chy)" chmy dy
[R(r)>—1],

ou w a la méme signification que dans (55).

24. Lorsque R (m) < 2, substituons au contour de (42) un arc de

. . I N . .
courbe joignant — & et ne lraversant pas I'axe (— o, 0); il vient
]

1
(60 By(s) = (E)m___2_
TG)
2 2
n —m—2 I
xf hm+n(1—2zh + h?) 2 dh [(R(m)< 5]7
1
7
avec la détermination arg(1—2zh + h?) = 2arg \/52 —1—mpourh
voisin de %, sur le segment rectiligne (%a M ) En particulier, si

& =0osf—- ¢, g <<O<m, n=e" premgas Vintégrale sur Varc de
cercle h=e?(—0<¢<0); on a —6<arg(1—23h+ h?)<0, et
grice a (28), [20, a]

i

* I
__ sinmd \ cos (n + ;) ? o
1
(62) P;'.z(coso)=\/% F(%—m)-[ (cosg — cost)™" 3
((R(m) <. %).

Parmi les expressions que permet d’en déduire (34), citons

I
) cos(n+ 5,)?

m - 2 T'(n+m-+1) (—sinf)—m
2

(mentier 2 0).

de

(cosg — cosﬂ)s_

A Taide de (33), le changement de 6 et ¢ en = — 6, = — ¢ transs
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forme (62) en
(64) cos(m—+ n)x PP (cosb)— gsinnz cosm= Qn(cosb)

_\/ s|nme cos(n+ )(1—1?)01? ((R(m)<§),

- -—"l

(cos —coso) ¢

qu’on peut égalemenl transformer d’aprés (34). Pour m = o, (62) se
réduit a la premiére expression de Mehler [30]

Ve g cos (n+ -;—)o
(65) P,.(coso)=?_—f :/c__—_____d%

059 — cosf

ét pour m =o, n cntier, (64) donne la deuxiéme expression de

Mehler [30]
I sin (n -+ 2>

(66) Pa(cost) = V2 f T (n entien),

Supposons R(m) << -I; et ®(m+n-+1)>o. Nous pouvons
prendre lintégrale (61), ot —1<Cz<1, le long du contour
<-:-\-a — 1,04 —1, n) formé par deux arcs du cercle

h = et (—0292—zmetblcsm)

et le lacet rectiligne (—1;0 +) sur lequel on pose | k| =e"¥; il
vient alors
3 sinmd

(67) PR(cosb)= ‘/;;(]——)-
- —m
2

g fﬂcos[(’l+—;>9+(”l+—;-)ﬂ]d

1
m-+ N

?
(cosb — cos )

w ——(n+1-)q; 1
—sin(m+n)1rf ———e———-—z——ldq»J;
° (cosb+chy) T2

siR(m) < ;, R (m — n)> o, la substitution, dans le contour pré-

cédent, du lacet (—1; —a—) au lacet (—1;0+), équivaut a
changer #n en — n — 1 dans (67).
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Prenons lintégrale (41'), ou z=cosf 4 oi, sur le chemin

(o, I, %) formé par le rayon & =e¥(w0> ¢ >0) et arc de cercle
h=e"?(0<¢<0). Grace a (31) et (62), on a

I
L(m+ -
sin(m + n)= 2

m j—
(69) Qeost) = 2EE s
« e—(""‘f:)‘!’ 0 sm<n+ E);
o g Sy G LY |
m—+= -
! (ch¥ — cosf) i ’ (cos9—co=0)m+*

valable pour R(— n — 1) < R(m) << +- En particulier,
P > p

—(n+3) 1
(69) QH(COSO)Q\/L_[‘/‘”e('—;A);d@—/‘em(H_—:‘_?:d?]

2 Vch® — cosb Jy  \/cosc — cosb
[—1<<R(n)<0].

Admettons, en outre, que R(m —n)>o, et prenons l'inté-
grale (41'), ou 3= cos0 4 ¢od, sur le contour

1
(0, —®, —iw, ®, I, i)

formé par le chemin A =e¥*"(—w <{ <), un demi-cercle
infini, le chemin rectiligne & = e¥(c0 >{2>0) et l'arc de cercle
h=c¢"*(0<9<6). Compte tenu de (30), on a

sin(m+ n)w I‘<m+ 3
m 0) = - m
(70) Q(cost) = L2 s
- 1
w e(n+;)*{/
x| cosam= —_d}
o me+5
(chy —cosb) *

» (n+%)ql
—cos(m+n)7:f _—dy
T (chy + cosd) 2

0 sin l(n-r- 1) c+2m7c]
-+f , : a
0

+3

m ?
(coso — cosh)

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 97, 4
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valable pour l d{(n -+ §>\<(R,(m -+ é) < 1. Pour m = o, I'addi-
tion de (69) et (70) donne la formule remarquable

« ch (n+ 1)({;
1 2
(71) Qa(cosh) = 7—;[ [ m‘@
.,ch<n+ 1)4:
-—cosnr:[ md’-‘l‘l [_1<0((n)<o],

P 1 . .
trés importante pour les valeurs » =— -~ + ip, qui correspondent

aux fonctions harmoniques coniques.

25. Pour 5= chy, x> o0, on a n==¢%, et 'on peut prendre l'inté-
grale (61) sur le segment de droite A = e*(— x <Y <y), done

n ch(n+2)y
() e =2 L [ ) dy
F(;—'") " (chy—chy)

I
((R(m) < 5)'
Silona, en outre, R(m + n +1)>0, R(m — n) > o, le chemin
(%, 0f, — o, { ©, ®, 7))3 ou ’on pose successivement

h=e¥(($y<w), h=eme¥(—oly<wo), h=ec¥(o>2y),

donne

(73) P2(chy) =\/§ r—(—s‘hﬂ—;

—-—m
2

,e("+%)mch n+= ¢
X[£ (»3)

l)l+3
(chy +chy) ?

pellentetei, ]

X m+%
(chy —chy) °*

dy
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Changeons n én — 7. —1; des combinaisons évidentes avec (73)
donnent

n-+=

I
PR % (chy—chy)"  ?

® ch<n+£)¢ ;

"l"—3
(chy +chy) *

2 ‘shmy . = ("“‘ b
(74) PZ’(ch;O:‘/;r— sinmz ——-;dqa

—sinnn A/ 8

(75) PR(chy)= \/ 2__shmy

()
2

1
«Sinmn ch(n+ \)'!g—cosmn tangnz sI1(n+2)qJ

x i dy,
X "l+:
(chg —chy) *
valables pour (R(n + %) (m + %)< 1. En particulier,
! 1
. ® h n-+ — q}
rstnnx © L fr.)
(76) Pa(chy)=— —F I Y

o ychy+chy

\/2tan0nr = sh (n+ )
Vehd —chy

ay [—1<R(n) < of.

Pour les mémes valeurs de z>1, (41'), ou A= e (o> $2x)
donne

sin(m+n)=, /=  shmy ” 8—("+£)q’
(77) QR (chy)# smnr ‘/;1_,( ) f i 4

m—+-=

%—m) % (chy—chy) *

((R(—n—1)<0{(m)< 5)

La condition supplémentaire R (m — n) > o permet de prendre I'in-

. < 1
tégrale (41') sur le contour (0, — a0, €100, 0, N + €0, ﬁ)’ et des nota-
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tions semblables & celles de (73) donnent les deux expressions (e = ==1

(78) Q%(chx)=5in(m+n)ﬂ T _shny

sinn 2 1
'f-—m
2
1 1]
®  efammig (’H-§ ) Y
= S c dy

1
X (chy—chy)" " ?

% es(m+§)m . (,H.;)‘q: a0

- (chx—chq;)m_‘-z

(1)
® eE(m+n)m o 2
ay
1 )
m—+-<

T (chy+chy) ?

entre lesquelles on peut éliminer I'une des trois intégrales. Par
exemple,

h?
(79) Q(chy)= \/Z‘ e
l‘(; — m) sinnz

1
% e@*ﬂ*
x| cosnz —_—d}
—% m--
(chy —chy) *
- e(n+§)¢
+sin(n — m)= —_db

L (chy—chy)""?

1 1
valable pour l CR,(n—i- —Z-)l<0{(m+ ;) <1.
Lorsque n + ; est un nombre entier. I'uniformité de l'integrandum

autour du couple o, ; permet de prendre l'intégrale (41) sur un

contour simple entourant ce couple, mais non n. Pour 5= chy, ce
contour peut étre le cercle trigonométrique ~ = ¢®, d’ot résulte

[20,a]

I
- shmy ©  €OS (n -+ -2) ?
(80) QR (ch)=(\/~ de

i

2 /1 1
I‘(; - m) ’ (chy — cos?)m_'_2

1 .
(n -+ 5 enuer) .
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Soit, en outre, n <R(m)<< E; prenons (41) sur le contour
(o0, @ —, 0, n —, ) formé par le cercle infini et le lacet d’origine
. e . I
et de sommet n; on lrouve ainsi ce que devienl (79) lorsque n — -
est entier, mais sans la restriction qui permettait de passer a l'ori-
gine, c’est-a-dire
(ne2)¥
— n—+
m ® 2
(81) Qm(chx):\/r_rcosmnsh % e dy
(' =m % m+s
2 (ch¢ —chy)

[o > (R(m—— —) >n— % enuer]

26. Propriétés particulieres aux valeurs entiéres de m. — Dans
ce cas, le contour de l'intégrale (2) est remplacable par le contour
simple G(5 +,1+), d'ou

(82) Psrl(z>=——"("‘+"‘.")¢f( . )"( dt
C

F(n+1) 272 2t—23) (t— z)m+t

Avec les notations du paragraphe 7,

t—2z
—I1—232

= R(¢, —1, 3, ©) = R(2, 09, 71, T2),

donc la transformation homographique qui fait passer de (1, IT)

a (2, IT), donne ici, avec un choix convenable de arg %’

_F__( —n) m 22—t Q)" dR(t, oy, =, T2)
@ NEEEre = (15) L [5E) wo e

e premier membre est invariant quand on change m en — m. Ainsi,
apparait 'intérét des fonctions [ 24, a]

-3

|3

(86) ) = LE B (220 pra),

qu'on peut définir comme les coefficients du développement de
Laurent

@ [Y]'= 3 m@Remnr (&E>o)

m=—m—=»
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en fonction de l'invariant essentiel R (¢, a5, 7, 75). L’existence de (85)
suppose celle d'unc couronne limitée par deux cercles conjugués par
rapport a 7,, 7, et séparant le couple o, 7, du couple o5, 7. Dans les
conditions de (82), ce sont deux cercles de centre 7,= 3, d’ou la
condition de validité | s — 1| < |z 4+ 1| qui accompagne (853).

Dans les conditions du paragraphe 9, (83) conduit au dévelop-
pement [24, a ]

(86) PI(z)= F(m""l"'l)(z—zo)"(z_l)

F(n+1) \1—20 Z+1

3
s

(1) ()

| 1 z—1 \%
><F(—-—I.,n+1,n—m+k+1; . 0)(" ),

s — 3y

valable pour ':__;ol<1 et ll

39 =—1 el 5, = o ont été oblenues aux paragraphes 17 et 19.
Une forme particuliérement intéressante de (83) s’obtient avec

z—1 4 . Z+1 4 dési
Ty==0, Tg==, 0= - es, oy = z_le, { désignant une

2 a
= ‘ Les formes correspondant a
0

z+1
constante quelconque. On peut prendre pour I' le cercle trigonomé-

irique, pourvu que ‘——— l < e R(E) <L ‘ —— s et (83) prend la forme

Laplacienne [20, a]

m3 2% n
(87) Wrm(:--:-_-z%l) (z)_ ¢ [ [z + Vza—1cos(o +i{)|" e—imodes
[R(z)> o],

m, et combinant

les deux égalités, on en déduit [17, a; 20, a]

T(n+1)
L(m—+n—+1)

f [z+z —lcos(\-—-tt)] s m9d9

(88) PZ’(Z) (lmC)

Par exemple, { = o donne [17, a]

T(m+n+1) 1 7 — n
_I‘_(.’_l:._l)__z—;[ (z+ yz2—1cosp)" cos mods

[R(z)> 0]

(88) Pp(s)=
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Le développement (85) correspondant est

(89) [z+\/zT__1c05(?+i§)]n
= r(ll+1) ™ - .
__2 I‘(m+n_|_l)Pn(Z)ei (@+i3)

=Pn(z)+2 l(ll—'—l) Pn}(Z)COSm(?_PiC)

r(m-+n-+1)
m=1

Ha)< trog| 2=

et fournit, avec les notations du paragraphe 4, le développement de
Fourier d’une fonction harmonique de la forme (az + By + yz)" en
fonction de la longitude ¢ [20, a]. Sa convergence est uniforme par rap-
port a ¢ dans tout domaine fermé satisfaisant a I'inégalité.

Lorsque |1— - | <1, (88') est développable en série entidkays

1 .
de1— 2 d’ou

T(nEtm-+nze—n [(JaZ2_1\"
=m _—
(90) Pum(z) = I‘(n—m+l)[‘(m+l)( 2

m—n m—n-+1I I
=< F ) ym—=+1;1— —
2 2 .32

[m, R(z)>o0];

en particulier, on a ainsi le développement de P}’ (cos 6) (oge < E—)

ensérie de tang?6. L’extension de (9o) aux valeurs non entiéres de m
s’obtient en transformant (7) par (18) et en utilisant (13), mais le
résultat est compliqué.

27. L’expression de Q(z) analogue a (83) est, avec un choix con-

venable de arg %,

o]y

1‘(_ n) elt—nm)m 3—1
(91) Qn (Z)"p( m—n) 4isinn7c(z+l)

Q(t)]" dR(t, 62, T4, T2)
Xfp, [P(t)] R(Z, o5, =1, Ta)nei’

extension de (5) sans restriction de m ou n. Cependant, si R(n+1)<o,
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le contour I, qui est le méme que dans (14, II), peut étre remplacé
par un arc ¢, 0, ne traversant pas la coupure 7,7,, et 'on a

@) MR =1 (22) " [T RE] whr,

[R(n)>—1]i

le premier membre est invariant quand on change m en — m. On voit
aisément que la forme de (92) correspondant aux conditions de (87)
équivaut a I'expression (60).

28. Ecrivons P (¢)-"' = a+! [(at + b)* — 1]-"—', et observons que

P (z) = —% (z*—1)—"~', comme il résulte de (3); il vient donc,

Sl |t|.<174 l et IT,I’

P(t)yt = (g—)nﬂl‘(—- n)PI+V(b + at) =Zan+p“ [=n)
p=

PO (n+p+1)
2n+1T(p —+1) Pl 6y
[}

» n+p+1
— T(=n) a 2 n+7+1
—2 o+ T (p +1) (E) P (&)er
p=0
En posant a = \/6?—1 e, ¢ = \/b?—1 ¢, il vient enfin

@ [FO]"'= 3 e e (e <lmlaluD,

m—n—1=9

ou encore, en posant ¢ = e¥, b= 3, de sorte que

s —1 Z'+'l
ev a—
s Te=
Z+1 Z—I

T = —

(96) [s+Va—t1ch(y—0)]"'= m——'l)_)P"'(Z)em(\?—v)

m—n—1=0
[d{(«{a—v)<—— i—‘Loglii:”]

En particulier, si ¢ = i¢ (¢ réel) et R(v) > -:-

Log

=] o)
donne le développement de Fourier de [z +{/22 — 1 cos (9 + iv)]—"‘-1 ,
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d’ou la signification de I'intégrale au second membre de (87) lorsque
c’est m — n qui est entier [20, a]

(— n) emv

(95) s[,—(—n-l—-Pﬁ'(z)——f [z + Vz2=1 cos(p + iv)]| "' e—ime dg
(m — n entier > o).

Ces égalilés supposent qu’on choisit convenablement I'argument

de la puissance (—7n—1)*"°, ou qu'on sous-entend un facteur
convenable de la forme e2™ ( k entier).

29. Relations de récurrence. — Le second membre u de (41) ou
(42) vérifie Péquation (14, I) ainsi que l’égahté du" =ui"+. L'équa-

tion différentielle exprime donc une relation récurrente entre 3 fonc-
tions u™ d’indices supérieurs consécutifs

(96) (B—Du™V+amzu—(n+m)(n—m+1)u™V=o.

Dans P'intégrale de u!,, écrivons Am+n+! —= ghm+n 4 pm+n(h — z)

el intégrons par parties I'intégrale relative au dernier terme; il vient
tout de suite

(97) Wi = zuf!™ + (m —+ n)uf=1.

Changeons n en — n — 1 et utilisons (4) et (13); (97) s’écrit ainsi
(97') uiiy =z + (m— n — 1) uff=",
et I'¢limination de u{™™" entre ces deux égalités donne la relation
récurrente [ 4; 14; 20, a]
(98) (2n +D)3uM=(n— m-+1)ul¥ + (n + m)ul™
entre 3 fonctions u{™ d’indices inférieurs consécutifs. Cette relation

convient aussi telle quelle aux P;? et Q. L’élimination de u}"~" entre
(96) et (97) ou (97') donne

du\,"l)
(32—1) d; =(n—m-+1)u® —(n+m=+1)zul™

=(n—m)zuff—(n+ m)ui™,

qui exprime la dérivée de ul™ a l'aide de cette fonction et d’une
fonction contigué.
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30. Orthogonalité des P?*(p). — m étant entier, et —1 <p<1,

on sait que P22(p) est la fonction de Ferrers (1 — p?)? P{*(p). Mul-

tiplions (96), ou u =P, par (1 — p2)®~' P2~ (u), et formons

1
(n+m)(n—m+ I)f PR () PR (@) dp

—1
1

=2m [ WP () PP-0(n) (1 — pt)mt d
—1
1

— [ PN () PO () (1— ptym de

v —1

=— [ PE-n(w) AP 1 — )],

n et n' étant entiers, I'intégration par parties du dernier membre
donne la relation de récurrence

1 1
("+Ln)(n—m+l)f PRt () PRt (w) dp =f PR (p) PR(p) du,
—1 -1

d’ou résulte immédiatement

1 ° (rn#n),
(99) / PR(p)PR(p)dp = 2 T(n+m+1)
Tt 2n+1 I'(n—m+1)

(n=n').

Les suites de fonctions de Ferrers P?() de méme indice m sont
orthogonales sur (— 1, 1).

CHAPITRE TV.

THEOREMES D’ADDITION.

31. Posons, comme plus haut, a =62 —1e*, c=/b"—1 ¢*;
posons de méme, dans Q (¢), ' = — /b7 — 1 e, ¢/ =— /BT —1 ¢
On a alors 2="0506"+ /b2 —1y/b'*—1 ch(¢'—v); b et b’ sont eux-

mémes les valeurs de z associées aux deux couples de polynomes
P(¢), 2t et Q(¢), 2 t. Les zéros de P(¢), Q(¢). 2 ¢ sontrespectivement

B b———lev _ b+lev
= — — 9 = —
! b+1 b—1

o= b Ie“ Go = b Lev's 0, w
— = -+ .
! b+1 "’ B 6b—1 > "
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Ceei posé, développons a I’aide de (85, IlI) la puissance (— n — 1)®m¢
dans

Pn(z)— Qe g Qe [M]-n~1 dt;

p(t)u-o-i = (zt)"‘H 2t

si R(b) > o, il vient, & un facteur e?**™ (k entier) prés,

Pas)= 3] e [ 52 S

m=—=x

et, grice a (83, III) et (84, III),

Pa(s)= 3 I (0)Jam(B)sgmo = 3, PIR(B) Pam(h) emi—),

m=—=—am mn——=»

Il suffit que le méme contour I' convienne aux expressions de P, (3)
et J;™(b'), et soit situé dans la couronne de convergence

e <] <|=al
du développement; il suffit donc que |, | <<|7s! et |a2| > |7y |. C’est-
a-dire

I&(V'—v)|<§Log b+1 b+x|

b—1b—1|
Ceci exige d’ailleurs que I Z *I b mal l >1, donc R(b) ou R(d')>o0.

En faisant tendre b vers 1, on voit que & = o, et enfin, en permutant
les roles de b et &', on a ainsi démontré le

Tatorime 1. —Slb_Hb_H ona

(1) Pn(86'+ yb:—1y/b2—1chl)

= Y en)Pan(p)ent

m=—w»

=P (b)Pu(b)+2 Z P2(b)P7™(b') chmb,

m=1

b+1 b +1

pourvu que|0{(§)|< Lo gl — l Le développement converge

uniformément par rapport & ¢ dans tout domaine fermé vérifiant
Uinégalité [24. d].
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Celte inégalité est nécessaire. En effet, si { = + {w, 5 décrit une
ellipse E(%) quand w varie seul. Les ellipses associées a des valeurs
fixes de b, b', constiluent un faisceau homofocal de centre z,—bb' et

de foyers z,= bb'+ /b — 167 —1, 5, =bb'—\/b*— 1 /b —1.

E(o) est le segment focal et E(£), qui s’amplifie avec passe par
=L b+1 b'+1
xpourEl_ — —|’etpar —1pouri=-Log|s— r— -

Dans les condmons de lénoncé, la suffisance de |£|<CE-y entraine
que E(Z) ne peut pas traverser la coupure (— 1, — o) de P,(z) tant
que |£| <<%-; elle la traverse donc dés que |E| >4, ce qui rend
impossible I'égalité (1) dont, seul, le second membre est continu a
travers cette demi-droite.

En supposant R (b) > o0 et R(b') >0, eLt =0, on a I'énoncé de
Hobson [20, ¢], généralisant ou précisant lui-méme des énoncés anté-
rieurs [27, e; 17, a; 48].

32. Au lieu de T, utilisons le contour I'. Le méme raisonnement
donne, au facteur e?/"™ prés, I'égalité

@ o= 3 m,, <b>5§L1;‘—>(ZI+‘) @) (3)"

m=-—m»

"E

= 3 PR(B) Qam(B) emv,
m=—w

f

en supposant R (b) > o, que I' ne traverse ni 'arc de cercle 7,7, dont
le prolongement passe par oy, ni la demi-droite (0, — &y ®), et que
Pon ait, le long de I, |7, | <<|¢| <<|7,|. Les deux coupures traversent
la couronne circulaire |7,| <<| | <C|72| et I'on voit qu’il suffit que o,
et o, soient dans une méme partie connexe de celle-ci. On trouve ainsi
les conditions — & << R (V' —0) <<ty et —E < R(¥ —0) <Ey,
c’est-a-dire

b —1
b +1

b+1

b—1|

b +1

3) 5 —1

et [R(V—r0)| <Eretfy,

pour que le développement converge, 1’égalilé de sa somme avec Q,.(z)
étant assurée si o, o, sont dans la méme région connexe. Ces condi-
tions sont remplies si ¢'=y¢ =0, car 7|, 7, et 7y, g, sont de part et
d’autre de I'axe imaginaire; z est alors en %, ; on voit méme que k=o
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en faisant tendre b vers 1. Quand £ = ¢/ — ¢ varie. & partir de { = o,
le prolongement de (2) se fait donc, a I'intérieur de la plus petite des
deux ellipses E(&;), E(§-). tant que z ne traverse pas la coupure
(— o0, 1) de Q,(3). Cette ellipse ne contient qu’une partie de (— o,
—1) ou de (—1, 1); quand s passe de 'autre coté de (— o, — 1),
(35, UI) montre que le prolongement du développement est
Q.(3) e=2rmisazd tandis que de P'autre coté de (—1, 1), il résulte de
(29. IIT) que c'est Q,(5) + wi(saz) P, (z). On a ainsi le

Tutorime II. — Sous les conditions I Log I Z:i I I < Log %-Ib’-{—: |et
[R (L) <i-r ety

(4 Pa(5) Qu(b')+2 Y, PI(b) Qa™ (&) chm}
_ enm(sa.—.—saz,)—Q"(z)’
'{ Qn(2) + mi(saz)Pn(2),

avec 5=0bb'+/b>—1\/b"*—1 ch, suivant que le segment de
droite 3,5 ne traverse pas ou traverse la coupure (—1, 1). La
convergence est uniforme par rapport & ¢ dans tout domaine
Jermé vérifiant Iinégalité [ 24, d].

En particulier, si R (b') > o etE=o0, on al’énoncé d’"Hobson [20, ¢],
généralisant lui-méme des énoncés antérieurs [17, a; 32, b];
Pellipse E(%;) est le domaine de validité, donc la premiére expression
de (4) est toujours Q,(3).

33. L'cxtension des théorémes précédents lorsque R(b) et R(b')
sont quelconques découle de (8, III) et (14, IIT) [20. e]. Il est plus
intdressant de les prolonger sur la coupure (— 1,1). Soit b=cosf--ai.
b'=cost' +oi (0 << 0,0'; §+6'<x); onay/b>*—1=1isinb 4o cotd,
\/b’-' — 1 =1¢sinf 4o coth’, donc s~ cos fcosd — sinfsinb'ch g, etla
continnité de P,(5) a travers cette coupure, jointe a (28, III) donne,
pour £ = o,

(5) P, (cosf cos0'— sin 6 sin 6’ cosw)

= P,(cosb) P,(cost’) + 2 Z P2 (cosb) Pr™(cosb8') cosmuw,

m=1
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pourvu que 0 < 6, 0 <0, § 4 6'<< w. Pour le théoréme II, les condi-
. . (] 0’
tions deviennent o <6 << 7—:; d<<l<n—8, | R®)| <Log(cot 5 cot —2-)

et Log (col l: tang Z—I>; on voit que arg 3, > o0, donc, compte lenu de
(28, III), (31, I1I) et (5), on a, pour { =o,

(6) Qn(cos0 cosd’— sinb sinb cosw)

@®

= P, (cos0)Qn(cost’) + 2 2 P (cos0) Q7™ (cosl’) cosmw.

m=1

Les développements (5) et (6) convergent uniformément par
rapport & . Leur extension aux aulres valeurs de 6, 6' se fait comme

déja dit.

34. Dans le raisonnement du paragraphe 32, le développement
(93, III) au lieu de (85, ITII) donne une égalité ne différant de (2) que
par les valeurs prises par I'indice m. Les conditions de validité sont
que g, eto, soient dans le plus petit des 2 cercles de centre O ct passant
par 7; ou 7y, et que I" soil dans ce cercle sans traverser la coupure
(0, — oy ). Ces deux derniéres conditions sont toujours rélaisables,
et, en posant vy —¢'=2{¢, on a

Tatorime III. — Sous la condition

s 51+ s 551 |

(7) e Qu(bb'+ VB —1 BT =Tch() = Z P (5) Qam(B')ent.

m—n—1i1=u0

a(c>>:[

Log

La convergence est uniforme par rapport a ¢ dans tout domainé
Sermé vérifiant Uinégalité (24, d].

Le domaine de validité est l'extérieur de la plus grande des
deux ellipses E(£;), E(E-4). Toute ellipse plus petite traversant la
coupure essentielle (— 1, 1) de Qn(z), I'inégalité de I’énoncé est la
meilleure possible. Pour préciser la valeur de &, déplacons 5 sur la
branche d’hyperbole du faisceau homofocal, sans sortir du domaine;
b, b', w restent fixes, et, pour £ = o, il résulte des valeurs de P! (b)
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et Q."'(b'), déduites d’une expression donnée au paragraphe 28, que
k=osi|argy/b?—1+ arg /b — 1+ | < m; on voit alors, grice a
(35, TII) que k=o0 ou (saz) suivant que cette branche infinie
d’hyperbole ne traverse pas ou traverse la coupure (— o, —1). Avec
b=i(v>o)etb'=—d'(vV>0), le domaine de validité £ > o cor-
respond, pour z. au plan coupé par le segment rectiligne

(w'— Vi1 V2, w VTV I 1),

el A =osi|w|<<m; grace a (8, II), (10, IIT) et (13, III), on a donc
(17, a; 20, 1|

Qu(w + VT V751 cht)
I i (V) QR (iY) e—m&=nt) (v, v, E>0)

= 2cosnz T(m—n)T(m+n—+1)
m—n—1=u

35. On obtient des formules d’addition d’un autre genre [24, a]en
développant différemment les 2 membres de

® [re+ Q)= [TorpbeneT,

ou a"=Aax+a'), ... et X2(1+223+2?)=1 de facon que

b"*— a"c¢"=1. Par la série de Taylor et (85, III), le premier membre
donne la série double

2 2' ( )l".z'ﬂ—l’ IN(3)R(L, 00, T, ) [R(5)> o],
—0 m=—=—mx
p étant entier > o, J7*(z) = o pour | m |2 p. 1l résulte de (87, III) que
le premier membre de cette égalité admet la valeur majorante (5, II),
et. par conséquent, (9) converge absolument si

< |zle X,

ll‘l <t»/z+10{(t G, T1, T2)

ou 5 =ch(y+ 1), et x>o0. La comparaison avec le développement
du second membre de (8) par (85, III) donne alors
REO=RC e B () ipe) (8> 0)
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X —b"'—1
ou 5’ =A(# + ), ¢, = ———; en remarquant que
G—1T _ab—ba+a—az
Gy — To a(1— 3) ’

: . . , z—1
Pexpression analogue relative a ¢, donne R (4, 72, 7y, Ta) =4 Pl
d’ou résulte enfin

(10) Jﬁz(z')=1n+nl(i:ll>"l 2 (;)x"—l’ In(z)  (m entier),
p=lm|

ou F=Nz+3). (1+223+22)=1, et sous les conditions
R(z)>0, R(5')>o0, |z|>er21. Avec les fonctions de Hobson,
cela s’ecrit

m »

10) (s1—0 P PR =M= ¥ (0 ) e Pp(e).
p=|m|

Pour m = o, on peut écrire symboliquement

P z+z _ r+P(z) \»
n ————— - [ —— .
V14223 + x? \VI+ 223 + 2

Une autre forme intéressante s’obtient avec

c
- A=
r

|~

sin @
z=cosb >o0 z' =cosb' > o x = = —
>0 >0 sin B

~

ou r,r'.c sont les colés d’un triangle dont les angles opposés a r et 1’
sont 8 et® — 0. Siz = cos 6 + o, on voit que ' =cos §' + o, et, grace

a (28, III), (10') prend la forme d’une formule d’addition des fonctions
zonales

, m=+n\
Fr P (cost) = ) <m+p)c“ »rp P (cosd)
p=Im|

(lol, [0 < i:-, m entien),

établie par Hobson [20, k] pour n entier, et valable pour ¢ > r lorsque
n est quelconque.
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CHAPITRE V.

EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DE P[*(cos 0) ET QJ(cos ).

36. Lorsque R(m +n—+1)>o0, 0{(2 —m) > o, (40, II1), on

I'on pose ¢t =1 — u, peut s’¢erire

I
(1) QM (z) = sin(m—+n)= r(;) gmym—n

simnn=w "?"I'H
r (— — m) \/
2

1
m—- u —-m—-_,
= a—u)mtn 14+ —— du,
n—1

avec argu=o et |a'rg \/n‘-’— 1| <. Soit d’abord m =o0, n>—1;,
et posons [42]

u\ 2 1" dv
(1+ 2—1 =; u sm2p
K Vo ——

n—1

pP—1
I f“ (— 1)y w sm?re + (—1)PuP sin? ¢ do
=z 2 1) usin?p '
T ‘0 —0 ("1 ) —-—I)p(l-l- Py )

9
(n —

La substitution dans (1) donne un developpement limité de Q,(z),
dont le reste R, s’exprime par unc intégrale double. Pour
3 =cos § + ol, il résulte de

u sin?vp tusin2p

usin?p
— 3 cot@

2

u sin2¢
I+ —
n2—1

21—

2

I
2 2

que | R;| ne surpasse pas le double du coefficient général de rang p+- 1.
On obtient ainsi, grace a (31, III), les formes limitées des dévelop-
pements (47, IIT) et (48, III) relatifs & m = o [26; 17, a; 42;20, a],

\/_;P,,(cose)
(2)
‘/;Qn(cosﬂ)
- r(n+1) {1 (2r—1)!l2 et ,
l(n-n— )H(u)n(gn+3)(zn+5) (2n—+2r+1) (zsinO)H—;

MEMORIAL DES SC, MATH, — Ne 97, 5
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2r—+1

oﬁc,=cos[(n+§+r)6—— 7 n](r<p)et|c,,|<2.pétant

fixé et n croissant infiniment, on voit que le reste

1
(3) R,,=o(n”=), ¢<0Sm—¢  (¢> o quelconque).

En dérivant I'intégrale double représentant R,, on voit de méme
aisément [20, A] que

0 By —noa”) = 0(a7),

la dérivée par rapport a 6 ayant évidemment la méme propriété.

37. m et n étant réels, formons le développement de Maclaurin-
Darboux [20, a]

(orm) TS ey

I 1

—_m— - R —m—p—-=

2 u 0'u 2
+< P >(n2— ) Mu)(l"'n r) ’

ouo<<# <1, |A(u)|<<r1,A(u) étant en outre uniforme aux points
u—=oetu=1. Le reste R, du développement limité de Q}'(z) est
alors

I m
(6) R,= sin(m + n)= F(E) gmqn—m(z2 )2
L sinnmw r I I merp+3
(p=+1) (—m—p+;) (n2—1) 3
1
p—m—1 b \ PR
xf 21— u)m+n A(u) (1+ "l_——l) du,

et le terme général s’en déduit en faisant A(u)=1, 6/=o. Pour
% = cos 0 + o, on a, comme plus haut, | 1+ % I 2 i, et 'intégrale
est majorée par le produit de am+p+ et de I'intégrale relative au terme
général de rang p + 1. On peut n’effectuer que pour R,, et non pour

les termes qui le précédent, la transformation de I'intégrale de lacets
de (40, III) en l'intégrale définie; il suffit donc de m 4+ +1>o0,

p>m— -; et —m — E pour que soient valables les formes limitées
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des développements (47, 1I1) et (48. III)

vr PZ(cosb) )
2
(6) )

smnnzsin(m+ n)n QU (cost) ’

V7 cosmn
_ I(m+nay)

I‘(n+§)

4 (P—4m2) (32— 4m?)...[(2r —1)2— {m?] cr

= (2r)M(2n+3)(2n+5)...(2n+2r +1) l
r=v (2sinb) 2
oﬁcr=cos[(n+;-+r)6—1:24—m£1-1t] (r<p)et
1
leplSa™ 2,

Soit eSO<m—e(e>0) et m, p fixes; on voit que, si n croit
infiniment,

1
m—p—3 dR,
(7) BP=O(" ') et W-—O(m—p+§)-

Le cas général oit m, n sont complexes, et 'argument quelconque,
a été étudié par Barnes [2] et Watson [46].

38. C’est aux.résultats de Stieljes [ 42], améliorés et géneralisés a
plusieurs reprises [20, d, f; 22; 15; 11] que sont dues les inégalités

(8) \/T;(P"(cose)[ et _IQn(cosﬂ)|< (rn21,0< b < =),

V= \/
et a Hobson [20, £, i]Vextension aux fonctions généralisées. Considé-

rons avec Hobson lexpression (1) de Qy™(cos 8 == oi), avec
1 ..
n—m-+1>0,m+ >0, d’ou résulte pour Q;™,

sin(n—m)=n P(%) I

2 (cos = 01) | < > en0
(9) 1Qa"( nls smmax I‘(m-l—E-) V2 s

,u 2(:—u)""""1—-—_|r_—':ot.0|

e AR

du.

x
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Les inégalités

u u

(10) 1—-u§1—%§|1—;¢—2 cot .

< — <u<
= smb (ogusgy)

permettent. si m2oetn —m—+ -; > o, de majorer I'intégrale par

1 1
PR | n—met I‘(m+ i)I‘(n—m+;>
(11) sm—mﬁfu t(1—u) tdu = )
0

I'(n +1)sin™8

tandis que, lorsque m2oet—1<<n—m<— %, on substitue au déno-
minateur ‘/ é g\/ 1— % au lieu de {/1 — u, ce qui donne la valeur
majorante

F(m+§>l‘(n—m+l) /2

1 1
(11") \/Esm—mﬁf u" a—u)y—mdy =
0

r (n + 3 ) smmf
D’autre part, le développement asymptotique de Log N G “)l
montre qué T'(n+a+ 3)
F(n+a) 1 I
) <Va (=>)

I‘(n “+ o+ i)
2
sin est assez grand; on en déduit

I
n4a— -
r'(n+a—1) + 2 I

< —
H(nra—t) GeEoOVE VA=t

donc (12) est vrai quel que soit z > o. Grace enfin a (31, III), on voit
ainsi [24, c], que
\/—;smme | Pz™(cosf) |

(13)

sin™ 0

N

sInn T CosSm
sin(n —m)=x

I‘(n-—m-l—f)

= 2/

! I‘(n+£) 2

<Vnsm6 2 V2
'(n—m+41

| Toges e<n>monm2o

7" (cosh)

(o<n,> m— ;, mgo),
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[10, III] permet de passer a Q*(cosf = of); en se bornant au cas
n—m-41>o0, il vient

N
- ™ 0| P (cosb) | 1 T(n+m=+1)

Vnsinb L(n+1)

(14)

simf

Vr

SINAT COSmm™ '
m(eosh
sm(n +m)w Q7 (cost)

(o<n>m—1, m2o0).

Pour m = 0. (13) donne des inégalités plus avantageuses que (8)

(15) ‘/§|P,,(cosﬂ)| et \/%IQ,,(cosﬂ)l<¢n:lne

(n>o0,0<b < m).

39. Sans changer les hypothéses, on déduit encore de (1)

| Qr™(cosh == 0) — Q7% (cos = oz)!

;)
< sin(n —m)=w 2 1
= sinnw I‘(m+;) ‘/;

1 om? m_ 1
xfu 2(l—u)'l—mll—%_,—:lgcotﬂ K* du,
°

. 1 —2
ot K=|1—e=2%(1 —u) X!(I—g) sin 6 ‘—:f cos 6I ; avec
1+ p2)2— 4 p2cos20 ]2
(1+9)2— 4v cos?b
sion de la variation en fonction de cos?6 montre que K< 16. Compte
tenu de (10), I'intégrale est donc majorée par

1—u =y, on a encore K — 4 I » dont la discus-

P(m+—;) T'(n—m+1)

sinm gy P(n+§>

sim2o0, n—m—+1>>o0, et, par suile

Vr

‘ 75mm0 | Pr™(cosb) — PrT,(cosb) |

(16)

s
V=
V2T(n—m=+1) ‘/E T(n—m+1)
= 3 n  IL(n+1)

I‘(n+ 5)

MEMORIAL DES SC MATH — N° 97 5.

::2::10;”;: [Q7™(cosh) — QpThy(cosh)]

1
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ot m 20, 0 <<n>m—-1. En particulier, on a, pour m = o,

‘/E | Pn(cos8)Y— Pps(cosf)]
2

2
(17) et (n>o0,056<m),

\/E | Qn(cos8) — Qn-r2(cosb) | <__'_
2 2 ‘/;{

Ces inégalités, établies par Stieljés et Hobson [42, b; 20, 4] sous
une forme un peu moins précisée, sont d’un intérét évident pour
I'étude de I'uniformité de la convergence des séries de Legendre.

CHAPITRE VI.

SERIES DE LEGENDRE.

40. On a vu dans I'introduction que le polynome de degré n qui
fournit la meilleure approximation en moyenne d’une fonction f(z),

sur (—1, 1), est de la forme fn(w)zz)\um(x) ot A, ne dépend
m=1

pas de n; d’ailleurs. les équations (3; O) équivalent a
1
[ Pa@)f@) = fu(@)dz =0 (m=o,1, .., n),
—1
d’ou résultent la valeur des A,
(1) A = E’;[iPm(x’)f(w’) dx’',

et. compte tenu de (31; II), I'expression remarquable

(a) fn(w)=f1n+l P"""(x’)P"(x)_P"("tl)P"H(x)f(w')dz'.

2 r —Z

A la question de la convergence de f, vers f, quand # ctoit infini-
ment, répond, aprés de nombreuses études antérieures [37; 10; 4; 9]
le théoréme suivant de Hobson [20. ¢, d] :

1

Tutoreme. — f(z)(1—z?) ' étant sommable dans (—1, 1),

Jn(cos ) converge en tout point intérieur ot converge la série

de Fourier de f(cos0) \/sm dans Uintervalle 0<6<m; sa limite
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est alors le quotient par \/sin0 de la somme de cette série. Enfin,
la convergence de f, est uniforme dans tout intervalle intérieur
dans lequel la série de Fourier converge uniformément.

Par hypothése f (cos 6)/sin 6 est sommable dans o <<, et f(z)
dans — 1<z <1. En désignant par F(2', z, n) le facteur de f (z') dz’
dans I'integrandum de (2), on peut associer a tout couple de nombres
positifs p. v, un nombre ¢ > o tel que

n

2

f_H-eF(w’, z, n) f(&)da' | <

dans —1+¢+p<2z<1—e—p, et cela quel que soit n, puisque
R TR

V41 Pay (') (1 — 2?)* et \/n P, () sont uniformément bornés en

vertu de (15, V). On peut ainsi supposer que

® fu@)— [ F (a2, n) f(a') da

—1-+E
(—1+e+pai—e—p),

quel que soit l'entier n Dans —1 +e¢Sa2'Szx —p, on voit de méme
que |F(z/, x. n)]< =5 ou C une constante indépendante de n; en

outre, dans tout intervalle («, ) intérieur, la formule de la moyenne de
Bonnet donne

B
f F(z', z, n)dz'
o

£ B
= ‘n-:l [P"(w)f Pn+1(wl)d$'+Mf Pn+1(x’)dx'

a— T

P"“(”‘)f Po(2') da’' — P"*‘(”)f P,,(x)da:’]

o—x ’
(a<E<B a<E<B),

d’ou résulte, grace a (21, I), que

‘/;BF(w’, z,n)dz'=0 (%)

quand n augmente indéfiniment. Ces 2 conditions permettent d’appli-
quer le théoréme général de convergence de Hobson (') [20, ¢, p. 350]

() Par exemple, vour Hosson, Theory of functions of a real variable, t. 2
(1926), p. 422 et 443.
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r—p
en vertu duquel f F(z', z, n)f (z") dz' tend uniformément vers O
—14€

quand » croit infiniment.
Il en est de méme pour lintervalle (z + p, 1—¢), et on peut
ainsi choisir ¢ et N de fagon que

(4)

4+
fn(w)—f F(&, 2, n) f(2)de’ | < 2n
z—ph

pourn >N, —1+4+e+plazli—e—p.
Posons x=cos0, #'=cosf' et substituons aux polynomes de
Legendre dans F leurs expressions (2, V) ou p = 2, soit

(5) Pn(cosb) = 2 Ln+n)

\/_I‘(n+ )

(e

V2 s

cos [ (n+ )0 — 7]

s
(2smb)*

>

+Pn‘2(e).

*iGrn+3)

Les premiers termes de ces développements fournissent ainsi
I'intégrale

1 L(n—+2)

6) —

“r(nes)r(e

+3)
(I (O
[

T+
= [ :
T—ft (cosb’— cosB)/sinb sin
L(n—+2)

27.‘ \/sm(') I‘(n + %) I‘(n+ i—)

g 0+vy [sm(n “+1)(6'—8) __cos(n + 1) (0 + 0)]

b—v; 6 —0 sine+6
2 2

—Cos

] f(eost)ax’

sin

x f(cost’) y/smb db’,
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avec cos (6 — vg) = & + p, cos(f + vp) = z — p. Si p et & sont assez
petits, vg, vg ont, dans lintervalle —14¢+p<zl1—e—p, la
méme borne inférieure v.=2 Arcsin g, qu’on peut leur substituer dans

(6). En effet, le facteur de I'intégrale est borné. et 'on a par exemple,
grace au théoréme de la moyenne de Bonnet,

0—v . ,
f Wf(cose ) Vst db’
0—vj —o

sm

2
. 0—¢ o 0—v
= ’f + vf f(cost') y/sin® sin(n + 1) (8 — 8') db,

\ ’ N
sm=2vV0-vy  gjp - V0
2 2

. . . I .
ou les intégrales tendent uniformément vers o avec -3 puisque

f(cos8')y/sin @ est sommable. Dans I'intégrale (6) ainsi modifi¢e, la

1—€ 2
deuxiéme partie s’écrit f @ (7, 2, n)M dx', ou
e Vs ¢’
cos(n +1)(8'+6)
p=08n*+ 00 +7)
[ ]
2

sin

pour 6 —v<6'<6 + v et ® = o pour les autres valeurs de §'; @ étant
borné, et son intégrale prise dans tout intervalle intéricur a (—1-4-¢,

. 1 .. .
1— ¢) tendant uniformément vers o avec -, cette deuxiéme partie tend

L3

elle-méme uniformément vers O avecl;- Le méme raisonnement
s’applique al'intégrale

By sin(n + 1) (8'— 6)—sin(n+ é) (8 —9)
[ 7 f(cost’) {/sin® ab’,
vy . 00— 0 ¢

de sorte que, compte tenu de I'(r + 2)2~I‘<n—|— g) I‘(n—|— :f)’ (6).
ne différe de
. e+vsin(n+;:)(9’—0)

2w y/sinb Jg_y and—f
2

(7) f(cos®') y/sint’ ab’

L . ’ I
que par une quantilé tendant uniformément vers o avec —--
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D’autre part, si p, ;(6) désigne la somme des deux derniers termes
au second membre de (3), des raisonnements semblables montrent que
les intégrales du type

L Ty o o () vl f(nr2)e - 7]

2 ’
2" I‘(n+g> 8-vp

el

(2sin8’ ) (2sin@)

(e e (1

3 1
(2sin6')*(25sinb)?

f(cosﬂ ) sinf ay,
cos 0'— cos b

(n+1)T(n +2) °+”°[ “’[("*%) "'*;.J

— - Pn2(0)
\/;I‘(n+ g) 8—v4 y2sinb :

_ m[ (""'_g)e ~ %] pns (e')] f(cos®')sin®’

cosf’ — cos 0

av,

n+1 ["*“ Pre1,1(0) Pua(8) — Pt (8) pusra ()

> - sl — cos0 JS(cosb’) sinb’ db’,
—vy

. 1 s
tendent uniformément vers zéro avec = Pour les deux derniéres,

U'integrandum peut étre exprimé par la formule des accroissements
finis, et il suffit d’utiliser les propriétés asymptotiques (3, V), (4, V)
relatives a pn s et pn .. En définitive, on démontre ainsi que la diffé-
rence entre f,(z) et (7) tend uniformément vers zéro avec % dans
tout intervalle de variation de x intérieur & (— 1, 1), et il ne reste

plus qu’a observer que (7) est le quotient par \/sin6 de Pintégrale
qui a méme limite que la somme partielle de Fourier de la fonction
Jf(cosB)sinb.

Remarquons que, si l'allure de f(x) au voisinage du point inté-
rieur z décide de la valeur limite de f,(z), la sommabilité de

-1
S(@)(1— »?) * au voisinage des extrémilés est essentielle dans la
démonstration. Par exemple, Hobson démontre [20, d. p. 33] que

—1+
P'intégrale 2=~ f F(x Z, )z ( dlverge lorsque k>—, de
—1
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sorte que fn(z) ne converge plus si f(z), lout en étant sommable
dans (—1, 1). est telle que f(z) — A(1+ 2)~* soit borné au voisi-
nage de z = —1 (A:const., kg%)

41. Toutes choses égales d’ailleurs, il résulte du théoréme de
Hobson et de la théorie des séries de Fourier que f,(z) tend vers
f(z+0) +f (z—

) en tout point intérieur z au voisinage duquel f(z)

est & variation bornée. Pour z =—=1, une telle condition n’est plus
suffisante, bien qu’il suffise encore que f(z) soit a variation bornée
dans (—1, 1). D'une maniére plus générale, Hobson démontre

[20, 4] :

Tutorime. — Si f(z) est a variation bornée au voisinage de 1 et
— 1, il ne suffit pas que f(x) soit sommable dans (— 1, 1) pour
que fn(=Z=1) converge. Si f(x) est a variation bornée dans (—1, t)
a Uezception d’un nombre fini de pointst au voisinage desquels

f(x)—A]x—El—*(A = const., o<l.<§>

est a variation bornée, f,(*=1) tend vers f,(Z= 1 0); la conver-

gence disparait si, pour un point, k2> -;-
Par exemple (18, I) et (19, I) permeltent d’écrire

(8) faty= 252 2lE)—Pent®) ) aw

11—z

=3 ) [Bue) - Pry (@] fia) .

La limite de l'intégrale prise dans un intervalle intérieur («, B)
dépend encore de celle de

) \/ufms = w_%]_COS[(HZ)G’_%]{(_””Z%'

Vsin®’

=ﬁf sin[(n+|)0’— %] F(0') ¥,
P



L) R. LAGRANGE.

ou F(6') est sommable dans l'intervalle (p, ¢) comme f(z') 'est dans
Pintervalle correspondant («. 3). Le théoreme de la moyenne de

Bonnel montre que cela lend vers zéro avec :—l -1 F(0') est monotone

dans (p, ¢), donc si F(6')est a variation bornée dans (p, gq). Par
contre, au voisinage d’un point £ = cos¢ de ’énoncé, (9) contient un
terme discontinu de la forme

¢+v B sin [(n +1)0'— 7—2] it
\/Ef — 4 ay ~ B
v T—s]

(re-1)¥ P n du
xf ;sin[(n—i-l);——]cosu+cos[(n+1)9——]sinu% &
—(n+1V' "i 4 ‘ul

N — r__ u ) . . . .
ou B =const. etd'=¢+ ~—— Cela n’est infiniment petit que si

k<< ;-, tandis que c’est oscillant pour A = -I; et infiniment grand si

1 . . . - .
k> 5 Il ne reste plus qu’a étudier la portion d’intégrale (8) prise
dans un intervalle (— 1, —1+¢) ou (1 —¢, 1); () y étant & varia-
tion bornée, I'évaluation d’une telle intégrale mise sous la forme au
dernier membre de (8) se fait par le théoréme de Bonnet, qui donne
ainsi

(IO) f_l+EP;l(x’)+Plrﬂ-l(x,)f(xr)dxl

N 2

= f(_l+o):f(—l+s)[P,,(—x+s')+P,.+1'(—I+s')]

-+ f(—_;:i)-[Pn(—l+ £)+ Pupa(—1+¢)],

(ll) f P’ (x)+P”+'(w,)f(x’)dw’

= f(1— o)+ f(l—E):f(l_o)[Pn(l-—s')+P,.+1(x—s')]

— fﬂfi)[P,.(:— &)+ Prp(1—¢)],

ol 0 < ¢' <<, 0 <<e"<e. Choisissons ¢ de fagon que
[ f(—1+0)— f(—1+e)|<m, | f(a—e)— fG—0)|<n}

les facteurs de ces quantités sont majorés par 1, quel que soit », tandis
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que le dernier crochet dans chaque second membre est O ( —I=> + La
ne

somme de (10) et (11) différe donc aussi pen que 'on veut de f(1 —o0)

I . . ..
pourvu que ¢ et — soient assez petits, ce qui démontre la proposition
de Hobson.

42. Lorsque f(z) est sommable dans (—1, 1), sans qu’il en soit de

_4 .
méme pour f(z) (1— z2) ‘,sasérie de Legendre est encore sommable
au sens d’Euler-Poisson, et méme au sens de Cesaro pourvu que

oy I . . . .
I'ordre de sommabilite surpasse -» en tout point intérieur de discon-

tinuité de premiére espéce. Il suffit de le démontrer pour la somma-
bilité la plus restrictive, savoir [6, b] :

Tatorime. — f(z) étant sommauble dans (—1, 1), sa série de

Legendre est sommable (G, r) (é << r) et a pour somme
flz+0)+ f(x—o)
2
espéce intérieur. La convergence est uniforme dans tout ensemble
Sermé intérieur ot la convergence de f(x) vers ses limites est uni-

Sforme.

en tout point x de discontinuité de premiére

Il résulte de (1) que la (n + 1)'*™°® somme partielle (C, r) de la
série 2 AnPo(2) est

m=0

Sa(z)= [ts,,(w', w)f(z)dx’:fﬂsn(cosﬂ', @) f(cost')sin®’ db’,
1 [

(S

ou S, (&, z) est la (n + 1)"*™* somme partielle (C, r) de

@»

22’”2"" Pm(2)Pm(2).

m=0

Grace a (5, IV), cette série, ou 'on pose 2 = cos 6, z'=cos?', s’écrit

Jn

s T
Zl;'r Z (2m +1) f Pn(cosb cosd’ +snb sind’ cosy’) dy’,
m=0
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donc, siy designe I'arc de grand cercle de la sphére unité o,, joignant
M (6, o) a M'(6',¢'), on a

(12) Sp(z) = = f Tr(Y) f(cosb")dS,

T (}) désignant la (n +1)"°™° somme partielle (G, r) de

2(2m+1)Pm(cos'{a).

m=0

Tn(Y) estle coefficient de A" dans

Q——")l_iz(zm+x)Pm(cos¢)hm= (a—h)" 1—» ,

n—+r n+r 3
N )m_..o ( » (1—2hcosy + h?)*

ou la somme de la série est évaluée aisément a I'aide de (3, 1) et de la
dérivée de cette égalité par rapport a k. Cette somme est le produit de

_1 o sm(m+ >q»
(1 —2hcosy + A% * par (1 — h)z , de sorte

m=0 sm-—
que l'ona 2
(3) Ta(4) = ¥, Tnm(¥) Pa-m(cosd),
avec )
S T (pypin= G S5 )Y n(m+ 3 )“’ -
m=0 ( r) m=9 SIH%

Par conséquent,

Tom(P) =R

DL e
(n%")ezsinq—; v=o(r+: I)F”“' .

Cette derniére somme est la (m 41)"*™® somme partielle du déve-
loppement de (1 — e—¥)-", dont le coefficient général b, est positif
et non croissant lorsque r<1; en désignant par G une constante
convenable, sans que ce soit nécessairement la méme dans
les relations successives ou cette letire apparaitra, on a en



POLYNOMES ET FONCTIONS DE LEGENDRE. 78

outre b,<<C(v+1)—'. La formule sommatoire d’Abel fournit
I'inégalité
Z bye=¥ < 1 — e—l‘i* I’
donc
& /7y —1 - 1 2bmi1 G
(t4) \;ﬂ( v )e s ll—e—"!'|r+ [1—et¥ | |1—-e—"!'[”
quel que soit > o pour r =1 et pourvu que |1 —e™¥|> — —

r <<1; d’ailleurs, dans le cas contraire. on a

m

2 b,e—vY

vy=0

1 1
ébo+b1+..-+bm<c( pyp R (T_;I_)f_—r)

C

<Cm+< ey

donc (14) est général; el 'on en déduit immédiatement

c 5 (0<¥sm).

(n +1)" sin™+1 >

(15) [ Ta,m($)1<

Pour l'intervalle fermé o<y <, observons que T, () est majoré,
en vertu de sa définition, par

_2m+r—+1 n(n—ri)...(m+1) <
Tnm(0)= r+1 ><(r+n)(r+n—1)...(r—|—m+1)=2m+l’

de sorte que, si 'on partage l'intervalle (o, ) en trois parties (o, ¢),
(e, m —¢) et (r —¢, ), on pourra y utiliser 'une ou I'autre des iné-
galités

n—1 r+d
y (n+l)"" C(n+l) 4
(16) | Ta($) | <C——e [ ]
sin7™+1 L 4’ \/s]nq’ n;o‘/n -m sin7+1 ¢\/sm¢
. (0<'~P<7:)7
C(n+1)r

sin"-’-l .q_)
2

(7) 1T(d)I< [1+1+...+1]<Cr+1)t—7 (r—ecS$<m),

(18) | Ta(d) | <14+3+...4+2n+1=(n—+1)? (o€¥<x).

Au second intervalle (¢, 1 — ¢) correspond, sur ¢y, une zone de péles
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M(9, 0) et Mo(6 + =, m). sur laquelle (16) est utilisable et permet de
majorer la portion correspondante de (12) par

1l am—e LT ,
C(n+1) +-’f f |f(cost) | sing d dw
€ —T

E  —
s+ — ‘/ sine
2

1

C(n+1)_’+3 T T
< "‘"T‘f f | f(cost )| sinb db’ do’
~Jy Joa

I+-§

1 1
2

—_1 4+ —l-l-:
<C(n+1)J -filf(x’)ldw’<c(n+l) .

1+ e ’
3 - 3
e ? g 2

cette valeur majorante est inférieure a ;‘, quel que soit le nombre

i1 48

n>>o, pourvu que n *s *> g, ou k désigne un nombre déter-
miné.

A Pintervalle (= — ¢. m) correspond un cercle v, de centre M, et de
rayon géodésique ¢. Grice 4 une valeur intermédiaire m — ¢/, on peut

majorer la portion correspondante de (12) a L’aide de (16) et (17), ce
qui donne I'expression majorante

1 T €’ T ,
(19) C(n+1)—'+-‘f f lf(cose\/)gl%qadq;dw

+ C(n+1)—7 fﬁ fﬁ | f(cos®')|siny dd dw.
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On voit que, dans 70, ¢' varie de m — 3 4 ™ + B, avec sinf3 = sin:,

sime’
donc, sisin'=——:, la deuxiéme intégrale dans (19) est majorée par
—0+¢ m+P Cce
f f |f(cosﬁ')|sin0’d6’d9’< / | fla')| da’ < ==
0—e Ym—@ sint’

D’autre part, la relation
cos(m — ) =cos(w —fi)cosb’ + sin(x — ) sinb cos(x — ¢")
dans le triangle sphérique PM,M’ s’écrit

LT — Lom—0—0 s G E—
sin? ¢ _ sin? < ~+ sin(x — 0) sin 6’ sin? ?,
2 2 2

et entraine 1’équivalence
(m— )~ (r—0—0)2+ (x— ¢ )2 sin2b

dans la zone 1 —¢SY<m—¢'. On peut ainsi majorer la premiére
intégrale dans (19) par

m=0+e AmtB | £c0sd) | sint’ db d’ C'
o et < S [ 1<
0—¢ Vsnnﬂ |®— | \/sme | 7(=) $<

et enfin la somme (19) par
e e
Sind (n+1) e+ (n4+1)t—re ).

¢ étant arbitrairement petit, I'intégrale (12) prise sur y, est donc

1
majorée par — (n +1) e2 et devient plus petite que 2 pourvu que
11 ’
r—

3 "3 k . .
n *e > —,q-‘ y o k, est un nombre donné pour tout intervalle de

variation de 6§ intérieur a (o, 7). On a ainsi démontré que, si y désigne
le cercle o <Y <e de centre M,

(20)

sn(x)_Li—‘EffYT,.(q,)f(cose')ds <m,

r—= _ k —'—-;1 k1
pourvu que n 2 > 2 et —

ul—

Supposons mamtennnt que z soit une discontinuité de premiére
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espéce; le paralléle §'=0 partage v en deux parties y,, 7, et l'on
peut écrire

(21) fan(q/)f(cosﬂ’)dS

Y

= 6 — Ta(d)dS (cosf + o) Ta(y)dS
S(cos O)I-/y; (4)dS + f(cosb +o f‘/;’
+fan(qa)[f(cos()')—f(cosﬂ-—-u)]dS
Y1

+fATn(¢)[f(cosﬂ’)—f(cosﬂ+o)] as,

ou les deux crochets sont infiniments petits avec e. D’autre part, si
o < ¢ <e. (16) et (18) donnent

(22) f | Ta(¥) ]| sing di

<(n+1)2fslsinqadqa+0(n+x)—'+3 [a@
0

v'e' ginr+t i
2
el
<C{(n+l)¢s’2+[(n+1)e'] z}<C

I . . . 1 . .
avec ¢'= —— ce qui est possible si r > -, car les inégalités précé-

I \ .o e
demment trouvées permettent de prendre n > <+ Dans ces conditions,
(21) entraine

(23) lfL/;Tn(q:)f(cosO’)dSéf(cosﬂ—o)f [ Tapras
_f(0050+o)f£Tn(¢)dS|<n

pourvu que ¢ soit inférieur & un nombre convenable, le méme pour
tout ensemble fermé de points, intérieur a (—1, 1), sur lequel f(z)
converge uniformément vers ses limites f(z == 0). On voit de méme

e b
que f f | Ta(Y)|siny dy doo << CG(p.—.1) et converge uniformé-
o )
ment vers zéro avec L — A.
Ceci posé, le grand cercle, tangent en M au paralléle 6'= 6, partage

Y en deux moitiés ¥, v, qu’on peut substituer a y,, 1. dans (23).
avec une nouvelle erreur majorée parn grace ala derniére remarque;
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les deux intégrales correspondantes sont alors égales, et il vient ainsi

En utilisant Pinégalité (20) relative a f(.z') =1, pour laquelle
Sn(2) =1, on en déduit tout de suite

J(z+0)+ f(z—o0)
2

< Cn

ISn(x)—

I . . .
pourvu que & et —soient suffisamment petits, avec la circonstance

d’uniformité énoncée.

43. Ce n’est qu’en ce qui concerne y ety, que le raisonnement pré-
cédent exige d’étre modifié aux extrémités. Pour v, il ne s’agit méme
que d’une simplification évidente, du fait que I'existence d’une seule
limite f(== 1 5= 0) au point == 1 permet un raisonnement global sur ce
cercle. Pour y,, c’est la majoration des deux termes de (19) qui doit
étre modifiée. Par exemple, si § =o, il vient § =0, w =9/, et le
deuxiéme terme est majoré par

L T —cos €’
C(n +1)t—? f f | f(cos®) | sin®’ db do’<< C(n+1)t—" / | flz) | d’,
n—¢g'Y—7 vy

tandis que l’autre I’est par

f /‘ | f(cos8') |sinb’ db’ de’
r—- \/sin 0

(n—+r) .
< ,_1/ [f(x)[dx < C,_l 'l.f(w)ldf.
(1) 277 (4w )“ (n+1) T (1+a)t
En posant

S ueiar=nem  a [ peiass) =K,

—1

H (¢) est décroissant et infiniment petit quand ¢ tend vers zéro, et (19)
est majoré par

1
Cl(n+n—rH( )+ (n +:)_'+5K(s')J.

Par conséquent, (20) subsiste si 'on peut déterminer ¢, n et &' <<e de
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fagon que soient satisfaites des inégalités de la forme

r=i k —7—1 k k.
n i>-= : et 2K(e 1—r < 20
> .n £ .q (E )1 n < H(s,)’
il suffit que ¢, &’ soient tels que
1 er+3(1—r 1 1—27r

H(¢) < kyn—te 2r—t K(¢) < kb‘n"_"ﬂ(s'):’-,

ou k4, k, sont des constantes déterminées. La premiére de ces inéga-
lités est vérifiée pourvu que ¢’ soit assez pelil, et il en est de méme de
I'autre pourvu que K(¢') soit infiniment petit par rapport a

1—2r
H(e'*—*". Cest la seule condition supplémentaire pour z =1, avec
une condition analogue pour I'autre extrémilé. Elle est remplie pour
r =1, sans autre hypothése sur f(z). Pour r <1, elle I’est, en parti-
1

culier, si f(z)(1+ z) *est sommable au voisinage dex =—1el, a
Sortiori. si f(— 1+ o) existe. On a ainsi démontré :

TutorkME. — f(z) étant sommable dans (—1, 1), sa série de
Legendre est sommable (G, 1) et a pour somme f(=15-0) au
point =1 si la limite correspondante existe. Elle y est également
sommable (C, r) (; <r< 1)), avec la méme somme, si

*1

[ if@laEe) Ve

I—ar

est infiniment petit par rapport & la puissance Py

LT e,

F1

de

lorsque ¢ tend vers zéro.

44. De la convergence (C, 1), on déduit la convergence simple de

la série toutes les fois que A, = O (-‘/—I_—) y grace au théoréme classique
m

de Hardy-Littlewood. D’une maniere générale. on trouvera, dans les
Mémoires [49; 50], I'étude de la convergence de 21, P, () en fonc-
tion de l'ordre de grandeur des coefficients, et les travaux principaux
concernant la sommabilité au sens de Poisson ou de Cesaro (r<r) aux

numéros [6; 11; 15; 16; 19, ¢, d; 20, & ; 23; 28; 36; 45]¢
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