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A LA MEMOIRE

DE BRONISLAW BERGMAN






SUR

LA FONCTION-NOYAU D’UN DOMAINE
ET SES APPLICATIONS DANS LA THEORIE

DES TRANSFORMATIONS PSEUDO-CONFORMES

Par Stefan BERGMANN.

INTRODUCTION.

Ce fascicule, qui estla suite du fascicule : Sur les fonctions ortho-
gonales de plusieurs variables complexes avec des applications a la
théorie des fonctions analytiques (*), est consacré a I'étude appro-
fondie des applications de la théorie de la fonction-noyau dans la
théorie des transformations pseudo-conformes c’est-a-dire des trans-
formations biunivoques

(1) W, wr=wi(s1,22) (k=1,2)

a l’aide de fonctions w; de deux variables complexes.

Dans les recherches sur les transformations conformes on se base
souvent sur les deux théoréines suivants : d’une part le théoréme de
Riemann-Poincaré assurant la possibilité de représenter surle cercle
tout domaine simplement connexe ayant deux points frontiéres et
d’autre part le lemme de Schwarz. Comme nous avons déja indiqué

(1) Ce premier fascicule sera supposé connu dans ce qui suit. Nous en utiliserons
A plusieurs reprises les résultats, notations et déﬁmtlons et nous le désignerons
brieévement par premiére partie.

Nous'indiquerons par un indice inférieur les renvois ou formules de la premiére
partie. Ainsi (II,, 3) signifiera troisidme formule du second chapitre de la premiére
partie (II,, p. 27) signifiera premiére partie, Chapitre II, p. 27. (Th. I,) signifiera le
théoréme I de la premiére partie. P. g, signifie la page g de la premiére partie.
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dans le premier fascicule, il est impossible de donner une générali-
sation immédiate de ces théorémes dans ce cas des transformations
pseudo-conformes. L’introduction de la fonction-noyau etla consi-
dération de quelques problémes de minimum peut remplacer dans
une certaine mesure les théorémes nommés.

Nous avons montré dans le premier fascicule que dans chaque
domaine @ ou il y a une suite infinie de fonctions analytiques en
1, %y, indépendantes I'une de I'autre et de carré sommable, on peut
définir d’une fagon intrinséque la fonction-noyau

Kgp(z, 3), (z= {z,, zg}, Sh=Tp+ Ly k=1, 2)

qui se transforme dans les représentations pseudo-conformes comme
un invariant intégral. Par

2

(2) dst= B\ Tondsmdzn, Tun=

m,n=1t

o logK (3, 3) :
0zm 03,

nous obtenons I'élément linéaire d’une métrique hermitique (cas
particulier de métrique riemannienne), invariante par rapport aux
transformations pseudo-conformes.

Ceci permet de ramener I'étude de beaucoup de questions de la
théorie des transformations pseudo-conformes a celle de la variété
définie par (2) (!'espace primitif dela classe de domaines équiva-
lents) et 'étude des propriétés de certains systémes de coordonnées
de nature particuliére qu’on peut y introduire. (A chaque domaine 6
de la classe correspond, dans I'espace primitif, un systéme particulier
de coordonnées qu’on obtient en considérant dans I'espace primitif
les surfaces 3;= eonst., k =1, 2 du domaine ®).

Dans le Chapitre IV, nous avons indiqué quelques propriétés
locales de la métrique (c’est-d-dire de I'espace primitif). L'on ne
connait encore guére de méthodes permettant d’étudier les propriéiés
globales d’une variété riemannienne. Toutefois dans notre cas on
peut appliquer la méthode que nous désignerons par méthode des
problémes de minimum (*) et qui consiste dans ce qui suit.

(*) On pourrait appliquer cette méthode pour I'étude analogue d’autres métriques
dont le tenseur fondamental gm» est représentable sous la forme

_ odlogels, )
gmn = —————"
93, 03,
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Nous considérons le probléme variationnel suivant : trouver, parmi
toutes les fonctions 4 de carré sommable qui satisfont au point { £} c &
a certaines conditions linéaires (de méme qu’éventuellement leurs
dérivées), la fonction minimale Mg{z,t) rendant minimum,
[:_ Az t)] l'intégrale

(3) f |hltdw,  do=dzdy, dos dys.
®

Pour les Az (¢) on a la relation fondamentale suivante : si Ag(¢)
et Ag () sont les minima de l'intégrale (3) pour les mémes condi-
tions supplémentaires, mais pour les domaines @ respG < @ alors on
a visiblement
(4) Ag(6) <2@(8)

(¢f. 11, 6). D’autre part on constate que beaucoup de grandeurs
caracléristiques pour la métrique peuvent étre exprimées de fagon
simple & partir des A(¢) (pour des conditions supplémentaires
diverses) ce qui permet d’obtenir des limitations importantes pour

ces grandeurs. <Ajnsi si 'on prend pour condition | A(2)|=1, alors

Az (t) = ———— d’ou résulte le lemme de Schwarz dans le cas des
Kaﬁ(’: t) )
transformations conformes [cf. 111y, §2]>

Un réle imporlant est joué aussi par certaines représentations en
rapport avec les Mz (3, t) et 'on peut déduire de certaines propriétés
de My (s, t) des conclusions sur certaines propriétés des transfor-
mations indiquées.

Dans le Chapitre I nous examinons le comportement au voisi-
nage d’un point du bord de la fonction-noyau, de I’élément linéaire
dsiz(51, 22) et les invariants J(s) et R(5) [introduits au Cha-
pitre IV, (11) et (14)] de la métrique G . Les grandeurs indiquées
seront exprimées par des combinaisons convenables des A. Pour
‘plusieurs cas, l'on peut de plus faire correspondre a des points Q du
bord certains domaines J resp@ (domaines de comparaison intérieur
et extérieur) tels que J c B c &, d’ou résulte d’aprés (4)

(€)) Ay(5) LAB(3) L2 (3).
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D’autre part on peut calculer effectivement les A(z) dans le cas de J
et & ce qui permet de donner des bornes pour A3(z). SiI'on choisit
convenablement les domaines de comparaison [p(5)]*Ax(3) et
[p(%)]*Aq () convergent vers une méme limite, si z— o [p(3) étant
la distance entre {z} et Q] d’ou résulte I'existence de la limite
[e(2)]"2g(2).

Suivant la structure du bord dans le voisinage de Q on est
obligé d’utiliser des domaines de comparaison différents; il est donc
nécessaire de classifier les points du bord considérés.

Dans I'étude des domaines a l'intérieur (Chap. II) nous emploie-
rons les fonctions minimales Mgz(5, t). Par une combinaison conve-
nable de fonction minimale Mp(z, ¢t) on obtient, pour chaque
point { ¢} c B, une représentation pseudo-conforme particuliére (')
du domaine &

(6) Vi w= "(ljg(zs t), Wa = ')21% (2 ¢),

ou les fonctions ¢g' (2, t) sont invariantes par rapport aux transfor-

mations normées (2) du point {¢}; si deux domaines &, et &3, sont
transformés I'un dans l'autre par une transformation normée par

rapport a { ¢} alors les deux transformations Vf"" et Vf"” construites
pour @; et (3, représentent 0O3;resp®B, sur le méme domaine
R(By, t) = R(By, t).R(B, t) sera dit domaine représentant de la
classe de domaines qu’on peut transformer 1'un dans I'autre par une
transformation norniée par rapport a {t}. Il est vrai qu’on sait trés
peu, dans le cas général, sur R(&, t) [R(AB, t) n’est ni nécessai-
rement univalent ni borné], mais dans des cas particuliers, surtout
si 3 admet un groupe de transformations pseudo-conformes avec le
point fixe { ¢}, groupe de stabilité de { ¢}, 'introduction des R (&3, ¢)
peut rendre des certains services. A une transformation pseudo-

(1) Dans le cas des transformations conformes, si * est simplement connexe,
v(3, t) transforme H? sur le cercle.

(?) L’on dit qu’une transformation w,= f,(3, %,), k=1, 2, est normée par
rapport au point { ¢, £,} si

Jilty t) =1, (k=1,2)
et

[MJ =8, Ou=1, B8,=o0 (k®n), p=ia
dz,l Zp=

=
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conforme de @ en soiavec le point fixe en { ¢ } correspond dans R (&3, t)
une transformation affine (lindaire). Ce fait permet d’obtenir le
résultat important de M. H. Cartan suivant lequel Pétude des
domaines ® avec un groupe de stabilité en {¢}, {¢}C®, peut étre
ramende 4 I'étude de domaines admettant un groupe de transforma-
tions affines. En utilisant des théorémes de la théorie des groupes de
transformations linéaires, on trouve que R(@, t) est. dans ce cas,
soit un domaine (m, n)-cerclé soit un domaine qu’on en déduit
d’une certaine fagon.

A partir de 1a et en vertu de l'unicité du domaine R (A, t) dans
chaque classe [car chaque probléme de minimum n’a qu’une seule
solution M'(z, t)] on obtient divers théorémes sur les représenta-
tions de domaines (m, n)-cerclés I'un sur l'autre.

Lorsqu’on étudie les domaines qui admettent les groupes de trans-
formations pseudo-conformes en soi (mais n’ayant pas nécessairement
un point fixe intérieur) 'on peut examiner sous quelles hypothéses
existent des transformations linéaires laissant I’élément linéaire (2)
invariant et quelles sont ces transformations.

Si le domaine n’admet aucun groupe de transformations pseudo-
conformes en soi, on ne sait que trés peu sur les propriétés de la
métrique G g et des R(@, t). Ona toutefois montré que les surfaces
pmn(p, t) = const., (mn)=(10), = (o1) (ou le {¢m»} donne la
transformation sur le domaine représentatif), ont au point {¢}
certaines propriétés différentielles particuliéres.

Dans le Chapitre III nous avons donné a I'aide de la méthode des
problémes de minimum des bornes pour la variation de la longueur
d’une ligne, de aire d’une surface etc., dans la métrique euclidienne.
Nous y verrons interprété du point de vue dela théorie des fonctions
les inégalités que nous avons obtenues K (5,2) et certaines autres
grandeurs. De plus nous avons examiné les relations entre les mesures
euclidiennes et la métrique invariante en utilisant les grandeurs A.

Dans le cas des fonctions d’une variable complexe la théorie de la
représentation conforme et des problémes s’y rattachant peut aussi
étre basée sur les propriétés des fonctions harmoniques de deux
variables. Il s’ensuit que les méthodes indiquées dans le présent
fascicule ainsi que dans le précédent, spécialisées au cas d'une
variable unique, auront un rapport élroit avec la théorie des fonc-
tions harmoniques attachées au domaine.
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Nous mantrerons dans le Chapitre IV que tel est effectivement le
cas et que notre méthode fournit de plus des algorithmes pour le
calcul des fonctions classiques attachées au domaine et des tonctions
représentant le domaine sur les domaines canoniques.

Il n’est pas possible de généraliser immédiatement les relations
qui existent entre les fontions analytiques d’une variabte complexe
etles fonctions harmoniques au cas de plusieurs variables complexes,
du moins en général. Toutefois, des relations pouvant se substituer
a celles-ci, du moins jusqu’a un certain point, peuvent étre obtenues
dans le cas de domaines possédant une surface frontiére remarquable.
Voir pour plus de détails : S. Bercmann, Functions of extended class
in the theory of functions of several complex variables (Trans.
of the Amer. Math. Soc., t, 63, 1948, p. 523-547).

Je tiens a4 exprimer mes sincéres remerciements a la Maison
Gauthier-Villars pour avoir bien voulu accepter quelques remarques
additionnelles contenant l'indication de quelques-uns des résultats
obtenus postérieurement a la rédaction de mon manuscrit livré au

début de 1939 et dont la publication s’est trouvée retardée par la
guerre.

I. — L’ALLURE DE LA FONCTION-NOYAU, DE LA METRIQUE
ET DES AUTRES INVARIANTES PRES DE LA FRONTIERE,

1. Idée de la méthode employée. — Dans le Chapitre 11, nous
avons constaté que la fonction-noyau était bornée a l'intérieur du
domaine et démontré par des exemples qu’elle pouvait devenir infinie
sur la frontiére. Dans ce Chapitre nous examinerons 'ordre de la
croissance de la fonction-noyau ainsi que celui d’autres quantitds
liées a la métrique G- lorsque le point { 7} s’approche de la frontiére,
et nous obtiendrons dans certains cas des relations limites (). La
méthode appliquée demande en dehors de la considération des
problémeés de minimum celle des domaines dits de comparaison.

N -

(*) Ence qui concerne la bibliographie pour tout le Chapitre I, ¢f. Bergmann [11].

Pouf simplifier nos considérations nous supposons dans ce Chapitre que @3 est un
domaine borné quoique les résultats obtenus soient valables pour plusieurs types
des domaines pon bornés.
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Nous allons expliquer I'idée directrice de cette méthode a I'aide d'un
exemple.

Soit #? un domaine convexe du plan, dont la courbe frontiére b'
est partout différentiable. Soit Ky (z, E) Ja fonction-noyau de B2,

Pour étudier le comportement de cette fonction lorsque {z} tend
vers un point Q de by, prenons Q comme origine de coordonnées,
la normale intérieure et la tangente a 3? au point Q comme direc-
tion positive de I'axe de x respectivement comme l'axe y. Soit
2= E(z +2——-|z Pr-t> o) un cercle compris dans $2,-pendant
que X = E(z +3> o) contient visiblement B2. Les courbes fron-
tiéres de 3? et A2 ont en Q la méme tangente que b'. 3% et A? seront
appelés domaines de comparaison intérieur et extérieur (une définition
précise sera donnée dans la suite). D’aprés (1I, 23) 'on a

1

Koqa=, Ky =

—_— = .
x(z+3) 1c(z—i—z—r—i|zl=)2
Si nous nous approchons du point Q en restant dans I'angle

e (I“]< >etRe(z)>oalors

324+ 3 c05a
lim(z +2)*Kg2(2,z) =lim(z +32)' K3 (2 +3) = LI
z2>0 " 250 b

D’autre part, d’aprés les théorémes IV, et VI, (méthode des
problémes de minimum) I'on a

Kﬂe(z) z) = sz(z7 2) éKjﬁ(‘": 2)’

d’ou il résulte que si I'on s’approche de Q comme nous avons dit,
ona

i ) =L
llﬂ(z+z) Kng(z, 3) = p-

2. Classification des points frontieres. — Le but de I'introduction
des domaines de comparaison est le suivant. On n’a pas réussi jusqu’a
maintenant dans le cas général & représenter toat domaine sur un
domaine de structurg plus simple (*). Dans beaucoup de questions on

(1) Clest-d-dire sur un domaine ou 'examen des fonctions monogénes réguliéres se
fait plus facilement que dans le domaine primitif.
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considére seulement le voisinage U .3, U = B[ |z |<<¢|, du point
frontiére Q, qu’on peut toujours supposer étre l'origine, etil suffit de
remplacer ce voisinage par (') U.J ou J est un domaine de structure
plus simple et tel que U.J cU.®B. (Pour d’autres questions, il faut
envisager un domaine & de structure plus simple avec U.A>U.G3.)

Dans ce qui suit nous montrons que les voisinages d’un point
frontiére ou d’un morceau de la surface frontiére peuvent étre
remplacés pour notre but par des vaisinages, correspondants d’un
domaine de comparaison. Les domaines de comparaison que nous
considérons dans ce Chapitre sont généralement des domaines
admettant un groupe de transformation. Suivant le type de domaine
de comparaison que nous pouvons utiliser et suivant le degré dec
I'approximation du voisinage U .3 par ces domaines nous aurons
a envisager plusieurs catégories de points frontiéres.

Par pDOMAINE DE COMPARAISON INTERIEUR (resp. EXTERIEUR) pour O3
nous entendons un domaine situé tout entier dans @ (resp.
conlenant @3). Pour évaluer les valeurs minima A, indiquées au
Chapitre III, on utilisera évidemment des domaines de comparaison
pour lesquels il exite au moins yne limite de [p(34, 22)]* A (21, 23)
pour p— o, p étant la distance (euclidienne) de { z4, 25} 4 la frontiére.
Remarquons que pour divers buts (par exemple dans ce Chapitre) il
faut imposer des conditions supplémentaires aux domaines de compa-
raison (cf. p. 10).

Dans le ¢as de deux variables nous supposons donc qu’on a pris
comme origine le point Q dans le voisinage duquel nous allons
examiner le comportement de la 'fonction-noyau, etc., et que
’équation de la frontiére b® de @ soit (dans le voisinage de Q) ® = o,
le domaine @ étant le domaine ou @ > o.

Comme il sera démontré plus loin, on peut, sous des hypothéses
assez générales, indiquer I'ordre de la croissance de la fonction-noyau
lorsque le point {z} s’approche de Q, o au moins de le borner.
L’hypothése essentielle consiste soit & demander I’existence d’un
plan analytique tangent €2 a b3 dans Q, soit a supposer que Q est un
point* d’'une surface (ou une ligne) suivant laquelle se coupent

(1) aL.o désigne lintersection de U et 7, U = E[|3,| <e, | 2,| <e], e > o, suffi-
samment petit.
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plusieurs morceaux d’hypersurfaces, chacune ayant au point Q un
plan tangent analytique. Prenons le plan €2 comme plan z,=o0 (ou
dans le second cas un des plans tangents indiqués) le plan normal
4 €? comme plan 5z, =o0 (*). Soit T =T (Q, &) ’ensemble de toutes
les surfaces analyliques zy=~h(z,) avec h(o)=o, A'(0)=o,
les h(z,) étant réguliéres ct uniformes pour tous les 2, de la
projection de @ sur le plan z,—= 0. Nous considérons les cas suivants :

1° Il existe un P2 € T tel que (92— Q) est extérieur a 33, b3 admet
au point Q des dérivées partielles continues de second ordre et
Pexpression de Levi (¢f., I, 16) y est positive. (= @ + b3.)

2° 1l existe 2 €T, tel qu'un domaine étoilé $2 de P? appartient
a b3, Q élant un point intérieur de §° et que (P> — §2). @ est vide.

3° Les mémes hypothéses que dans; 2° sont vérifiées, toutefois
Q est un point frontiére de §°. [Ce cas arrive surtout si Q se trouve
sur une aréte; il y a généralement plusieurs faisceaux de surface

T(Q, &), il faut supposer que pour un de ces faisceaux on est dans
le cas de 3°].

Le premier cas a lieu par exemple si Q={o, o} est un point
frontiére de I'’hypersphére |z, —1|*4|35,|2<<1, on peut alors
prendre le plan z,=o0 pour P?; nous avons le second cas pour le
bicylindre | 33— 1| <<1, | 33| <1, pour ¥? il faut de nouveau prendre
%,=0, §? est alors le cercle | 35| < 1. Si Q est le point de I'aréte du
bicylindre [ 5,—1| <1, |%s— 1| <1 nous pouvons prendre pour P2
.arbitrairement 3, — o0 ou 3, = 0 et nous serons dans le cas 3°.

3. Description détaillée de différents types de convergence vers
un point frontiére. — Si ’on suppose (?) dans les premier et second
eas que b’ admet au point Q(o, o) des dérivées partielles continues,
nous pouvons écrire @ sous la forme

(69} & =22:— (), 2s, 22),

ot (les coordonnées supposées normales pour b® au point Q)
) () (%) .
@) <d}’1)0— (022)0 (d%,)q °

(1) De tels systémes de coordonnées seront appelés systémes de coordonnées
normales pour b* au point Q.
(?) Nous élargissons momentanément les hypothéses faites dans r°.
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Par la transformation

3) 2y = 23— h(z), zh= 2,

on raméne ? 4 la forme 5, = o (Q est origine de coordonnées, l'axe
positif de z, coincide avec la normale intérieure a b® au point Q).

Sans le mentionner expressément nous emploierons dans la suite
de ce Chapilre respectivement les termes DOMAINE DE COMPARAISON
INTERIEUR el EXTERIEUR DE (3 PAR RAPPORT A Q dans un sens plus strict,
a savoir nous demanderons que ce soit un domaine situé dans & (resp.
contenant 3), ayant Q comme point frontiére et y admettant un
plan tangent analytique commun avec 6. .

Nous devons distinguer plusieurs fagcons de convergence possibles.

Convergence A*. — Nous entendons par la que le point {34, 2,4}
de & tend vers le point {0, 0} en restant a 'intérieur d’un céne

W= E[z, > o, VismlPrial - -—’—] (%4 est l'ensemble de

Zy cosa
toutes demi-droites passant par Q et formant avec la normale

- e 1
intérieure un angle inférieur & «, 0 L a < ;n).

Convergence A" (a). — z, et 5, étant des coordonnées normales,

1
3, et 3, tendent vers o et arg z;1-> a, |a | < ;%

Convergence A™ (). — Dans les conditions de A" («) on a de

I-
méme arg 5, = const. =a, |2 | < J'm.

Il nous faut montrer qu’au cours des changements de coordonnées
d’une certaine forme les modes de convergence du point { 5} vers le
point du bord Q restent invariables.

Soit _

(4) 21 = gi(21, 52), k=1, 2,

une représentation pseudo-conforme de @B ayant-les propriétés
suivantes : )

I. Les fonctions g; et leurs dérivées sont définies dans un certain
voisinage du point Q par leurs valeurs limites sur la frontiéere b3
de @&.
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II. Elles sont données dans le voisinage de Q par

(8) 2i=r31+g11(51, 32), ZF2=0aZ1+VI+ &n(31,2) (>0, [v[=1"1),

(6) gnl(ziy z')
{z,,z,}-){o,o} V] 2+ | 3 ["

Les axes des coordonnées normales en Q pour b?® sont évidemment
transformées par une telle représentation en des axes des coordonnées
normales en Q pour b**. Montrons de plus qu’une telle représen-
tation transforme une smte de points convergents de la fagon A!
vers Q (et uniquement une telle suite) dans une “suite de points
convergents de la méme fagon.

De (3) il suit que 22} = 21x4—|—gu+§'—m donc

n=I, 2.

x N . —_—
Ti o gurtse T ot r=y |z 2+ |22
Zq r 22X

et en vertu de (6), si la suite converge vers Q de la fagon A'

x*
( Iim ) =T
7) Z )
car alors
r
(8) —=ZzM <L .
Z
D’autre part on a
z*
}_1 PP Y BT <11
ry X1 r Z,
33 z ilz r !
32 Za 21 + 1 %22 |gael_Cé_[\/[a‘,_i__‘;_'_.g::r].
1 xl T |2 r x x, T r

Comme |z, | < r il en résulte

r*

(9) S g oomt,  r=yTaAP+[al,

c'est-a-dire qu’il suit de (8)

(10)

]

-
2

L=ZN.

813,
88

On démentre de méme la formule (7) en utilisant la formule
d’inversion

z1=v"13] + hys(3], 23), Zy == at—1 2] + v133 + ha (2}, 23),
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si 'on suppose que (10) a lieu, et qu’on obtiendra alors (8) d’une
facon analogue que ci-dessus.

4. L’allure de la fonction-noyau de la métrique et des autres
invariants au voisinage d’un point Q, envisagé en 1°. — Pour
abréger nous désignerons dans ce qui suit ( 3,451 )" U(z,, 3y, 24, 2,)
dans le cas d’une convergence 4" par L™ (U).

Tutorime I. — Soit Q un point frontiere de 3 ou U hypersurface
Jrontiére b3=E[®=0], B=E[®>o0], admet des dérivées
partielles du deuxieme ordre continues et oi [l'expression de
Leyi L(®) est négative c’est-a-dire on a dans le développement
(Ii, 11)e > 0. Supposons que par Q passe une surface analytique
2 cT(Q, B) étant a Uexception du point Q entiérement &
Uextérieur de &, alors (en utilisant des coordonnées normales
par rapport a bs en Q) on a

B(K)= > u(4KY __ 6° w( K\ 2
oy ) =5 w(E)=-%, w()=,
11 .
[ Lix(dst) =3 |z t, LI(J) = 9% LI(R) = —1.
Remarque. — Si b3 satisfait aux conditions indiquées, mais que ¢ <o,

alors on peut démdntrer qu'il n’existe aucune surface P2 cT(Q, B) telle que
(P2— Q). B soit vide. L'équation de b® gtant mise sous la forme normale

(12) d=22—ay] —o|z 2+ $()1, 2, 52) =0

nous pouvons obtenir par la transformation supplémentaire
2y = z1(1+ nz )1, 35 =23s que a soit £ o (1). Si @ < o, alors on a dans le
domaine z1> 0, | 21| £ 81, | 22 | < 85 (3 et 8, étant suffisament petit)

(I3> 2-2‘1—-0"52 Ig——ayz—-qlz(yi, Za, 22)>O

d'ou il résulte que chaque surface 31 = h(2:2), 2(0) = o0, A'(0) = o, il existe
un voisinage appartenant & &3 et suffisamment petit du point Q(o, o) (2). Les
points de z;=0, | 22| =3: se trouvent a l'intérieur de &3, d’aprés ce qui
précéde, et ont donc une distance positive x du bord de @3. Si I'on considére

. 1 . .
donc les points | 31| < P | 22| = 8; ces points ont une distance de b3 plus

(') n est un nombre positif, suffisamment grand.
(2) ¢, est supposé satisfaire aux conditions indiquées & la page 13.
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grande que —;-x. Pour la fonction-noyau on a alors d’aprés (II,, 26) dans les
points pour lesquels 1> 0 | 31| < %u, | 32| =8, Kg (2,2) < ;‘2—% D’autre
part d’aprés la propriété extrémale de la fonction-noyau (voir Remarque III,
de Iy, p. 31) cette inégalité est valable aussi pour 21> 0, | 21 | < %x, | 3 | £ 8s.

La fonction-noyau reste donc bornée si 'on s'approche de Q. D’autre part,
s'il existait une surface p2eT(Q, B) alors en conséquence du théoréme I,
pour z— Q, K5 tendrait vers , en contradiction avec le fait que K g reste
borné pour z > Q.

Démonstration du théoréme 1. — A l'aide de la représentation
biunivoque dans & transformant & en B nous pouvons représenter
I'équation de b° sous forme

= - (_}’1 ;3 ;o)
P=o2z1—ayl—oc|z 2+ Vi, Z2,32) =0 lim Y2l y1, 32, 22 -
wmart=la by i) =o 3>0, m>0 Yi+ ||

La transformation employée posséde les propriétés I et II

(¢f. p- 1o et 11), r=1. Il suffit donc de démontrer les relations (11)
pour le domaine transformé @". Soient

Ki=E[|zi—op' f+|mnt<og?], ou<lola, k=1,2

Nous allons comprimer 5, par une représentation pseudo-conforme
appropriée, nommément par (14), d’abord dans la direction z,
puis par (18) dans la direction z,, et obtenir ainsi que le domaine
transformé se trouve dans 3" et admette z, = o comme plan tangent.
Ce sera alors un domaine intérieur de comparaison.

a. Construction d'un domaine intérieur de comparaison (). — Appliquons
d’abord a JC, la transformation

(14) ‘Tg z’i =21(I+¢1Z|)-1, z’,=zg.
L’équation du bord kg‘ du domaine ainsi obtenu JCq, sera pour le voisinage

de Q,
. 2xl=(c,+2¢1$1)'_}’%+°'llz!lz"‘"'

() Nous donnons ici la construction des domaines de comparaison, gui nous
paraissent importants pour la théorie; le lecteur qui ne s’intéresse pas aux détails
techniques peut laisser de cOté ces considérations.
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Si I'on choisit ay, tel que oy -+ 23> a, alors on aura dans un voisinage suffi-
samment petit Uy de Q

(15) 22y —(o1+ 20,))i— 0|2 2+... L2z, —ay}—o|z|t+. ..
Y

c'est-d-dire chaque point de &Kq,.U; appartient 3 B*. En coupsant Jq, et 53*
avec le plan 3, =y, on obtient donc

(16) Ka,.(51=7)cB*.(z1=17)

si y est suffisamment petit : |y | < &= l(a).
I'intersection q,.(2:= 0) c’est-d-dire le cercle

I I
- (o1 2a1)| = (o4 2ay)

@7

3t

se trouvera, si l'on prend a; suffisamment grand, entiérement & l'intérietr
de B*.(31=0).[Si a;—> o le cercle (17) se rétrécit de plus en plus!] a; étant
choisi fixe et assez grand, soit M1} ’ensemble (hachuré-dans ls fig. 1) des 2,

Aryj

Fig. 1.

dé XKa,.(32=o0) avec |51 | > Iy, alors tous les, points {3z, 0}, 51 € M3, sont
des points intérieurs de @3*. Pour chacun de ces points pris comme centre, il
existe donc une hypersphére de rayon p(z1) > o dont Pintérieur appartient
entitrement & B*, p(3() étant une fonction continue, positive et, par consé-
quent admettant dans cet ensemble un minimum positif p*. En particulier
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chaque section (.(33=7),"y€ M}, contiendra un cercle autour de z:=o0
avec le rayon p*. Les intersections Jq,.(21=7) sont des cercles

I 1

2 . 1
Timan al TRl

1
avec le centre z,= o et des rayons < P
1

Si nous appliquons & K¢, la transformation

3
(18) T 2i=2),, zi= —2—

chaque section JCq,.(z3= 1Y) est transformée en un nouveau cercle de
i . ———
centre 3, =0 et le rayon p(y)< [_;Ill—"‘—ﬁl—’(—l_]. Comme |y | si ye M},

on peut choisir B; de telle manidre que pour tous les y € i}

1 N .
mé{’ Zp(Y)

On a alors pour le domaine J = Ty(Ka,) = T2 T1(K1)
(19) T (51=7)cB* . (z1=7) pour yc @,
D’autre part on a aussi pour les valeurs ¥, |y|<<{;, du cercle (17)

I -
1 car pour ces valeurs y + y est > o. Pour ces valeuys on a donc
[lr+ v 1] P L

(20) J(s=71)cKa,.(51=7) pour |y|<Llh.

Il en résulte en vertu de (16) que la relation (19) a lieu pour tout point vy
de (17). Comme les intersections J.(z1=7) sont vides si Y n’appartient pas
4 (17) nous concluons que Jc B* et comme de plus 2, = o est le*plan tangent
analytique de J au point Q, nous voyons que J est un domaine de compa-
raison intérieur pour B3* au point Q.

Par les transformations appropriées a savoir par (21), nous allons
déduire de &, (c¢f. p. 13) un domaine extérieur de comparaison, en
utilisant la méme idée, seulement, au lieu de comprimer I’hyper-
sphére, nous allons la dilater.

b. Construction d’un domaine extérieur de comparaison. — Il nous faut
d’abord montrer ici que des hypothéses faites sur 3 dans le théoréme I il
résulte que Pintersection de B* avec le bicylindre E[ | 3+ p| < p, 3¢ arbi-
traire] est vide si yu est suffisamment petit. Soit P= max |[z:]|et b>o.

{znz;}cﬂ.’t'
Comme 'ensemble E[ 2y =0, b « | 8: | < P] pour chaque & > o est fermé, I'on
démontre en utilisant le théoréme de Borel-Lebesgue que pour chaque & il
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existe un t(5) tel que E[| 21| L %(b), b £ | 32| £ P] ne contient aucun point
de 3*. Appliquons sur K, la transformation

21

. S
(21) 1T =Pz’

2y = Zas, “§°)> o,

ol af” est tel que op— 22{" < a. Iy deviendra K. Alors il viendra dans
un voisinage suffisamment petit U =E[ |2, | <V, |52| < V]

(22) 2zi—ayt—o|zt+...<2x— (0e—2a)y}—oo| 22 2 +.. .,

c’est-a-dire dans U, chaque point de B3* est en méme temps un point
de Jy@. Maintenant o .(22=Y) et par conséquent aussi B*.(z22=17y) ne
contient pour |y | < v aucun point du cercle | 31+ 8 | < 33 ot

i . 3= mm[(zag‘”—cg)—’, -:;v]

~

Pour v<£|y|<£ P, B*.(33=17) ne contient pas de points du cercle

|21+ —;--:(v)\ < -;—‘C(V), de telle sorte que l'intersection de &3* et du bicy-

lindre E[ | 31+ p| < W, | 22| < P] est vide, si I'on prend p = min [81, %‘c(v)]o

Comme pour Y > P les intersections (3*.(z2= v) sont vides, notre affirmation
est démontrée.

La projection 82 de B* sur le plan des z, (C'est-a-dire l’ensemble des
coordonnées 3y des points {21, 3,}cB*) ne contient pas le cercle
a1+ p| <p

- 1 1 .
Nous choisissons maintenant as> E + 5o Par la transformation (21),

ol af?’ est remplacé par as, on peut démontrer comme ci-dessus, qu'il existe
un voisinage Us=E[| 51| LV, [ 52| £ V'] tel que U;3.B*cUs.HKq, Sil'on
choisit de plus & = l3{as) de telle sorte que t(l2) < V', alors dans B*.(z3=1),
|Y] <L, il 0’y a pas de points {24, 25} avec |z| >V, et par conséquent
si|y|<lb

(23) Ko, (51=71)2B*.(z,=7).

&Koy,.(32= 0) est donné par Pextérieur du cercle

1 1
(24) 1+ (25— a2) < (lag—d‘g)'

[Le cercle (24) se trouve dans E(|z1+ p| < p)!]. L’ensemble 1% (hachuré
dans la figure 2) des points de s avec | 21| > % se trouve entiérement &
Pintérieur de &Ko,.(52=0). Les intersections XK q,.(21=17), Y < 8} sont des
cercles de centre 33=0 et les rayons de ces cercles ont une borne inférieure
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positive 7. En appliquant sur JCq, la transformation ,
(25) z1=23y,  z3=2330+ Bh3),

Keq,.(31=17) devient un cercle de méme centre mais avec un rayon

&

J(“z(z =0)

<

o

>

> r|1+ B2 |. Pour les valeurs [y [ > /,, 82 peut étre pris assez grand pour
que 7 |1+ B1y | > P, P signifiant toujours maxa3 | 22 ]. On a alors pour
{h:&}c *

(26) A (z31=7)D>®B*.(z1=7),
@ désignant ce que devient le domaine ¥ q,, aprés la transformation (25).
D’autre part ‘
[1+Bay |1, si B 2aa—o0y,
car l'inégalité
[1+Bey|>1  ou [y —+p3" >

signifie que le point y se trouve A V'extérieur du cercle de centre — 33!

et de rayon $3'. On a donc dans ce cas pour tous les y qui satisfont
1+ (20,— @)Y | 1 '

(27) A.(21=7)dKe,. (51=7),

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 108.
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et en vertu du (23), (2%) est valable auss1 pour |y |< s d’'olt 1l résulte que
@B*c@. @ ayant z;=o0 comme plan tangent analytique au point Q, est un
domaine extérieur de comparaison pour 03" au point Q.

¢. Calcul des limites (I1). — Etablissons maintenant la formule
limite pour la fonction noyau. Dans le cas d’une hyperspheére

Ii=E[lz—o' F+|ml<eaq®] (k=1 2),
Pon tire de (II,. 5a)
(28) LB(Q, KJC*)_ LN

Les représentations (14), (18), (21), (25) ayant la forme (5) nous
concluons en utilisant la remarque de la page 51, et (IV}, 2)

(29) Lb(Q, Ky)= /F’ LY(Q Ka) = 775
D’aprés la méthode des problémes de minimum on a

K(z, z)— 771—(_3-5

d’ou il suit d’aprés le théoréme (') VI (p. 441)
(30) Ko (3, 3) < Kgye(3,3) < Ky(55 7),

par conséquence
(31) 4:: =LB(Q, Kg) /{ m (314 3.)" K (31, 52; 21, 52)
5!».51}+Q

pr hm (Z1+Zl) Kas-ﬁ(zl, 22 21, Zg) = LH(Q, KJ)

{22} >Q 4’::.

Comme nous pouvons rendre (s,—o,) arbitrairement petit, il
suit de (31)

(32) LY(Q Kg)=11(Q Kg) =705 ¢ o r o

() Indiquons que par erreur le Théoreme VI, p. 44, était désigné comme
Théorémt; 1v.
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Quant aux autres grandeurs, on a (%)

_ [A) M A
(33) J 1=10u1101’ d‘z=§,_[?l’ =—am+*
Les valeurs minimales indiquées peuvent étre calculées comme
Al(z), d’abord pour J et &. Si ¢;—> g3, les limites correspondant a J
et A convergent vers les mémes limites. D’aprés (33) on obtient les

quatre derniéres relations indiquées-dans (11). g—f- et % sont liées
* 1 2

d’une fagcon un peu plus compliquée avec les valeurs minima A
(ef' I, p. 46) nous n’insistons pas, car il s’agit de considérations dont
le principe cst le méme que ci-dessus (Cf. Bergmann [11], p. 101).

B. Classification précise des points frontisres envisagés dans 1°
(¢f.p- 9). Nous appellerons roinTs FrRONTIERES DU TROISIEME ORDRE (R5)
les points Q de la frontiére de 63 pour lesquels on peut construire des
domaines de comparaison a parlir d’hypersphéres a 'aide de transfor-
‘mations pseudo-conformes dont le jacobien est =% o au point Q. Soit

(34) wi = w4 (21, 32), k=1,2,
la représentation qui change le domaine de comparaison intérieur
. . . . d .
en domaine extérieur. Si ’on a au point Q, Kw" = 6m—+¢ (2), ou ¢
n

peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant convenablement
les domaines de comparaison, nous dirons que Q cst un « pornr
LIMITE » DE TroisiEME ORDRE (Ls).

Si I'hypersurface fontiére b* est contintment différentiable au
point Q{o, 0}, son équation s’écrit dans le voisinage de Q (en
utilisant des coordonnées normales) sous la forme

(35) 2-”1""#(,}’1: ;:2‘22) =0,
ou Y satisfait a (2) (¢f. p. 9). Admettons que
(36) oy | 52 |2+ at:}’féql(,}’u Zy, 72) 03 | 22 [2— @y},

(*) Par A% nous désignerons les minimums def | £ [*dw sous la condition
@

S(&) =o, [E’ﬂz_“a_)] =1

dz‘ :1,=t§_

Quant aux A et A yoir p. 46,, 53,, 55,.
() 8= 1, 8= 0, k 7 1.

supplémentaire
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o ox, ax, k =1, 2, sont des constantes convenables et de plus qu’il
eziste une surface analytique

PCT[Q, B], P =E[ei=(a+ ias) 2+ pzi+...],

telle que ($*— Q). @ soit vide et o,> 2max[|a |, |ax|]. Alors Q
est un point frontiére du troisi¢éme ordre.

Démonstration. — 1l exisle un voisinage W>=E[|z.| = p],p >0
suffisamment petit, tel que tout point {21, 52} de (P2— Q), 2, CW2,
se trouve en dehors du domaine

-

D =E[2xi—a|zP+ayix>o |3 Le, |51 L P,
P = max lZ1|-
{21, z,}cﬁ:’"

’

Car pour {2, 2} C¥P2on a
ri=ou(23—y3)—20:Zay2+..., 1= (2} —y§)+uz2ye+.. .,

les points désignant des expressions d’un degré plus élevé) et pour| 3|
suffisamment petit on a :

g (zi+y3) > 201 (23 —y3) + 4oaaZaya+. ...

Posons (3,=— ® - 63 et complétons une partie suffisamment petite de
Phypersurface o1 |23+ a4 yi=o de fagon a obtenir une hyper-
surface b? fermée et délimitant un domaine 3; c 3. Alors on a

B (P—Q=0.(P—Q)+B(P—Q=0 et B.(P—Q=o.

D’aprés ce qui précéde on peut construire un domaine de comparaison
intérieur J pour 3, et un domaine de comparaison extérieur & pour B,.
Le déterminant fonctionnel de la transformation qui change & en @
ne s’annule pas (cependant on ne peut pas en général prendre oy — o2
arbitrairement petit). Les jacobiens de (14), (18), (21) (25) sont
égaux & 1 au point Q. -

Si, de plus, b’ est dans Q deuz fois continament différentiable
et si @ > o, alors il suit de ce qui a été dit au paragraphe 4 que Q es¢
un point limite du troisi¢me ordre.

6. L’allure de la fonction-noyau, de la métrique et des autres inva-
riants au voisfnage d’'un point Q, envisagé au cas 2° (¢f. p. 9). —
Examinons maintenant le cas ou b3 contient un domaine $§? du
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plan 2 = E(5,=0), Q étant un point intérieur de §2. Nous appli-
querons la méme méthode que pour les poins du troisiéme ordre,
en .prenant toutefois comme domaine -de comparaison un nouveau
type de domaines a savoir les domaines J (¢f p. 17,) qui admettent
un groupe des transformations & un paramétre laissant les points du’
plan z, = o invariants. En partant de cette propriéié on peut montrer
que les grandeurs que nous avons énumérées dans le théoréme 1,
ont des limites dans le cas du domaine J, si le point tend vers Q de
la fagon A"(a). Toutefois il n’a été possible de calculer effectivement
ces limites que dans un cas trés particulier, celui du bicylindre. Ces
domaines de comparaison se présentent également, si §2 estune lamelle
d’un morceau d’hypersurface analytique (¢f p. 13,) appartenant a b3,

Passons a la construction et a1’étude des domaines J. Nous laissons
tomber hypothése que Q est I'origine et nous admetions seulement
que Q soit dans le plan z,=o0, c’est-a-dire Q ={o, a.}, a;€$*.
Soit
(37) S*= 8 @[y, 8: (1), B(N]

1c§?

le domaine introduit a la page 16, (S désigne I’ensemble réunion
introduit page 8, ou il élait désigné par S). i

Dans ce qui suit nous ferons toujours les deux hypothéses :

1° les dx(y) sont des fonctions uniformément continues de vy,
(38) 2 o< 0L (—kB(y)ZBN<r  (k=1,2).
Un domaine S+ admet le groupe de transformations

(39) Z\=pz, Zh=2 (@réel),

ou tous les points { 0, 25 } restent fixes. De (39) suit que (*)

J3+(pz1, Za; p.za, Z2) = J§+(51; 323 1, Ea), e ()
(40) - - _
Kg+ (221, 223 3y, 32) = p2Keg+ (21, 225 31, 22)

(*) Comme nous pouvons par la transformation (I,.25) changer &+ en un domaine
borné, P'application de vos considérations ne présente aucune difficulté.

(?) Nous ne considérons que KS"‘ et Jg., il est clair qu'on a des relations

analogues pour toutes les valeurs minima A, d’ou lon tire les conséquences néces-
saires d’aprés la formule (33). *
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il en rés.ulte que les expressions |puz, !’K‘3+(}.Lz,, 2y} ;LZ,, z,),
Jg+ (w21, 225 P31, %), - .., sont indépendantes de p. 11 existe par
conséquent aussi

Lm (Q’ % K§"') ={pa \'K‘§+(}151, Z2; M5, 3a),
Luno (Q; a, 33+) =Jg+(wz1, 22; p21, 32), p>o,
LEIE(Q, a, U) = lim 121 1‘“(31, Z25 51« 22)’

[8¢{ >0, arg s, =0, 739 Ala,

Q={o,a,}.

Dans tout domaine entidrement 4 Uintérienr de 8+, K, J, etc, sont
des fonctions uniformément continues de 3, et @ = arg z;. D’aprés (40)
il suit que de méme L“”(Q, a, K$+), Lm”(Q, a, J3+), ..., sont
des fonctions uniformément continues de a et de « pour a; € §?,
8(@s) + ¢ < a £ 33(as) —e, e >0, ce qui permet de remplacer

la convergence vers Q au sens de 4™ («) par celle suivant 4" (a).
1l existe donc

an(Q, @, K$+—) = Lmz(Q, a, KS"‘)’
{ LHO(Q, o, JSH-) = LI.IIO(Q’ o, J3+)’ -

(42)

(43)

Par la transformation (1,.25), S+ est représenté sur un domaine J,
pour lequel les relations (43) ont visiblement lieu. Ges domaines
seront utilisés pour I'étude des points de la frontiére indiqués
dans 2°, page 9.

Avant d’étudier le comportement des grandeurs indiquées dans
le voisinage des points du bord, nous allons examiner les différentes
possibilités de points de 'espéce indiquée dans 2°. Nous disons que Q
esi un POINT FRONTIERE DU DEUXIEME ORDRE ET DE TROISIEME EspicE (R()
s’il existe deux domaines de comparaisen, l'un intérieur et I'autre
extérieur, chacun équivalent 4 un domaine J, qui a en commun
avec P? un morceau de surface $; resp. §3 contenant Q a 'intérieur
(dans ce cas $}, $* ,§} peuvent d’ailleurs étre différents).
Si $?=63— 9% nous appelons Q POINT FRONTIERE DU DEUXIEME
orpRe ET DE sEconDE Espice (RYY). Si §1=93=249 et de plus si le
domaine de comparaison intérieur peut étre transformé’ dans un
domaine de comparaison extérieur par une transformation pseudo-
conforme dont le jacobien est 720 au point Q, Q sera désigné
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comme POINT FRONTIERE DU DEUXIEME ORDRE ET DE PREMIERE
usekce (RY).

Si enfin Q étant un RY" et si, pour la transformation (34) qui
change le domaine de comparaison intérieur en domaine de compa-

. . . dw . .
raison extérieur, on a au point Q ZEA = Oks -+ €, € aussi petit que~
n

T’on veut, nous nommerons Q poINT LIMITE DU DEUXIEME ORDRE (Lsy).

Q est un R!” dans le cas ou P2= E(5,=0) a en commun avec bs
un morceau de surface §4 et si pour tous les yc §? l'intersection
0.(3,=1v) ne contient aucun point du secteur du plan z,=7,
21| <<e, m—e>arcsi<<m-+e¢ (& élant suffisamment petit indé-
pendant de y) et contient le secteur |3z,}.Z¢, —e<Zarcz<s.
Il suffit de prendre pour $% un voisinage suffisamment petit de Q et
pour $} une région contenant la projection de & sur le plan 5, =0
[ensemble des coordonnées 2, de 3]
(44) = S (—:¢ ) el A= SP (n—e n+e —e),

rcH} S H

(¢f p. 164) peuvent étre pris comme domaine intérieur respectivement
extérieur de comparaison. Notre méthode habituelle, qui consiste
dans la considération de problémes de minimum appropriés, montre
que la fonction-noyau devient infinie du deuxieme ordre lorsque
le point {3} tend vers un point R’ suivant A" («), que I'invariant J
est positif et borné, etc. '

Pour trouver des domaines de comparaison pour des points R}
et RiY il faut généralement appliquer aux domaines J une transfor-
mation pseudo-conforme contractant ou dilatant J dans la direc-
tion 3;. Les transformations (18) et (25) ne suffisent que dans des
cas trés particuliers. Quant §? est un domaine convexe limité par
une courbe s, = g(0), 0 =arcz, satisfaisant & la condition de
Lipschitz, et quand des conditions assez générales pour la structure
de bs dans le voisinage de §? sont satisfaites, on peut aboutir dans
le cas de points R, par Ia transformation

. . P 22
(44) =12z, 3Hh=25/0(z%) [resp-zz - fv(Z1)] ’

ou w=f,(3) est la fonction qui représente le demi-plan z; > o
sur un triangle ABC, < BAC= —2;5, OA=AB=CA=1, les
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points A, B, C étant les images de 5 =0, =— 7, = el v étant
suffisamment grand (on peut montrer que lim f,(z) =1 ou o suivant

que z = o ou %o [ Bergmann, 7])

}

Yy Av
B
() A
x 0 u
c a
v
3-7
Le plan x le plan w .
Fig. 3. s

Sauf dans des cas assez particuliers on n’a pas pu donner les condi-
tions sous lesquelles un point est un point limite L,. Un cas parti-
culier important ou cela a lieu est celui ot §2 c P2 =E[ 5, = h*(2,)]
est une lamelle 3?(1) (¢f p. 13,) par exemple 3%(A°) d’une hyper-
surface analytique

= B[ 21 = Az, A), By(53, N)5£0],  A*(5) = h(zs, AO).

Si l'on applique au lieu de (3) la transformation

(46) 2'1 - [51'—— h(zli )\0)] dh(zg, )\)

T A M= (S5

on obtienL non seulement que P devient le plan 3, = 0, mais encore
que la tangente & 3.(2,=7) au point z,=0, za=7Y, (YC $?) est
transformé en axe imaginaire. Les coordonnées 3, 5, seront dites
COORDONNEES NORMALES PAR RAPPORT A LA LAMELLE 3?(10) de b3 (%).

(1) Notons que dans certains cas il est possible d’introduire des coordonnées normales
par rapport & un morceau d’une surface analytique $§°=E[z,= g(s,),|32,]|<L1],
$H2€h3 méme dans le cas ot b3 n’est pas une hypersurface analytique.

Supposons en effet que ha-(z,= 53), pour tout 23, |23 [ <1, posséde une tangente
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Admettons les hypothéses

1° La section $2=b3.(3|, =0) est par rapport & @, un domaine
étoilé. Si R =H(0) est I’équation de la courbe frontiére, alors on a
o<<b«H(8) LB, 0=<0<2r, et H(0) a une dérivée continue;

2° La section @3.(z,=0) contient un cercle €2 qui touche I'axe
des ¥, au point 3, = o.

3° Pour les sections @. (2, = y) nous supposons que

17—t
[1+ Ny I‘] ®B.(3y=0)cB.(z,=17)

pour|y! <=d, yce€: et

1
<1+ Nly |‘)03.(z’1 =0)>B.(z1=17),

ou N<ow, >0, >0 sont des constantes convenablement
choisies (%).
4° Pour tous les points de @ + b? on a 2’ + 2, > o.

On peutalors prendre comme domaines de comparaison des images
pseudo-conformes d’un bicylindre et |z, | K, J 3, . . ., tendent vers
les limites non seulement si le point {2} tend vers Q ={o, a,}
suivant A™(«) mais aussi s'il tend vers Q suivant A" Il vient

I 1

“ Ll’(KOB) = m, LB(K,) = m LB(K,,)= o,
i

L® (dsig) = 2| da |2, Lo (Ig)= % n—2, LO(R) =—1,

. Dans ces formules P (a,) est le rayon dans lequel on peut trans-
former 2 par une représentation pseudo-conforme w (z) normée au
point a@,, c’est-a-dire satisfaisant a | w'(a,) |=1.

au pomnt 3} = g(s3), qu forme l'angle a(z}) avec l'axe de z, positif et que a(z,)

soit une fonction harmonique dans un domaine suffisamment grand du plan »,. Par
une transformation

2 = 3, — £(%.) ,

' exp[— b(z,)+1a(z,)]

=13,

b(z,) étant la fonction conjugee & a(3,), nous introdwisons les coordonnées men-
tionnées.

() Par ¢W? nous designons le domaine qu'on-obtient de M2 par la transforma-
tion z*= ¢5. Naturellement dans les deux relations ci-dessus nous supposons que
@ (3, = o) et B.(2, = 1) sont places dans le méme plan z,.



26 STEFAN BERGMANN.

Pour une analyse plus détaillée de la théorie des points limités du
second degré voir Bergmann [24]. (Les résultats de ce mémoire ne
sont repris dans le présent fascicule.)

7. Le cas des points de la frontidre, définis dans 3° (p. 9). — On
n’a envisagé jusqu’a maintenant qu’un seul cas particulier ou Q estun
point du bord de §2, a savoir celui ou ily a deux surfaces analytiques

51=f(32a), 5:=g(%1) qui passent par Q, sont extérieurs a @3 et
forment un angle analytique £ o. Posons

(48) 2 = z1— f(22), zh=2s— g(3),

ces deux surfaces devicnnent alors les plans 2z, =o0 et z,=o0. On
peut prendre de nouveau comme domaines de comparaison des
domaines appropriés admettant le groupe des transformations.

(49) 3 =z, 2 = W3, p>o.

Il en résulte (sous des hypothéses supplémentaires) que la fonction-
noyau devientinfinie comme r—*, lorsque la distance r entre points { 5 }
et Q tend vers zéro. Toutefois ces recherches ne furent pas exécuaiées
jusqu’aun bout explicilement, et comme il s’agit au fond de considé-
rations analogues a celles indiquées plus haut, nous n’insisterons
pas la-dessus.

8. Les allures de fonction minimum dans un point limite. — En
raffinant les méthodes utilisées on peut donner des théorémes sur le
comportement d’une suite de fonctions normées au poist {¢}, si {¢}
tend vers un point limite. Nous communiquerons ici sans démonstra-
tion un tel théoréme pour le cas ou le point limite est L.

A

Hypothéses. — Soient z,, 3, respectivement ¢4, ¢3 des coordonnées
normalés par rapport a b® au point L, b® désignant la frontiére de &.
Faisons correspondre & chaque point {¢} d’une suite de points Pt
se trouvant dans W), avec lim {¢} =L, une fonction analytique
f (31, 33, t1, ta) de deux variables complexes z;, z,, réguliére et au
carré sommable dans #%. Nous supposerons que les fonctions f de
la suite de fonctions ainsi obtenues satisfont a

1° f(th ta, ;1, t!) =1,

(%) ’ 17 55 0 o) don T (ke Wi+ Clee B)),
&
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G et r étant des constantes indépendantes de { ¢} et g ayant la méme
signification que dans la formule (13), donnant la forme normale de

I'équation de ® au point L;. Soit p un nombre quelconque avec
max{ 1——% t5t<p.4| Supposons que les points {z™}] et {¢}

convergent vers L, |{ £} ne prennent que les valeurs de Pto), { ¢},
{ 3] tendent vers L, suivant 4" et de telle maniére que

[Re(#))p
[ Re (59")]
m et M étant des constantes convenables mdépendanles de {31}, {e™)},
et Re désigne la partie réelle.

(51) Re(z/)>o. Re(Y)) > o, o< mL i—i A M<K o,

Tutonrtme II. — Sous les hypothéses indiquées on a

hm
Vo tm+ W

z(v)+tv V) (V). pHY) #V)
v';ﬂ[wjf(zg’z&’ﬂnﬂz):’v pour p=1,

]f(zs“ 5, g =1, pour p<r,
(52)

les limites étant atteintes uniformément par rapport & la suite
Pto} de 20,

La fonction minimum satisfait aux hypothéses ci-dessus. Un
théoréme analogue est valable pour le point L,.

I[. — DOMAINES REPRESENTATIFS. ETUDE DES DOMAINES
QUI ADMETTENT UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS EN EUX-MEMES.

1. Introduction des domaines représentatifs. — Nous dirons que
deux domaines appartiennent & la méme classe (d’équivalence) si
nous pouvons les représenter I'un sur I'autre par une transformation-
pseudo-conforme biunivoque. Comme nous 'avons déja indiqué, il
n’a pas ét¢ possible jusqu’a maintenant de caractériser les différentes
classes d’équivalence. Une telle caractérisation pourrait étre obtenue
soit en décrivant de fagon compléte les espaces primitifs que nous
avons rencontrés dans le chapitre IV, soit en déterminant dans
chaque classe un domame représentatif el en caractérisant ces
domaines par des propriétés géométriques intrinséques. Dans le cas
des transformations conformes d’un domaine simplement connexe
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de tels domaines représentatifs sont [3]| <<1,|s|<<w. || . Les
géomélries invariantes qui leur correspondent sont comme on le sait
les géométries hyperbolique, euclidienne et elliptique.

Or, on ne connait encore aucune méthode permettant de choisir
un domaine représentatif dans chaque classe de domaines contenant
tous les domaines équivalents 2 un domaine donné. Nous nous bor-
nerons donc a traiter un probléme plus’simple, a savoir : déterminer
un domaine représentatif (dans le sens indiqué ci-dessus)’dans un
ensemble formé de domaines équivalents qui peuvent étre transfor-
més I'un sur 'autre a I'aide d’une transformation normée par rapport
a un point fixe intérieur {¢}(*). On dit que la transformation W

wi = wi (31, 2a), (k=1, 2),

est normée par rapport au point { ¢} si

(1) wi (81, ) = i, (g-o-:-s)zp_lp=8kn, ;kz_(:ik#n’

Par DOMAINE REPRESENTATIF PAR RAPPORT A | ¢} nous entendrons
dans la suite un domaine représentatif pour des transformations nor-
mées au poinl {¢}.

Dans le cas d'un domaine simplement connexe du plan, on peut,
par une transformation conforme du domaine en lui-méme, tranfor-
mer un point arbitraire en un autre et amener une direction donnée
d’avance sur la direction positive de I’axe de 2. Pour trouver un
domaine représentatif d’une classe de domaines représentables I'un
sur Pautre par des transformations conformes quelconques il suffit
de le déterminer pour la classe correspondante de domaines repré-
sentables 'un surl’autre pardes transformations conformes normées.
Quoique, en général, il n’en soit pas ainsi pour les transformations
pseudo— conformes, nous devons nous borner dans le cas des transfor-
“mations pseudo-conformes 2 traiter uniquement le probléme simplifié.

L’introduction des domaines représentalifs dans le sens restreint
permet de reconnaitre si deux domaines ® et & sont transformables
I'un sur 'autre. En principe on procédera ainsi: on construira pour
chaque point {¢} de ® le domaine représentatit par rapport a ce

(1) De tels points particuliers { ¢} et { ¢’} peuvent étre déterminés dans certains
cas parla considération des extrema des grandeurs liées avec la métrique invariante
introduite dans (IV,, 6).
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point, du domaine @ et de tous les domaines qui s’obtiennent de &
par des transformations de la forme

si— = (53— 81) + &) (2y —t3), (k=1,2)

On trouvera ainsi une classe de domaines représentatifs, on fera
de méme pour le domaine &' el ’on comparera les deux classes obte-
nues. La condition nécessaire et suffisanle pour que &3 et @' soient
équivalents est qu'il existe une lranslation faisant coincider un
domaine de la premiére classe avec un domaine de la seconde classe.

Dans le cas ot 'on peut déterminer dans @ et @' deux points { ¢}
et {¢'} dont on soit siir que toute transformation pseudo-conforme
transformant @ en @ fait correspondre {¢} a {¢'} (*), on peut se
limiter & comparer les domaines représentatifs par rapport a {¢}
et {7}

Nous appellerons (conformément a ce qui a été dit a la fin du
chapitre IV,) coorRDONNEES REPRESENTATIVES PAR RAPPORT A { ¢} d’un
point {2°} du domaine @ les coordonnées w}, w; du point du domaine
représentatif qui corresponde au point {z°} par la transformation
{w1 (51, 52), wa(3, 52)} normée au point {¢} changeant @ en
domaine représentatif (1).

Dans le cas d’une variable on peut définir la fonction qui trans-
forme le domaine sur le cercle comme un rapport de deux solutions
de cerlains problémes variationnels de minimum. Nous montrerons
qu’on peul aussi dans le cas des transformations pseudo-cgnformes
introduire des domaines représentatifs a T'aide des problémes de
minimum de la méme forme que ceux envisagés au chapitre III,.

Les fonctions minimales (cf. chapitre II,, p. 35 et IlI;, p. 45),
Mp(z, t), M@ (z,t), Mg' (5, t), sont des invariants relatifs : si
I'on effectue une transformation normée au point { ¢}

wi = hi (31, 32), k=1,2

D( k4, hs)

elles se multiplient par D(z1, 22)

- Les grandeurs

My (3, 1) MPB'(z, 1)

I SRRy v (z, t) =
MG (50 o (% 1)

)V, v(z,8) = =
(2)V: v@(z,0) 7Y + ts.

(1) Nous indiquerons plus loin qu'une telle transformation est unique.
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sont donc des invariants absolus pour de telles transformations. Si
deux domaines & et B3* peuvent étre transformés 'un sur I'autre par
une transformation normée au point { £}, on a

(3) e (3% 1) =@ (5 t).  v@(s*, t) = v (5, 1)

* mn

, va3* (2", t) désignant les grandeurs correspondantes pour &*.
Comnme les problémes de minimum ayant pour solution Mp(z, t),
Mg’ (s, t), M@ (3,t) n’ont chacun qu’une seule solution (IIL, p. 43)
il n’existe qu’un seul couple de fonctions V, pour chaque domaine 3
et chaque point { £} c . On a donc le

Tutoreme Ill. — La transformation V, fait correspondre &
chaque domaine & et & chaque point {t} de B un domaine rem-
plissant toutes les propriétés exigées d'un domaine représentatif.

Nous d\ésignons le domaine déduit d’'un domaine @ par la transfor-
mation V, correspondant a { ¢} comme vowAINE REPRESENTATIF R [ (B, £]
pE B3 cORRESPONDANT AU POINT {¢}. De (3) il suit de 'unicité de V,
qu'il n’existe dans la classe d'équivalence qu'un seul domaine
reorésentatif (Bergmann, 5).

La transformation 'V, est normée au point { ¢ },il en résulte qu’elle
est biunivoque dans le voisinage du point {¢}. (Mais R[@®, t] n’est
ni nécessairement univalent ni situé entiérement a distance bornée
de {t})

Pour un domaine cerclé X (si {O} est le centre du domuine)
d’aprés (I1,,26) et (11,,29) V, est donné par

(4a) oR(z.0) =3 o}(5 0)= s

Dans le cas de domaine semi-cerclé S (¢f. I, p. 16) on a (en
posant 3, ("= o) d’aprés (II,,35)
(4s) V%o (2, 0) = g1(51), v%i (2, 0) = 2282 (21),
ou gx(s1) sont des fonctions de 5, normées de maniére appropriée
[Bergmann, 5; Welke, 1].

Nous n’avons envisagé jusqu’a maintenant que des domaines uni-

valents, possédant des propriétés indiquées au paragraphe 1 du cha-
pitre IL,. Il pourrait étre utile d’élargir la catégorie des domaines con-
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sidérés de fagcon que R[®, ¢] appartienne toujours a celte catdgorie.
Il est possible de le faire, mais cette idée n’ayant pas fait I'objet des
recherches approfondies, nous n’insistons pas la-dessus.

2. Propriétés de la transformation V, dans le cas des représenta-
tions non normées. — Nous supposons dans ce paragraphe pour plus
de simplicité que le point invariant |z} est Porigine. Considérons
une transformation non-normée

9z}
&= Z'Z(Zh Z3), 52(070) =0, (dz_:), o = @&kn.
1= 23

(8)

D = a;y 099 — 22091 5% 0,

Soient E, (#"), E¢10(®3") et E¢i(®B") les ensembles des fonctions
dont I'élément fonctionnel a I'origine est respectivement” de la forme

I+..., ZF+ ... et 33+ ...,

les points remplagant des termes des puissances supérieures, ¢’est-a-
dire des puissances > 1 dans le premier cas, > 2 dans les deux autres
cas. Faisons correspondre & chaque fonction f* dans 3" une fonction
Jf dans & a P'aide de la correspondance (IVy,3), on aura évidemment

[Arirdo = [ 71 do

Ei (B*), Eoo(B*), Ep(B"),

correspondront dans & des classes de fonctions EA(®), k =1, 2, 3,
dont les éléments fonctionnels a I'origine sont respectivement de la
forme

(6) D+..., o:“Dz.+auDz«;+... et 0!21D31+¢22D52+...

et vice versa. Dans chaque classe il n’existe qu’une seule fonction

minimale, c’est-d-dire une fonction pourlaquelle f | 2 ]? dw soit mini-
@B

mum. On peut donc obtenir

Mid}(zty o), Maéo(z‘, 0)) Moo'g'(z*ﬁ):

en formant la fonction minimale f rendant minimum l'intégrale
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»/0‘3 |f|? dw et satisfaisant la condition supplémentaire correspondante

indiquée dans (6). Il suit de (IIl,,9) que ces fonctions s’expriment
de la fagon ci-dessous par les fonctions minimales correspondant au
domaine @

M« (z*,0) = DMp(z, o),
(7) .M%Q(Z*, 0,)=auDM%i“(z,o)+auDM2é”(z, o),
Mg (2", 0) =0, DM (3, 0)+ a2 DMP' (2, o).

De (2) nous obtenons pour V,

Ogt(z', 0) = au"‘gg (2, 0)+ “m"% (3, 0),

8
) o+ (5%, 0) = @219 (3, 0) + @20 (3, 0).

3. Quelques conséquences de lintroduction des domaines repré-
sentatifs. — L’introduction des domaines représentatifs permet de
donner un certain nombre d’énoncés pour la théorie des trans-
formations.

1° Il suit de la formule (4) et des remarques qui la suivent, que
chaque domaine cerclé ainsi que (mp)-cerclé pour m> 1, p>x 1 est
un domaine représentatif par rapport 4 son centre.

2° Si deux domaines & et 3" sont transformés I’'un sur I'autre par
la transformation ;= wy (31, %3), k=1, 2 non normée ayant le
point fixe {¢}, alors il résulte de (8) qu'on passe de R[®,¢] a
R[®", t] par la transformation affine

J
(9) Wi=or L+ ag2 Z,, (h=1, 2), Ghn= (925)
Zn [sp=1p

3° De 1 et 2 il résulte que la transformation d’un domaine cerclé
ou (mp)-cerclé avec m>1 et p>1 sur un domaine du méme type
et avec le méme centre est nécessairement affine. Remarquons qu’une
analyse plus détaillée permet de donner des renseignements beaucoup
plus précis sur cette transformation affine.

Des considérations de la page 35, on déduit que chaque transforma-
tion qui change un domaine semi-cerclé avec le plan fixe z;=o0en
un autre domaine du méme type est nécessairement de la forme
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3, =g1(51), 8#,=252£(31) et que chaque domaine semi-cerclé S
équivalent 4 un domaine cerclé avec le centre dans le plan fixe de 3
doit étre un domaine cerclé de Reinhardt. [Welke |, Bergmann 3,
Aronszajn 1, 2, résultats démontrés par d’autres méthodes par
Behnke 2, H. Cartan 3].

4° Comme il n’y a dans chaque classe d’équivalence par rapport
aux transformations normées qu'un seul domaine représentatif
chaque transformation s;= z}(31, 22). k=1, 2, normée en {¢|
d’'un domaine en lui-méme doit étre une transformation identique.
En effet dans chaque voisinage U suffisamment petit du point { ¢} la
transformation V, est biunivoque. De

(10) v,_'qf(z, H = vé;g*(z"', ), vcoé (3, 8)= 02;3:* 3, 1)

il suit que s; =2, k =1, 2 dans U, mais z;(5) étant analytique
dans @3, il en résulte qu’on a z; = z; dans & | Bergmann, 5].

5° On peut aussi, en utilisant les propriétés des domaines repré-
sentatifs, déduire certains théorémes sur les domaines qui admettent
un groupe d’automorphismes (de transformations du domaine en
lui-méme), laissant fixe un point intérieur {¢}. On appelle un tel
groupe GROUPE DE $TABILITE DE {Z}. Les domaines possédant un tel
groupe, ont été étudiés par plusieurs mathématiciens généralement &
I'aide de la théorie des groupes. En s’appuyant sur la théorie des
groupes et sans utiliser les théorémes de la théorie des fonctions
orthogonales, M. Henri Cartan a ainsi démontré un théoréme impor-
tant & savoir que chaque domaine de cette espéce peut étre repré-
senté sur un domaine (m, p) cerclé (¢f. I1, p. 16). La démonstration
se compose de deux parties Dans la premiére on transforme le
domaine en un autre domaine dont le groupe de stabilité ne contient
que des transformations linéaires. Dans la seconde on aboutit, en se
basant sur la théorie de groupes des transformations linéaires, au
résultat indiqué. Comme on peut montrer le résultat de la premiére
partie résulte aussi de la théorie des domaines représentatifs. Dans
le paragraphe suivant nous traiterons ce cas d’une maniére plus
détaillée.

4. Les R(®3, t) des domaines (3 avec un groupe de stabilité de
{t}, {t) e B. Considérons un domaine & admettant un groupe A

MEMORIAL NDE§ SC, MATH. — N° 108, 3
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3y = 3;( 81, 34) de stabilité¢ de O ={o, 0}(*). A ce groupe corres-
pond dans R(®B, O) en vertu de (8) un groupe affine L de la
forme (9). Le groupe de transformations L resp. A posséde les
propriétés suivantes dont nous aurons besoin dans la suite.

® Le Jacobien A = oy 90— 45094 des représentations de L est
de module 1. On a en effet

_ | D(wl, wi)
(n 1Al _| D(wy, w2)

_ | DIete(z"), o01(s")]] | D(at, 23], D (2, 22)

1T D, A D(z1 2) | | D[#3%(z), w01 (z)] |’
(3)=1(21, 32), (5")=(3], 5;), puisque une transformation du

groupe L provient d’une transformation du groupe A par I'intermé-
diaire des formules

fwil=Vo({2])  twr}=Vo({m}),

A étant constant dans le domaine R (&, O), il suffit de calculer A &
Porigine. On a

D[vio(s"), v*1(3")]
D(z1, 53)

_. DL, emis))
st=s*=0 D (21, 22)

=1,
Ly=23s=0

car la transformation V, est normée & P'origine. D’autre part, en
vertu de (IV, 2), on a

Kg (31, 525 31, 23)
- de(zf, 5;, ;f: ;;)

l Dz}, 1)
D(z,, Z:)

En posant 5; = 5,=o0, k =1, 2, on’obtient

D z7, 37)
D21, 32)

=1I.
3y 7=34=0

La forme hermitique 2 ],,,,,(z;, Bay z,, z,) dzn dz, (cf. IVy, 6),

reste invariante dans les représentations du groupe A de @ en
lui-méme. Au point {0, o} on a dzz= dv™". 1l suit que la forme

() Sans auncune restriction nous pouvons supposer ici et dans la suite que

{e}={o 0}
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hermitique

-
-
2‘ Trmz(0, 0, 0, 0) doPutim doPais, (p1,q1) = (10), (P2) q2)=(01),
myn
l .
reste invariante dans les représentations du groupe L, et comme
celles-ci sont linéaires, il s’ensuit que la forme hermitique

(12) ZTmn(o, 0, 0, 0)oPmImpPndn,  (p1, qi)=(10), (P2 q2)=(o1),

n,n

reste invariante dans les représentations du groupe L.

3° Les groupes A et L sont isomorphes. En effet, si la transfor-
mation & C A a la forme

.
Z
zi:Zaﬁ’”z,-&— . (k=1,2),

s=1

la transformation 1 correspondant a & a la forme

2
d
ORIk = 2 alh) pPads

s=1

(¢f. 3.2°). Il en résulte immédiatement que cette correspondance est
une homomorphie de A sur L. Une transformation 1 ne peut pas
correspondre 4 deux transformations @, et &, C A car &,a7' serait
normée au point {0, o} et d’aprés (3.4° p. 33) serait une identité.
Par conséquent la correspondance en question est une isomorphie,

4° Soit B un domaine borné. Dans ce cas A est un groupe
compact, c'est-a-dire, si { f$"(21, 22)}, k=1,2, Rn=1,2, ..., est
une suite infinie d’automorphismes de A, alors on peut en extraire

une suite {f" (3, z5)} convergeant vers une transformation & € A
[H. Cartan, 3].

Démonstration, — On extrait une suite { /%™ } ={f{™, f7™ | de
maniére que { £{™}—{fi] uniformément dans tout domaine inté-
rieur 3,, B, c B. C’est toujours possible car [, k =1, 2, forment
une famille normale. On aura de méme pour le jacobien :

D(fim)—>D(f). Par conséquent D(f) est une fonction réguliere
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dans & et ne s’y annulant pas (1). Nous devons mainlenant montrer.
y P

que la transformation limite { fz } change chaque point intérieur {Z; |

de @ en un point intérieur {Fi}, Fi=/fx(Z,, Z,), de 3. Si B est un

domaine. dont la fonction-noyau K&(z., B} By, 22) est en chaque

point de la frontiére infinie, on a d’apres (IVy, 2)

Kag,(zh Zy; 21, 22)
[Dfm) = 2

Kgl (L), feo(2); f7 (L), f(L)) =

et comme D(f\™), _, converge vers une valeur de module positif,
Kg| fm(Z), f(LY; f7(ZY, f7(Z)] seront bornées dans leur
ensemble d’ou il résulte que la distance entre { f{"(Z) | etla frontiére
de @ reste au-dessus d’une valeur positive, indépendante de m et le
point limite { Fy } de { f§”(Z) est un point intérieur de @&.

On peut donner pour ce dernier fait une autre démonstration sans
considérer la fonction-noyau et valable pour un domaine quel-
conque. Choisissons { g} de telle maniére qu’on ait dans chaque
By {9} >{ox}, D(¢™)—>D(9), {¢™} étant la transfor-
mation inverse de {/{”}. A un point intérieur {ZX} ne .peut pas
correspondre un point frontiére {f*(Z)}, car, vu que D(f)3£o,
il y aurait une hypersphére de centre {Zg } se transformant par fen
un voisinage entier de { fx(Z)} de maniére biunivoque et, en vertu
de la convergence uniforme des fi™), la méme hypersphére (si elle
est choisie suffisamment petite) serait transformée parles f1"*) pour m
suffisamment grand également en un voisinage entier de { fx(Z) |, ce
qui est impossible.

Le groupe L de transformations linéaires posséde les propriétés 1
ct 2 et, étant isomorphe a A.. est aussi compact.

Une substitution linéaire convenable, effectuée sur les variables pm*,
raméne (12) a la forme

(13) V1V1+ ngz-

Ainsi, étant donné un groupe compact L des substitutions linéaires

(1) On g’appuie ici sur le théoréme connu que si une suite g™ (z) > g(z) (um-
formément dans g) toute valeur prise par g dans g, doit étre prise dans le méme
domaine par les gt» pour n suffisamment grand sauf le cas oii g est une constante.
L’éventualité P(f) identiquement nul est impossible, vu que D(f) est & 'origine
de module 1.
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a deux variables complexes, on peut le transformer par une substi-
tution en un nouveau groupe L/ laissant invariante la forme (13).
Soit V= [z}, = arzs + bz, k=1, 2)] une substitution quelconque
de L/, il existe deux transformations S, = [z}, = (-— 1 )*e'% 3, k=1, 2],
x =1, 2 telles que les transformations 8,1 et 8,1’ aient pour déter-
minant P'unité. A toute transformation de L/ se trouvent ainsi
associées deux transformations de déterminant égal a 1. L’ensemble
de toutes les transformations associées forme un groupe compact G;.
les transformations de G laissent invariante la forme (13). Si la
transformation & = [z}, =axz,+ Bi3s, k=1, 2], tfa—oafi=1

fait partie de Gr, la transformation 8" =2} =—oax 51— B 32, k=1, 2],
en fait aussi partte. A I'ensemble de ces deux transformations corres-
oy 7+ pl

pond une transformation homographique Z'= ——— & qui jouit
de la propriété suivante : si Z' est transformé de Z, alors — Z'~* est
transformé de — Z—1. Inversemé,nt, a toute substitution homogra-
phique, jouissant de cette propriété, correspondent deux transfor-
mations g et §* qui laissent invariante la forme (13). Au groupe G-
correspond donc un groupe compact H de transformations homogra-
phiques. Or, a chaque transformation de H correspond une rotation
de la sphére autour d’un diamétre (dans I’espace a trois dimensions
réelles). Le groupe H est donc isomorphe & un groupe de rotations
de la sphére. Mais on connait tous les groupes compacts de rotations
de la sphére.

1° Ou bien H n’a qu’un nombre fini d’opérations;

2° Ou bien H est isomorphe au groupe de rotations, autour djun
diamétre, éventuellement combinées avec une rotation de 180° autour
d’un diamétre perpendiculaire;

3° Ou bien H est isomorphe au groupe de toutes les rotations de
la sphére.

Un examen plus détaillé de ces cas conduit au :

Tatorime IV. — Etant donné un groupe compact de transfor-
mations linéaires homogénes & deux variables on peut effectuer
sur les variables une transformation linéaire telle que le groupe
transformé rentre dans U'une des catégories suivantes.
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1° Groupes & un parameétre : groupe résultant de combinaison
d'un nombre fini de transformations lirnéaires avec toutes les
transformations de la forme z,=e"™z,, z,=¢e"z,, m et p
désignant deuz entiers premiers entre euz, 8 un nombre réel
quelconque.

2° Groupes & deux paramétres : groupe des substitutions
Si=e€%z, k=1. 2 (o réels quelconques) évenluellement com-
binées avec la substitution 7, = 33, 5,=3,.
3° Groupes a trois parameétres : groupe de transformations
3y = elwcosp. s — €' sin .3y, 2= €' sin ¢ 31 + ¢~ lwcos 9 32
kT ‘L kn

U 2 fm—

éventuellement combinées avec 3,=e "3zy,z,—e€ " z,.

4° Groupes & quatre parametres : groupe de toutes les trans-
formations qui laissent invariante la forme (18) [H. Cartan, 3].
o q b

Si le domaine @& admet un groupe de transformations, avec un
point fixe { £} c @, alors, d’aprés le paragraphe 2, R (@, ¢) admet un
groupe de transformations linéaires. Si ce groupe est compact (ce
qui a liea par exemple lorsque & est borné), alors aprés une transfor-
mation lindaire convenable, le domaine nouveau C(@. ) admet un
groupe de transformations linéaires indiqué dans 1°4°. Dans le
premier cas C(d. t) est un domaine (m, p) cerclé, en particulier il
est un domaine cerclé si m = p =1, il est un domaine semi-cerclé
et dans le cas ou m =1, p =0 ou m =o, p =1. Dans le second cas
nous oblenons le domaine cerclé de Reinhardt, tandis que le cas 3°
et 4°nous donnent une hypersphére ().

1l est naturel d’appliquer des méthodes analogues a des domaines
qui admettent un groupe d’automorphismes ayant un point invariant
sur la frontiére, mais ce probléme n’a pas éié traité jusqu'a main-
lenant.

5. Les domaines minima. — (onsidérons I'ensemble G (P) de
domaines engendrés & partir d’'un domaine @ par des transformations
pseudo_couformes {pi(zh 52>, 02(54, Zn)} normées au sens (*) p&!‘

(*) Remarquons que dans quelques cas 1l faut considérer des domaines (m, n),
cerclés non-bornés.
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rapport & un point fixe P a 'intérieur de 3. (Pour fixer lesidées nous
supposerons dans ce paragraphe, que P soit {0, 0} ). Nous avons donc

D( e, va)

(*) vi(0,0) =0 A=1, 2, D(zy, 23)

=1,
Zp=0

A coté de domaines représentatifs on peut distinguer dans I’en-
semble G (P) des domaines possédant la propriété qu’une quantité
liée au domaine (variant avec les transformations pseudo-conformes)
devienne minima. On appelle ces domaines domaines minima.

On a considéré jusqu’a maintenant deux catégories de domaines
minima, a savoir (9M,) pour lesquels le volume devient minimum
et (M,) pour lesquels la distance maxima de {o, o} jusqu’a la fron-
tiere devient minimum (1, sont des domaines qu’on peut placer
dans une hypersphére minima).

A. Le volume d’un domaine & obtenu a partir de & par une trans-
formation pseudo-conforme

w Ji=Jfr(&1, 32) k=1, 2,
n— [ |2 .
est Vol(ﬂs)_é Dz z) dw;. Le volume de oM, (®) [domaine

minimum & partir de 3] ne pouvant étre diminué par aucune trans-
formation W*, nous obtenons pour la transformation

W =[wi = wi(21, 52), k=1, 2]
changeant & en 1, (B),

D(.Wl, Wg) _ 1 .
m = Mg (21, 523 0, 0)

[voir 114, p. 31 et (I, 9)].

Il faut d’abord montrer que dans chaque G(P) engendré d’un
domaine @, il existe au moins un M, (B) ().

Pour simplifier nos considérations, nous ferons ici sur @ les hypo-
théses suivantes :

(') Remarquons qu’il existe alors une 1nfinité de J14 (@), car par une transfor-
. . D(w}, w3)
mation pseudo-conforme wj = wj (w,, w,) avec m

sera changé en un autre J1,((B) de G(P).

=1 le domaine N, (B)
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1° Chaque intersection ®.(z;=2]) est un domaine simplement
connexe.

2° Il existe un nombre fini de surfaces analytiques

3 =E[z=hy(z)] (v=1,2, ..., n)
telles que pour chaque z3, pour lequel @.(z53= 3J) n’est pas vide,

n

233 J[®B.(5:=13})] n’est pas vide.
v=1

* 3¢ N existe un z; tel que 3;.[B.(35,= 3;)] n’est pas vide pour tous
les v.

L'existence de Mg (21, 225 0, o) étant assurée (IIl,, g) il suffit
de montrer qu'il existe une fonction W, (2, 2,) réguliére dans ¢ et

'ﬂ‘—fg-'l-‘—z’—) = M@ (51, 32; 0, o), [{Wu(54, 23), 52}

transforme alors 3 en O1,(®3)]. Supposons qu’on a ks (z;)=o et
désignons par ¥j,v=1, 2, .... n, les projections de 3} sur le plan
2= const. (L’ensemble de coordonnées z, de 3;.) et conslruisons
les fonctions H,(2,), v=1, 2, ..., n, chacune réguliére dans P2 et
telles qu’on ait dans 9.9},

telle qu'on a

hy (z3)
H,(Zg)—'H1(Zg)=f Mg (31, 32; 0, 0) dzs.

y=0

et H,(2,) est une fonction analytique arbitraire réguliére dans la
projection de @ sur le plan 5, = const.
En

Wi(z1, 22) = Hy(3s) +f Mbg,(zl, 223 0, 0) dzy,
()

on obtient alors la fonction cherchée.

Il se pose alors le probléme d’étudier la structure et les propriétés
de domaines minima. Dans le cas d’une variable, il résulte du théo-
réme sur la représentation d’un domaine simplement connexe 82 sur
un cercle. Dans ce cas M1} (82) est un cercle. Si 'on veut démontrer
ce théoréme sans faire appel a la proposition citée, il faut montrer
que le domaine f} dont l'existence est assurée indépendamment du
dernier théoréme [ Bergmann, 1] est un cercle, ce qui a été démontré
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dans le cas ou M} est étoilé et borné [Bergmann, 10, Schiffer, 1].
Dans le cas de domaines doublement connexes fit? n’vst pas univalent
[Kufareff, 1].

Dans le cas de deux variables M. Schiffer [1] donne un critére
pour que le domaine minima soit univalent. A cet effet il introduit
des domaines minima spéciaux o1} (@), quel’'on obtient a partir de &,

si Pon ne considére que les transformations pseudo-conformes uni-
valentes et normées de la forme

Wy =f(zi, Zg), Vo = Zas.
Si @ satisfait aux hypothéses 1, 2, 3, et s’il existe une constante L,
telle que deux points arbitraires { 3, 23}, k =1, 2 de M (2= 3})
peuvent étre reliés par une courbe située toute entliére dans

oM} .(z.=z,) dont la longueur ne dépasse pas L | z{"'— z{*'|, alors on
obtient les résullats suivants :

1° I1 existe un Onj(®) satisfaisant aussi aux hypothéses 1, 2, 3..

2° On a

S et wiydo =500, 0) [ d,
My mny

g(w], wy) étant une foncuon arbitraire bornée dans :mi.
3° Soit W'={ o, (] w! (w!, w*)la transformation pseudo-
1 1) 2 1) 2 (1 ) 2 ) P
Wi, wh

. . D(wi, w3)
moyenge par une suite de fonctions

conforme changeant o1 en JN,, si peut étre approchée en
Pa(Wi; #3), [ea] £M <o (n=1,2, . 0y)
alors on a N} =oM,.
4° Sion; est étoilé, alors on a O} =, [ Schiffer 1].
B. Quant a la seconde catégorie de domaines minima (J1,) ils

n’ont été que trés peu étudiés. On a donné seulement quelques éva-
luations pour le rayon p de la plus petite sphére, qui contient I, (B)

si O, est univalent.
>~ ) —_ 2
P= n2Kp(0, 0; o, 0)’

1° On a d’abord
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car le volume de la sphére mentionnée doit étre plus grand que le
volume de N, (&).

2° Si par un point frontiére ou extérieur de¢ @ ils passent deux
plans analytiques

a1+ byza=VLy, |@n |2+ b, 12=1 (n=1,2)

ne rencontrant pas @ et formant un angle analytique ¢, alors on a
2| LiL, ]|
= ‘ Jaizizl
= 4 sin €19

6. Domaines homogénes et domaines symétriques ('). — On
appelle pomaines momocines les domaines 3 admettant un groupe
d’automorphismes transitif c’est-a-dire tels qu’'a deux points arbi-
traires { 5!/} et.[{5(2)} de & corresponde un automorphisme chan-
geant {3t} en | 5/ 1. .

M. E. Cartan a fait 'étude de ces domaines [1] et est parvenu a des
résullats importants. M. E. Cartan établit d’abord tous les groupes
de transformations transitifs (données par les transformations infini-
tésimales) avec des paramétres réels, et étudie sous quelles condi-
tions existe-t-il des domaines bornés, adniettant ces transformations.
En outre M. E. Cartan indique que I'introduction de la métrique G-
permet de reconnailre dans certains cas qu'un domaine homogéne,
non borné @ n’est pas équivalent a aucun domaine borpé.

[Bergmann 6.

En effet, étant donné un groupe des transformations
wp=wi(31, B2, A1, ..., Ar) (k=1,2),
v, étant analytique en 24, 23, a4, ..., @, on a en vertu de (IV,, 2)

1 Ep(s, z)
- Kp(w, w)

D(Wh Wg)

(14) Dz, 22)

Choisissons pour { w} un point fixe par exemple { w°}. Si r > 2 on

(') Tous les résultats de ce paragraphe sont dus 3 M. E. Cartan. Remarquons que
M. E. Cartan a étudié directement le cas de n variables et que le passage de n = 2
b n>2 présente dans quelques questions ( par exemple déterminations des domaines
homogenes) des difficultés essentielles).
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peut déterminer a I'aide de deux équations
Wi = wi(21, 33, A1, ..., Ar) (k=1, 2)

deux paramétires a; et les mettre dans (14). Vu que le membre droit

de (14) ne dépend pas des a, il en résulte que le Jacobien %({:—:’,—;2—’)2

en valeur absolue ne doit pas dépendre, aprés cette subtitution, de
tous les a; restants. S’il n’en est pas ainsi le domaine en question
n’admet pas de fonction-noyau et ne peut donc pas étre équivalent a
un domaine borné. .

Si, aprés I'élimination mentionnée, le carré du module de déter-
minant ne dépend plus que des z, et z, il est égal d’aprés (14), 4 un
facteur positif constant prés, a Kg(z, ).

Il est possible dans ce cas de calculer  'aide de %%—%’7) | la forme
hermétique ® donnée par (IV, 6). ’

Une condition nécessaire, pour que le domaine & soit équivalent
a un domaine B' borné. est que cette forme soit définie positive.

Ce critére, joint aux autres résultats de [1], obtenus a 'aide de la
théorie de groupes a conduit M. E. Cartan au théoréme suivant :

Tatorime V. — Pour qu'un domaine homogéne &, groupe de
stabilité compact soit équivalent & un domaine borné il faut et il
suffit que la forme différentielle ®, calculée, comme il a été dit

plus haut, au moyen du groupe du domaine, soit définie positive
[E. Cartan 1].

Un domaine borné est dit syméTrIQUE par rapport & un point inté-
rieur {¢} s'il existe une transformation pseudo-conforme involutive
du domaine en lui-méme admettant le point { {} comme point inva-
riant isolé.

Si nous utilisons les coordonnées représentatives ¢'°, ¢°' par
rapport 4 { 0, o} [nous supposons pour simplifier {¢} ={o0,0}]ona
d’aprés 2° voir page 38.

0’10 = ¢, p10, 0’01 = g4 p02 (er==1).

La symétrie, n’admettant aucun point invariant infiniment voisin
a{o, 0} on obtient gg=—1.
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Le domaine ne peut étre symétrique par rapport a4 un point que
d’une seule maniére, indiquée plus haut,

Si un domaine borné homogéne est symétrique par rapport 4 un
point intérieur particulier, il est symétrique par rapport a tous les
autres points intérieurs. Car si d estla symétrie par rapporta { 0,0},
et si § désigne un automorphisme amenant {0, o} en un point {¢},
alors sds™' est la symétrie admettant {¢} comme point invariant
isolé.

En utilisant la métrique G- on peut démontrer que tout domaine
borné symétrique par rapport a chacun de ses points est homogéne (')
(Voir E. Cartan [1], p. 134).

Un domaine borné symétrique par rapport & chacun de ses points
est dit DOMAINE BORNE SYMETRIQUE.

En utilisant les résultats dela théorie de groupes, il est possible de
déterminer tous les domaines bornés symétriques.

Dans le cas de =2 et n =3, on constate que chaque domaine
borné homogéne est un domaine symétrique.

M. E. Cartan a posé le probléme trés intéressant de savoir si le
méme fait & lieu aussi pour n> 3.

7. Les domaines admettant un groupe d’automorphismes ( pas néces-
sairement avec un point fixe). — En ne supposant plus I'existence de
points fixes, M. B. Fuchs [4] a étudié quels sont les groupes d’auto-
morphismes qui sont @ priori possibles. Il examine pour celale groupe
de mouvements dela géométrie Riemannienne définie par (IV,.6) qui
est donné par la transformation infinitésimale

(15) Xf= Zz;k of +<:A "f 3z, = Lk(3y, 22) B8, 831 = [k(Z1, 53) OL,

ol ¢ est un paramétre réel. Le groupe indiqué est défini comme d’habi.
tade par la condition

(16) 3(ds?)= o,

qui conduit aux équatidns de Killing correspondant a ce cas. En écri-
vant (16) de facon développée, en tenant compte de (IV,.6) et en

(') Notons que M. H. Cartan a obtenu une autre démonstration de cette propo-
sition, indépendante des considérations de la métrique G.
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égalant les coefficients de dz,dzdt & zéro, nous obtenons les équa-
tions suivantes

(17) z(d’rdc ddlet"'f‘Tc "d‘l+Tlo dE >=07

- 35 9z, ES

ou T, est donnée par (IV,.5) [Pour établir (17) il faut évidemment
utiliser les conditions d(dzx)= d(d2;)]. En vertu de la forme parti-
culiére de 7',; on peut écrire les équations (17) sous la forme

(18) = (ZTc) ) (ZT“) =0,

ou bien

Jdy, . d _
t9) EefEoo =Yl G=XTaly

(19) représentent les équations de Killing. De (19) et de (IV,.6) il
résulte

(»0) =22, =2

Maintenant on peut écrire au lieu de (16)

2(®+®)

(21) o
03,03z

(i=1,2,k=1,2)

Ces équations signifient que @ — ®@ est la partie réelle d’une fonction

analytique de deux variables complexes. D’aulre part nous tirons
de (15)

dloglxg _ dlogk,
(22) tb+<1)—2( - LA — @ =X[logKg].
N s

On a donc le

Tatorkme VI. — La condition nécessaire et suffisante pour que
le groupe de transformation Xf de représentations pseudo-
conformes soit un groupe de mouvements de la géométrie G
(Cf.y IVy, p. 53) est que X[logKg| soit la partie réelle d’une
fonction analytique de deuz variables complezes [ Fuchs, 4].
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. . - . >
En continuant ces considérations on peut déterminer les ¢*. Onacn
effer le

Tutorime VII. — S'il y a un groupe analytique (15) de mouve-
ments de la géométrie G, alors on a

5= Nrls =N =il ;) 22 log M(z, 1)
(23) tp(p)_z 21 [a‘ Tri(t, t) Ts(e, 5)— as TP1( 3, t)—W
+B§ 777( 3, E)h__d’loglf(z, t)],
ot;
ou {t}est un point fizxe de B, M' (3, t) est la fonction minimum
correspondant a {t} (Cf. 11, p. 31) et s, B sorit des constantes
convenablement choisies [ Fuchs, 6].

On peut de plus trouver avec les mémes méthodes le nombre de
paramétres du groupe.

M. Fuchs [6] a déterminé finalement tous les groupes de mouve-
ments 4 un, deux et trois paramétres qui, a priori, pourraient se
présenter dans les géométries G- Il reste donc encore & voir quels
sont les groupes qui peuvent effectivement se présenter, et indiquer
‘les domaines 3 admettant chacun de ces groupes comme groupe
d’antomorphismes.

M. Fuchs a établi par exemple le seul type de groupe d’automor-
Phismes & un paramétre qui peut se présenter (et qui se présente
effectivement). 1l se détermine par transformation infinitésimale de
la forme

Xf=2Re (%),
La fonction-noyau s’écrit alors sous la forme
K=exp[y+7+®] (expa=ea),

% = x (%1, 3,) étant une fonction analytique de 34, 52, ®=®(y,, 4, ¥a)
étant une fonction réelle analytique de y,, #,, ¥2. Bien entendu ces
formules sont valables pour un choix convenable des coordonnées
locales.

8. Le role des coordonnées représentatives dany le cas des
domaines &3 arbitraires. — Nous allons maintenant indiquer quelques
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applications de coordonnées représentatives par rapport i un point { ¢ }
du domaine. Comme nous avons indiqué on entend sous coordonnées
représentatives les ¢™#, (mn)=(1, o), (6, 1) introduit dans (2).

On a lc théoréme suivant :

Tatorime VIII. — Les composantes du tenseur de la courbure
2H,." des surfaces de coordonnées représentatives par rapport

a { ¢t} sont toutes nulles au point {t}. Dans ces coordonnées on a
au point { ¢}

I e i e M R

ou { | désignent les symboles de Cristoffel correspondant & la
métrique G g [ Fuchs B].

Ce résultat présente un intérét du point de vue suivant : les coor-
données naturelles (riemaniennes) de la géométrie G- ne sont pas
analytiques en z,, 3,. Les coordonnées représentatives par rapport
au point { ¢} tiennent donc licu en quelque sorte de coordonnées natu-
relles analytiques au point {¢}.

9. Relations entre les différentes variétés critiques de la fonction-
noyau. — Indiquons encore une méthode ,qui devrait pouvoir
permettre d’obtenir des relations d’une certaine espéce entre la fonc-
tion-noyau et les autres invariants de Gr. Considérons un domaine 3

dont tous les points frontiéres sont des points limites L, de troisiéme
ordre. En vertu du théoréme I, la normale au point { 514} ala surface

Kg( 5, 3)= Kg(z", 5'9) converge vers la normale 4 la frontiére b?
de @ au point { 59}, si { 500} { 50},

Dans ce cas on peut établir certaines relations entre le nombre des
points ot Kz (2, 2) a un minimum ou un minima (dans des cas de

dégénérescence cela peut étre des lignes, des surfaces ou méme des
hypersurfaces) et les nombres de Betti de 6 ().

D’autre part (¢f. I, p. 52) Kz (3, z) admet une interprétation

-
-

(1) Cf.par exemple M. MoRrsE, The calculs of variations in the large, New-York
1934, chap. VL.
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géométrique immédiate : K3(z, 5) est égal au volume de I'indica-
trice de la métrique G, si I'on pose dans (IV,. 6)

J—-‘/————l—\—
TV TiTu— | T

Remarquons aussi, que, comme le montre l'étude de M.
Zarankiewicz [1, 2] concernant un anneau circulaire dans le cas du
plan, il peut y avoir des variétés critiques dégénérées.

D’une fagon analogue on pourrait examiner les invariants R el J.
(Cf-IVy, ar et 1V, 14.)

Remarquons que P'étude de la structure topologique des hyper-
surfaces : J = const. permet de donner les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un domaine @ soit équivalent & un domaine cerclé
de Reinhardt. En effet, considérons le centre O d’un domaine cerclé
de Reinhardt. Il se présente en ce cas les trois possibilités suivantes :

1° O est un point isolé ou J prend une valeur extrémale.

2° Il passe par O une hypersurface de niveau, soit J = J,. Dans
ce cas le voisinage (a quatre dimensions) de O est divisé par J = J,
en deux parties conpexes, alors que la frontiére du voisinage de O
sur 'hypersurface J = J, est en tore. *

3° Certains cas cxceplionnels que nous ne discuterons pas ici
(Cf. aussi Morse, loc. cit.).

Ces propriétés sont invariantes par rapport aux transformations
pseudo-conformes. D’autre part on voit immédiatement que la struc-
ture des hypersurfaces de niveau J = const. en chaque point distinct
du centre O doit différer de celle décrite en 1°, 2° et 3°. Ainsi, la
valeur extrémale doit toujours étre atteinte sur une ligne ou sur une
surface, et non en un point isolé; dans le cas o le voisinage 4 quatre
dimensions d’un point P autre ‘que O, consiste en deux parties
connexes, la frontiére du voisinage de P sur I'’hypersurface J = J,
est, en général, une sphére. Mais jusqu’a maintenant aucune
recherche n’a été effectuée dans les directions mentionnées.

" III. — QUELQUES EVALUATIONS POUR DIFFERENTES CATEGORIES
DE TRANSFORMATIONS PSEUDO-CONFORMES.

1. Exposé du probléme et idée de la méthode. — Nous nous occu-
perons de problémes du type suivant : un domaine @3 est représenté
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par des transformations pseudo-conformes (quelconques ou apparte-
nant 4 une certaine catégorie, par exemple ayant un point fixe ou
étant normées en un point) sur des domaines § qui sont tous contenus
dans un domaine déterminé @. On suppose que la fonction noyau
existe pour @. En ce cas il s’agit de borner les variations de certaines
grandeurs attachées a la métrique euclidienne (par exemple la
longueur d'une ligne, l'aire et la courbure des surfaces et des hyper-
surfaces, etc) pour l’ensemble des transformations de la catégorie
envisagée.

L’idée principale de la méthode employée est la suivante. On
montre que les grandeurs qui nous intéregsent sont égales soit aux
valeurs minima A (respectivement 7—1) soit a des combinaisons d’um
nombre fini de A (¢f. 1I1,).

Pourles A on a la relation fondamentale Ag = A [of. (1111.6)]
ce qui nous donne une borne inférieure pour celles des grandeurs qui
sont égales a 5 (Le domaine & est pour tous les domaines § un
domaine de comparalson extéricur).

Pourlant, si la grandeur considérée est une fraction ou des A
entrent aussi bien dans le numérateur que dans le dénominateur il

faudra avoir des bornes inférieures pour les A, ce qui, en général,
nécessite ’emploi d’un domaine intérieur de comparaison.

2. Quelques évaluations pour la fonction noyau, et leurs consé-
quences. — Nous allons illustrer la méthode indiquée par I'étude de
quelques problémes particuliers et, pour commencer nous allons

établir les bornes pour la fonction-noyau Kg = % (*) (¢f. le théo-

réme VI, p. 444).
Nous allons prendre pour & :

1. @ = & (représentations du domaine sur un domaine partiel);
2. @ =&, = espace |w| <, k=1, 2 & 'exception des 6 plans
wy=o0,1, o (H=1, 2);

(1) Il s’agit au fond de la méme méthode que celle qui a été utilisée au Chapitre I.
Cependant nous bornerons une série de grandeurs nouvelles et nous établirons les
bornes non seulement dans le voisinage d’un point de la frontiére du domaine, mais
aussi pour les points intérieurs.

MEMORIAL DES 8C. MATH, — N° 108,

v
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8. A=~Q;=-espace |w;| <o, a I'exception de deux variétés
linaires a trois dimensions a;, A=1, 2 que nous préciserons plus
loin.

Ad. 1. Comme Kp(3z,3)= i'l—l(—z_) ('), on a en vertu de (III,,6)
(]

(1) Kg(s, z2)> Kg(s, 7).

Cette inégalité a une signification profonde du point de vue de la
théorie des fonctions.

Silon considére en effet dans le cas d’une variable complexe la
métrique invariante (¢f., IVy, p. 56) on a
(2) dspe(z)= Kpa(3, 3)| dz 2,

et I'inégalité (1) indique que dans une représentation conforme w(z)
du domaine 3?2 sur ®2 avec ®2c B2 on a

dsg(z) = dsga(w)> dsga(w),

c’est-a~dire que dans les transformations considérées la longueur
invariante non euclidienne d’un arc infinitésinial prise par rapport
a B2, ve peut pas "augmenter (lemme de Schwarz sous la forme
indiquée par Pick).

Si I'on introduit dans le cas de deux variables complexes la
métrique Grg, donnée par (1V,,6), et si 'on pose

J_\/____{f____
TiTs— | Tha]®

on obtient pour l'élément de volume non euclidien dans la
géométrie G5

(3) dQG (w1, wa) = K@ (w1, wa; w1, ws) dw® (wy, wy),

ol dw!¥) (wy, w,) est 'élément de volume euclidien. Si 'on désigne

(1) (1) est d’une part plus général que le lemme de Schwarz car G ne doit pas
nécessairement étre I''mage de O3 par une représentation conforme (respectivement
pseudo-conforme ), d’autre part le lemme de Schwarz dit quon a (1) méme s1 G
n’est pas umvalent ce qui ne résulte pas immédiatement de notre raisonnement.
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d’autre part comme ELEMENT D’AIRE Au sENs B mon rvcLipien (dans
la géométrie Grp) d'une surface

wp = wi(u, W) (A=1,2),

(les uy étant des variables réelles)

/ —= D s
(4) dg%’(wi, wy) =} K‘B(‘Vj, W5 g, e ) ﬁ.:—:ﬂdu;, dus,

il résulte de (1) que: Sigc @, ona
(5) dQG (w1, w) < dOE) (w1, wp) (=12, §).

En particulier si la représentation pseudo-conforme
(6) W w; = wy (31, 3s) (h=1,2)
transforme & dans un domaine partiel G c @, alors le volume,
(respectivement lUaire non euclidienne au sens B) dans la

géométrie Gz des domaines (respectivement des surfaces)
n’augmente pas

-

[1l suffit de poser dans (3) dQE (wi, w.)=dQF (s, 2.)]
[Bergmann, 19].

Remarquons encore que dQ@E(wi, w,)= :—!ds. ds,siny od
x signifie (non pas I’angle usuel, mais) I'angle analytique entre les
vecteurs 3%:—-:, Z—%}, k=1, 2 (cf. Ii, p. 9). En relation avec cela on
peut faire correspondre a chaque point de la surface

wy = wy (U1, Uy) = 01+ 103, Wy = wa (U1, U ) = V3~ iV,

la grandeur

q)(w w ) D(‘,pl’ WZ) . EU?” Evhvk, .
1 2) = .
! D(ui, us) Topvke  Ze2,

(7)

4
=G M=%
Im—dun}

A=1

que nous utiliserons dans la,suite.
* (1) permet dailleurs encore une interprétation un peu différente.
L’indicatrice de la métrique G au point { 24, 25 }

\

(8) W@(zi; 22), JZTm‘,;(,’h, 2323 ;1, Zs)zmzn<l7
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est un hyperellipsoide dont I'équation peut étre mise par une trans-
formation unitaire (I,, 9) sous la forme

(9) M(Z1, ) |27 P+ Re(21, 2) [Z5[2< 1,

n==s(iF ia i+ T Ty Ta—| Tal*

-4'=E [—f—\/l——§- ] S=J(T11+ng), A=J-(Tung—|Tn|).
Sil'on pose toujours J*= ——& , on obtient A=K et le

T IniTs— | T2
volume euclidien de Vg (51, 32) est donné par

T2 w2
2M (21, 52).02(%1, 32) 2K (a1, 225 21, 52)

Vol.[‘(s’m(zl, 52)] =

De (1) résulte que : si g c &, alors

Vol.[Wg (31, 72)] < Vol.[Weg( a1, 22)]-

Ad. 2. — Envisageons maintenant le cas 2, ou @ est représenté
par (6) sur un domaine § C &,. D’aprés (11, 22) la fonction noyan
de @, est donnée par

L1
- =y 1 RMCE
e (o o w0 0 = 5 | =g
+ =1

A(w) désigne la fonction modulaire qui change dans le cercle unité
la surface de Riemann simplement connexe et ayant une infinité de
feuillets, dont ¢hacun admet les points o, 1, © comme points de
ramification d’ordre infini.

On a de nouveau l'inégalité (3), @ devant étre remplacé dans la
formule par &,. De (3), (4) et (6) il s’ensuit que

(10) dw® (wy, wy) < G (w1, w2) dQY (71, 72),

(II) ID(Wh W)

__D(u., w) Idwi dw, < Ga(wy, Wg)dQ%(zl’ z3),

ou

[V (wi) |

Gp (w1, w2) =I!-[[\/;.(I'—' | Mwi) lﬂ)]%l.
k=1

De (10) nous déduisons de plus : Si & est représenté par (6) sur
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un domaine G c ., alors on a

D((Vl, Wz)
D (34, 22)

P de)(wy, w)
T dwli(zy, z,)

() |

= G, (wy, WZ)KOB('ZI) %2, 21; 22)'

En particulier, si 'on suppose que la transformation W laisse le
point ! 3,, 52} = {0, o} fixe [c’est-a-dire que w; (0, 0) =o0. k=1, 2]

et que ’?T((:vz:”'?_)) wme =D il en résulte que K3 (0, 0, 0, 0) est boiné

inférieurement par une constante, d’ou l'on conclut que @ ne peut
pas étre trop grand. Il est possible par exemple d’indiquer une hyper-
sphere de centre {0, o} qui ne peut pas étre contenue dans @. (Il
s’agit d'une généralisation a ce cas du théoréme de Landau). .

De (11) nous déduisons que I'élément de surface (euclidien)
dw(? (wy, wy) d'une surface qui est 'image par la transformation W
d’une surface z;: = zx(uy, u,) satisfait a

G?(“"ly Wz)

(2) A e-ASAL MG
(13) dw®) (wy, wa) <L B (w1, 1)

dﬂ‘dﬂg(z;, Zg),
ol @ est la grandeur introduite dans (7) [Bergmann 19].

Ad. 8. — Un plan analytique €* passant par un point de la fron-
tiére { g1, g2} de G ou par un point extérieur sera appelé vN PLAN DL
SEPARATION par rapport au point { ¢, £y} de G si la variété lindaire &
trois dimensions 13 contenant {t1, ta; est divisée par €* en deux
parties, de telle fagon qu’une partie 4*> ne contienne pas de points
de §. Dans le cas 3, nous ne considérons que les représentations W
avec le point fixe {0, 0o} et nous prenons pour & un domaine arbi-
traire contenant le point {0, o} et admettant deux plans de sépa-
ration

€2, arm+brza=Li, |arPP+|bi2=1 (k=1, 2),

formant un angle analytique positif e;5.

[Pour les a} indiquées (p. 50), on peut donc choisir des morceaux
d’hyperplans que ’on obtient de la facon indiquée en partant de
deux plans analytiques arbitraires €3, k =1, 2].

(') Nous supposons pour ssmphifier {¢, ¢, } ={o,0}.
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Trtorkme 1X. — La fonction noyau Kg d'un domaine § qui
omet des morceaux d’hyperplans indiqués satisfait & U'inégalité

. 1 singg,
(15) Kg(o, 0;0,0)> 6w L.L,

1 arby— axby
T 1672 | (a1 gy + 6195 ) (a2 g+ 2950 |
Li= akq('l\)+ bkq&k)

[Bergmann 6].
Démonstration. — Par un changement linéaire de variables
Z; = aj 31+ b} 2, aZ=—a__/‘_=, by = fl" (k=1, 2),
‘/slﬂE“ VSID Eqo

G est transformé dans un domaine univalent ¢* et les équations des
plans de séparation €}* prennent la forme

L

ysuieg)

Soit 1} la variété lindaire a trois dimensions passant par {o, o}
et €;%. Une partie I}® de r}® délimitée par €} se trouvera a l'exté-
rieur de §*. Faisons deux coupures dans I’espace (a qualre dimen-
sions) Z;Z; suivant |}® et suivant I}®. Aprés ces coupures, I'espace Q"

Li=L}, Li=

(k=1, 2).

4

Le plan z: k=12

Fig. 4. — Composants du domaine produit a*.

ainsi obtenu peut étre considéré comme le produit topologique de
plan Z] et de plan Z;, dans lesquels on a les coupures indiquées
dans la figure 4. Si l'on applique sur &" la transformation

VZi—L; —i L}
6 Zi* — — 4L* k k ~f
(6) k L Zi—Li + i yLi

“(k=1, 2),
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ou les branches de \/Z; — L], k=1, 2, sont choisies de fagon
que Z;* (o, o)=o0, k=1, 2, alors @* est transformé dans le
bicylindre @™ =E[|Z;"|<4L};, k=1, 2] (¢f. la figure 5). Le

Le plan zk','ka 1.2

Fig. 5. — Composants du domaine produit &a*~.

domaine §** déduit de ¢* a l'aide de (16) se trouve dans @**. Les
déterminants fonctionnels de deux transformations employées sont
en module, égaux & 1 4 V'origine {0, 0}, on a par conséquent

1

1672 Ly L3
th 0,0, 0, 0)

= Vol.[§*] < Vol.[ar] = ==L

Vol.[...] = Vol.

ce qui démontre (15).

Si pour une représentation (6) du domaine @3 le Jacobien est égal
a 1 en module a l'origine, alors on a Kg(o, 0; 0,0) = Kg(0,0; o, 0).
U en résulte que parmi les domaines § obtenus de & par des repré-
sentations pseudo-conformes dont le Jacobien est égal 4 1 en module
a Porigine, il ne doit pas exister de domaine ayant deux points fron-
tieres Qq et Q. avec des plans de séparations formant un angle ana-
lytique &(,>>¢ > o et se trouvant trop prés de l'origine.

S1 I'on suppose, dans le cas d’une varable que B2 est le cercle umité, il
résulte de la méme considération que les points frontidres des images &2
de D dans des transformations normées & l'origine sont 4 une distance de
I'origine qui est bornée inférieurement par un nombre positif fixe. (Théoréme
de Keebe sur les transformations conformes univalentes.)
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On pourrait d’ailleurs introduire au lieu des plans de séparation,

des surfaces analytiques de séparation et généraliser a ce cas les
résultats obtenus.

3. Quelques évaluations pour les grandeurs dépendant de
quelques A. — Passons maintenant a la limitation des grandeurs
qui sont représentables comme combinaisons de plusieurs valeurs
minima A.

Il en est ainsi en particulier du rapport entre la longueur eucli-
dienne d’un élément d’arc (dS) et de sa léngueur non eucli-
dienne (ds), du rapport entre les valeurs euclidienne et non eucli-
dienne d’un angle, etc. Pour les grandeurs dans la représentation
desquelles interviennent les A au dénominateur et au numérateur,
nous serons obligés de considérer non seulement des domaines de
comparaison extérieurs, mais encore des domaines de comparaison
intérieurs.

Par le calcul habituel nous obtenons

2 2
(17) I dS? < ds? < )y dS? ou (g_s_ ZdS? £ fi)
g 1

ol Ay, A, ont la signification indiquée dans (9).
Dans une représentation

(18) L} = 1} (z1, 32) (k=1, 2),

le rapport entre la longueur euclidienne dS d’un élément d’arc et la
méme longueur dS* d’élément d’arc transformé satisfait a

Ai(31, 22) dS*2(z3, 33) Ao (31, 22)
1 = 2 2
(19) G ) = e m) = 15, 53

2. (3], 33), k=1, 2 ayant la méme signification que A;(31, 5,) mais
étant calculés pour le domaine transformé.
SiYon prend dans (9) J =1 on obtient

1 2D e -
(20) )\;=2(T1'|+T2§)(I—T- VI—])'"'), P=T—1_—‘1L/_—T;E)D=T11Tzz—lTu[’-

D’aprés (IlL;, 10), (IVy, 5) et des formules analogues pour A=
et AX»¥s]’on a

1 1 T
(21) - =2A! Y UR 7o)

LI = A001,
K ' KT
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Pour obtenir des bornes pour 75+ 7' il nous faudra maintenant
envisager des domaines de comparaison extérieur et intérieur. Nous
choisissons pour ces domaines la plus petite hypersphére %, et la
plus grande hypersphére #¢, centrées au point {z,, 7.} qui satis-
font a 56, > @ > s¢,,

Si 'on désigne par m et M les bornes inférieures et supérieures de
la distance {3y, 5.} au bord b3 de @, alors les rayons de ¢, et z¢,
sont M et m. Nous pouvons facilement calculer pour I’hypersphére
les valeurs minima A nécessaires; d’aprés (III;, 6) nous obtenons
alors les inégalités.

2 6 2 6 a2 & 2 &
(22) = ZL A1( 3, Zz)énéw ’ 7:2m ,_él‘(z,,.:g)éniw )
R VD A0L
d’ou suit en vertu de (21) et-T—; =\/ s
m* T+ Ts M+ m\3 M\3
3N[_bé_2—ésﬁﬁ et (ﬁ) épé(.;)-i).

Nous obtenons finalement pour le rapport considéré

mim*[M3— JMo— ms ] dS*(s},23) _ MOM[M3+ yMv— e ]
(23) £ —5 < —
Mo M* [ M*s- N — s | (31, 22) — mrems[ M3 — M o— s |

ou M, m et M*, m* représentent les bornes supérieures et inférieures
de la distance du point {5, 22} et de son image {3}, 5;} a la
frontiére.

Nous voyons donc que la recherche des bornes analogues pour
d’autres grandeurs revient au fond i une représentation convenable
de ces grandeurs par des valeurs minima A. M. B. Fuchs [1,3] a
étudié la variation des angles analytiques dans la transformation
pseudo-conforme et a obtenu, en appliquant la méme méthode, des
bornes pour cette variation. Il a montré que le rapport entre les sinus
d’angle analytique y entre deux vecteurs (¢f. Iy, p. 9) avant la trans-
formation (18) et le sinus de son image y"* satisfait 4 I'inégalité

mr (M3 — /Ms — me) P el = m3(M*3 4 M — ;%)
Ms(M*3 4 M*— m*s) siny m*3(MS— /M —ms)

(24)

et que I'on a une égalité un peu plus compliquée pour P'angle de
déviation (¢f. I, p. 9). Tl a donné de plus des bornes analogues
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pour la variation de la courbure (¢f. I, p. 10) d’une surface analy-
tique 5, = f(3,) dans une représentation (18) (*).

Mitrochin [ 1] (?) a établi des limitations pour quelques grandeurs
qui sont liées au tenseur de courbure d’une hypersurface(¢f. Iy, p. 11).
Il est évident qu'on peut également utiliser d’autres domaines de
comparaison et obtenir de la méme fagon des limitations pour des
catégories différentes de transformations.

4. Quelques évaluations dans les cas des transformations multiva-
lentes. — Nous avons donc obtenu une méthode assez simple, qui
permet de remplacer dans une certaine mesure le lemme de Schwarz.
Il est important de remarquer que le domaine G considéré et les
domaines de comparaison utilisés ne doivent pa3 étre nécessairement
équivalents, car contrairement 4 ce qui se passe dans le cas d’une
variable, deux domaines simplement connexes ne sont généralement
pas représentables 'un sur Pautre. Pourtant la méthode indiquée a
deux inconvénients essentiels :

1° Pour obtenir une borne supérieure du ds* il faut considérer
simultanément un domaine de comparaison extérieur et un domaine
de comparaison intérieur. (Dans le cas d’une variable il suffit d’un
domaine de comparaison intérieur).

2° Notre méthode de recherches suppose essentiellement que les
représentations sont univalentes. Si I'on veut I'étendre au cas de
transformations multivalentes (2), il faudra faire intervenir dans les’
formules (contrairement a ce qui se passe dans le cas d’une variable)
le nombre de feuillets du domaine image g.

Nous allons procéder d’une fagon différente et donner des évalua-
tions d’une autre nature qui sont plus compliquées et que I'on obtient
en ne considérant que des domaines équivalents. Par contre, ces

(!) Notons guw'on peut définir la courbure dans la geométrie G, cax par le
tiansport paralléle de { s +dsz} en {5} défim par G, le plan tangent analytique
au point { z + d } est transformé dans un plan analytique. [ Voir Remarque I,, p. g ].

(?) Mathématicien russe, trés doué, mort A I'Age de 23 ans. R

(3) Ces représentations ne sont pas conformément 3 notre terminologie des trans-
formations pseudo-conformes. Nous les appellerons donc transformations pseudo-
conformes au sens large et pour les distinguer nous utiliserons de petits caractéres
gras.
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évaluations ne présentent pas les deux inconvénients indiqués
ci-dessus. Nous nous servirons pour ces évaluations de la possibilité
d’obtenir une approximation assez bonne du voisinage d’un point de
la frontiére par des domaines de comparaison équivalents au bicy-
lindre et a U'hypersphére (cf. Iy, p. 13 et 16) et du fait qu'on peut
établir pour les domaines transformés d’une hypersphére ou d’un
bicylindre des inégalités analogues a celle qu’on obtient dans le
cas d’une variable par le lemme de Schwarz-Pick.

Tatorime X.a: — Si B est une hypersphére ou un bicylindre'et si
(23) v, wr=wi(31, 2) (k=1,2)
est une représentation de & sur un domaine quelconque G, G < B,
alors on a
(26) dsip(wi, wa) £ dslg(z1, 1)
[Bergmann 17].

Remarque. — Dans le cas ou il est possible de définir dans § une
mélrique invariante par rapport a la transformation de G en ® [c’est—
a-dire si ds?g,(w,, Wy ) = dsi (74, z,)] ona

(27) ds’g(w;, wa) > dsig(wi, wy).
Démontrons d’abord le

Lemme. — 8¢ V est une représentation de ’hypersphére ou du
bicylindrea sur G, G <&, dans laquelle le centre reste fize, alors
chaque hypersphére s¢x=R[|5,?+ |2, > <<R?}, R étant sufi-
samment petit, est représentée sur un domaine ¥, F <Ky, C'est-
a-dire que dans le cas d’une transformation (25) laissant le
centre fize lon a pour |3, |2+ | 23 {*<<R?

(28) | w124 | we |2 |21 24| 32 2

[Reinhardt 1, Bergmann 17]. Dans le cas de Phypersphére nous
pouvons transformer par deux rotations analytiques (différentes)

(1) Nous écrivons G < @ quand tout point de § appartient 3 (3, nous n’écrivons
G c B que quand G est univalent.
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[voir (L, 9)] le point {34, 3.} dans le point {Z. :—_\/|z. |23, 2, o}
et le point {w,, wy} dans le point {W,=\/Tw, P+ [ws [, 0} La
fonction W, (Z,, o) posséde alors les propriétés suivantes :

Pour |Zy | <1, ona | W,(Zy,0)| <1 et Wy(o0, 0)=o0.

On a par conséquent | W (Zy, o)l <|Z,| c’est-a-dire I'inéga-
lité (28).

Dans le cas d’un bicylindre, soit { 32, 32} un point arbitraire de .

. . =0
Il est situé dans le plan analytique z,—=ms%,, m = 2. La fonc-
21

tion wy (21, mzy) a les propriétés |w, (5, mz,)| <1 pour |5 | <1
et w;(0,0)=no0. Il en résulte |w,(3], 57)| <|5}|. D’une fagon
analogue on montre que |w, (27, ;) <Z|5;| d’ou I'on obtient de
nouveau l'inégalité (28).

Si nous avons maintenant une représentation quelconque de @ sur
un domaine §, ¢ <@, nous pouvons indiquer deux transformations

Z=[ZL;=11(3, 22), A =1, 2] et W =[W;=W;(w, w:). A =1, 2]
de @ en soi-méme qui transforment les points { 5%, 23 } resp. {w?, wy}
dans le centre { 0,0}. La transformation

WvZ-t=[Wi=Wi(Z;, L), k=1, 2]
laissent invariant le centre. Dans la transformation W et Z la

longueur (non-euclidienne) reste invariante et comme la distance
(non-euclidienne) dsgz (Zi, Zy) du point {dZ,, dZ,} au centre cst

¢y 1dLi|?+ | dL, | resp. la distance

dsgg(Wi, Wa) = ¢V TdW; F+ | dWs |2

on a d’aprés (28)
dsg (w1, we) = c2(| AW 2+ | dWa [2) < e2(| Ly 2+ | dL, [#) = dsg (a1, 52).

Remarque. — Comme dans une transformation pseudo-conforme
P’élément lindaire non-euclidien reste invariant, (26) reste vrai si &
est un domaine équivalent a une hypersphére ou a un bicylindre.

Soit 3 un domaine dont 'hypersurface frontiére bs est trois fois
continuement différentiable et dont tous les points sont des points
limites du troisiéme ordre (c¢f. p. 19).
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En introduisant des coordonnées appropriées z}, z} on peut
représenter b dans le voisinage de chaque point frontiére Q dans
une forme normale par rapport au point Q a savoir

(29) 22i=a(Q).yi*+a(Q).| 33 2+ Yo(y1, 23, 53),  a(Q)>o,
ot I'on a pour Y, 'inégalité

I4a(ri, 23, 32) | < AL pi1e+ 23 P
(¢f. p. g et1g).
On peut montrer de plus qu’il existe unP =P (Q) tel qu’on a pour

’ 1
chaque {2}, 3} |cBona|z;| ZP(Q)|z]|* [¢f-Bergmannil,p. 113].
Les constantes indiquées pcuvent varier avec Q.

Tukoritme X. b. — Si pour un domaine @ satisfaisant auz condi-

tions indiquées les grandeurs o (Q), c_(l(—f) » A(Q), P (Q) sont unifor-

mément bornées, il existe une constante C telle que dans toute
représentation V de. sur G, G <@ l'on ait

(30) dsip(w1, we) < CdsZg( a1, 33),

[Bergmann, 17].

La démonstration de cette affirmation repose essentiellement sur le
lemme suivant.

Lemme. — Soit P un point arbitraire de 3 et soit Ny la classe des
domaines¥ équivalentes a une hypersphére satisfaisant aP € ¥ c &.
[Les domaines * sont des domaines de _comparaison intérieurs).
Soit Ly=1,(V, P) le plus petit nombre positif pour lequel on a
ds¥)(51, 52) Zlidsg (51, %.). La borne inférieure k,(P) des
U (¥, P), ¥ c Ny, est une fonction de P bornée dans G.

Pour démontrer le lemme il suffit de prouver que &, (P) reste borné
si la distance D[P, b3], du point P (21, 53) 4 b? est <m. m étant
un nombre positif quelconque. b® désigne la frontiére de .

En effet, si la distance D [P, b?] est > m nous pouvons prendre
pour” ¥ I'hypersphére #€n, de rayon m et de centre P, on aura en
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[l dsi 2+ dzl2]. dsga (51, 72) > M5, 22)[|day 2+ | daa 2,

INE I TR ] %(M"—VM"-— mﬁ),

[ [
A(P) = Y,v;—s(Ms-VM»——me),

M désignant la distance maxima entre P et un point de la frontiére b3
[ef. (17)]

Il résulte de nos hypothéses qu’il existe pour chaque point P pour
lequel D[P, b3] <<m un point Q de la frontiére tel que P se trouve
dans le domaine de comparaison intérieur J (au sens strict indiqué a
la page 10) ayant le point Q en commun avec B[ ¢f. p. 13-15]. On peut
méme prendre pour Q un point tel que P se trouve sur la normale
intérieure & b3 au point Q. Sil'on pose ¥ = J on obtient pour /, (4, P)
une borne supérieure, indépendante de D (P, Q) < m. Des hypothéses
faites sur ¢ (Q), P(Q), A(Q) il résulte qu’on peut aussi choisir &
d’une facon indépendante du point Q. Comme &y (P) < [, (P) le lemme
est établi.

Sil'on désigne par N, ’ensemble des domaines de comparaison exté-
rieurs, § équivalents & une hypersphére (on a donc $>@) et si
t,=10,(5,P) estlepluspetitnombre pourlequel dsfz(z1,5:) < l.ds%(34,5.)
alors on peut montrer de nouveau d’une fagon analogue que la borne
inférieure k,(P) des /,(8, P), ScN, est uniformément bornée par
rapport & P dans 6. Ceci établi passons a la démonstration de (30).
Soit V une transformation (25) qui change le point {z,} dans le

point { w, {. Soit K, > max £k, (P), n =1, 2, etchoisissonsles domaines
red®

de comparaison intérieur et extérieur, ¥ et S équivalents & une hyper-
sphere et telle que

(31) dsqy (3%, 28) < Kidsia(29, 29),  dsig(wl, wh) < Kedsig(wt, wh).

Désignons par Z une représentation de § sur ¥ laissant le point { 2%}
invariant. VZ transforme S en un domaine F c§<BC S et le point
{ 3%} en point { w° }. D’aprés (26), on a

(32) dsi (29, 29) > dsiw), wi).

Comme d’autre part dans la transformation Z I’élément linéaire non-
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euclidien est invariant nous déduisons de (30), (27) et (31)
(33) Kudsp(z9, 59) > dsdy(28, 59)

> dsk(2l, 22) > dsl(wd, W) iz dsi(wl, W),

d’ot résulte (30) avec C =K, K..
1l est probable que dans le cas des domaines limités par un nombre
fini des hypersurfaces analytiques (sous hypothéses convenables) un

théoréme analogue a lieu, _mais celle.question n’a pas été traitée
]usqu a maintenant.

La méthode indiquée permet de méme, de donner certains énoncés
dans le cas des représentations Vv du domaine @ sur §, § <@,,
(¢f- p- 49). Supposons qu’il existe pour chaque point {z}cC® un
domaine de comparaison % intérieur équivalent a un bicylindre & avec

(34) ds.'-b(zi, z,)éCdsz}(zl, 51),

ou G =C(z,, 3,) est une certaine constante. Soit V [¢f. (25)] une
représentation de 3 sur un domaine §, § < @. Alors on a

2| M (wh) 2| deg 2
(35) \/zﬂ“_mw i < Csla(si, =)

A(w) désigne la fonction modulaire (¢f. p. 52). [Bergmann, 19].

5. Transformations pseudo-conformes dans un domaine partiel avec
un point fixe sur la frontiére. — Considérons des transformations
pseudo-conformes qui changent Ben G, G C 3, un point de la frontiére
restant invariant. Les méthodes appliquées permettent dans ce cas

de donner quelque§ inégalités analogues a celles obtenues dansle cas
d’une variable par le théoréme de M. Julia.
Considérons en effet d’abord une hypersphére

4 =E[! Z1—1 24 I 33,3< !]
et une transformation pseudo-conforme

(36) W, W= ch(zi, Zz), ’f=l, 2
W(0,0)={0,0}, W(“):gcaﬁ,

Soient { z4) } et{ 53 } deux points de #¢, et { wt) | = W (3th)), k =1, 3
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leurs images dans . D’aprés (26) on a
(37) Dye(ath, 20) [ doge(w) Dyg(wit), wit),
,1

V’§]o 1+ H (3, z2))

Dye(s), ) = Z-log i—grzm, zmy’

H(an, 500y = VIZ =20 P+ 550 — a0 P— | a0 25— 200 841 + 252 — 3G |2
B [ 5+ 20— 320 — 202 |

désignant la distance non-euclidienne par rapport a %€, entre { z1)} et
{512}, et p! I'image dans § de la géodésique joignant les points { z!*)}
et {52 }. D’aprés (37) on a

(39) H2 (3, 212) — 1> H2(wlt), wl®)) —1.

F (50", 24') F (3¢, 25)

H!(‘(l)’ "(2))_I=— —_ —_ — )
| 30 + 28— 202" 20 — 2@ z(0|*

F (21, 22) = (a1+ 21— | 21— | 2 2).

Si 'on suppose qu'il existe une suite de points { s}, n=1, 2,

cowy lim jam =10, 0} et telle que
n>»

. F(op, wi)
W) G e o<hi<m el =W,
4lors en introduisant dans (3g) les valeurs { 5" } resp. | wi”'} aulieu
de { 5" resp. {wV) ] et {5} resp. {w} au lieu de { 52 } resp. { w'? }
on a, en passant a la limite [en vertu de

F (wi™, wit)) F (wi, w1) F (31, 32)
- - — — — ~ — — —
F(s 28 | wm 4 o — o0 — w0 > = | 200 2, + 21300 — 22 59|
W+ Wy — 2 2 Zi—| 312 — | ze |2
(42) r, % 1 lwii | w,| éz1+z1 | 21} | Za |
Wl]' | 2L Iz

[Miniatoff 2, Wachs, 1,2].

L’inégalité (42) [aprés un changement de variables convenables] a
lieu en outre dans le cas ou & esl un domaine équivalent a 'hyper-
sphére.

Considérons maintenant un domaine @3, possédant un point frontiére
Qs(0, 0) du troisiéme ordre (¢f. § B du Chap. I). et soit W une
transformation laissant le point Q, invariant et changeant & en g,
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G . Alors a l'aide dela méthode des domaines de comparaison on
peut généraliser le résultat obtenu.

En effet soient & et & les domaines de comparaison extérieur et
intérieur de 63 au point Q; au sens strict (of. II, p- 10) et Z la trans-
formation changeant & en 5. [Z est le produit des transformations
inverses aux (I, 21) et (I, 25), de transformation, changeant %, en
Ky (voir p. 13) et enfin (I, 14) et (I, 18)]. WZ change @
en¥F cgc®@®ca. D'autre part & est un domaine équivalent a une
hypersphére. On obtient ainsi le

Tutorime XI. — Etant donné un domaine &, un point Qg du
troisieme ordre 'sur sa frontiére et une transformation pseudo-
conforme (36) changeant & en G, G c B, et laissant Q, invariant
et §'il existe une suite dénombrable de points { 2"} convergeant
vers Q; et telle que le rapoort

F [\V(‘n), W(ﬁn)]

n)— L1 3 "2 1
M= F i,z

tend vers une limite finie et positive Ty, lorsque n augmente indé-
finiment, on a, pour tout point { 3} situé dans un voisinage W (Qy)
de Q; suffisamment petit, mais indépendant de W

(43) F1B (Wi, Wo)x B(Zy, Zs)e
avec (')
F(uq, ug) —_ s " N
B(ur, uy) = Tap F(ui, wn) =pr(wi+w) — | w2 | wa |2,
1
= g 2
Wi= T+ dawy W l+ﬁzw1’
— P25 _ %
1= pl+a;51, L= 6222(1+Bazg),
[Wachs, 1].
Remarque. — Si l'on suppose que le domaine G contient
I’hypersphére

K=E[|s—p [P+ |z [2<p

(*) Dans tout ce qui suit, nous utilisons les coordonnées normales en Q,
(¢f- L, p- 10). o _ ‘

Les lettres a, b, A, B, d, a, B, 2, ¢ avec ou sans Indices désignent toujours des
constantes, ne dépendant que du domaine considéré mais indépendantes du point
Sfrontiére Q,.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 108, 5
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on obtient des indgalités analogues dépendant seulement de p et de

F [Pl wim, P* gn)]
T p 1.
I, —nl_‘;g F[Z, (u)}

Enfin dans le cas, ou nous supposons que pour le domaine
transformé on a #C G c @B, on peut borner le Jacobien de la trans-
formation.

Trtoreme XIl. —- Avec les conditions du théoréeme XI et de la
remarque et si l’'on suppose gue W transforme le céne

- / 2 B
Crp=E|oLz+2.<Lp, \—Lﬁ(——r_—lfg—[—ém
S+ &
en un domaine intérieur au cone C,,,, m, p, m', p' étant convena-
blement choisis, on a pour tout point appartenant & €, l'inégalité

D(wy, ws)

D(Zl, Z-g) é B <°°’

(44) 0<Aé’
[Wachs, 1].

Comme € CG C® et { 5}-CCnp on obtient, en vertu de (43) et de
la borne analogue supérieure {cf. la remarque)

o<a4( ‘+w‘)4b<oo

21+ 51
a, b ne dépendant que de 3¢, & et Cp,.
D’apres (IV,, 2) et le théoréme 1V, [K:—_ ;—0] ona

Ka(}h, 335 21, 2"2) D (wq, ws)

Ko (w, wa; wy, wy) | D(21; 22)
K(ﬁ(zl, %23 21; 22) ng(.’o’i, 32, 2;, ;2)

- Kg(“’h Wa ;1: ';'2) - Ka(“’h Wa s ;’n ;’2)

En vertu du théoréme I on a

- 2
Kq (321, 525 51, 32) = nﬂ(z,?— = )3[!+ 4(21, 22)],

_ = 2
Ko (w1, wo; wy, we ) = 14+ Qo (w
5€( 1y W2 Wy, 2) xp(w1+w,)3[ 2(wry w2)],



SUR LA FONCTION-NOYAU D'UN DOMAINE. 67

ou & sont des fonctions uniformément bornées dans Cpn, resp.
dans €,,., d’ou résulte I'existence d’une borne inférieure pour le
Jacobien considéré et Pon démontre pareillement V'existence d'une
borne supérieure.

On obtient des résultats analogues pour les points des deuxiéme et
quatriéme ordres, en utilisant comme domaine de comparaison au
lieu de % un bicylindre [ Wachs, 3, 4, 8].

IV. — LE ROLE DE LA FONCTION-NOYAU DANS LA THEORIE
DE LA REPRESENTATION CONFORME (1).

|. Préliminaires. — Il a été montré dans Chap. 11, 8, p. 32, que
la fonction-noyau d’un domaine simplement connexe du plan est en
relation étroite avec un nombre de fonctions importantes correspon-
dant au domaine. En fait, nous avons l'identité (2)
dw(z, t)

(1) 03

=K(z, Z), w(t, t)=o,

ou la fonction w(z, t) représente le domaine donné sur le cercle

| 3| < p avec un rayon p donné par wp?= - Dans le cas d’un

I

, K(¢,t)
domaine simplement connexe, des fonctions importantes comme la
fonction de Green, la fonction de Neumann et les représentations
conformes sur d’autres domaines canoniques, peuvent étre exprimées
en termes de w (3, t). Par conséquent, chacune de ces fonctions peut
étre aussi exprimée en termes de la fonction-noyau.

" Dans le cas d’'un domaine multiplement connexe, il n’y a pas de
représentations conformes jouant un réle central dans la théorie,
permettant d’exprimer les autres fonctions comme c’était le cas pour

(') Voir pour plus de détails, S. BereMan, Complex orthogonal functions and
conformal mapping, i paraitre dans Mathematical Surveys, Amer. Math. Society.~

(?) Nous écrivons K, k, K, au lieu de Kp kg 1?65' Remarquons encore que
dans ce chapitre nous omettrons les indices supérieurs « 2 » et « 1 » indiquant les
dimensions des variétés. Par exemple nous écrivons @3 au lieu de (3% B au lieu
de 6!. Enfin nous voulons souligner que les variables z et ¢ désigneront soit des
variables complexes z = z -+iy ou { = u iy, soit des points (z, ) ou (u, ¢).
Ces notations ne se conforment pas A nos conventions du I, 2, mais elles conviennent
wieux aux considérations du chapitre présent.
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un domaine simplement connexe avec la fonction w(z, ¢). En fait, il
existe un grand nombre de représentations eanoniques essentiellement
différentes les unes des autres, et la transition d’une de ces représen-
tations A une autre ne peut pas étre effectuée par des moyens
élémentaires.

Pour cette raison, il est important de remarquer que la fonction-
noyau retient son role central aussi dans le cas d’'un domaine multi-
plement connexe et que toutes les fonctions importantes correspondant
au domaine peuvent étre exprimées d'une maniére relativement
simple en termes des fonctions-noyaux.

L’intérét de cette remarque est, de plus, rehaussé par le fait qu’une
fonclion-noyau peut étre calculée avec l'aide d’un systéme ortho-
normal et complet de fonctions, et que, par conséquent, la compu-
tation numeérique de toutes les fonctions exprimables a 'aide d'une
fonction-noyau peut étre effectuée explicitement.

2. Représentations de fonctions de Green, Neumann, etc., en
termes de fonctions-noyau. — Pour exprimer les fonctions harmo-
niques essentielles correspondant 2 un domaine 6 (comme la fonction
de Green, la fonction de Neumann, les mesures harmoniques, etc. ),
nous aurons aussi besoin de la fonction-noyau k (3, £). Cette fonction
est définie comme suit : soit {¢,(2)} un systéme complet des
fonctions harmoniques réelles dans ® avec I'intégrale de Dirichlet
finie D gz (9, 9y) << 0, ol

- de 9y | de 9}
D, §) —[@(,ﬁ ) deay,

ces fonclions satisfaisant a la condition f 9v(t) ds;= o, ou l'intégrale
8

est étendue a la frontiére ¢ de .
Les ¢, sont orthonormalisées par les conditions D g ( ¢y, ¢y) = 8y,.

Par une méthode analogue a celle de IT,, 3, et en supposant que la
frontiére 6 est suffisamment réguliére, on prouve que la série défi<
nissant la fonction-noyau (s, ¢)

(2) k(s ) =Deu()en(t), zeB, ted,

v=1
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converge absolument et uniformément dans chaque ensemble fermé
contenu dans @3. Chaque fonction harmonique %(z) continue dans le
domaine fermé @, peut étre représentée dans 3 sous la forme

u(z)=——fu(t)()k(()—;’tlzds[+fu(t)ds,.
] 6

Une autre fonction-noyau jouant un réle essentiel est la fonction-
noyau K(3, ¢t) de la classe de toutes les fonctions analytiques de
carré inlégrable dans 3 qui ont une intégrale uniforme. 11 est clair
que pour un domaine simplement connexe, K coincide avec K.

Les fonctions harmoniques fondamentales dans @3 sont les
suivantes :

° La fonction de Green G(z, t) qui est définie par les conditions :
G(z, t)+log| s — t| est harmonique dans &, G(z, ¢) converge vers
zéro quand z s’approche de lafrontiére 8 de &3. La fonction analytique
en z dont la partie réelle est la fonction de Green, sera désignée par

T(z, t)=G(5, t)+iG"(z, t). La dérivée ()T(z M t) oy ¢ = u v
est la partie réelle d’une fonction analynque en z, désignée par
S(z, t).

2° La fonction de Neumann N (3, ¢) qui est définie par les condi-
tions : N(z, ¢) -+ log|s — ] est harmonique dans @ et la dérivée
normale g—N est constante sur 6. L'existence de %j— exige certaines

nz =

hypothéses de régularilé sur la nature de 3 que nous omettons ici
pour ne pa$ alourdir trop notre exposé On vérifie immédiatement

que la valeur constante de -—N sur b est 2 7 T ot lest la longueur de 6.

3° Les mesures harmomques wy(z) relatives au’ domaine @ avec la
frontiére 8 composée de (n -+1) courbes fermées, 6,,v=0,1,2,...n,
sont définies comme suit : w,(z) est harmonique dans @, tend vers un
quand 3 s approche de 6,, et tend vers zéro quand z s’approche de
toutes les autres composantes by, (2 5 v).

La fongction analytique dans @3, dont la partie réelle est w,(z) sera
désignée par wy(3) = wy(5) 4w} (2).

\
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Les fonctions-noyaux K(z, t), K(3, t), k(z, t) et les fonctions
G(z, t), N(3, t), w,(3) sont liées par les relations suivantes :

ank(z,t)=N(3z,t)—G(z, 1),
2G(z, t)
—_—

J*N(z, t)
= —_—
dz dt

1 -
_EﬁK(Z’ )= dz ot

I o~ -

EF.K(Z, l):

G(z, t)=—log|z——t|+l—lflog1t—cld:sg
vYh

+D@{K(z:i)7"‘1°glc_tl}:
@ | w(,(,z)=4lf%dﬁ:i/\K(z,Z)—di
By ® By

lé(z, 1) = 2 Cuvop(z) wy(t)+Re[K(z, 1)],

v,u=1

n
. otk [4 4 4

,v=t1

ou C,, sont des constantes convenables. [Voir I,, (2) p. 7]. Ulilisant
les formules (3) on obtient aisément des représentations pour les
fonctions w,(z), S(3, t), T(3, t) en lermes des fonctions-noyau.
(Bergman [ 1, 11, 25, 26], Bergman et Schiffer [1], Garabedian [1],
Garabedian et Schiffer [ 1], Greenstone [1], Schiffer [2, 3]).

3. Expressions des représentations conformes sur des domaines
canoniques, en termes de fonctions-noyau. — Il exite un grand
‘nombre de domaines canoniques sur lesquels un domaine 3 multi-
plement connexe donné peut étre représenté conformément. Les
domaines canoniques les plus importants sont :

1° Le domaine @y qui est formé par le plan entier avec des
coupures rectilinaires paralléles formant un angle 0 avec I'axe réel.
La fonction analytique qui représente (3 sur @y et posséde un pdle
simple en 5 = ¢ avec un résidu 1 sera désignée par ¢, (3, ¢).

2° Le domaine @, formé par le plan entier, muni de coupures
formées par des arcs concentriques centrés dans ’origine. La fonction
représentant @3 sur @,, et qui posséde un péle simple avec le
résidu 1 en z=v¢ et un zéro simple en z = u, sera désignée
par Py (3; u, v).
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3* Le domaine ®, formé par le plan entier muni de coupures
rectilinaires situées sur des droites passant par Porigine. La représen-
tation conforme correspondante avec un péle et un zéro comme en 2°,
sera désignée par P.{z; u, ¢).

4° Le domaine @3, formé par I'intérieur d’une couronne circulaire
munie de coupures le long des arcs des cercles concentriques avec la
frontiére de la couronne. La fonction représentant 3 sur un tel
domaine et transformant b, et b, en cercles extérieur et intérieur
respectivement sera désignée par s(z).

5° Le domaine @3, qui est formé par l'intérieur du cercle-unité
avec des coupures le long des arcs des cercles concentriques. La
fonction représentant @3 sur @, et possédant un zéro simple en =1
sera désignée par R(z, t).

Comme l'on sait on peut exprimer les fonctions transformant un
domaine @ sur les domaines canoniques en termes des fonctions w, (3),
S(s, t), T (3, t). Par conséquent on peut les exprimer en termes des
fonctions-noyau. On obtient les représentations suivantes :

’ N 08T 3 ’R{ 72 4
(4) qae(z,t)=——(——z————_lt—5§+7ve-19K(z, ’)“Elzf*g;Tzﬁ’

Py(z;u, v) 1 L 4
(%) Pu(z;u,v) z—u z—v ( I)I“L/‘ K(z,7)dt

v

- log(c_u>’f(z,f)di (x=1, 2).

21 6 —v
w’,(z) a4 ces Ap—i
s'(2) wp(3) @in ... Gn—in
= (—1)tl2x —— -
(6) s(3) (=1 ayq Q24 ... Qng
QA1,pn A:pn ... Qnun
ol

w’v(z)=i'[gtf(z,2)di, a,,.,,.—_if /g‘f(z,?,)dzdz,

8"! n

Ri(z,t) _ 1 oY RS v Rz 7).
O re ==t K(~,c)dc+2ifslog<~ (s, 3) &

Dans (7) 5o désigne un point arbitraire sur la composante §, de la
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fontiére & qui est représentée sur la’ circonférence du cercle-unité.
L’intégrale de (7), étendue sur la frontiére 8, doit étre commencée
et finie sur la composante 6, au point z,.

Il est a remarquer que (4) donne la relation

K(s1) = -25[¢o(z, £ = (s, t)].

(Bergman [1, 11, 23], Bergman et Schiffer [1], Nehari [1],
Schiffer [2, 3]).

4. Généralisation au cas des équations aux dérivées partielles. —
Il est intéressant de remarquer que presque tous les résultats des
paragraphes 2 et 3 peuvent élre généralisés au cas des fonctions
satisfaisant & un systéme d’équations linédaires

dp __ld‘\" ‘_’i ___ldq‘

dx ay’ ay ox
ou i une équation de second ordre
Ay —Po=o,

ou l=!(z, y) > o et P=P(z, y)> o sont des fonctions suffisam-
ment réguliéres définies dans le domaine .
(Bergman [22, 25], Bergman et Schiffer [1, 2, 3]).
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