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SUR LES FONCTIONS MÉROMORPHES 

ET LES FONCTIONS ALGÉBROÏDES 

EXTENSIONS 

D'UN THÉORÈME DE M. R. NEVANLINNA 

Par M. King-Laï HIONG, 

Docteur es Sciences Mathématiques, 
Ancien professeur à l'Université Nationale Tsing Hua, à Pékin 

et à l'Université Nationale du Tunnan à Kunming. 

INTRODUCTION. 

On sait combien est important le rôle que joue la méthode 
logarithmique due à M. R. Nevanlinna, dans la théorie moderne des 
fonctions méromorphes. Le second théorème fondamental, qui 
constitue un instrument puissant, a donné lieu à des extensions 
nombreuses suivies d'applications diverses. Dans le présent fascicule, 
nous ne nous occupons pas du résultat de M. T. Shimuzu, ni de la 
théorie de M. L. Ahlfors qui ont pour base des considérations 
géométriques ( 1 ) . Nous nous bornons aux extensions plus directes et 
seulement pour les fonctions méromorphes dans tout le plan ouvert 
ou dans un cercle ( 2 ) ; mais nous réservons une place importante à ce 

(1) On en trouve un exposé dans l'Ouvrage de M. R. Nevanlinna [18, e\. On peut 
signaler ici la Thèse de M. J. Dufresnoy [9, d] et un travail de M. M. Tsuji [25, a]. 

(2) Il existe aussi une extension, faite par M. R. Nevanlinna lui même, aux fonc
tions méromorphes dans un angle [18, b]. Et concernant les fonctions définies dans 
un domaine arbitraire, M. K. Kunugui a fait une généralisation des théorèmes de 
M. R. Nevanlinna en utilisant la notion des ensembles de valeurs d'agglomération 
introduite par M. W. Gross [13, a]. 
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2 K. L. HI0NG. 

qui concerne la théorie des fonctions algébroïdes et celle des systèmes 
de fonctions. 

Nous commençons par exposer des extensions obtenues en faisant 
intervenir des dérivées. Une idée féconde de M. P . Mon tel se trouve 
à l'origine de ce genre de recherches. Ce fut sur sa suggestion que 
M. G. Miranda est arrivé, après des résultats partiels trouvés par 
M. F. Bureau, à établir le théorème connu sous son nom; et dans le 
même ordre d'idées, M. H. Milloux, en cherchant une base pour la 
théorie des fonctions méromorphes en rapport avec leurs dérivées, a 
obtenu différentes inégalités fondamentales. Mais il convient de 
mentionner un résultat à part de M. E. Ullrich dans lequel est inter
venue également la dérivée de la fonction considérée. Les premiers 
résultats de M. Milloux se trouvent déjà dans un exposé fait par 
lui-même ; nous ne donnons ici que ceux qu'il a obtenus ultérieure
ment ainsi que des résultats dus à d'autres auteurs. 

Par l'introduction d'une primitive supposée méromorphe, nous 
avons pu établir une inégalité simple qui étend aussi la seconde 
inégalité fondamentale et qui est susceptible d'applications. Nous 
pensons qu'il n'est pas inutile de donner également ce résultat ici. 

Ensuite, nous abordons l'extension de la méthode logarithmique 
aux fonctions algébroïdes. Quoique les premiers résultats aient été 
obtenus par M. H. L. Selberg et par G. Valiron il y a plus de 20 ans, 
il n'existe encore, à notre connaissance, aucun recueil contenant 
cette théorie déjà bien développée. Nous exposons particulièrement 
la méthode de Valiron ; pour compléter ce qui concerne son second 
théorème fondamental, nous effectuons la démonstration, pour 
laquelle il a indiqué seulement l'identité qui peut être utilisée comme 
point de départ. Nous y ajoutons, en outre, une nouvelle extension. 

En ce qui concerne la théorie des systèmes de fonctions, une 
extension du second théorème fondamental a été donnée en premier 
lieu par M. R. Nevanlinna lui-même avec des conséquences inté
ressantes, *et par la même méthode, M. H. Cartan en a fait une autre 
suivie d'applications du point de vue finitiste* Puis, au moyen d'une 
autre méthode due à M. L. Ahlfors, MM. H. et J. Weyl ont développé 
une théorie de courbes méromorphes et, conservant la dénomination 
de ces deux auteurs, mais employant une méthode différente, 
M. Ahlfors est arrivé à constituer, pour les systèmes de-fonctions, 
une théorie plus complète, qui toutefois n'a pas reçu d'applications. 
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Nous n'exposons pas ces deux dernières théories et nous donnons 
brièvement les principaux résultats fournis par la méthode de 
M. R. Nevanlinna. Nous consacrons la dernière partie de notre exposé 
surtout à une autre théorie, celle de M. H. Cartan sur les combinai
sons linéaires de p fonctions holomorphes. On y trouvera plusieurs 
applications; notamment, pour une classe importante d'algébroïdes, 
on déduit de cette théorie une inégalité fondamentale plus précise 
que celle qui a été précédemment établie. 

Pour les principaux théorèmes contenus dans le présent exposé, 
nous nous efforçons de donner les indications suffisantes pour que le 
lecteur puisse reconstituer sans grandes difficultés les démonstrations 
complètes. 

En terminant, je tiens à exprimer ma vive gratitude à 
M. Henri Villat qui a bien voulu me proposer de rédiger ce fascicule 
pour sa belle collection le Mémorial des Sciences Mathématiques. 

CHAPITRE 1. 

PRÉLIMINAIRES. EXTENSIONS P \R INTERVENTION DES DÉRI\ÉES; 

CAS DE TROIS INDICES DE DENSITÉ. 

I. — Préliminaires. 

I. Considérations géométriques. — Nous utiliserons la sphère de 

Riemann S tangente au plan complexe en O et de rayon - • Désignons 

par N son pôle nord et soit x un nombre complexe, m étant le point 
d'affixe x, le point M de S, situé sur la droite N m est l'image sphérique 
de x. On appelle distance sphérique de deux nombres complexes x 
et x1 d'images sphériques M et M7 le plus petit arc de grand cercle 
de S, joignant M et M' et on la désigne par | M, M' | ou | x, x' |. On 
voit de suite que Om = cotg u en posant u = | N, M |. 

Soit v une constante comprise entre o et - ; désignons par (C) le 

cercle lieu des points P sur S tels que | M, P | = v et par (c) son cercle 
homologue dans le plan des x\ il est facile de montrer [14, d~\ que : 
i° dans le cas o ù p < w , pour un point quelconque i intérieur à (c) 
et pour un point quelconque e extérieur à (c), on a 

i -t- O/ra2 ^ i - + - Om2 

im < pr— et em > — ^ — ; 
cotg p — O m cotg v -+- O m ' 
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2° dans le cas où v > u, on a, pour tout point i intérieur à (c) , 

pr < «7?l < jr J 

cotg p -h O m cotg P — O m 

Gomme dans le premier cas l'extérieur de (c) dans le plan complexe 
correspond à l'extérieur de (G) sur S et que c'est le contraire qui a 
lieu dans le second cas, il résulte de ce qui précède que si P est un 

point de S tel que | P , M | ^ * M o < c < - j > on a 

i •+- O m 2 

pm ^ — -=-— ? J cotg ç -+- Om 

p étant le point homologue de P dans le plan complexe. 

2. Lemme de M. R. Nevanlinna et sa généralisation. — Avec une 
inégalité un peu améliorée par Valiron et M. Milloux, cet important 
lemme s'énonce comme suit : soit f(x) une fonction méro-
morphe pour \ x | << R ^ oo , en supposant que / ( o ) =^ o, oo , on a 
pour r < p < R , 

(i) m ( V , ^ ) < i 6 + 4loglog 
/ ( o ) 

• l o £ h 2 lOff-
° p e r 

+ 3 1 o g ^ + 4 l o g T ( P , / ) . 

Dans les mêmes conditions, on peut établir l'inégalité générale 

/ f(V\ r + + I + 1 O 
(2 ) m ^ y - j < aA-+- «A log 10g ^ r — -h 6* lûg - -+- b'k log £ 

+ ^ I o g ^ + C J o g T ( p , / ) , 
P 

a^ akJ . . . et c/, étant des constantes numériques qui ne dépendent 
que de k [12, d\ 

Dans le cas o ù / ( o ) = c0 = o ou oo, l'inégalité (i) reste valable, si 
on la modifie légèrement en introduisant à la place de c0 le premier 
coefficient non nul G ( / ) du développement en série de Laurent d e / 
autour de O [18, rf]; il en est de même de (2). 

3. Une forme précise de la seconde inégalité fondamentale. — 
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y étant défini comme au n° 2, écrivons avec M. R. Nevanlinna 

1 - , / - ' / ' . 

7 /' / ' 
en supposant / ( o ) 7^ o, 1, 00 et / ' (o ) ^é. o, on en déduit 

(3) /w(/-,ij< m (^r,y)+m(r, jA^ 
/ ( 0 ) - 1 

/ '(o) 
• log2 . + [N(r'7^)-N(r'V)] + Iog 

D'après une propriété connue de l'expression 

(4) K r , / ) = N ( r , / ) - N ( r , l ) [18, d], 

le crochet peut se mettre sous la forme 

N ( ^ / ) + ^ , - ^ ) - ^ ( / - ) , 

où l'on désigne par N* ( r ) l'indice des points multiples d e / . 
A l'aide de la formule de Jensen et du lemme du n° 2, on arrive à 

ce résultat précis [12, / ] : En supposant / ' (o) 7^0, 00 et f (0)^0, 
on a, joowr r <C p < R, 

(5) T ( / 0 < N ( r , / ) + N ( r , i ) + N ( r , ^ L 7 ) - N 1 ( r ) + S ( r l / ) . 

a^ec 

(6) S ( r , / ) = 4 2 H - 2 l o g | / ( o ) | + l o g 
l/(o) 

2 log - -h 4 log - + 6 log P — r 
•81ogT( P , / ) , 

S i / ( 0 ) = 0 ou 00, l'inégalité (5) est encore valable pourvu que 
l'on introduise G ( / ) défini au n° 2 ; et s i / ' ( o ) = o, on procède de la 
même façon en introduisant G ( / ' ) . 

4. Relation entre T(r) et N(r, a) de M. H. Cartan. — S o i t / ( i ) 
une fonction méromorphe pour | x | << R; en supposant la valeur/(o) 
finie, la formule de Jensen appliquée à/(a?) — e'e donne l'égalité 

(7) ^ f Iog|/(re '-9)-e'6|«?? + N(r,oo) = N(r, e '8)- t-log|/(o)-e '6| . 
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Après l'avoir multipliée par :— rf6 et intégrée de o à 2 7r, interver

tissons l'ordre des intégrations du premier terme. En vertu de la" 

formule de Jensen, on trouve log | / ( re '>) | pour la seconde intégrale 

du premier membre et l o g | / ( o ) | pour le dernier terme. Donc on a 
la relation suivante due à M. H. Cartan [6, b] : 

(8) 
T ^ * ) = ^ f K(r,e*dH) + \og\f{o)\ 

Pour / (o) = 00, ceci est encore valable à condition de remplacer/(o) 
P a r C ( / ) . 

N(r , a) étant une fonction croissante, convexe en log r, la rela
tion (8) montre que T ( r ) jouit de ces mêmes propriétés. 

5. Un théorème de M. P . Montel sur les fonctions sous-harmo
niques. — Soit u une fonction sous-harmonique de deux variables; 
si elle est fonction de la fonction harmonique U, c'est une fonction 
convexe de U. 

Pour la démonstration, voir le Mémoire de M. P. Montel [16, 6 ] . 
En ce qui concerne la sous-harmonicité, rappelons en particulier 
que : a. la fonction égale en chaque pointa la plus grande des valeurs, 
en ce point, d'un nombre fini de fonctions sous-harmoniques est sous-
harmonique; b. si une suite infinie de fonctions sous-harmoniques un 

converge uniformément vers une fonction u dans le domaine consi
déré, cette fonction est sous-harmonique. 

II. — Inégalités fondamentales avec un indice de densité relatif à une dérivée 
ou à une forme linéaire des dérivées. 

6. D'abord M. H. Milloux a fait du second théorème fondamental 
deux extensions intéressantes qu'il a exposées dans un fascicule des 
Actualités Scientifiques et Industrielles [14, a\ Plus tard, cet 
auteur a obtenu un résultat de même genre dans un cas plus général 
et a amélioré en particulier sa première extension en réduisant à 1 le 
coefficient de l'indice N(r , / ) de l'inégalité qui s'y rattache. Récem
ment de nouveaux résultats ont été obtenus. En particulier la seconde 
extension de M. Milloux se trouve démontrée par différentes méthodes 
et dans des conditions élargies; de plus, une amélioration souhaitable 



FONCTIONS MÉROMORPHES ET FONCTIONS ALGÉBROÏDES. 7 

est apportée .à son inégalité fondamentale [12, €?, / ] . Nous allons 
exposer quelques-uns de ces résultats. 

7. Soit f(x) une fonction méromorphe pour | # | < c R ^ o o ; a e t 6 
étant deux nombres finis (byéo) écrivons 

t 9 j J~a-b\f-a J\M) f-a)' 

De cette identité qui généralise celle de M. Bureau, on déduit 

Mais en appliquant la formule de Jensen, on a 

•*-[w \/' /u>-W w V' /1^11 /J g /K+l,(o) 

et le crochet développé comme au n° 3 peut s'écrire 

N ( r , ^ 0 + N ( r > 7 j Z i r ï ) - N , ( r , / J * ) ) - N ( r , ^ T ) ) , 

si l'on pose 
N i ( r , / ) = 2 N ( r , / ) - N ( r , / ' ) 

qui désigne l'indice des pôles multiples de / . L'inégalité (10) peut 
donc se mettre sous la forme 

( „ ) m ( , , 7 ^ _ ) < N ( r , / , „ ) H - N ( r , 7 ^ ) 

_[N1(r,y»«)+N(r>7J^r,)J+Ql(r), 

Q i ( r ) est une expression qui entrera dans le terme complémentaire. 
Gomme nous avons prouvé [12, e] que 

(I2Ï N(r,/(*)) = N(/^/) + * N ( r , / ) , N f(r,/l*)) = Nt(r , / ) + * N ( r , / , ) , 

la différence N(r,/<*>) —N4 ( r , /*>) peut s'écrire N ( r , / ) — N i ( r , / ) . 
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D'autre part, en écr ivant /= ( /—a) -f- a, on trouve 

(i3) M ( , ; / J _ ) > T ( , ) / ) - N ( r ) 7 ^ ) 

— '"g I/(°) — a I — l°g I a I — l o S 2-

De ( 11 ) et ( 13 ) résulte l'inégalité 

(14) T ( r , / ) < N ( r , / ) + N(r,J-a)+N(r,^) 

- [^,/) + ^,^, ) ]+Q(r) , 
avec 

(15) -Q(r) = in ( ' , j f c s ) + '» ( ^ 7 = 5 ) + ™ V ' 7 * 7 = 5 / 

- + - l o g | / ( o ) | - a | - f - log |^1^1
)
)~) I H- log | a | H- log I i -f- 2 log2 . 

Enfin, après avoir majoré Q(r) au moyen de ( i ) et de (2), on fait 
+ 

des simplifications en observant que "k logU «< U + A (log X—1) 
(U étant une quantité positive et 1 un nombre > t f ) et en introdui
sant des distances sphériques. On arrive alors au théorème [12, e\ : 

I. Soit f(x) une fonction méromorphe pour \ x | < R ^ 00, et 
soient a et b deux nombres finis ( 6 ^ 0 ) tels que les distances 
sphériques | 00, a |, | 00, b | et | o, b | soient au moins égales à une 
quantité positive d. En supposant que / ( o ) -yé. a, 00; / ( A ) (o ) ^ 6 
etfk+i](o) ^é o, ora a pour o < r < p < R Vinégalité 

(16) T ( r , / ) < N ( r , / ) + N ^ , ^ ) + N ( r , ^ T ^ ) 

- [ N ^ , , / ) + N ( ^ 7 J ^ ) ] H - S , ( r , / ) , 

ow N 1 ( r , / ) désigne Vindice des pôles multiples de f et 

(17) S*(r,/) = 6log- , - i . log | / (o) | + log| /*)(o) | + log 
/U*i) (o) •R*(r ,A 

(18) RA(,.,/) = A*+BA]ogI + B i l o g ^ B " * l o g ^ + CilSgT(p,/) (<). 

(1) Nous avons légèrement amélioré le résultat antérieur [12, c] en ce qui concerne 
les conditions initiales et l'expression de S*(r , / ) . 
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AA, BA, . . . , GA étant des constantes numériques qui ne dépendent 
que de k. 

Dans le cas où k = i, on trouve que Ai = 462, B4 = 10, B\ = 22, 
B'; = 21 e t C i = 28. 

S * ( / , / ) , terme complémentaire ou reste, jouit des propriétés 
énoncées par M. R. Nevanlinna dans son second théorème fonda
mental ( 1 ) . Supposons, par exemple, R = oo ; on peut montrer que 
pour une fonction d'ordre fini S*(r, / ) = O( logr ) et dans le cas de 
l'ordre infini 

S A ( r , / ) < 0 [ l o g ( r T ( r , / ) ) ] . 

Ordinairement ces limitations suffisent pour l'application de l'inéga
lité (16), mais quelquefois, on a besoin de connaître l'expression 
explicite (17), surtout sa partie dépendant des valeurs initiales d e / 
et de ses dérivées. 

Remarque. — Les restrictions relatives à l'origine ont été faites 
pour simplifier; on peut les lever au besoin, en procédant comme 
a u x n o s 2 e t 3 ( 2 ) . 

8. / étant définie comme précédemment, soient <x,(i = o, 1,...,/) I 
fonctions holomorphes pour | x | < R et l'on pose 

/ / = « o / - + - « i / ' - + - . - . H - « / / f l . 

En procédant de la même façon que pour le théorème I, on peut 
encore trouver une inégalité de la forme [12, e ] , 

- N 1 ( ^ î / ) + M(r,p)-+-S /(r, /) , 

où M( r , p) désigne une certaine expression ne dépendant que des 
modules maxima des a,- sur les circonférences |a?| = r e t | # | = p. 

Et dans le cas où a 0 = o, la même méthode permet d'obtenir l'iné-

( * ) Tout ce qui est dit ici sera val able pour le reste de toute inégalité fondamen
tale qui se trouvera dans la suite. 

(2) Pour chaque inégalité fondamentale que l'on obtiendra, il y aura lieu de faire 
cette remarque et nous ne la répéterons pas. 
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galité de la forme plus générale [12, e] 

(20) T ( r , / ) < N ( r , / ) + N ( r , ^ - ^ ) + N ( r , ^ : ^ ) 

- N i ( r , / ) H - M ( r , p > + S / ( r , / ) . 

Mais utilisant une autre méthode, nous sommes parvenus à établir 
une inégalité de la même forme tout en conservant le terme a0(x)f(x) 
dans / / [ 1 2 , / ] . C'est ce que nous exposerons succinctement dans ce 
qui suit. 

Par application de l'inégalité (5) , on démontre d'abord, en 

p r e n a n t / = —5 la proposition préliminaire : 

A. Soient G(x) une fonction méromorphe pour | # | < R ^ o o 
et W(x) une fonction holomorphe pour \ x | <C R, qui ne s* annule pas 
identiquement. En supposant que <\>(o) ^ o ; G(o) ^ o, 00, W(o); 
et D(o) ^ o avec 

on a pour r << p << R l'inégalité 

(21 ) T(r, G) < N(r, G) + N (r, g ) -+- N (r, g ^ ) - N, (r, G) 

+-3m(r, V)-j-81og/n(p, V ) - h S ( r , G, W\ 
avec 

(22) S ( r , G, V ) = 3Iog 
V(o) 

• 2 l o g | G ( o ) | - h l o g 
D(o; 

•Ri (r , G). 

Les coefficients de différents termes de R i ( r , G) sont des nombres 
et se calculent facilement. 

Considérons ensuite une fonction g(pc) méromorphe pour 
. | x | < R ^ 00 et posons 

gt = ^*tgW, avec g^=g. 

En prenant gi pour G, l'application du théorème précédent permet 
de démontrer le suivant qui nous sert de base pour établir le théorème 
en vue et d'autres plus généraux. 

B. Les fonctions g et gt étant définies comme dans ce qui 
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précède, soit W(x) une fonction holomorphe pour | x | < R, qui ne 
s'annule pas identiquement. En supposant que 

tF (o )^o ; # ( 0 ) ^ 0 , oo; £7(0) ^ o, *F(o) 

et 
0 ^ 0 ) ^ 0 , avec D| (¢ ) = ^ - ^ / , 

on a pour r < p < R Vinégalité 

(,3) T(r, * ) < N(r, g) + N (r, i ) + N (r, — L ^ . ) 

•N|(r, #)-+- m(r, p . f ) + S / ( / - , £•, qr), 

ou 

(24) m(r, p, V) =J^m(r, a,) -h 3 m(r, V) + 8 ] g l î g m(p, a,) + 8 log/» (p, ^) , 

(25) S/(r, g, rçr) = 3 1og 

H-log 

I 

I 

l og |^ (o ) | - f - l og |^ / (o j | 

gi(o) 
log 

Di(o) R/(/-,/)• 

Reprenons maintenant la fonction / et appliquons à elle le 
théorème B en posant g=f—#, par suite gi==ft—«a0-

Choisissons la fonction W telle que W(x) = b— a a 0 ( # ) , ce qui 
est toujours possible si b^éo. Alors, on est conduit aussitôt au 
théorème suivant [12, g] qui généralise et précise celui indiqué par 
M. Milloux [14, a]. 

IL Soient f et / / des fonctions définies comme au n° 8 ; soient 
ensuite deux nombres finis.a et b(b^o) telles que les distances 
sphériques \a, 00 | et 16, 00 | soient au moins égales à un 
nombre d > o. Alors, en supposant que 

/ ( o ) ^ o, a, 00; / / ( o ) ^ a«o(o), b; b — a a 0 ( o ) ^ o 

e£ A(o) ^ o, arec 

A( J?) = (6 — aafl) (// — aa'0) + aa'0 (// — aa0), 

orc a pour r < p < R l'inégalité 

(26) T ( ^ / ) < N ( r , / ) ^ N ( r , ^ ) ^ N ^ ^ ) 

- N i ( r , / ) - h M ( r , p ) + S / ( r , / ; a, 6), 
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oit Ni est Vindice des pôles multiples de f et 

i 

(27) M(r, p) = 4logM(r, a o ) + . ^ l o g M(r, a,) 

z 

-H 16 log log M (p, a0) - + - 8 ^ loglogM(p, a*), 

(28) S / (r , / ; a, 6) = 12 l o g i •+• log | a0(o) | -4- 3 log L a<x0(o) 

•+• !og | / ( o ) | -+- log | / / (o ) | H- log 
/ / ( o ) - a a o ( o ) 

log 
A(o) •Mnf) (1). 

III. — Limitation de T ( r , / ) sans intervention des pôles. 

9. Dans chacune des inégalités fondamentales précédentes figure 
l'indice des pôles; au moyen des fonctions auxiliaires particulières, 
M. Milloux est parvenu à obtenir des inégalités fondamentales dans 
lesquelles cet indice ne figure pas [14, e\ 

On associe à / la fonction cp = * et l'on cherche à appliquer 

à cp la seconde inégalité fondamentale. Observons d'abord que, 
Ni(/ ' , / ) ayant la signification indiquée plus haut, on a 

(29) N (r, 1 ) ^N(V, J^—^ H- N,(r, / ) ; 

en majorant N 1 ( r , / ) au moyen de N ( r , ~ \ et de N ( r , ' U on 

trouve pour N f r, - ) une expression ne contenant que des quantités 

qui nous intéressent. 
Ensuite, on compare les zéros de <p — 1 à ceux de la fonction 

+ = (? —0 / . 

il vient 

(3°) N('-.^=r)^N('-.|)-»-N«<T('-.|)+N«. 

(1) Nous désignons souvent par une lettre affectée d'un indice telle que Az une 
constante qui dépend de l% mais qui n'est pas nécessairement partout la même. 
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No désignant l'indice de densité affecté aux zéros communs à cp — i 
et à / — i ; de plus, on trouve facilement une inégalité qui 
limite m(r, cji) et l'inégalité 

<3i) .N(r, ^ ) ^ N ( r , i ) + N ( r , - ^ 1 ) - N o , 

ce qui donne avec (3o) une limitation pour N ( r, ——- j • 

Enfin, il est aisé d'obtenir une majorante pour T ( r , cp) et une 
minorante pour m(r, cp). 

Alors l'application du second théorème fondamental à cp est immé
diate et l'on a le résultat : 

III. Soitf(x) une fonction méromorphe pour \ x ] << R ^ oo. En 

posant cp = —~- et en supposant que / ( o ) y^o, 1, 00 ; / ( ° ) 7^ ° / 

cp(o) 7^ o, 1 et cp' (o) ^ o, on a pour r < p <C R Vinégalité 

(32) T ( r , / ) < 3 N ^ i ) + 2 N ( r , ^ ) + N(r, ^ ^ ) + 8(1-), 

2 log | 9 ( o ) | 

avec 
<33) S ( i - ) = 3 1og | / (o ) | + l o g | ^ 

log 
[ 9 (0 ) — i ] 9 \ o ) R i ( ^ / ) -

10. En associant ensuite à // la fonction d» = -— /*;... ? on 
JL T (T — a o ) / ^ 1 ) 

démontre par le même procédé le théorème plus général : 

IV. On définit f, a, et fi comme au n° 8 et Von suppose que <x0 — T 
et a/ ne s'annulent jamais. Alors en supposant que f(o)yéo, 1, 00; 
/ ' ( o ) 7^0, fi(o)^éi; <]>(0)7^1 et ty!(0)7*0, on a, pour r < p < R , 
l'inégalité 

(34) T(r,/)<(2/ + i ) N ( r , i J + ( / + i ) N ( r , ^ J + N ( r , ^ ) + S(r)l 

S ( r ) étant une expression analogue à (33). 

Remarque. — La condition a0 ̂  1 est essentielle comme M. Milloux 
l'a montré sur un exemple. 

Dans certaines conditions on peut ramener au cas précédent le cas 
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plus général où les indices de densité en jeu sont relatifs aux zéros 
de / — a, f— b et fi— c. 

11. Si nous remplaçons un second indice de densité relatif à / p a r 
celui concernant la dérivée considérée, nous pouvons trouver une 
inégalité fondamentale dont les coefficients des indices de densité se 
réduisent tous à l'unité. 

a étant un nombre fini, écrivons 

d'où, en supposant / (o) ^ a, ce e t / ' ^ o ) 7^ o, 

m(r,f—a)<m(r,fW)-hm{r, JZT^) 

et l'on trouve 

(35) T ( r , / - o ) < T ( r , / i * ' ) + | v ( r , j ^ ) - N ( r , ^ Z j ) 

/ ( o ) - « 
ir>f^)+los\ / ( i l (o ) 

Puis, en prenant deux nombres b et c distincts entre eux et diffé
rents de zéro, et en supposant à p a r t / ( / , ) ( o ) ^ o encore fi''~ti)(0)5^0, 
le second théorème fondamental donne 

(36) T ( r . / l i . ) < N ( r J ^ 1 ) + N ( r , 7 Î I J ^ ) + N ( r l 7 ! I i - o ) 

- N ^ ^ ^ S O - , / . * . ) . 

De (35) et (36) résulte une inégalité de la forme 

T ( r l / - - ) < N ( r . 7 ^ ) H . N ( r , 7 ^ ) + N ( r . 7 j I I - ï ) 

- N ( r -7^) + Q(r)' 
ce qui conduira au théorème : 

V. / ( # ) étant défini comme dans ce qui précède, soient a un 
nombre fini et b, c deux nombres non nuls distincts entre eux; on 
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suppose que les distances sphériques \ oo,a\,\o, b\,\o, c\et\b, c\ 
sont toutes au moins égales à une quantité positive d. Alors 
si f(0)=^ a, oo ; / A ) ( 0 ) 7 ^ 0 etf(f^(o) ^ 0 , on a l'inégalité 

< 3 7 > " T ( r , / ) < N ( r , ^ ) 

- [ ]* , ( ! • , / ) H- N(|-, ^ _ ) J + SA(/%/), 

avec 

SA(/ ' , / ) = 3o logi •+• log|/(o.) | n-2log|/U)(o) I + l o g | / a + ' 1 ) ( o ) 

+ R*(^ / ) -

Ce théorème peut aussi s'étendre au cas où l'on considère / / au 
lieu de /<*>. 

IV. — Généralisations. 

12. Pour le théorème de Picard et son théorème, Borel a eu l'idée 
de les généraliser en substituant dans l'équation f(x) — a = o à la 
constante a une fonction cp(#) d'ordre inférieur à celui de f(x). 
Suivant cette idée, M. R. Nevanlinna a donné à son inégalité fonda
mentale pour q = 3 une forme plus générale qui est 

( 3 8 ) i - O T ( r , / ) < j N J r , _ i _ ) _ S ( r ) (1 = 1, 2, 3), 

cp/ étant trois fonctions distinctes telles que 

T(r , ?,) = s ( r ) T ( r , / ) . 

On trouve une démonstration succincte dans son livre de la collec
tion Borel [18, d]. 

Dans le cas où interviennent des dérivées, nous avons d'abord 
obtenu une inégalité de la forme 

l i - o r i ) ] T ( i ^ / ) < N ( r , / ) + N ( r , 7 : i r 5 ) + N(r, - J _ ) + S( r , / ) , 

cp et 4» étant des fonctions entières d'ordre inférieur à celui de / [ 1 2 , c] ; 
nous l'avons ensuite étendue au cas où cp et <p sont méromorphes, 
puis, au cas o ù / / entre enjeu [12, e, / ] . 
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13. Soient f(x), cp(#) etty(x) trois fonctions méromorphes dans 
tout le plan ouvert (*); supposons 

T(r, 9) = o[T(r,/(*>)] et T(r, + ) = o [T(r, /(^)1-

Posons F (a*) = / ( # ) — cp(#); on trouve, d'une part, 

(39) m(r, F) ^ #rc(r, / ) — m (r, o) — logi 

et, d'autre part, 

(40) m(r, F ) ^ T ( r , F(*») + N(r , i ) — N^r, ^ ) 

/ F(*»\ I F(o) I 

- N ( r , F ) + ^(,-, ^ ) + ^ 1 ^ ^ 1 -
De ces deux inégalités, on déduit la suivante : 

(4i) [ ' - o ( i ) ] T ( r , / ) < T ( r > / ^ ) + N ( r , ^ ) - N ( r , / u ^ y ( A ) ) 

__„/ /(^)-9^\ { / ( 0 ) - 9 ( 0 ) 1. 

Ensuite, en généralisant un peu le théorème A du n° 8 et en l'appli
quant aux fonctions G=flk)—cp(A) et W = ty— <p(A), il vient 

(42) 
T ( r , / < < > ) < N ( r , / ( U ) H ^ 

+ 2 T ( i - l 9 ( * ) ) - N , ( r , G ) + Q 1 ( r ) , 

Q i ( r ) étant une expression qui entrera dans le terme complé
mentaire. 

Alors, à partir de ( 4 0 et (42)> <>n trouvera facilement l'inégalité 
en vue. 

' VI. Etant donnée une fonction f(x) méromorphe, soient ®(x) et 
ty(x) deux autres fonctions méromorphes dont cp^ oo et ty^o, oo, ^^, 
telles que 

T(r, 9) = o [T(i-, /(*»)], T(r, *) = o [T(r, / U ) ) ] . 

ifo posant 

F(ar) = / ( * ) — 9 (a?) et V(a?) = 1)1(0:) — 9 ^ ) ( J ? ) , 

(1) Dans la suite, pour une fonction méromorphe à distance finie ou dans tout le 
plan ouvert, nous dirons simplement fonction méromorphe. 
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on suppose que F (o ) p^ o, oo ; F<*>(o) =^ o, V ( o ) ; et 

A(o) = T(o)F(A+i>(o) — \F'(o) F ( ^ ( O ) ^ o. 

Dans ces conditions, en excluant éventuellement, dans le cas où cp 
est d'ordre infini, une suite d'intervalles dont la longueur totale 
est finie, on a 

(43) [1 - 0(1 )] T\r, / ) < N(i-, / ) + 1\ [1, jL-^j 

•N 

dont 

(44) s* = iog| F(0) | -+- îoerj FC«I(O) | 

H-IOS 
I 

Fi*»(o) 
-h log 

1 

UT(o) 
-h log 

I 

A(o) •R2(r, /) . 

R^(/', / ) est une expression obtenue de (18) en remplaçant le 
dernier coefficient par C^ + o ( 1 ). 

14. Au lieu de / ( / , ) , prenons la forme linéaire / / du n° 8, mais 
nous supposons ici que les at.l sont des fonctions méromorphes telles 
que T ( r , a,) = o [ T ( r , / ) ] . Soient ensuite cp(#) et ty(x) deux fonc
tions définies comme dans le théorème précédent. En utilisant la 
méthode par laquelle on a démontré le théorème VI, nous obtenons 
le suivant [ 1 2 , / ] (*): 

VIL Soient f(x) et a,(df—o, 1, . . . , /) des fonctions méro
morphes telles que pour r - > 00 

(45) T(i-, «i) = o [ T ( i - , / ) ] (« = o, 1, . . . , I); 

soient ensuite cp(#) et ty(x) deux fonctions méromorphes dont cp ^ 00 
et ty ^ o, 00 , cp/ te//es que 

(46) T(i-, 9(0) = o [ T ( r , / i « > ) ] 

/?owr r -> 00 e£ / 'ow />ose 

et T(r, <iO = o[T(i-,/i'»)] 

/i = 2««/<» et ?/ =2«^u)-

(M On peut aussi conserver l'hypothèse du n° 8 sur les <x4; voir HIONG [12, / ] 

MEMORIAL DES SG. MATH. — N° 1 3 9 
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Alors si cp(o) ^ o o ; <]>(o) ̂  oo , 9 / (0 ) ; / (o ) ^ 9(0), x ; / / ( o ) ^ 9/(0), 
4>(o) e£ A*(o) ^ o, avec 

A*(.r) = (<];- 9/) (// - 9/ ) - ( + ' - ?/ ) ( / / - */), 

l'inégalité 

(47) [ i - o ( i ) ] T ( r , / ) < N ( r , / ) + N ^ 7 I ^ ) H . N ( r , 7 ^ ) 

-Nt (r , / ) -4 -S / ( r , / ; 9,*) 

est vérifiée pour r <ip, sauf peut-être dans le cas où cp est d'ordre 
infini, pour une suite d'intervalles de r dont la longueur totale 
est finie. Le reste a pour expression 

(48) S/==log|9(o)|H-log|9Ko)|H-log|/^o)|-Hlog|//<o;|H-log 
'J^(o)— 9/(0) 

log 
/ / ( 0 ) - 9 / ( 0 ) 

log 1 
•n?(r,f). 

V. — Conséquences des extensions précédentes. 

15. Valeurs exceptionnelles. — D'abord concernant les valeurs 
lacunaires, on a la proposition simple : 

VIII. Si f(x) est une fonction entière ne se réduisant pas à une 
constante, il n' existe pas à la fois deux valeurs finies a et b(b^éo) 
qui ne sont pas prises respectivement par f et f(l). 

En effet, si le contraire avait lieu, l'application du théorème (I) 
nous conduirait à l'inégalité 

(,49) Hm ! < £ / . ' < • . 

On en conclut que /devra i t être un polynôme ainsi que / ( A ) , ce qui 
est impossible d'après l'hypothèse. 

Ensuite pour les valeurs exceptionnelles au sens de Borel, on peut 
démontrer le théorème : 

IX. Soit f(x) une fonction méromorphe d'ordre fini A qui ne se 
réduit pas à une constante ; si elle admet l'infini comme valeur 
exceptionnelle au sens de Borel, il n'existe pas en même temps 
deux nombres finis a et b (b ?é o) qui sont des valeurs exception
nelles au sens de Borel pour f et / ( A ) respectivement. 
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Admettons que le contraire a lieu et appliquons le théorème I. 
D'après un résultat de Valiron [27, b], la dérivée / ' est de même 
ordre q u e / ; il en est donc de même de/<A). En vertu de la définition 
de la valeur exceptionnelle au sens de Borel et, d'après un résultat 
de M. R. Nevanlinna, on peut alors avoir un nombre positif p. < A 
tel que les trois intégrales 

r W " ' " r f r . r^Tl^dr et f'^J^Ûjr 
J i ^ ' J r\?-+i J rV-+i 

convergent en même temps. Par conséquent, 

,. N ( / , «> ) ,. N(r , a) .. N V ' fW—b) 
iim - = o, lim — ^ — = o et lim —- '- = o. 
,^r rV- / > x rv- r > 0 0 rV-

En remarquant que T(r,f) >> / ^ pour une infinité de valeurs r, on 
déduit de l'inégalité (16) l'inégalité (49) et l'on arrive à une contra
diction. 

Puis on a le théorème suivant sur les valeurs exceptionnelles au 
sens de M. R. Nevanlinna : 

X. Soit f(x) une fonction méromorphe non constahte qui admet 
l'infini comme valeur déficiente de défaut 1 ; il n'existe pas à la 
fois pour f une valeur déficiente finie a de défaut à (a) et 
pour / ( / , ) une valeur déficiente finie et non nulle b de défaut S^>(b) 
telles que la somme à (a) + 5 ^ ( 6 ) dépasse un nombre l > 1. 

Admettons que le contraire a lieu ; d'après la définition du défaut 
et l'hypothèse, on a N(r , / ) = o [ T ( r , / ) ] et 

N(r, 7 - 4 ) < [ i - 8 ( « ) H - o ( i ) ] T ( r , / ) , 
(5o) { V J J 

Et, en tenant compte de l'hypothèse, 

(5 i ) T ( r , / U l , < T ( i - , / ) + * N ( i - , / ) - h m ( r , ^ ) < [ i - t - o ( i ) ] T ( r , / ) , 

sauf peut-être pour une suite d'intervalles de longueur totale finie. 
L'application du théorème I nous conduira alors à l'inégalité (49)* 
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Le théorème I permet de démontrer encore le suivant qui est plus 
général : 

XL Soit f(x) une fonction méromorphe ne se réduisant pas à 
une constante; si f admet l'infini et un autre nombre a comme 
valeurs exceptionnelles dont on désigne les défauts par 3(oo) 
et à(a), respectivement, et si / ( A ) admet un nombre fini non nul 
comme valeur exceptionnelle dont le défaut est ô(/i)(&), alors on a 

(52) 8 ( » ) - + - 8 ( a ) + (Â:-+-i)8(A)(&)<*-+-2. 

Ce résultat est plus précis que celui donné par M. Milloux [14, a]. 
En s'appuyant sur le théorème VI, on peut démontrer des propo

sitions plus générales; et en appliquant III ou V, on obtiendra des 
résultats analogues sans intervention des pôles. 

Il est facile d'obtenir enfin, pour les indices N(r , a), des propo
sitions concernant leur type au sens de Pringsheim et leur classe au 
sens de Valiron. 

Tous ces résultats s'étendent aux fonctions méromorphes pour | x\<i i 

dans le cas où le rappor tT(r , / ) : log ; ne soit pas fini pour r -> i. 

16. Défaut relatif d'une valeur a pour / A ) . — Il y a intérêt de 

comparer la croissance de N ( r, *__ J non seulement à T ( r , /(A))> 

mais encore à T ( r , / ) . Pour / 7 , M. Milloux a introduit la notion du 
défaut relatif et en même temps celle du défaut absolu [14, d]. 
Appelons d'une façon plus générale défaut relatif d'une valeur a 
pour/ ( A ) l'expression 

N ( ^ -7TT ) 

(53) »*'(«, / ) - , - is v
T / ;^7 • 

Par comparaison, on appelle défaut absolu de a pour/<A>, le défaut 
ordinaire de a pour/<A> ; et on le désigne par o{*] (a, / ) ou par ô(« , / A ) ) . 

Il résulte de la définition que ô^5(a, / ) ^ i. Pour la classe impor
tante des fonctions dont T ( r ) est dépourvu d'intervalles extraordi
naires, au moyen de l'inégalité 

(54) T(r, /(A)) < (k H- i) T(r, / ) + m (r , ^ ) , 

on prouve que 

<55) *rk\*,f)7±~* +{* + *)*&(*,/). 
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Donc, dans ce cas, tout défaut relatif pour/^A) est supérieur ou égal 
à —k . M. Milloux a montré sur un exemple pour k = i que cette 
limite inférieure peut être effectivement atteinte. 

Supposons que R = oo et q u e / n e se réduise pas à une constante, 
le théorème I montre de suite qu'on a 

<56) 3( oo, / ) + Ha, / ) + 8<r*)(6, / ) ^ 2. 

Dans le cas où R = i, si le rapport T ( r , / ) : log __ croit indéfiV-

niment, l'inégalité (56) est encore valable. Considérons le cas 
contraire et prenons k = i pour avoir un résultat explicite. Supposons 
que la somme des 6(00, / ) , ô(o, / ) et ô7',(i, / ) dépasse un 
nombre p^> 2. En appliquant le théorème I, on trouve une inégalité 
de la forme 

(p - 2) T{r, / X G + 21 log — L - + 28 logT(p, / ) 

«t un procédé de M. R. Nevanlinna conduit au résultat : 

XII. Si f(x) est une fonction méromorphe dans le cercle unité 
telle que la somme des défauts ô(oo, / ) , 0(0, / ) et de o'7.(i, / ) 
dépasse p >> 2, on a l'inégalité 

(07) h m — v ' - ' ' 
i ! P —2 

log r 

17. Extension du théorème de Landau. — Comme applications 
des théorèmes fondamentaux établis précédemment, on peut encore 
étendre le théorème bien connu de Landau. Un résultat se trouve 
<déjà dans l'exposé de M. Milloux [14, a]. 

CHAPITRE II. 

EXTENSIONS PAR INTERVENTION DES DÉRIVÉES. CAS GÉNÉRAL. 

I. — Inégalités fondamentales. 

18. Nous commençons par exposer un résultat de M. Ullrich. 
C'est une double inégalité limitant T ( r , / ' ) supérieurement et inté
rieurement. 
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f 

En écrivant / ' = / - ^ , on obtient immédiatement une limitation 

supérieure 

(58) T ( r , / ' ) ^ N ( r , / ) - H N ( r , / > ^ i » ( r , / ) - f - m ( r , ^ . 

Pour limiter T ( r , / ) inférieurement, on a, d'après le premier 
théorème fondamental, 

T(r, / ' ) = N (r , - l ) -+- m (i-, i ) -H A(r); 

il suffit de limiter inférieurement mlr, -p)' 

Soient at(i=i, .. ., p) p nombres complexes finis distincts et 
considérons 

F(*) = ( / — * t ) ( / — «2 )...{/—ap). 
On a 

(59) /ii^r, ^ ) ^ m ( r , p ) — m ( r , y ) 

v .1 
F(o) s N ( r , F ) - N ( r , J,) -h m(r, F ) - /n(r, ^ ) -+• log 

(
/ y » 

r, pr )• Pour avoir 

une minorante de m(r, F ) , prenons un nombre positif a tel 
que | at | ^ a ; en écrivant 

(6a) /41(-7)^, 
i = 1 

il vient, pour les valeurs de x telles que \f(x) | > ia, 

(6i; l / ( * ) | " < ^ | F | ; 

l'égalité 

£ r W log | / ( r^ ) | r f9=^ f log|/|^9+ £ f log|/|^9, 

donne 
4-

(62) /?m(i-,/) </? log2«-+-/?log2-f-//î(r, F). 

Maintenant si l'on décompose ^ en fractions partielles, on a 

P 

(63) F^2 A ' /"=r^' avecAi=ri^r=^; u^iy-'i—hî+h-jpY' 
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en appliquant l'inégalité ( i ) , on trouvera une limitation 

pour ™( 'Vp-V 

On obtient finalement le théorème de M. Ullrich [26, a] : 

I. Soit f{x) une fonction méromorphe et soient a-t{i = i p) 
p(=±l) nombres complexes finis distincts; pour la fonction carac
téristique T ( r , / ) , les inégalités 

p 

<64) N ( / % ^ ) H - 2 i i M > - 5 a / ) - 0 [ l o g / ' T ( r , / ) ] ^ T ( > , / ) 

^ N C r, / ' ) + m( r , oc ) •+• O [log ,• T(r, / ) ] 

^ora* vérifiées, sauf peut-être pour une suite d'intervalles dont la 
longueur totale est finie. 

19. Dans le théorème précédent, c'est T (;%/') que l'on limite et 
parmi les indices de densité relatifs à / il n'y a que N ( r , / ) 

e t N ( r , -r,,) qui interviennent. Après les résultats exposés dans son 

recueil des Actualités, M. Milloux établit encore, dans le même ordre 
d'idées, un théorème général [14, d] qui étend le théorème fonda
mental de MM. R. Nevanlinna-Littlewood-Gowllingwood [18, a, d] 7]. 

Soient f(x) une fonction méromorphe pour | # | < R ^ o c , 
et at(i= i, . . . , p), p nombres complexes distincts et finis. On les 
représente sur la sphère de Riemann; d étant une quantité telle 
que d ^ | oo , at-\ et d ^ \ ah, a/,-1 ( A ^ k), on pose 

i> 

F ( - c j = J J [ / ( ^ ) - « i ] 

et l'on cherche pour m(r, F) (\x \ = r < R) une minorante et une 
majorante. 

Une telle minorante peut s'obtenir déjà de (62), mais nous allons 
encore indiquer le procédé de M. Milloux, qui fournit un résultat 
précisé par des considérations géométriques. On désigne par (y,-) les 

arcs de la circonférence (Cr) | x | = r, sur lesquels on a \f(x), a{\^--* 

Par suite de la définition de d, ces arcs (y , - ) ( j= : i , . . . , / ? ) ne 
chevauchent pas les uns sur les autres. On désigne par (T) l'ensemble 
des arcs (y,-) et par (T1) l'ensemble complémentaire de ( f ) sur (C r ) . 
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Lorsque x est sur (JT')', on a \f(x), at | > - quel que soit i, et 

d'après les propriétés du n° I, 

| / ( . r ) | -Hcotg -

en posant \f(x) \ = cotg a ( o < M < h o n trouve 

d 
I X/ \ I 2 s i n _ ^ 

l/(*0 —g«l ^ ? _ ^ ^ 
| / ( t f ) | ^ 0?"2 1,7 v 7 ' i -+• s i n -

2 

et, d'après ce résultat, on obtient l'inégalité 

(65) log | F(x) | >p log |/(jr) | -p log jj. 

En désignant par 2 Tuar la mesure de (T), on en déduit alors 

(66) ±f l o g | F ( r ^ O ) | ^ 0 > ^ T l o g | / ( i ^ e ) | r f B _ ( l _ a ) / , ] o g * 

Maintenant si # est sur un arc (y,), on a | oo, a , | ^ d , tandis» 

que \f(x), at\^.~» On peut appliquer les résultats du premier cas-

dun° 1 ; enprenant,respectivementaM une quantité ^ d e t - pour m, w 

et v, et l'on a 

| / ( * ) - a , | < rf' " > 

cotg- —| «i| 

par suite 

n - | a , | c o t g -

l/(*)l< g -• 
cotg - — | «i | 

Le second membre de la dernière inégalité est une fonction crois
sante de | ai |, lorsque | a, | croît de o jusqu'à cotgd; on en déduit 

|/(*)|<cotg^<J, 

\ f l o g | / ( r e « 0 ) | < f l < a l o g £ . 2 " ^ D 
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Il en résulte donc 

<67) ^ f l o g | F ( r * * ) | r f B > £ f log \f(re'*) \ dQ -pa l o g £ . 
2^J[Y) *MT) 

En ajoutant (66) et (67), on obtient l'inégalité 

2 
(68) m ( r , F ) > ^ i i i ( i - , / ) — / ? l o g 

d 

F , / . Pour majorer m( r , F), on écrit F=jrf; en supposant que 

/ ( o ) ^ ai, 00 ; e t / ( o ) ^ o, on en déduit, à l'aide de la formule de 
Jensen, l'inégalité 

{69) # « ( r , F ^ T ( r , / ) H . [ N ( r , ^ ) - N ( r , ^ ) - N ( r , / ' ) ] 

/ f \ 1 F ( ° ) 
•+• m \r, p ) -+" log / ' ( o ) 

^t l'on trouve sans difficulté la suivante : 

(70) m ( r , F ) ^ T ( r , / ) + 2 N ( , " ' 7 i r ^ ) 
1 = 1 

- />N(r , / ) -N(r , i ) - i -^(r r0+loglF ( o ) 

/ ( o ) 

La comparaison de (68) et (70) fournit alors l'inégalité prélimi
naire 

p 

<7i) i , T ( r , / ) < T ( r , / ) + 5 j N ( r ' 7 ^ ) _ N ( r ' / ' ) 
1 

/ / \ . | F ( o ) | , 2 
Z = l 

'Soient maintenant q(^i) nombres complexes bj(j = 1, . . . , 9 ) 
finis et différents de zéro et distincts entre eux. Appliquons la seconde 
inégalité fondamentale à / pour les gr -f- 2 valeurs 6A, ..., 69, o et oc ; 
il vient, en désignant par S(r, / ) son reste, 

n 

(72) ?T(r,/')<N(/-,/ ') + N ( r ) i ) + 2 N ( ' , ' 7 é r ; . ) 

N ( r , i ) + S ( r , / ' ) 
; = i 
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A partir de (71) et (72), on arrive à 

p y 

(73) pqTtr./X \(,, /-, + ̂ JN ^, .^^-1-)+2^(^7^) 

- [(9 - 1 ) N (1, i ) + N (r, I ) ] -f- Q(/ ). 

On remarque que | A, | ̂  -7-^ et l'on utilise pour S (r , / ) l'expres

sion précisée par M. Milloux [14, d]. Après la majoration de Q( / ' ) , 

on obtient le théorème dû à cet auteur. 

IL Soit f(x) une fonction méromorphe pour | ^ | < < R ^ o o et 
soient p nombres complexes at distincts et finis et q nombres 
complexes bj distincts, finis et différents de zéro. On désigne par d 
un nombre positif quelconque inférieur ou égal à la plus petite des 
distances sphériques de a t , . . ., ap pris deux à deux et par d] un 
nombre positif inférieur ou égal à la plus petite des distances 
de è j , . . . , bq, o, 00 pris deux à deux. Alors en supposant 
que f(o) 7^0, oc , a,; f'io) ^ o, bj etf!,(o) ^é o, on a pour r < r < R 
V inégalité 

p v 

(74; />5'T<'--/)<^i'I/' + 9 ' 2 N ( , ' ' 7 = ^ ) + 2 N ( ' ' ' 7 = 6 ; ) 

- [ ( g -O N (r, ^ ) + ^ (n J*)] H-S|(r,/), 
avec 
(75) SjU , / ) = kpq log ^ -h 9 (q -+- ?) log ± -+-pq log | /(o) | H- 8 log log r y ^ 

+ o log | / ' (o) I -H ^ log | ^ Q ) | + log j - ^ - j -+- Rv(r,J\p, q), 

Ri (A , / ; p, q) étant une expression de Jorme {18) avec des coeffi
cients numériques ne dépendant que de p et de q. 

20. Il est facile d'éliminer l'indice N (/-, /) de (74) à l'aide de 
l'inégalité fondamentale de M. Nevanlinna a\ec q= 3 ou de l'inéga
lité du théorème I appliquée a / . 

21. Dans l'inégalité (74) les indices de densité relatifs aux zéros 
d e / — a t sont tous affectés du coefficient q, ce qui présente un 
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inconvénient pour certaines applications. Nous pouvons donner une 
autre inégalité où un seul indice de densité a un coefficient supé
rieur à 1. 

Soit / ( jc) une fonction définie comme précédemment et considé
rons d'une façon plus générale /{A) au lieu de / . En procédant 
comme au n° 11, on trouve l'inégalité 

(76) T(r, / ) < T(r, /<*>) + N (,-, I ) - N (r, ^ ) 

/ f^\ . fio) I 
+ m ^ ) + l o g ^ | . 

appliquons le second théorème fondamental à la fonction / A ) 

pour o, oo et les q ( ^ i ) nombres 6 , ( / = 1 , . . . , q) supposés finis 
distincts et différents de zéro; de l'inégalité ainsi obtenue et de (76) 
résulte la suivante : 

<77) ? T ^ . / ) < ? ^ ( ' - . 7 ) + N ( r , / ^ ) + 2 ^ ( ^ 7 1 ) = 7 , ) 
/ = 1 

[^,/^) + ̂ , ^ ) ^ , ( , - ) , 
Q i ( r ) étant une expression qui entrera dans le terme complémen
taire. Grâce aux relations (11), cette inégalité peut se simplifier et 
être mise sous la forme 

(78) ? T ( r , / ; < N ( r , / ) + ? J \ ( r , i ) + 2 N ( ' ' ' 7 I 7 = r ï ; ) 
J = \ 

- * ( > • • 7 ^ , ) + Q.C-)-

Ensuite appliquons le second théorème fondamental à / pour 
les p 4- 2 (p ^ 1 ) nombres o, 00 et at{i = 1, . . ., p), supposés 
distincts finis et différents de zéro; il vient 

p 

(79) ^ ( r . / x N ^ / j + N ^ J + j N ^ ) 

- [^ i ( ' ' , / ) + N ( r , - l ) ] H-S(r , / ) 

OU 
p 

(80) / » ! > , / ) < Wr,/> + N ( '>}) + 2 N ( ' % / = b , ) _ N ( r ' / > ) -"-S< r '^-
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A partir de (78) et de (80), on arrivera facilement à ce résultat. 

III. Etant donnée une fonction méromorphe pour \x\ < R Z o o , . 
soient ai(i = 1, . . ., p) et b3 (j = 1, . . ., q) des nombres finis et 
différents de zéro, les p premiers distincts entre eux ainsi que les q 
derniers, on désigne par d une quantité inférieure ou égale à la 
plus petite des distances sphériques des points o, 00 et des at pris 
deux à deux et par d' une quantité analogue relative aux 
points o, 00 et bj. En supposant que / ( 0 ) = 0, 00 , at ; f (o) ^é o ; 
f{lx)(o)yéo,bj ^ / ( A + 1 ) ( o ) •=£ o, on a pour r < p < R Vinégalité 

(81) (p + q) T(r, / ) < 2 N ( , . , / ) + ( ^ + 1 

p 

)NH) 
S» ('-7^)*i" (^70^,) 
[N(r'7') + N('''7^)] + St(r,/)' 

at>ec 

(82) S*(r,/) = 9(/> 

+ (/? + ? + 2) log | / ( o ) 

+ -+-

+ 2 log | /W (°) I •+" 2 l°o 

2 ) l o g 3 + 9 ( 0 - t - 2 ) l o g ^ r , 

log 

/<^o) 

/ \ o } 

+ log 
/ 4+1 ) (0 ) 

RA(r,/)r' 

/#s coefficients de Vexpression R/t /je dépendent que de q à part k. 

Remarque. — Le premier terme du second membre de (81) peut 
être remplacé par une des quantités N(r , / ' ) ou N(r , / W ) qui lui est 
supérieure. On voit donc'que dans cette inégalité, parmi les indices 

r, -f\ qui est affecté d'un coefficient plus 

grand que 1. 
On désigne par 674_i l'infini ou un nombre fini différent de 

6,(1 = 1, . . . , ? ) ; en observant q u e N 1 ( > , / ^ ^ ) ^ N 1 ( r , / ) > N ( r , / ) , 
on peut remplacer a fortiori l'inégalité (81) par la suivante : 

(81)' (i> + ? ) T ( r , / ) < ( < 7 + i ) N ( i - , i ) 

-É»("'7^H2>('W) 
1 = 1 / = l 

< 7 - 1 
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22. Supposons que / admet o comme valeur exceptionnelle de 

défaut 1 ; alors en tenant compte de ce que N (r, jfj est l'indice des 

zéros multiples d e / — c et N (/•, + l ) j? celui de / ( A ) — c, c étant une 

constante arbitraire, l'inégalité (81) prend une forme remarquable et 
l'on obtient le corollaire : 

III'. Bans les conditions du théorème précédent, si Von suppose 
de plus que la fonction f admet o et oo comme valeurs exception
nelles de défaut \, on a pour r < p < R 

p <r 

(83) [ ^ ? - o ( i ) ] T ( r J ) < V N ( , 7 4 - ) + ^ N ( . , ^ 
1=1 l j=i J 

+ S*( i - , / ) , 

S/,(r, / ) est l'expression (82). 

II. — Généralisations. 

23. L'inégalité (38) qui généralise la seconde inégalité fonda
mentale pour 9 = 3 ne s'étend pas facilement au cas où q est 
quelconque. Dans le cas où les ®t(i = 1, . . ., q) sont des polynômes, 
M. R. Nevanlinna a fait observer que la généralisation peut se faire 
en procédant comme dans la démonstration du théorème habituel. 
Si l'on essaie la même méthode pour le cas général, on voit qu'il est 
encore facile de trouver une minorante pour m (r, F) de la fonction 
auxiliaire F = 2 (/—<P/)-1- Mais la difficulté réside dans l'obtention 
d'une majorante de m(r, F ) . 

Dans une note aux Comptes rendus de l'Académie des 
Scieivces [ 9 a ] , M. Dufresnoy a donné un résultat qui précise 
ce qu'à signalé M. R. Nevanlinna, et en a fait une application 
intéressante. On peut énoncer son résultat comme suit : 

IV. Soie?it f(x) une fonction méromorphe non rationnelle 
et Vi(x) (i = 1, . . ., p), p polynômes de degré d; on a l'inégalité 

p / 

(è4) (p-d- 2) T(r, / ) < 2 ^ (r, J Z ^ ) + S ( / , ) î 

i=i 

S(/*) étant le reste. 
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D'après l'auteur la démonstration, analogue à celle du second 
théorème fondamental habituel, se déduit de l'identité 

(85) l£[/(.*)-Pi(*)] = /lrf+'>(ar) _ /^)(0-) 

nP /<*"'(*) ^ 

[/(*)-P,(.*>1 Zà°g\ 

J 

[f(x ) - PtU)) Zà°l {/(*)- P, (x)] 
i = \ i = \ 

on obtient 

(86) S (r )= /> log[2(r f+ i )A/ 'r f ] + logjP — G* 

+ 2 ^ «i [r, p - ^ ] +- m [r, £ £ ^ ] + 2 ^ [ r ' f=Tw] ' 

A étant la borne supérieure des coefficients des polynômes et C 
dépendant du comportement à l'origine d e / e t des P,. Les limitations 

de m r,J , et de m r, J._ se déduisent de l'inégalité (i) ( l). 

24. Sans avoir eu connaissance du résultat de M. Dufresnoy, nous 
avons aussi trouvé une inégalité pour le même cas et en avons fait 
une extension; ces résultats ont été énoncés dans une Note aux 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences. Nous pouvons donner 
ici dans un cas plus général un résultat plus simple que voici : 

Soit f(x) une fonction méromorphe et oj(i= i, . . ., p) p fonc
tions également méromorphes et distinctes entre elles, telles 
que T ( r , cp,) = o [ T ( / - , / ) ] ; supposons qu'il existe une fonction 
méromorphe ®(x) telle que, k étant un certain entier, 

(a) T ( r , * ) ^ o [ T ( r , / ) ] et ^ ( ^ ^ / 1 ^ / - - ) = ° [ T ^ / ) J ' > 

pour la dernière relation, on peut exclure de l'axe des /• une suite 
d'intervalles de longueur finie. 

Pour donner un exemple de ce cas, prenons pour / une fonction 
telle que T (/-, / ) > O ( r ) et ®i(x) = s in# -f- dix H- bt, ai et 6/ étant 
des constantes qui dépendent de /. On voit de suite qu'en choj-

(1) L'emploi de l'inégalité (2) pourra donner un résultat d'une façon plus simple. 



FONCTIONS MÉROMORPHES ET FONCTIONS ALGÉBROÏDES. 3 l 

sissant 4> = — sin #, 

m(r.Ç=L*) = mU / ' - + - " " * ) - 0 [ l o g T ( r ) ] , 
V S —9i/ \ f— cosjT — atJ

 L & 

et les conditions (a) sont bien vérifiées. 
Pour avoir une majorante de m(r,F) où F = I I ( / — c p / ) - 1 , il 

suffit d'écrire 

_ _ i ^ / ( / - 1 ) - ^ / - 1 ) / m , _ $ 

et d'utiliser (2) pour limiter m ( /', 

On obtient ainsi le théorème : 

V. Soient f(x) une fonction méromorphe et cp,(#) (i= 1, ...,/>)/> 
autres fonctions méromorphes distinctes et ne se réduisant pas à 
la constante infinie, telles que T ( r , cp,) = o [ T ( r , / ) ] . On suppose 
que | cp/0 <p/, | ̂ 0 ( / 1 ) (h ^ À"), o(r) étant une fonction positive telle 
que à(r)~l _^ o [T(/*, / ) ] ; on suppose ensuite qu'il existe une fonc
tion méromorphe <b(x) telles que les conditions (a) soient vérifiées 
en excluant au besoin, pour la seconde condition une suite d'inter
valles J de longueur totale finie. Alors si 

/ ( o ) ^ 0 , 00, 9 , ( 0 ) ( / = i, ..., p); Ç l ( 0 ; ^ 00 ; et / ( ^ ( 0 , ) - ^ ( 0 ) ^ o, 00, 

on a, en excluant éventuellement 3', l'inégalité 

p 

(87) [ / > - ' - 0(1 ) ] T ( r J / ) < A N ( r , / ) + j N ( r , / - l . ) + S ( r ) , 
/ = 1 

S (r) Jouissant des propriétés essentielles du reste habituel. 

En particulier, pour le cas où les <fi(x), sont des polynômes Pi(x), 
il suffit de prendre pour <& un polynôme P ( # ) avec des coefficients 
indépendants de /pour ayoir immédiatement une inégalité fondamen
tale. 

En s'appuyant sur le théorème précédent, on peut obtenir une 
extension analogue à II ou à III. On a en particulier le théorème 
suivant : 

VI. Etant donnée une fonction méromorphe transcendante f(x), 
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soient P , ( x ) ( i = i , . . . , p) p polynômes distincts entre eux 
et Qj (x) (J = i, •••?(?) q polynômes non identiquement nuls distincts 
entre eux. On désigne par m le plus grand des degrés des P, et 
par n celui des degrés des Q 7 ; et l'on suppose que \T?k, PA | —̂  d(r) 
et |Qa, QA| _;£/ i ( / ' ) , d(r) et di(r) étant deux fonctions positives 
telles que d(r)~l et di(r)~l soient _^o[T(/*, / ) ] . Alors, en pre
nant un polynôme auxiliaire Q(x) et en supposant que 

/ (o) ^ o, x , P,(o); / ' (o) ^ o, Q/o) ; /l™+D(o) * o; / « ' ( o ) * ( ^ - " ( o ) 

et /t"+2)(o) 7^ Q(o), cw a l'inégalité 
p 

{88) [^_ o ( l ) ] T( i 5 / ;<(i i i+i)N(^/) + [ ^ - o ( i ) ] 2 N ( r , ^ p J 
i 

q 

+2N(r'7r^J" t e" I"o( l ) ]N(r ,/0 + S(^ 
S ( r ) Jouissant.des propriétés du reste habituel. 

III. — Propositions sur les valeurs exceptionnelles. 
Étude des défauts absolus et des défauts relatifs. 

25. En utilisant ses inégalités et les deux théorèmes fondamentaux, 
M. Ullrich a démontré, parmi d'autres, les propositions suivantes : 

VIL Si une fonction méromorphe admet un ensemble de valeurs 
finies exceptionnelles au sens de M. R. Nevanlinna at, alors sa 
dérivée a zéro comme valeur exceptionnelle avec un défaut 

(89) W ^ S ^ T j S 8 ^ ' 
1 

où l'on pose 

De (64), on déduit 

P 

j m ( r , o , ) - 0 [ logrT(r , / ) ]^ i«(r> i> ) 
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et l'on a, d'autre part, 

T(r, / ) + N (r, / ) + O [logr T(r, / ) ] ^ T(r, / ' ) . 

Ces deux inégalités donnent tout de suite (89). 

VIII. Si une fonction méromorphe d'ordre fini, admet deux 
valeurs exceptionnelles au sens de Borel at et a2, alors sa dérivée 
a zéro comme valeur exceptionnelle au sens de Borel. Dans le cas 
où l'une des deux valeurs exceptionnelles de la fonction est l'infini, 
alors sa dérivée a aussi deux valeurs exceptionnelles au sens de 
Borel, savoir zéro et l'infini. 

Du second théorème fondamental et de 

N ( r , i ) = N 1 ( r ) - N 1 ( r î / ) 

on déduit 

(90) N ( r , l ) < N ( r , fll)H-N(r, a.) + O [logrT (r, / ) ] . 

Cette inégalité à laquelle on joint N( r , / ' ) < 2 N(r , / ) permet de 
démontrer la proposition, si l'on tient compte de ce que / e t / sont 
du même ordre d'après le résultat de Valiron déjà cité [27, 6 ] . 
, Dans le cas de l'ordre infini, M. Ullrich a indiqué aussi un 

résultat; on peut le préciser en utilisant la notion d'ordre que nous 
avons introduite [12, a ] . 

Nous appelons ordre d'une fonction / d'ordre infini ou ordre 
de T(r , / ) toute fonction positive non décroissante p( r ) telle que, en 
posant U ( r ) = rp{,), U(r ) vérifie la condition de la croissance 
normale 
/ \ ,. logU(r') , 1 
(a) hm ° TT; ' = i, avec 1* = r + = =^--

#*« logU(r) logU(r) 
et l'on ait 

(9I) n= ïstroiû Œ 1# 
; > * p(r)logr 

Les ordres de N(r , a) se définissent comme ceux de T(r,f). On 
démontre que p(/') étant un ordre de / , c'est-à-dire de T ( r , / ) , N(r, a) 
a aussi p(r) pour ordre sauf au plus pour deux valeurs de a. Si a i est 
une telle valeur, on a 

— l o g N ^ a Q 
/ > « p(r)logr 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 1 3 9 . 3 
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Nous dirons que a4 est une valeur exceptionnelle au sens de 
Borel. 

IX. Étant donnée une fonction méromorphe f (x) d'ordre infini et 
dépourvue d'intervalles extraordinaires, soit p(r) un de ses ordres. 
Si elle admet par rapport à cet ordre, deux valeurs exceptionnelles 
au sens de Borel a4 et a2, alors sa dérivée a zéro comme valeur 
exceptionnelle au sens de Borel par rapport à p(r). Si a4 = oo, 
alors f a aussi oo comme valeur exceptionnelle de Borel. 

D'après ce que nous avons déjà établi [12, 6], / a aussi p(r) comme 
ordre et la démonstration se fait de la même façon que pour le 
théorème précédent en observant que l'ordre du dernier terme de (90) 
est inférieur à celui de T ( r , / ) . 

26. Valiron a démontré [27, 6; 18, d] que pour une fonction 
méromorphe / , on a, en excluant éventuellement dans le cas de l'ordre 
infini une suite d'intervalles de longueur totale finie, 

, x ,- N(r, a) 
(92) Xm«TWT)=h 

sauf pour un ensemble V de valeurs exceptionnelles a dont la mesure 
linéaire est nulle. Il a, d'autre part, construit des exemples où 
l'ensemble V a la puissance du continu, ce qui prouve que V est 
plus large que l'ensemble des valeurs déficientes [27, a ] . 

Au moyen de l'inégalité (84), M. Dufresnoy est arrivé à montrer 
que l'ensemble V est presque toujours vide [9, a ] . On considère 
toutes les fonctions F(x) + aaxd-\-.. . + atx, où F (x) est une 
fonction méromorphe non rationnelle et où d est un entier fixe. En 
s'inspirant de la démonstration du théorème de Valiron, on prouve 
que l'on a, en désignant par P un polynôme de degré d et en excluant 
éventuellement une suite d'intervalles de longueur totale finie, 

]\('r F — P —aï 
(*3> .'j?, T i r . F - P ) " ' (1)' 

sauf pour les fonctions F — P ayant un coefficient ad appartenant à 
un ensemble dont la mesure de dimension e est nulle. 

(1) On suppose comme il est loisible de le faire, que l'infini n'est pas une valeur 
exceptionnelle pour F. 
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Plaçons-nous dans le cas de l'ordre fini et définissons la suite 
des rv satisfaisant à T ( r v ) = v. A chaque valeur de v, on fait corres
pondre un champ de polynômes P de degré d défini par : 

i° Modules des coefficients des polynômes P inférieurs à logrv; 
2° C ( F ^ — P<>))< log/\ pour X = o, i, . . ., d] C(cp) dépendant 

du comportement à l'origine de cp. 

Les fonctions P de ce champ satisfont à 

N(rv, F - P ) ^ T ( r v , F ) ( i - « v ) , 

EV tendant vers zéro avec - > si l'on excepte celles appartenant à />v 

sous-domaines définis par 

/ i \ T(rv, F) 

On en déduit que 

/ ^ T N ( r > F - P ) 
(94) lim y „ = i , 

/ > « ! ( r ï ** ) 

sauf pour les polynômes P appartenant à une infinité de ces sous-
domaines. En choisissant pour p^ une fonction de T ( r v ) qui croît 
assez lentement, on pourra démontrer que (94) e s t vérifié pour les P 
dont le premier coefficient n'appartient pas à un ensemble excep
tionnel dont la mesure de dimension i est nulle. Il en est de même 
de (93) dans les mêmes conditions (1) . 

Dans le cas de l'ordre infini, on applique le lemme de Rorel sur les 
fonctions croissantes et l'on trouve encore (93) à condition d'exclure 
de Taxe des r les intervalles extraordinaires. 

27. Comme conséquence du théorème II du n° 19, M. Milloux a 
développé une théorie des défauts absolus et des défauts relatifs [14, d\. 
D'abord en appliquant l'inégalité (71) il prouve cette proposition 
simple : 

X. Soitf(x) une fonction méromorphe dépourvue d'intervalles 
extraordinaires ; si l'infini a pour défaut 1 et s'il existe une suite 

(1) On trouve plus d'indications dans la Note de M. Dufresnoy. 
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de valeurs finies à somme de défauts égale à i, alors le défaut 
absolu et le défaut relatif de f sont identiques. 

Puis il fait deux applications spéciales : 

28. Étude des défauts absolus. — Soient 6 y ( / = i, .»., q) q cons
tantes, finies et différentes de zéro; désignons par oa la somme de 
leurs défauts absolus p o u r / . De la définition, il résulte 

2 N ( r > j^r) <[q~ *«-*- e'(r>] T<r' /'>> /™ e'<r> = °-

Portons cette borne dans l'inégalité (72) dont on majore S ( r , / ) par 
une certaine expression S'(r, f). On obtient a fortiori 

(95) [ « a - « ' ( r ) ] T ( r , / ' ) - N ( r , i ) < N ( r , / ) + S ' ( r , / ) . 

En désignant par à'a(o) le défaut absolu de o p o u r / , on a 

(96) N (r, - 1 ) < [1 - 8'a(o) + i0(r)] T(r, / ' ) , hm i0(r) = o. 

On introduit un paramètre X tel que O < A ^ I . Dans (g5) on 

sépare Nf r, ~ j en ANfr, - j + (1 — X)N(r, -̂ 7 j et l'on applique à 

la dernière partie de cette somme l'inégalité (96). Il vient 

(97) [ 8 ' a - ( i - A ) ( i - 8 i ( o ) ) - i ' ( r ) - ( i - X ) i 0 ( r ) l T ( r , / 0 - A N ( r , i ) 

< N ( r , / ) + S ' ( r , / ) . 

Si 
(98) K^i et 8' f l+8' f l(o)>i, 

on prend 
/ n M ^ ^ q + 5 ^ o ) - ï 
(99) x = — s j ^ o j — 
et l'inégalité (97) s'écrit 

x [ T ( r , / ) - N ( r , jj]< [t '(r)+(1-X)«0(r)] T( r , / ' ) -4 -N(r , / )+S ' ( r , / ) . 

En minorant le crochet au moyen de (71) et en introduisant le 
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défaut d(<»/) et le défaut total ô'des a, p o u r / , on trouve 

[ X 8 H . 8 ( * ) - i J T ( r ) / ) < S ' ( r , / ) + [ t ' ( r ) - t - ( i - X ) i , ( r ) ] T ( r , / 0 
+ [Xi(r) + « ( r ) ] T ( r , / ) 

+ X[W(r,/:)+log||^|+/,log^]. 

Divisons les deux nombres par T ( r , / ) et faisons tendre /* vers 
l'infini par des valeurs en dehors des intervalles extraordinaires, si 
ceux-ci existent. On obtient ainsi une inégalité qui donne lieu à 
l'énoncé : 

XL Soit f(x) une fonction méromorphe et possédant des valeurs 
finies déficientes dont on désigne par S la somme de leurs défauts 
et par à(oo) le défaut (éventuel) de l'infini. On suppose que la 
dérivée f (x) admet zéro et d'autres valeurs finies comme valeurs 
déficientes, on désigne par ô'rt(o) le défaut absolu de zéro et par à'a 

la somme de ceux des autres valeurs finies. Alors si àl
a^i et 

si ô'fl-f- à'a(o) >> i, on a l'inégalité 

(IOO) 8[8'a + 8 i ( o ) - i ] ^ [ 1 - 8 ( 0 0 ) K ( o ) . 

Dans le cas particulier où à(oo) = i, de ce qui précède résulte la 
proposition : 

XII. Soit f(x) une fonction méromorphe telle que ô(oo) = i, 
l'une au moins des circonstances suivantes se présente : ou bien la 
fonction f n'a aucune valeur déficiente finie; ou bien f1 n'admet 
pas o comme valeur déficiente absolue; enfin ou bien le défaut 
total absolu des valeurs déficientes finies de f ne surpasse 
pas i. 

29. Considérons maintenant le cas où <5;
a^ i. En remplaçant dans 

( 9 5 ) N ( r > ; l ) p a r ô ' < , N ( r , ^ ) e t N ( r > / ) p a r [ i _ d ( a o ) + ï ( r ) ] T ( r > / ) > 

il vient 

Oa[T(r, /)-N(r,-!)]-[!-8(00)] T(r,/) 

< «'(r) T(r, / ') + kr) T(r, / ) + S'(r, / ) ; 

et en procédant ensuite comme dans le cas précédent, on trouve le 
résultat : 

XIII. Soit f(x) une fonction méromorphe telle qu'il existe des 



38 K.-L. HIONG. 

valeurs déficientes finies avec à comme somme de leurs défauts. 
On suppose en outre que la dérivée f possède des valeurs défi
cientes absolues finies et différentes de zéro dont la somme de 
leurs défauts absolus ô ^ ^ i. Alors on a 

(101) S 8 ' a + 8 ( 0 0 ) ^ 1 . 

En particulier : 

XIV. Soit f(x) une fonction méromorphe telle que à(00) = 1 ; 
l'une au moins des circonstances suivantes se présente : ou bien f 
n'a pas de valeur déficiente finie; ou bien en considérant les 
valeurs déficientes pour f qui sont finies et différentes de zéro, la 
somme de leurs défauts absolus d'a est inférieure à 1. 

30. Étude des défauts relatifs. — Conservons les notations précé
dentes et désignons par è'r la somme des défauts relatifs des valeurs bj 
(supposées finies et différentes de zéro) pour / 7 . 

L'inégalité (74) dont on néglige le crochet donne 

(102) [ 8 ( 0 0 ) - 1 + qh-q + 8 ' r ] T ( r , / ) < i ( r ) T ( r , / ) + S , ( r , / ) , 

où l ims(r) = o. En faisant tendre r vers l'infini en dehors des inter-
r=z 00 

valles extraordinaires, on obtient une inégalité qui permet d'énoncer 
le théorème : 

XV. Soit f(x) une fonction méromorphe et possédant des 
valeurs déficientes finies; on désigne par à la somme de leurs 
défauts, par ô(oo) le défaut (quipeut être nul) de l'infini. Si l'on 
considère q quantités finies et différentes de zéro, la somme 8r de 
leurs défauts relatifs pour f satisfait à l'inégalité 

(io3) 8 ^ 2 ( 1 — 8 ) + 1 — 8(00). 

En particulier, tout défaut relatif pour f est majoré par 2—ô(oo ). 

Cas particulier. — Supposons que ô(oo) = 1 et ô* = 1. Alors tout 
défaut relatif p o u r / ' est négatif ou nul. En vertu de IX, on a donc 
l'énoncé : 

XVI. Soit f(x) une fonction méromorphe et dépourvue d'in
tervalles extraordinaires. On suppose que 3(oo) = i et qu'elle 
admet un ensemble de valeurs déficientes finies dont la somme des 
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défauts est égale à i. Dans ces conditions, la dérivée f ne peut 
avoir de valeur finie que zéro comme valeur déficiente (absolue 
ou relative). 

C'est, par exemple, le cas de la fonction exponentielle. 

Remarque. — Dans l'application de l'inégalité (74) on peut aussi 
conserver le crochet, lorsque q surpasse 1. Il est également possible 
d'obtenir d'autres propriétés en utilisant directement (71) et (72). 
On peut encore appliquer l'inégalité obtenue de (72) par l'élimina
tion de N(r , / ) et arriver à un résultat sans introduire 0(00). 

IV. — Détermination des fonctions méromorphes 
par des ensembles de points E(az) et E(*)(6y). 

31. Désignons par E(c) l'ensemble des points en lesquels / prend 
la valeur c, chacun des points étant compté autant de fois qu'il y a 
d'unités dans son ordre de multiplicité. Si chaque point n'est compté 
qu'une seule fois, l'ensemble correspondant sera désigné p a r E ( c ) . 
Pour/{A>, on désignera les ensembles analogues par E<A)(c) et E(*)(c). 

Des problèmes d'unicité ont été étudiés par MM. G. Polya, 
R. Nevanlinna et H. Cartan, au moyen des ensembles E(c ) ou E(c) 
[20, a ; 18, c, d\ 6, a ] . M. W . GontcharofF a obtenu un nouveau 
résultat par considération des ensembles E' (o) et E"(o) à part E (o ) 
et E(oo) [10, a, 6 ] . En appliquant le théorème III et l'inégalité (78) 
et en nous inspirant d'une méthode de M. R. Nevanlinna, nous 
sommes parvenu à des théorèmes d'unicité dans lesquels sont entrés 
en jeu des ensembles E(A) (c) ( 1 ) . 

Désignons par n0(r, a) le nombre des racines communes des deux 
équations 

(104) fx(x) = a, f2(x) = a 

comprises dans le cercle \x\^i, chaque racine étant comptée une 

(1) Nous exposons ici avec une rectification les résultats annoncés dans une Note 
aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 241, 1955. 
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seule fois (il s'agit des pôles, si a = oo); et posons ensuite 

/ c \ TVT / \ C no(t, # ) — ïïo(o, a) . _ . N , (io5) N0(r, a) = I ———- —~dt + /i0(o, a) logr, 

(106) N1)2(i-, a) = N(r, _ ï _ ) + N ( r , —L—^ - 2 N 0 ( r , a). 

Désignons de plus par n(
0

k)(r, b), N(
0

A)(r, 6), N $ ( r , 6) les quantités 
analogues p o u r / / 5 et/(

2
A). 

Si chaque racine est comptée autant de fois qu'il y a d'unités dans 
son ordre de multiplicité, on supprime dans ces notations la barre 
qui est sur n ou N. 

En s'appuyant sur le théorème III', on démontre d'abord le suivant : 

XVII. Soient f± (x) et / 2 (x) deux fonctions méromorphes admet
tant o et oo comme valeurs déficientes de défaut i ; soient 
ensuite a t et bj des nombres définis comme dans le théorème III. 
Si / i et fi ne sont pas identiques, on a l'inégalité 

(107) [ />-H^-4-o( i ) ] [T(r , / 1 ) + T(r,/2)] 
p (f 

< 2 N « ( r , ^ ) + 2 ^ ( ^ , 6v) + 0[log(rT(r,/1)T(r,/1))J 

en excluant éventuellement, dans le cas où une des fonctions est 
d'ordre infini, une suite d'intervalles dont la longueur totale est 
finie. 

32. Considérons maintenant deux fonctions non constantes / 1 (x) 
et / 2 (x) qui admettent o et 00 comme valeurs déficientes à défaut 1. 
Supposons que pour p -f- q = 5 valeurs les équations f±(x) = ai 
et f$(x) = at sont vérifiées aux mêmes points ainsi que les équa-
lions/<*>(*) =bj et/<*>(#) = bh 

Appliquons le théorème précédent pour ces valeurs ; il vient 

(108) [ i - o ( i ) ] [ T ( r , / t ) ^ T ( r , / s ) ] < 0 [ l o g ( r T ( r , / 1 ) T ( r , / s ) ) ] , 

inégalité qui est valable pour toute valeur r en dehors des intervalles 
extraordinaire éventuels. 

On en déduit 

r > a e logr , > w logr 
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et l'on conclut q u e / i e t / 2 devraient être des fonctions rationnelles. 
Mais ceci est en contradiction avec l'hypothèse, car une telle fonction 
n'admet au plus qu'une valeur ayant un défaut égal à i à moins 
qu'elle ne se réduise à une constante. 

Donc, si p ^ i, / i e t / 2 sont identiques. 

XVIII. Soit f(x) une fofiction méromorphe non constante 
admettant o et oo comme valeurs déficientes de défaut i. 
Si ai(i= i, . . ., 4) sont quatre valeurs finies différentes de zéro 
et distinctes entre elles; et bj(j = i, 2, . . . , 4) quatre valeurs de 
même nature distinctes entre elles, alors la fonction f est univoque-
ment déterminée par cinq ensembles quelconques pris parmi les 

ensembles E(ai) (« = i, . . . , 4) et F ( A )(6y)/ = 1, . . . , 4 ) -

33. Au lieu d'utiliser III', on peut partir de l'inégalité (78). En 
supposant que zéro et l'infini aient chacun un défaut 1, elle prend la 
forme 

b 

(109) [ y - o ( i ) ] T ( r , / ) < 2 ] N ( r , _ i - ^ - ) + S*(r,/) 
j-i 

dont Sk(r, f) est analogue à Sk(r, f). 
A partir de cette inégalité, on arrive à démontrer l'inégalité 

(no) [ ^ - o ( i ) ] [ T ( r , / 1 ) - r - T ( r , / 2 ) ] 
ç 

< 2 [ N W ( ^ 6,-) + 2 1 ^ , ^ ) ] + 0[ rog(rT(r , / 1 )T(r , / 2 ) ] 
j=\ 

qui nous permet d'obtenir par le même procédé, le résultat 

XIX. f(x) est définie comme dans le théorème précédent; 
bj(j = j , 2, 3) étant trois nombres quelconques mais finis 
différents de zéros et distincts entre eux, la fonction f est déter
minée, à un polynôme de degré k — 1 près, par les trois ensembles 

points des E^(bj)(j = Ï, 2, 3). 

34. On peut obtenir un résultat sans rien supposer sur N ( r , / ) ; 
mais le nombre des ensembles utilisés pour la détermination de / 
sera plus grand que dans ce qui précède. 
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CHAPITRE I1L 

INTRODUCTION DES FONCTIONS PRIMITIVES. 

I. — Inégalité fondamentale dans le cas général. 

35. Pour établir, par intervention d'une primitive de la fonction 
donnée, une inégalité qui étend la seconde inégalité fondamentale, 
on peut évidemment procéder comme dans le cas où intervient une 
dérivée. Mais dans le cas général il est moins facile ici d'obtenir 
comme reste une quantité exprimée en fonction de la fonction donnée 
(non en fonction de la primitive considérée), tout en conservant 
pour la partie principale de l'inégalité une forme simple. En recou
rant à un théorème de É. Rorel, nous sommes parvenu à un résultat 
satisfaisant [12, g\ 

36. Soit f(x) une fonction méromorphe dans tout le plan ( l ) telle 
que les primitives d'ordre k soient aussi méromorphes et désignons 
par f[~k) une de ces fonctions primitives. Si a / ( i "= i, . . ., p) sont 
p nombres finis non nuls et distincts entre eux, nous trouvons 

( m ) p T ( r , / ) < N ( r , / ) + ^ N ( r , / ) + p N ( r , ^ ) 

p 

+2N( r '7^,)-[N l ( r ' / )"+-N(^7)]+ Q l ( r ) ' 
avec 

/ ( - ^ ( o ) Qi(i-) = S(r, / ) p + 2Pm (r, y^j + p log —^ 

S(r,f)p désignant le terme complémentaire de la seconde inégalité 
fondamentale de M. R. Nevanlinna appliquée à / p o u r les valeurs o, oo, 
etai(i= i , . . . , / ? ) . 

(1) Le cas des fonctions méromorphes dans le cercle-unité peut se traiter de la 
même façon. 
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Cette inégalité s'écrit encore 

( m ) ' p T(r, / ) < (*/»-»-i)N(r, /) -h p !*(/•, - ^ ) 

- iN(".7is:)-N(r,^)H.Q t(r) 

et dans le cas où les primitives d'ordre h = kp sont méromorphes, 
comme 

N i ( r , / ) = N,(r, / l -Ai) + A N ( r , / ) , 

on peut la mettre encore sous la forme 

P + I 

(m/ ?T(r ) / )< j PN(r,7 ;L_)+2N( '- '7^ /) 
1 = 1 

-N(r, j7) + Q1(r). 

où a^+i désigne l'infini ou un nombre fini différent de a £ («= i , . . . , / ? ) . 
Soient ensuite 6 y ( / = i , . . . , <y) des nombres finis non nuls et 

distincts entre eux; appliquons la seconde inégalité fondamentale à 
la fonction / ( _ A ) pour les valeurs o, oo et 6 r En combinant le résultat 
obtenu avec l'inégalité (i i i)f et en tenant compte des propriétés des 
indices de densité, on obtient 

(112) (/> + ç ) T ( r , / ) < [ A ( / > + î ) + 2 ] N ( r , / ) + ( i i + i ) N ( r , ^ T ] ) 

*i»('-7^)~£"("7^n>) 
-Kr'7) + N ( r ' 7^) ] H - Q ( r ) ' 

avec 

(n3) Q(r) = (/» + ? + 1 ) ^ , ^ , ) 

•+• S(r, /) ,-*• S(r, /!-*>),-*-i» log 

Si, en posant A = Ar(/) + $ r )+ i, la primitive / ' - * ) est méro-

/ '-*»(o) 
/ (o ) 
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morphe, on a l'inégalité de forme plus simple 

(112/ (j> + ? ) T ( r , / ) < ( / > + i ) i \ ( r , j j L - ) 

-2^7^)^7^) 
l — \ i 

-[N("7) + N(r'7=^)] + Q(r)-
où ap+i a la signification précédente. 

37. Dans le cas général, la quantité Q ( r ) ne peut être limitée par 
une expression en fonction de / jouissant des propriétés énoncées 
par M. R. Nevanlinna pour le reste habituel. Pour obtenir une inéga
lité fondamentale de forme simple avec un reste jouissant des pro
priétés désirées, nous procédons comme suit : Après avoir appliqué 
l'inégalité (3) au premier terme de l'expression de Q ( r ) , nous 

+ 
majorons logT(p, / ( -*)) par 

logT(p> / ) •+• logN (p, —^ ) + log log i + log logp + log log log /(-*>(o) 

log log / - *> (o) 
/ (o ) 

• 0 ( 1 ) 

et nous éliminons p en recourant au lemme bien connu de Rorel sur 
les fonctions croissantes. Soit K une constante positive; d'après ce 

lemme, T ( r , / < - * > ) + K, T(r,f) e tN(V, —L_) étant des fonctions 

croissantes, on a, en désignant par a un nombre >> i, 

T(R'/<-*))+K<[T(r>/W.) + K].> avec R' = ,-+ j - — - ^ — ^ , 

T O V K ^ r , / ) . , , ' = r + _ I _ , 

et 

N(R'1 ,7^)<N(r,7 i r î î)
a , R'l=sr+ X 

l o g N ( r ) 7 ^ _ ) 

sauf peut-être, dans le cas où /(~~*] est d'ordre infini, pour chaque 
inégalité une suite d'intervalles extraordinaires dont la longueur 
totale est finie. 
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D'après le premier théorème fondamental, nous pouvons choisir K 

et r0 de façon que T(r,/<-*>) -f- K soit supérieur à N r, TPÂj)' P a r 

suite que R't soit supérieur à R' pour r>r0. Pour chaque valeur r>ro 

nous choisissons p égal à la plus petite des valeurs R' et rr. On a 

alors, en prenant a = 2, 

(i.4) N ( P > 7 i 3 j ) < N ( r , 7 i ï j ) t 

et en même temps 

( n 5 ) T( P , / ( - * ) ) + K < [ T ( r , / ( - * ) ) + K ] Î , T ( P , / ) < T ( r , / ) « . 

Nous distinguons deux cas suivant que R'<< r' ou R ' > rr. Dans le 
premier cas un calcul simple donne 

(116) X* logT( P , / ( -*>) < aX* logT(r , / ) + 2\k logN ( r , - ^ - ) + log J 

+ + 
• logr + log log 

XA log log 

on trouve, de plus, 

/ ( -*)(o) 
/<-*Ko) 

/ (o ) 
0 ( 1 ) ; 

(117) log < log2r + log logT(r , / ( - * ) ) + l o g l o g K + log3. 

On est alors conduit à limiter une quantité de la forme 

Xi log logT(r, /H*)), 

l'k étant un nombre qui ne dépend que de A\ Or, une telle quantité 

est majorée par logT(r , f{~~i]) +^ t» ** étant un nombre comme Xk. 
Donc pour Q ( r ) , on a à majorer 

(2X* + i ) l o g N ( r , - ^ - , ) 

et l'on trouve comme majorante N ( r , k) j -f-A/,, //t et Â# étant de 

même nature que Xk. On arrive finalement à l'inégalité 

(118) Q ( r ) < N ( r , j l ^ + S - ^ r , / ) , 

S-k(r, f) étant une expression qui jouit des propriétés du reste 
habituel. 
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Pour le cas où R ' > r', on obtient un résultat pareil. Ce qui établit 
le théorème général : 

L Soit f(x) une fonction méromorphe telle que ses primitives 
d'ordre k, soient aussi méromorphes, et l'on désigne par / ( _ A ) une 
des primitives. Soient ensuite a{(i=i, . . ., p) et bj(j = i, . . . , ? ) 
deux groupes de nombres finis non nuls et distincts entre eux 
dans chaque groupe. En supposant que / ( 0 ) ^ 0 , at; f(o)yéo) 
/ ( _ A ) ( o ) ^ o , 00, bj,m et f(-,i+l)(o) y^o et en prenant une valeur r0 

suffisamment grande^ on a pour r > rQ l'inégalité 

(H9) (/̂  + ^) T ( r , / ) < [ * ( / > + y ) + 2] N ( r , / ) + (/̂  + 2 ) N ( r , - ^ ) 

-2-(-7^)-2-(-7^) 
1 1 

•[N(r'7) + N('',7™'))] + s*(r'/)' 

sauf peut-être, dans le cas où / ( _ / , ) est d'ordre infini, pour une 
suite d'intervalles de longueur totale finie. Le reste a pour 
expression 

(120) S_^(r,/) = logK + 9(jp + 2 ) log^ + 9(^ + 2) log 57 

• 2 l 0 g | / ( 0 ) ! + ( / > + !) log 
l / (0) 

.(p + 0 + 3)1^1/(-4)(0)1+ log 

•log 
/ ' (o ) 

/ l -A+H(0) 

+ I + B_* logr + BLA. log- + C_À logT(r, / ) + 0( i ) , 

où en posant a 0 = o et ap+i = 00, d est une quantité positive telle 
que | a^, av | ^ d (JUL =^ v et /UL, V = o, 1, . . ., p -+-1) et d1 est une 
quantité analogue par rapport aux bj ; K est un nombre fixe 
assez grand; et B_A, • • •, G/, sont des constantes numériques ne 
dépendant que de p et de q à part k. 

38. Dans chacun des trois cas suivants, Q(r) peut être majoré par 
une expression jouissant des propriétés du reste jet l'on a un résultat 
plus simple. 
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i° Cas où f est d'ordre fini. — En prenant p = 2r, on trouve ce 
résultat : 

la. Étant donnée une fonction f comme dans I, on conserve les 
significations des at, bj et les hypothèses sur les valeurs initiales. 
Alors si f est d'ordre fini < A, et si l'on choisit une valeur r0 

suffisamment grande, on a pour r ;> r0 l'inégalité 

(121) ( / i + y ) T ( r , / ) < [ * ( / ! + ^) + 2 ] N ( r , / ) + (/i + i )N(r , - ^ ) 

-2-(-/^)-2-(-7^) 
1 1 

" K ' - . 7 ) + N('- JÎITKÎ)] + S-*(r,/), 
avec 

(122) S-k{r,f) = A_* + 9(/> + 2) log^ + 9(? + 2 log) A 

2 l o g | / ( o ) | + / ? I o g 
l/(o) 

• (p + q + 2) log|/<-*)(o) | + log 

log 
/ ( o ) 

I 
| / ( - ^ i ) ( o ) 

A_£ e£ C_/i dépendant seulement de p, q et 1 à part k. 

20 Cas où zéro a pour f[~~k) un défaut ô ( - / ,)(o) > o. On a 

N (r, jLjS) < [1 - *(-*>(<>) -t- 0(1)] T(r, / K ) ) . 

Et l'on trouve 

[1 - 0(1)] T(p, / i -* ï ) < T(p, / ) + N(p, ^ ) + 6, log 

C-*logr, 

P 

^logp-T-a^ log log 
/(-*)(o) 

log /(-*>(o) 
/(o) 

inégalité qui est valable en excluant éventuellement une suite d'inter
valles de longueur totale finie. 

Au moyen de ces deux inégalités, on peut majorer Q(r) d'une 
façon simple et l'on obtient le théorème : 

IÔ. On conserve les hypothèses du théorème I ; si f~^ admet zéro 
comme valeur exceptionnelle de défaut ô(-A)(o) >> o, on a pour 
r<<p,/ 'inégalité (121), sauf peut-être pour une suite d'intervalles 
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de longueur totale finie. Le terme complémentaire a pour expres
sion 

(123) S-jfc(r,/)=ÀLjfclog 
8 f - A ) ( 0 ) _ 0(1) 

•Qo-f-Jogp + R_A:(r , / ) , 

avec 
A 4 + + 

Û 0 = 9 ( P •+• 2) l 0 g ^ H- 9 ( ? + 2) log ^7 H- 2l0g | / ( o ) | + (/> + l) log / (o ) 

log / ( o ) 
+ (T? + q + 3) log |/<-*î(o) | + log 

/t-A-M)(0) 

A'_k et les coefficients des termes de l'expression R_/t dépendant 
seulement de p et q à part k. 

3° Cas où m(r,f-^)^[T-+-o(i)]T(r,f-^), x étant un 
nombre positif inférieur à i. — La majoration de Q(r) se fait 
facilement en remarquant que N(r , / ( _ A ) ) ^ N ( r , / ) . 

Ic. On conserve les hypothèses de I ; si 

m(r, / < - * > ) < [T + o ( i ) ] T ( r , / i - * ï (o < T < i ) , 

orc a pour r < p l'inégalité (121), arec 

(124) S_*(r,/) = AL*(/>, ?)log : + Q o - r - R _ A ( r , / ) , 
I T O(l) 

Al, &o e£ R_A ont les mêmes significations que précédemment. 

39. Remarque. — Dans les théorèmes précédents, si, en posant 
h = k(p 4- q) + 1, la fonction f{~h) est méromorphe, alors on peut 
remplacer l'inégalité (121) par l'inégalité (112)' dans laquelle on 
majore Q(r) par S_A(T, / ) ou par une expression analogue, et au 
lieu de (119) on peut prendre l'inégalité 

(125) (/> + ^ ) T ( r J / ) < ( j p + 2 ) N ( r , - ^ ) 

-2-(-7^5) -2-(-7^) 
1=1 1 

- [N(r, j) + N(r, — ' — ^ S ^ r , / ) . 

où a^Vi a la même signification que dans l'inégalité (111)". 
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II. — Cas où on limite l'indice T (r, j) non affecté d'un coefficient. 

-40. Dans le cas simple et important où il s'agit de limiter T(/*, / ) , 
on peut obtenir une inégalité de forme plus favorable que celle 
déduite de (i 19) ou de (121). 

Soit c un nombre fini pouvant être nul; au lieu de considérer/{ - A ) 

comme au n° 36, nous prenons / ( _ A ) — c et nous trouvons 

f-k](o)-c 
/ ( o ) • 

(126) T ( r , / ( - ^ - o ) < T ( r , / ) + N ( r , / ( _ ; ) _ c ) 

- N ( r , ^ ) + ^ , - ^ - ) + log 

Soient ensuite a, b deux nombres finis ou non, mais distincts entre 
eux et différents de zéro; l'application de la seconde inégalité fonda
mentale à / pour les trois valeurs a, 6 et o donne 

T ( r , / ) < N ( r , ^ ^ ) + N ^ r , ^ ^ ) + N ( r , i ) - N 1 ( r ) + S(r), 

avec 

S(r) = 27 log^ H- 3 log|/(o) | H- log | j r ^ j | -1- Ri (r, / ) . 

En portant cette borne de T ( r , / ) dans (126), il vient une inéga
lité de la forme 

(126)' T ( r , / ( - * ) - c ) < N ( r , ^ ^ ) + N ( r , ^ - Ï ) 

D'autre part, de l ' i d e n t i t é / = (/l~~A)—c) f{_k)__ ? on déduit 

(127) T ( r , / ( - * ) ^ c ) > T ( r , / ) - ^ N ( r , / ) ~ m ( r , / ( _ ^ _ c ) -

Si l'on observe que N 4 ( r , / ) > kN(r, f), alors à partir des inéga
lités (126)' et (127), on arrive facilement à ce résultat : 

IL fetf{~,xî étant définies comme dans le théorème I, soient a, 
6 deux nombres distincts non nuls (dont l'un peut être infini et c 
un nombre fini (pouvant être zéro). On suppose que les distances 
sphériques des trois nombres a, b, o pris deux à deux et celle de c 
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à l'infini soient toutes au moins égales à une quantité positive d 
et l'on désigne par R un nombre positif assez grand. Alors, si 
f (0)^0, a, b; f (0)^0; f~^(o)^c,oo; et f~^(o)^o, on a, 
pour r > rQ, l'inégalité 

(128) T(rJ)<N(r, /4 ;)+N(r^) + î N ( r , ^ 

- N ( r , - 1 ) + S _ * ( r , / ) (t) 

en excluant éventuellement une suite d'intervalles de longueur 
totale finie. Le terme complémentaire a pour expression 

1 1 + 

( 129) S_A(r, / ) = A_* + 27 log-, + 2 \og-p + 2 log| / ( o ) | 

2 log 
/ ( o ) 

log 
I 

/ ' ( o ) 
•2 log | / ( - ^ ( 0 ) | 

+ B_*(Iogr + K) + BL* log- + C_* log T(r, / ) -f- 0(1), 

A_/t, . . . , C_/f e7aw£ des constantes numériques qui ne dépendent 
que de k. 

41 . Dans les cas particuliers considérés au n° 37, on trouve les 
théorèmes suivants : 

II a . On conserve les hypothèses de II, et l'on suppose que 
soit d'ordre fini < A; alors on a pour r > r0 l'inégalité 

(i3o) T ( r , / ) < N ( r > ^ ) + N ( r ï ^ ) + N ( r > ; F ^ ) 

- N ( r , j , ) + S _ , ( r , / ) , 

acec 

( I3 I ) S^(r, / ) = A_, (X) + 27 logi + 2 log^ + 2 log |/(o) | 

log 
I 

/ ( 0 ) 
+ log I 

/ ' ( 0 ) 

, + I 

•log | / ( -^)(o) | 

+ B_A;log- + CU(X)logr. 

(1) Cette inégalité est de forme plus générale que celle antérieurement donnée 

[12, g] dont l'indice N(r, -—î:—r ) doit être affecte d'un coefficient 2. 

file:///og-p
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Ho. On conserve les hypothèses de I I ; et l'on suppose que / ( _ A ) 

admette un nombre fini c comme valeur exceptionnelle de défaut 
o(~A)(c)>>o; alors en excluant éventuellement une suite d'inter
valles de longueur totale finie, on a pour r < p l'inégalité ( i3o). 
Le reste a pour expression 

+-u>0-f-logp+R_A(r,/), (,3,) suo- , / ) -AL, log 5 I . „ ( C ; _ 0 ( 1 ) 

avec 
. 1 i + + 

W0= 27 log- i + 2 10g -p + 2 log | / ( o ) | + 2 log / (o ) 

-loff 
/ ' (o ) 

•2 log 1/1--^(0)1 

IIC. On conserve toujours les hypothèses de I I ; et Von suppose 
que 

m(r, /(-*>) ^ f -t- 0(1)] T(/-, /H*)) (o < x < 1); 

a/o/'s on a pour r < p Vinégalité ( i3o) , acec 

( i 3 3 ) S_*(r,/) = Ailog. 
I — T — 0 ( l ) 

CÙO étant l'expression qu'on a vue dans II& 

io0-4-R-jfc(r,/), 

III. — Propositions sur les valeurs exceptionnelles. 

42. Comme conséquence immédiate on peut d'abord établir le 
théorème suivant : 

III. Étant donnée une fonction méromorphe f (x) qui ne se 
réduit pas à zéro, si / ( _ A ) , une de ses primitives d'ordre k suppo
sées méromorphes, admet un nombre fini c (pouvant être nul) 
comme valeur déficiente de défaut 1, alors la fonction f n'admet 
pas deux nombres non nuls distincts a et b (finis ou non) comme 
valeurs déficientes telles que la somme de leurs défauts dépasse 
un nombre l >> 1. 

Appliquons le théorème II du n° 40. Admettons que à (a) -f- 6 ( 6 ) ^ / ; 
on a 

(,34) N ( r , ^ ^ ) + N ( r , ^ - ^ ) < [ 2 - / + o ( i ) ]T(r , / ) ; 

< l 3 5 ) N ( r > / P ^ ) < [ i - 8 ( - * > ( c ) + 0(1)] T(r, /H*)), 
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Puis, en tenant compte de l'hypothèse, on trouve 

T ( r , / ( -*») < [ i + 0(1)] T ( r , / ) 

et l'inégalité (i35) s'écrit 

(i35)' N ( ^ / ( ^ L 6 ) = ° ( 0 T ( r , / 0 ) . 

Portons les bornes (i34) et ( i35) ' dans (i3o), il vient 

(i36) [ / - i - o ( i ) ] T ( r , / ) < S ^ ( r , / ) 

et il en résulte une inégalité de la forme (49)- Ce qui donne une 
contradiction avec l'hypothèse. 

En particulier, on a la proposition : 

1IF. Etant donnée une fonction méromorphe f(x) si une de ses 
primitives supposées non constantes et méromorphes admet un 
nombre fini comme valeur déficiente de défaut i et si la fonction 
f admet l'infini comme valeur déficiente de défaut i, alors f 
n'admet aucune valeur déficiente finie différente de zéro. 

On peut ensuite démontrer le théorème : 

IV. Soit f(x) une fonction méromorphe non constante, telle 
que ses primitives d'ordre h = kp soient aussi méromorphes. Si 
une primitive / ( - A ) admet une valeur déficiente finie b de défaut 
i, la fonction f n admet pas un ensemble de valeurs déficientes 
infinies ou finies distinctes entre elles et différentes de zéro, telles 
que la somme de leurs défauts dépasse un nombre l > i. 

Appliquons le théorème h avec un peu de modification. Au lieu de 
/(-M s i l'on p r e n d / - * ) — 6 , on trouve par le même procédé l'inéga
lité de forme un peu plus générale 

(i37) 7>T(r , / )<N(r , / ) + ^ N ( r , / ) + / > N ( r , / i _ / f c ; _ 6 ) 
p 

+ Z N {r' 7=^:) - |_N,(r'/} ••-N (r'/')J+s-* (r' f )' 
Si f[h), avec h = kp est méromorphe, l'inégalité (i87) s'écrit 

encore 

(i37y / > T ( r , / ) < N ( r , / ) + / > ^ ( r , / ( _ ; i _ ^ ) 
P 

+ 2 N ( r ' 7=rï) ~ [N'C-> /) + N(r> 7 ) ] + s-*(r> /)• 
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Maintenant supposons que 6 est pour / l - A ) une valeur déficiente 
de défaut i et admettons qu'il existe p -f-1 nombres distincts oo et 
al(i=i, . . ., p) qui sont des valeurs déficientes pour / avec ô 
comme somme de leurs défauts. On a 

p+i 

2 N ( r ' / = b ; ) < [ / ' • + • ! - 8 + o ( i ) ] T ( r , / ) (ap+i=v) 
Z = l 

et l'on trouve, comme pour le théorème précédent, 

N ( r > / ( - / ) _ b) < o ( i ) T ( r , / ) , 

Au moyen de (137') on trouvera alors une inégalité de forme (49)-
Dans le cas où / admet une infinité de valeurs déficientes a/, il 

suffit de prendre un nombre ï compris entre i et l et un nombre 
p suffisamment grand de façon que la somme àf des défauts des/>-J-i 
valeurs oo et a1? . . . , ap soit > l!. 

Plus généralement, on démontre le théorème : 

V. Soit f(x) une fonction méromorphe transcendante telle que 
ses primitives d'ordre k(p -h q) + i soient aussi méromorphes ; si 
une de ses primitives / ( - A ) admet comme valeurs déficientes zéro 
et un ensemble (Ej.) de nombres finis non nuls 6y(/ = i, . . . ) tels 
que le défaut de zéro soit i et la somme des défauts de l'ensemble 
o(-A> dépasse un nombre li>o, alors la fonction f ne peut pas 
admettre un ensemble de valeurs déficientes infinies ou finies, 
différentes de zéro et distinctes entre elles telles que la somme de 
leurs défauts à dépasse un nombre l> i — /4. 

On applique le théorème I& et l'on raisonne comme pour les deux 
théorèmes précédents. 

43. On peut étudier aussi le cas des fonctions méromorphes dans 
le cercle-unité. En particulier, il sera intéressant de faire une exten
sion du théorème de Scholtky en éliminant la valeur initiale de la 
primitive que l'on considéra. 

IV. — Problèmes d'unicité. 

44. On peut se poseç des problèmes d'unicité comme dans le cas 
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des dérivées ( 1 ) . En partant de (119), on démontre un théorème 
analogue à XVII du n° 31 et au moyen de ce théorème on arrive au 
résultat suivant : 

VI. Soit f(x) une fonction méromorphe qui ne se réduit pas à 

zéro et dont la primitive /(""A) est méromorphe ; on suppose qu'elle 

admet o et 00 comme valeurs déficientes de défaut 1. Soient 

ai(i=\, . . . , 4 ) quatre valeurs finies non nulles et distinctes 

entre elles et 6 / ( / = 1,2, . . ., 4) quatre valeurs finies non nulles 

et distinctes entre elles; alors en désignant par E<-/^(6) l'ensemble 

des points analogue à celui désigné par E<A>(6) dans le cas des 

dérivées, la fonction f est univoquement déterminée par cinq en

sembles pris d'une façon quelconque par mi les E(a / ) (i= T, ..., 4) 

et lesB-»(f>j)(j=i,. . . , 4 ) -

Au lieu de partir de (119) si l'on utilise l'inégalité ( n i ) ' avec une 
légère modification on trouve le résultat suivant : 

VIL Soit f(x) une fonction méromorphe non constante dont la 

primitive / (~A ) est méromorphe, on suppose que l'infini et un 

nombre fini 6 nul ou non soient respectivement pour fet pour / ( - A> 
des valeurs déficientes de défaut 1. Alors a,-(« = i, 2, 3) étant 

trois nombres différents de zéro et distincts entre eux, la 

fonction est univoquement déterminée par les trois ensembles 

Ë(ai)(i=i, 2, 3). 

45. Dans le cas où l'inégalité (112)' est valable on peut obtenir un 
résultat sans rien supposer sur la valeur 00 d e / . Soient/1 e t / 2 deux 
fonctions dont les primitives d'ordre h = k (p + q) + 1 sont méro
morphes ; soient ensuite ai-(i= 1 , . . . , /? + 1 ) p -+-1 nombres finis 
non nuls distincts entre eux et bj(j = 1, . . ., q) q nombres finis 
distincts non nuls entre eux. Supposons que /1 et / 2 ne soient 
pas identiques; on peut démontrer qu'en excluant éventuellement 

( l ) Les résultats que nous donnons ici seront développés dans un Mémoire à 
paraître prochainement. 
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une suite d'intervalles de longueur totale finie, l'inégalité 

(i38) [/> + ? - 4 + o(i)][T(r , / t) + T(,-,/2)] 
p + \ <f 

< 2 N12(r, a O + ^ N ^ r , */) +0[ log(rT(r , / 1 )T^r , f%))] 

est vérifiée. 
Au moyen de cette inégalité, on trouve le résultat : 

VIII. Soit f(x) une fonction méromorphe qui ne se réduit pas 
à une fraction rationnelle et dont les primitives d'ordre k(p-\-q)-\-i 
sont aussi méromorphes ; si / _ A ) admet zéro comme valeur défi
cient de défaut i, alors en désignant par ai(i=i, . . . , 4) 
quatre valeurs finies non nulles et distinctes entre elles et par 
bj(J=i, . . ., 4) quatre valeurs finies non nulles distinctes entre 
elles, la fonction est univoquement déterminée par six ensembles 
pris parmi E(at) et E(-A>(67). 

De môme si les primitives d'ordre kp de / sont méromorphes on 
trouve, au moyen de ( n i ) " avec une légère modification, le résultat 
suivant : 

IX. La fonction f étant définie comme précédemment, on 
suppose que ses primitives d'ordre kp soient méromorphes et que 
f[~k) admette un nombre fini b comme valeur exceptionnelle de 
défaut i . Alors si a((i = i, . . ., 4) sont quatre valeurs finies diffé
rentes de zéro et distinctes entre elles, la fonction est univoquement 
déterminée par les ensembles, ~E(at), (i= i, . . . , 4 ) -

CHAPITRE IV. 

EXTENSIONS AUX FONCTIONS ALGÉBROÏDES. 

I. — Généralités. Premier théorème fondamental. 

46. Les fonctions algébroïdes ont été d'abord étudiées par 
Rémoundos [22, a ] . MM. Selberg et Valiron ont ensuite étendu à 
ces fonctions les théorèmes fondamentaux de R^ R. Nevanlinna par 
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des méthodes différentes [23, a ; 27, c, / ] et, d'après ce que 
M. Selberg a indiqué, M. F . Nevanlinna a également obtenu une 
telle extension par sa méthode basée sur l'emploi de certaines solu
tions de l'équation de Poincaré-Picard ku = elu. Dans un travail plus 
récent, M. UUrich, en introduisant un indice relatif à la ramification, 

sa obtenu des résultats qui précisent certains résultats antérieurs et, 
en ce qui concerne la dérivée, a établi une double inégalité analogue 
à (64) [26, b]. 

Par l'emploi d'une méthode due à M. H. Cartan, Valiron a trouvé 
d'une façon simple, entre la croissance d'une algébroïde et celle des 
coefficients de l'équation qui la définit une relation jouant un rôle 
capital; et après avoir établi ses théorèmes fondamentaux, il en a 
fait des applications très étendues. Nous allons exposer la théorie 
de cet auteur en renvoyant, pour les résultats de MM. Selberg et 
Ullrich, à leurs Mémoires. 

47. Fonction caractéristique d'une algébroïde. — On appelle fonc
tion algébroïde méromorphe pour | # | < R ^ o o , la fonction u(x) 
définie par une équation algébrique 

(1¾) 'K^J u) = 'Hu) = AV(J?)WV+ Av_i (J?)MV_1 + . . . A0(#) = o 

dont les coefficients A/(#) sont des fonctions données de x holo-
morphes pour | x | < R. On suppose essentiellement que les A/ ne 
s'annulent pas simultanément pour une même valeur de x\ u(x) est 
généralement une fonction multiforme à v branches u/, (x) (k = \,...,v). 
Observons tout de suite que u' (x) est aussi une fonction algébroïde 
à v branches et que l'équation qui la définit s'obtient en éliminant 
u entre (i3g) et 

-r± + -jl u' = O. 

doc au 

On pose 
v 

et n(r, g) désignant le nombre de pôles de g(oc) dans le cercle 
| x | ̂  r comptés avec leurs ordres de multiplicité, on a 

N(̂ s-V) = ^^(^) -^ (^^)1^^^(°^) 1 0 ^ 
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Convenons de poser N(r , u) = -Nyr, -£-) et pour une valeur 

finie a 

N(,,_I_\ = IN(,, • v 
\ J u — a/ v V +(a) / 

alors la fonction caractéristique est définie par 
( 140) T(r) = T(r, u) = m(r, M ) + I N (r, -L\ = m(r, a) + N(r, a). 

Pour v = i, on retombe sur la fonction définie par M. R. Nevan
linna. 

48. Propriétés fondamentales de T ( r , u). — x étant considéré 
comme une constante, on a identiquement 

<K#, u) = Av(a?) [M — ^ ( # ) ] 1M — Ms(ar)].. .[M — uv(x)]. 

Posons x = r e1?, & = e'° et considérons l'intégrale double 

D'après la formule de Jansen, on trouve 

(i4i) \(x)=^f~ log | 4,(0?, c«B) \dt = log | A v ( ^ ) | + 2 l o g |n*(*)| 

et en désignant par CA le premier coefficient non nul du dévelop
pement de Laurant de Av(#) autour de l'origine, on a 

(142) ± f l o g | A v ( r ^ ) | ^ = log|Gx | + N ^ , ^ - ) . 

Il vient donc 
(i43) l = log|C>J + vT(/-, u). 

Maintenant intervertissons l'ordre des intégrations de I, et appli
quons la formule de Jensen à l'intégrale intérieure, il vient 

La comparaison de (i43) et de (i44) donne 

(145) vT(r, « ) = ^ j f " N ( r , J j ^ ) «*> + 2 1 ° 5 ' " t ( o ) ' ~ I o g ! C x ' ' 
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relation qui est analogue à (8) et qui permet de prouver que T ( r , u) 
est une fonction croissante, convexe en logr. 

49. Fonction p.(r, A) et premier théorème fondamental. — Dési
gnons par A (x) le plus grand des nombres \ A.j(x) \ (j = i, ..., v) 
pour chaque valeur de x\ Valiron a introduit la fonction 

(146) ^ r ' A > = ï k / logÀ(r**ç)rfT. 

C'est une fonction convexe en logr. En effet, les log | A/ (#) étant 
harmoniques (par suite sous-harmoniques), la proposition a du n° 5 
prouve que log A(x) est sous-harmonique et la proposition 6 permet 
ensuite de démontrer qu'il en est de même de l'intégrale de (i4^)-
Or p(r, A) est une fonction ne dépendant que de la seule variable r, 
donc elle est convexe en logr d'après le théorème de M. P . Montel 
rappelé à ce numéro. 

On peut établir une relation simple entre T(r , u) et jji(r,. A). On a 

(147) V ( # ) ^ l o g Y A / ^ ) ^logA(ar) + log(v + i). 

Comme de la définition de V(x) et de ( i43) , on déduit 

(148) T ( r , M ) + I l o g | C x | = j i ; y
, " , t V(r« '9 ) r fç , 

on trouve immédiatement 

( i4 9 ) T ( r ) + I l o g | C X | ^ ( r , A) + I log(v + i). 

Pour avoir une inégalité de sens contraire, on peut partir de 

Â ^ ( f ) | - 2 | ' M l ( ^ ) - - - ^ - / ( ^ ) 1 - U = o, I , . . . , V —I), 

la sommation étant étendue aux C£ combinaisons des racines de 
v — / à v — / . On en déduit pour tous les / , même pour / = v, 
l'inégalité 

V 

log | A/(aï) | ^ log | Av(a?) | •+• logC^ -H^jjlog | uk(x) \, 
i 

a fortiori 
V 

log A(a?) ^ log | Àv(*) | -4-^log | uk(x) | + vlog2, 
i 
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et en tenant compte de ( i4 2 ) on trouve 

(i5o) jx(r, A ) ^ T ( r , u) + I log | (¼ | + log2. 

Les inégalités (i4y) et (i5o) donnent l'énoncé suivant que l'on 
peut considérer comme premier théorème fondamental : 

I. L'expression 

T(r, iO-4-I log |C* | -n( r , A) 

est en module inférieure à log 2. 

50. u(x) étant la fonction algébroïde définie par ( i3g), sa trans

formée homographique 1? ad — (3y = 1 est aussi fonction algé

broïde à v branches qui vérifie une équation de la forme (i3g) dont 

les coefficients Bj(x) sont des fonctions linéaires des A y (#) et inver

sement, si A est le plus grand des nombres a, (3, y et à, on a, 

B(x) étant le plus grand des nombres Bj(x) (j = 0, 1, . . ., v) pour 

chaque valeur de x, 

B(.z)<(v + i)(2Ay A(ar) 

et inversement; donc 

|n(r, B)-f*(r, A)|<log2eA. 

Rv(#) peut se mettre sous la forme yv <\> ( - j ; en désignant par C'x 

le premier coefficient non nul de son développement autour de 
l'origine, on a d'après le théorème I, 

(•*> [T('.^)-T<'.«>+H§l]<K+,ogA' 
R étant une constante absolue. 

En se rapportant à l'expression de T ( r , u), on obtient le corol
laire 

F. Soit a un nombre donné; on a 

(i52) N ^ 5 _ J _ ^ < T ( r , u) + À(a, v), 

A (a, v) ne dépendant que de a et de v e£ du comportement à l'ori
gine de Av et ^ ( a ) . 
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Si. Ordre d'une algébroïde. — L'ordre d'une algébroïde de u se 
définit au moyen de sa fonction caractéristique comme pour une 
fonction méromorphe; dans le cas où le domaine de méromorphie 
est tout le plan ou\ert; il est égal à 

.— logT(r, u) 
hm ° , — - • 
;>=c logr 

L'ordre peut être zéro, fini et positif ou infini. En vertu du théorème I, 
pour que u soit d'ordre fini p, il faut et il suffit que les Ay soient 
tous d'ordre p au plus, l'un au moins étant d'ordre p ( 1 ) . 

Dans le cas de l'ordre infini, la définition des ordres que nous 
avons introduite pour une fonction méromorphe [12, a et n° 25] 
s'étend immédiatement ici. 

Cette définition permet d'avoir dans des applications le degré de 
précision que comportent les résultats donnés par Borel pour les 
fonctions méromorphes dans le cas de l'ordre fini ( 2) . 

II. — Extensions des théorèmes se rattachant au théorème 

du module minimum de M. Hadamard. Limitation de m l r, — J • 

52. Au théorème bien connu de M. Hadamard sur le module 
minimum d'une fonction entière, se rattachent quelques théorèmes 
relatifs à une fonction méromorphe, obtenus par M. R. Nevanlinna 
au moyen de la méthode logarithmique [18, d ] . Dans le cas des 
algébroïdes, une extension du théorème de M. Hadamard a déjà été 
faite par Rémoundos [22, a ] ; on peut étendre aussi ceux de 
M. R. Nevanlinna [27, g]. 

De l'égalité 

uk(x)= — r î - 1 [ A v . 1 ( j ? ) + A y . 1 ( j f ) « * ( a f ) - i + . . . + Ao(fl:)«i(a;)^+1I, 

on déduit, en conservant la signification de A ( # ) du n° 49, 

A(*) 
( i53) log | M*(a:)| ^: logj A ^ ( a ? ) logv. 

(1) On suppose que Av{x) est un produit canonique. 
(2) Comme application, on peut voir un résultat récent de M. Baganas [2, b]. 
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Considérons la fonction J (x) = J , \ \ la formule de Poisson-
_ , . A . v (d?) 

Jensen donne, pour ] x\ = r < t, 

(i54) lo+g \f(x) \^L±L„i(t,f)+ 2 log ^ , , 

les 6a étant les pôles d e / . En observant que pour T < r < £, on a 

£ + T / + r 
T <C ) 

il vient 

jpoW,/)^^^,/)-*- 2 /'^-F^feïï* 
I fy I < ' 

et l'on trouve, en désignant par k une valeur arbitraire >> i et en 

posant t = \/k r, 
- r r i o + g M ( T , / ) ^ ^ C ( A ) T ( ^ , / ) , 

C(k) étant une constante qui ne dépend de k. 
Maintenant, soit Ay>v le plus grand des deux nombres A 7 (#) et 

Av(#) pour chaque valeur de x ; en vertu d'un résultat de M. H. Cartan 
[6, d] H , on a 

T ( r , ^ + log | CX | = ^ ^ lûgA A V (r *«9) <t? < v fx(r, A ) 

et, d'après ( I D O ) , on trouve 

(155) T(r, / ) = T (r, ^ ) < v T(r, M) + v loga. 

En tenant compte de (i53), on arrive aisément à la proposition 
suivante qui généralise un théorème de M. R. Nevanlinna. 

IL Soit u(x) une fonction algébroïde définie par (I^Q) et méro
morphe pour | x | < R ^ oo ; à M/Ê nombre donné quelconque k < i, 
correspond un nombre C(k), tel que l'on ait 

(i56) - fr\ogM(t, u) dt < C(A-) T(ÀT, M), 

M (t, u) désignant le module maximum de u(x) pour \ x \ = t. 

{* ) Voir aussi le chapitre suivant. 
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On voit de même que la convergence de 

(157) f T{t,u)t-?~idt ( p > o ) 

entraîne celle de 

(i58) r"logM(f, u)t-P~idt 

et aussi celle de 

(159) / " * ( , , _ J _ ) < - p - , r f , 

pour tous les a. La convergence de (i5g) pour une valeur a jointe à 
la convergence de ( 158) entraine évidemment celle de ( i5^) , donc 
celle de (i5o,) pour tous les a. 

53. Pour obtenir une limitation pour m(r, — ) ? on peut partir de 

l'inégalité (i 54)- Supposons \x — fe^ | > a /t et prenons t = r -f- h ; 

chaque terme de la somme du second membre est < log r et l'on a 

l o g | / ( ^ ) | ^ 2 - ^ T ( r + A , / ) + ^(r + A , / ) l o g ^ . 

D'après la définition et la convexité de l'indice N, on trouve 

i + , / / M ^\ir-+-h r + A . r + h~\ 
losl/(*)l^[-7T- + 2 -T" I o g -H 

X [T(r + 2 A, f) + /1(0, / ) ( i + log J ) ] , 

a fortiori on voit que si A v (#) ne s'annule pas dans la couronne (CA) 

o < r — 2 / i < | . r | < r + 2A, 

on a, pour | x | = r, 

(160) lo"g|/(*) | ^ n (-^ [T(r + a/i,/) + » ( o , / ) ( n - l o g i ) ] 

et, en vertu de ( i55), 

log 

avec 

Ajix) 
AV(J?) 

^ n v ( ^ V [ T ( r + 2A, M) + K ] , 

( i + l o g l ) . vK = V2 log2 + A 
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En portant cette borne dans (i53) et en appliquant le résultat 

obtenu aussi à la fonction —i-r U on déduit des deux résultats 
u(x)\ 

obtenus, pour toutes les branches de u(x), l'inégalité 

(161) | l o g | a ( a ? ) | | < i i v ( ^ y r T ( r + 2/i, u) + a + cr' log^l , 

où r = \x\, c et cr' ne dépendent que du comportement à l'origine 
des deux fonctions Av(#) et A0(x). Cette inégalité est valable pourvu 
que ces deux fonctions ne s'annulent pas dans la couronne (r — 2h, 
r-hzh). 

54. Les branches U/X(x) ne s'annulent pas et restent finies dans la 
couronne dans laquelle (161) est vérifiée, mais elles peuvent admettre 
des points de ramification. Les valeurs de x fournissant de tels points 
sont les zéros de la fonction holomorphe formée par le discriminant 
du polynôme <\>(u) (*); elle est de la forme 

J(* )=2PA5.A«I . . .AÇV, 

Ce polynôme par rapport aux A/ étant de degré 2 (v — 1). On a donc, 
d'après l'égalité de Jensen et le théorème L 

(162) N ( r , j ) < 2 v ( v - i ) T ( r , K) + Œ", 

tj" ne dépendant que du comportement à l'origine des fonctions 

M*). 
Plaçons-nous dans une couronne o << r — 2 A < | f | < j , + 2 A < R 

ne contenant pas de zéro de A0(tf), Av(£) etJ(t)', les branches de 
u(t) y sont partout régulières, donc sont holomorphes dans tout 
cercle tangent aux deux circonférences limitant la couronne. Soit 
\t — x\<.2h un tel cercle et appelons log uk(t) la branche de 
logu(t) qui prend au point x la valeur log| u/,(x) j H- /o>, avec 
| w | ̂  7T. D'après le théorème de Hadamard-Carathéodory sur la 
partie réelle d'une fonction holomorphe (2) et d'après (161), on a 

(1) Voir par exemple, \ALIRON, Équations fonctionnelles, 19^5, p. 9. 
(2) Voir VALIRON, Théorie des /onctions, 1948, p. 373. 

file:///aliron
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pour \t — x\ <ih 

(i63) | logwA (x) | < 4 j 33 ( ^ ) 2 [ T ( I - + 2 h, u) + a + a' log £J + 2* J 

et, en appliquant le théorème de Cauchy, il s'ensuit que, pour toutes 
les branches, 

<16^ |S^|<8«8( ï ) , i [T < r H"a A '" )"+"'" ,- ' f l S B3-
55. Pour les valeurs de r pour lesquelles (i64) est vérifiée, on a 

(165) m ( r , £ ) < logT(r + 2 A, u) + 3 log J + 2 log J- -f- s'", 

<rw ne dépendant que de v et du comportement à l'origine de Av 

et A0. 
Donnons-nous deux nombres /•' et ru tels que o < rr < r" < R et 

r -\- r" 
posons £ = D'après l'inégalité (162), d'après les propriétés 

de T ( r , u) et d'après la formule de Jensen, le nombre total des points 
de module moindre que t et qui sont zéros, pôles ou points de rami
fication de u(x) est au plus égal à 

n'=[HT(r^,M)+H'(i + l o g i ) ] : l o g ^ 

H ne dépendant que de v et H' de v et du comportement de A^ à l'ori
gine. Dans l'intervalle 

il existe au moins une valeur r pour laquelle ( i65 ) est vérifiée en 

prenant h = -—; 77- Pour cet /*, on aura 

m(r, ^ J <lo+gT(r", M) + 31o + g^-^ , + 9 log/i'-f- 2 log^ + <J* 

+ r" + 1 
<iologT(/-", u) + i2log-7; :, + 3 log- + av, 

o-v ne dépendant toujours que de v et du comportement à l'origine. 

Comme — est une fonction algébroïde à v branches, la fonction 

•(-.ÏM-SH "('•£) 
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est croissante et l'on aura 

™K)<»KH[NKHK)]-
Or 

»*" — ,.' 
/ • — / • ' < 

( / l ' + 2 ) s 

et les infinis — ne proviennent que des zéros de A0(x), A v (#)e t 3(x), 

leur nombre pour | x | < t est au plus égal à n!, on a donc 

N r, — ) — N (r ' , — ) < A I ' l o g - < * ' r - < -T7-7 < i , 
\ u ) \ u J ° r r / - ( / 1 + 2) ' 

pourvu que r"—#•'<; r'. Par suite, 

m \ ' ^ ) < I o logT(/'", ;0 + i 2 l o g ^ - y , -4-31ogp +(j«. 

La restriction r"<C.2r'peut être supprimée puisque T ( r ) croît et 
que le second terme du second membre est borné pour r " > 2r'. On 
arrive ainsi au théorème fondamental analogue au lemme de 
M. R. Nevanlinna : 

III. Si u(x) est la fonction définie par ( i3g), les Aj(x) étant 
holomorphes pour | a? | << R ^ oo, on a 

(166) m(r, —\ < i o l o g T ( £ , « ) + i 2 l o g -^— + 3 l o g - + ^ 

pourvu que o < / ' < K R ^ i ^ dépendant que de v et du compor
tement des A/(a?) à l'origine. 

Supposons R = o o , on a pour le cas de l'ordre fini 

m ( r , £ ) < O ( l o g i 0 

et dans le cas de l'ordre infini, en appliquant le théorème de Borel 
sur les fonctions croissantes, 

• (r, ^ ) < 0 [ l o g T ( r , «) + logr], 

sauf peut-être pour une suite d'intervalles de longueur totale finie. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 139. 5 
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III. — Second théorème fondamental. 

56. Dans sa première Note [27, c] , Valiron a indiqué simplement 
qu'en écrivant 

(167) (u — ai).. .(u — ap) = u — ai (1) 

2".^ 
h = \ 

a/i 

pour u = u/,(x) (A: = 1, . . . , v) et formant les fonctions symétriques 
élémentaires, on arrive à l'inégalité 

p 

(168) v ( j 0 _ 2 v ) T ( / - ) < 2 N ( r ' ^ i ô ) + S ( r ) ' 
1 

et il n'a pas donné le calcul même dans son Mémoire cité. Nous 
avons complété la démonstration de cet important théorème ; voici 
ses grandes lignes. 

De l'identité (167), on peut déduire en posant x = rel* 

(169) u>-D±f i o B i A v i « / ? + 2 à i l o g | + è ô 
h = 2 

k=l /l=> ° 

•Si/ lo+s 

â?9 

" i l 

" A . — «/1 

uk— a, 

d?ç 

h Œ , -

dv 

•Si JT , X^IF* I^ 
A r r l 

où F / ,= ( M A — a 2 ) . . . (MA—a,,) et <7i ne dépend que de v, de p et des 
BAA- D'après la formule de Jensen, on a pour le premier membre 

cr2 étant une constante qui ne dépend que du comportement à l'ori
gine de Aç et des ty(ah). 

(1 ) On peut prendre aussi une identité plus symétrique. 
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Envisageons le second membre de (169). Supposons que l'équation 
qui définit u' est ^ I ( M ' ) = : B V M'' + . . . + B 0 = O, on a 

Sr.jf""A 
k = \ 

uk — av 

u'k >2TZjQ ° | A V + I ( 0 ) 

v 1 r17Z + -s»/ log «4 
"A" — « 1 

k-\ 

Comme on sait que B, = A* J et comme on a vu que J est de degré 
2(v — 1) par rapport aux A0, A4, . . ., Av, on trouve en vertu du 
théorème 1 que 

- f ' i o g Bv<K«i) 
A , + 1 ( 0 ) 

dy < v(2v — i ) T ( r , M) 

\ ? ( « • ) / V T i ( o ) / 

Maintenant, en désignant par a un nombre positif tel que 

a ^ | « A | (h = i, . . - , / ? ) , 

on trouve 

.r 
23 

-i- / l o g | F A | r f ? > ( / > - i ) - / log 1 1 4 ^ 9 

— (p—i)\og\a\ — 2(p—î) log2. 

Portons tous ces résultats dans (169) et appliquons l'inégalité (166); 
on obtient une inégalité de la forme (168). Remarquons que a4 peut 
être fini ou infini. Avec les notations que nous avons précisées au 
n° 47, on a l'énoncé : 

IV. Soit u(x) une fonction algébroïde méromorphe pour 
| # | < R ^ < x > et définie par (i3g) et soient ah(h = i, . .., p) 
p nombres distincts dont l'un peut être infini; on a pour /<<£<<R 
l'inégalité 

P 

(170) (P - av)T(#, «) < 2 N ( r > JT=W) - N( r> i ) •+• s( r> »>• 

1 

Le terme complémentaire est de la forme 

(171) S(r , iO = * + * l o g i - h P l o g — _ + T l o g T ( * , u), 
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o à a , (3, y sont des nombres ne dépendant que de v et de p tandis 
que a est une constante ne dépendant que des conditions à l'origine 
des Av et ty(ah) à part v et p. 

Supposons R = co ; si u est d'ordre fini, o n a S ( r , a ) < O( logr) 
et dans le cas de l'ordre infini, on a 

S(r, «)<0[logT(r, a) + logr] 

en excluant éventuellement une suite d'intervalles de longueur totale 
finie. 

IV. — Autres théorèmes fondamentaux. 

57. En faisant entrer en jeu des indices de densité relatifs à u', 
nous avons obtenu une inégalité qui étend (170) et qui est analogue 
à celle de M. Milloux du n° 19 pour une fonction méromorphe [12, A]. 

De l'identité 

v p nn •n 2 *hk : 
iH 

uk—ah J l \ i d "uk—ahuk 

kzni h = l k = l \h = l J 

nous déduisons, en posant x = r el<? et à l'aide de la formule de 
Jensen, une inégalité de la forme 

™ 'N(r'£>-iN(r'*éô) 
h = l 

v p 
< — / V log -V dy + v \ m ( r, — - — ) 

2« . / « AU *\u'k
 T AU \ ' u — ah) 

1 1 

<j ne dépendant que de v, p, B^A et du comportement à l'origine des 
fonctions Av et des <\>(a/t). 

On peut écrire 

Jf "S log -i- do = — / log •, / . dy + v m(r, u*) 
0 AU *\u'k • 2TZJ0

 B ^(o) 
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et, par suite, en vertu de la formule de Jensen, 

h jf * 2 *« | ÀI * "v T^u,) - N('> 4 ^ ) ) + ° ' -
<T' ne dépendant que du comportement à l'origine de Bv et de ^1(0)-

La démonstration se poursuit alors aisément et l'on obtient une 
inégalité de la forme 

p 

(i73) />T(r, «)<T(r> B ' )+ijN(r, _ L _ ) _ N ( r , -L)+Qt(r). 
1 

Soient ensuite bi(i— i, . . .q) q nombres finis non nuls et 
distincts entre eux; en appliquant l'inégalité (170) à u' pour les 
q -f-1 valeurs zéro et les 6/, on a 

i 

<7 

(i74)t (*-M-2v)T(r, ^ ^ N J ^ j + N ^ J + S ^ «'). 
1 

De (173) et (174) résulte l'inégalité 

/ >(^ + i - 2 v ) T ( r , ^ ) < ( ^ . + I - 2 v ) 2 N ( r ' i r = ^ ) 
1 

+2^^)-^-^(^)-^^ 
1 

Q ( r ) étant une expression qui entrera dans le reste et qu'on a à 
majorer. En remarquant que S( r , u') peut se transformer en fonction 
de u à l'aide de l'inégalité suivante due à Valiron 

T ( r , « ' ) < 2 v T ( r , « ) + m ( r , i ) + (r1 (*), -

cette majoration se fait sans difficulté. 

V. Soit u(x) une fonction algébroïde méromorphe pour 
| # | < R ^ o o définie par (139); soient ensuite ah(h = 1, . . . , / ? ) 
p nombres finis distincts et bi(i= 1, . . ., q) q nombres distincts 

(1 ) Valiron a obtenu aussi une inégalité de sens contraire dont la démonstration 
exige des calculs assez longs. De ces deux inégalités, il résulte que u' est de même 
ordre que u dans le cas de l'ordre fini [27, g]. 
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finis ou non mais différents de zéro. En conservant les notations 
du théorème précédent, on a pour | x | < t < R l'inégalité 

(175) ^ + 1 - 2v)T(r, u) 
P 

«*- ' -" )2N( r ' ïr^)-2N( r '^) 
— (? — 2v)N(r, -L j+S( r , M), 

S i ( r , a ) é£ara£ wwe expression de la forme (171), seulement les 
coefficients dépendent encore de q, de a et des conditions à l'ori
gine de Bv et de <\>i(bt). 

58. Dans ce qui précède, faisons varier i de 1 à q-{- 1 et prenons 
bq+i=oo. Comme on sait que Bv, premier coefficient de tyi(u'), est 
égal au produit du discriminant J par AJ, on a, en vertu du théo
rème I, 

(176) N (r, i - ) < 2]*(r, ~ ) H-2v(v - 1) T(r, «) + «r„ 

<Pi ne dépendant que de v et des conditions à l'origine. En tenant 
compte de cette inégalité, on a le corollaire : 

VI. u(x) étant défini comme précédemment, soient 

ah(h = i, ..., p) et bt(i=ï, ..., q) 

deux groupes de nombres finis et distincts entre eux dans chaque 
groupe et l'on suppose que bx-jé o. On a pour r < R 

(177) L P ? - 2 ( / > H - i ) ( v - i ) ] T ( r , u) 
p 

< 2 N ( r , M) + (2 + 2 _ 2 v ) 2 N ( r , - ^ - ^ ) 
1 

+2^^)-^-^-2^^3^^ 
1 * 

59. Dans sa Note citée [9, 6] , M. Dufresnoy a indiqué que le 
résultat obtenu par lui pour les fonctions méromorphes s'étend 
encore aux fonctions algébroïdes par une méthode très voisine. Avec 
une légère modification de notation, l'inégalité fondamentale qu'il a 
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énoncée est de la forme 
p 

(178) [ /J-(2rf+i- i ) (2v-i)- i ]T(r , " ) < 2 N ( r > ^Zr)^S(r)' 
1 

où les P ; sont des polynômes de degré d. 

V. — Applications. 

60. En utilisant l'inégalité fondamentale (170), jointe à l'inéga
lité (i52), on trouve des résultats qui complètent ceux de Rémoundos 
et qui généralisent ceux qui sont relatifs aux fonctions méromorphes. 
Notamment le défaut 

V " - * / ï i ^ V j j K f O / (179) 8 ( a ) = 1 — lim — ' = 1 — lim = 7 - ^ -

appartient au segment o, 1 ; il est nul, sauf au plus pour un ensemble 
dénombrable de valeurs a ; la somme des défauts relatifs à ces 
valeurs exceptionnelles a, valeurs exceptionnelles au sens de 
Nevanlinna, est au plus égale à 2v ( 1) . De plus, on a, en excluant 
éventuellement, dans le cas de l'ordre infini, de l'axe des r une suite 
d'intervalles dont la longueur totale est finie, 

N ( r , _ i _ ) \ u — a f 
lim 

r±» T ( r ) 

sauf pour un ensemble de valeurs a de mesure l inéaire nulle, valeurs 
exceptionnelles au sens de Val i ron. 

Dans le cas de l 'ordre fini p, la convergence de l ' intégrale 

/ £71 Ldr entraîne celle de / p+1 dr, saut pour au plus 

2v-f- 1 valeurs de a, tandis que la convergence de la seconde inté
grale entraîne celle de la première quel que soit a. Ce qui conduit 
pour p entier à conclure que le genre des fonctions entières est le 
même, sauf pour 2v valeur de a au plus. Tout ceci s'étend avec les 
modifications et restrictions au cas où les A sont seulement holo-
morphes dans un cercle de rayon fini [27, c] , 

( 1 ) En s'appuyant sur une inégalité qu'il a déduite de la théorie des fonctions 
fuchsiennes, M. Ou Tchen-Yang a retrouvé ce résultat [19 a]. 
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Pour la question d'unicité, en procédant comme M. R. Nevanlinna 
l'a fait dans le cas des fonctions méromorphes, on trouve ce résultat: 

Si u(x) et w(x) sont deux algébroïdes méromorphes à v et v' 
branchés respectivement, si v !^v' et si pour 4v -h i valeurs distinctes 
de a, les équations 

u(x) = a, w(x) = a 

sont vérifiées aux mêmes points du plan simple avec le même 
degré total de multiplicité, w(x) est identique à u(x). 

Il existe effectivement des fonctions distinctes à v branches prenant 
les mêmes 4V valeurs aux mêmes points, mais ces fonctions sont très 
particulières [27, e]. 

On trouve dans le Mémoire de M. Ullrich [26, 6] des théorèmes 
analogues à ceux du n° 25 et le résultat de M. Dufresnoy concernant 
l'ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Valiron pour une 
fonction méromorphe s'étend à une algébroïde. Enfin en appliquant 
le théorème V du n° 57, on obtient des résultats sur les défauts 
absolus et les défauts relatifs pour la dérivée d'une algébroïde, 
résultats analogues à ceux du n° 27-30 [12, i]. 

CHAPITRE V. 

SYSTÈMES DE FONCTIOINS. 

I. — Méthode de M. R. Nevanlinna. Inégalités fondamentales 
et conséquences. 

61 . Du théorème de Picard, Emile Borel a donné, après sa célèbre 
démonstration élémentaire, une généralisation qui est un théorème 
fondamental pour l'étude des systèmes de fonctions. 

Traduit en termes finis, il joue un rôle essentiel dans la théorie des 
familles complexes normales créée par M. P . Montel ainsi que dans 
l'étude des systèmes de fonctions holomorphes à variétés lacunaires, 
étude faite par A. Bloch pour la première fois et poursuivie par 
M. H. Cartan [6, a ] et plus récemment par M. Dufresnoy [9 , d]. 

Et c'est aussi par le théorème de Borel que M. R. Nevanlinna a été 
amené à étendre, aux [systèmes de fonctions, son second théorème 
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fondamental et que M. H. Cartan a été amené ensuite à en faire une 
autre extension, en vue d'étendre le critère de M. Montel et les théo
rèmes de M. Schottky et de Landau. 

A la suite de ces travaux, M. H. Cartan, en définissant une nouvelle 
fonction de croissance T ( r ) pour/? fonctions holomorphes dans le 
cercle | x | < R, est parvenu à donner une nouvelle méthode pour 
l'étude des systèmes de fonctions, tandis qu'une théorie des courbes 
méromorphes a été développée par MM. H. et J. Weyl [28, a ] ( 4 ) , 
puis par M. Ahlfors [1 , c\ 

Nous nous bornons ici à exposer, comme nous l'avons annoncé, le& 
résultats fournis par la méthode de M. R. Nevanlinna et la théorie 
constituée par M. H. Cartan. 

62. Nous commençons par donner rapidement ce qui concerne la 
méthode de M. R. Nevanlinna. 

Soient ^i(x)(i = 1, . . ., n) n fonctions méromorphes linéairement 
distinctes vérifiant la relation identique 

( 1 8 0 ) c p j + 9 s H - . . . - * - 9 i , = i , 

d'où il suit en différenciant 

(180)' 9 ^ + 9 ^ + . . . + 9 ^ = 0 ( * = i, ..-> n — 1). 

Les fonctions cp, étant linéairement distinctes, le wronskien 

(181) D = | | ? 1 

?2 

^ n - l ) ç ( « - i ) 

?« 

Ç(J.-I) 

ne s'annule pas identiquement. 
En désignant par D, le mineur correspondant au ilème élément de 

la première ligne du déterminant D et par A, le mineur analogue de 

A = 

i l 

<Pi 

11 
92 

Oo 

Î5 
9« 

( 1 ) M. Dufresnoy a m o n t r é [9 , b]' que la fonction de croissance définie par 
MM. H. et J. Weyl n 'es t pas essent ie l lement différente de celle donnée p a r 
M. H. Cartan 
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on trouve 

( 1 8 2 ) ot~ — : 5 3 A i : A. 

Ç2- - -9 / Ï 9 i ? 2 - . - 9 « 

D'où l'on déduit 
m(r, ç,)<[N(r, A)- N(T, j j ] + W(r,A) + W(r,À,) + 0(i). 

Comme A = D : [(p4.. .<p„], le crochet s'écrit 

2N(r'i)-2N(r'?')+N(r'D)-N(r'5)-
Pour limiter m(r, A) et m(r, A4), on utilise (1) ou plus simple

ment (2) . On arrive ainsi à ce théorème de M. R. Nevanlinna : 

L Soient n fonctions méromorphes cp4, . . . , yn linéairement 
distinctes et vérifiant la relation (180); on- désigne par D le 
wronskien (181 ) et par T(r) la plus grande des quantités T(r, cp,) 
(i = 1, ..., n) pour chaque valeur de x. Alors on a, pour v = 1,. . . , 
n, Vinégalité 

n 

(i83) T(r, 9 v ) < 2 N ( r . i ) + N(r, <Pv) + N(r, D) 

acec 
S ( r ) < 0 [ l o g T ( r ) + logr], 

sauf peut-être, dans le cas d'ordre infini, dans certains segments 
extraordinaires dont la longueur totale est finie. 

Pour n = 2, on retombe sur le second théorème fondamental habi
tuel dans le cas de trois indices de densité. 

63. Le théorème précédent auquel M. R. Nevanlinna a été amené 
par le théorème de Borel permet de démontrer inversement ce 
dernier théorème qui peut se mettre sous la forme : 

Si les fonctions entières J\, . . ., fP(p> 1), supposées non nulles 
en tout point fini du plan, satisfont à une relation linéaire à coef
ficients non nuls et constants 

(184) cifl + ...-hcpfp== o, 
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on peut affirmer que certaines d'entre elles, en nombre < /> , 
vérifient une relation de la même forme. 

En effet, si l'on n'avait aucune autre relation de la forme (184) 
entre k <ip des / / , les fonctions 

(i85) ?' = - ? T <* = a, . . . , />) 
c i / i 

seraient linéairement distinctes et satisferaient à ( 180 ). En appliquant 
le théorème I, on trouverait 

(186) lim ^ < O(i), 

ce qui permet de conclure que l'hypothèse est impossible. 
En raisonnant de la même façon, on peut démontrer un théorème 

plus général qui s'énonce comme suit : 

II. Soient p fonctions méromorphes f±, .*-<>fp vérifiant une rela
tion linéaire à coefficients constants 

Ci fi •+-...+ cpfp=o 

et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes : i° Aucun des 

rapports *-^(h^ék) n'est constant; 20 Les zéros et les pôles des 
Jk 

fonctions sont suffisamment rares pour qu'on ait 

N(r, i ) = o[T(r)l, N(r, f) = o[T(r)], 

T ( r ) étant le plus petit des nombres T( r, j - ) (h ^ k). Dans ces 

hypothèses, on a 
d = . . . = cp= o. 

On peut mettre le théorème de Borel encore sous la forme sui
vante : 

Soient X, (#) (i=i, . . . , p) p fonctions entières non nulles; s'il 
existe une relation de la forme 

(187) Xi(tf) H- X2(*) + . . . + XP(x) s o, 

ou bien les rapports mutuels de ces fonctions sont des constantes. 
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ou bien les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme 
des fonctions d'un même groupe est identiquement nulle et leurs 
rapports mutuels sont des constantes. 

Pour la démonstration, au lieu du raisonnement que l'on a fait 

plus haut, on peut prouver que tous les m(r, ^ j ( h , k = i, . . . , p ) 

sont bornés pour r->oo [18, c ] . Or pour que m(r, ^Aj soit borné, 

il suffit de supposer que les fonctions sont définies au voisinage du 
point de l'infini et qu'elles n'ont ni zéros ni pôles dans ce voisinage. 
Cette remarque donne lieu à la généralisation suivante du théorème 
de Borel, qui est due à M. H. Cartan [16, a ] : 

III. Si l'on a une identité de la forme (187) entre des fonctions 
holomorplies privées de zéros au voisinage du point à l'infini, ou 
bien leurs rapports mutuels sont réguliers à l'infini, ou bien les 
fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des fonc
tions d'un même groupe est identiquement nulle, et leurs rapports 
mutuels sont réguliers à l'infini. 

64. Au moyen du théorème de Borel ou de III, MM. G. Pôlya, 
R. Nevanlinna et H. Cartan ont obtenu différents théorèmes d'uni
cité. Pour ces résultats, on consultera ces auteurs [20, a ; 18, d ; 6, a]. 
Nous nous bornons ici à indiquer deux théorèmes de M. H. Cartan 
qui s'obtiennent par application de III. 

Considérons d'abord deux fonctions f(x) et g (x) méromorphes au 
voisinage du point à l'infini, supposé singulier essentiel; désignons 
par A ce voisinage, c'est-à-dire l'extérieur d'un cercle de centre O et 
de rayon suffisamment grand et admettons qu'elles prennent ensemble 
dans le domaine A, quatre valeurs distinctes a, b, c, et d (* ) que 
nous pouvons supposer finies. 

Désignons par (A4 , Â2, A3, X4) le rapport anharmonique de quatre 
nombres A4, A2, AJ et A4 

X . - X , X 2 - X 4 (Xi, X2, X3, Av) = 
X2-X3 X 1 - X 4 

( * ) On dit que / et g prennent ensemble a dans un domaine si les équations/ = a 
et g = a y ont les mêmes racines avec les mêmes ordres de multiplicité. 
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et posons 

!

(/, g, <*, b)=\, 
(/, g, ", O = Y, 
(/, g, a, d) = Z. 

X, Y, Z sont des fonctions holomorphes, sans- zéro, dans A. En éli
m i n a n t / e t g entre les relations (188), il vient une identité de Borel 
à six termes 

(a —6)(c —rf)(X + YZ) + (a —c)(rf—6)(Y + ZX) 
+ ( a _ rf)( ^ _ C)(Z + XY) =- o. 

Remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de / et g] on 
obtient l'identité 

(189) XJ + X? + XJ + Xi + XI + X9, == o 

avec 
XJ = (a -b)(c-d)(f- a)(f-b){g- c)(g-d), 
Xî = (a - b)(c - d)(g - a)(g - 6 ) ( / - c)(f- d), 
Xl=(a-c)(d-b)(f-a)(f-c)(g-b)(g-d), 
Xl=(a-c)(d-b)(g-a)(g-c)(f-b)(f-d), 
X\=(a-d)(b-c)(f-a)(f-d)(g-b)(g-c), 
XI = (a - d)\b- c)(g - a)(g - d)(f- 6 ) ( / - c). 

XJ, . . ., X! sont des fonctions méromorphes dans A et leurs rapports 
mutuels n'y possèdent ni zéros ni pôles. On peut donc appliquer III 
à ( , 8 9 ) . 

On démontre d'abord que, u et v désignant deux quelconques des 
quatre nombres a, 6, c, d(u ^ v), si deux des six rapports anharmo-
niques (/ , g, u, v) sont réguliers dans A, les fonctions f et g sont 
identiques. 

On décompose ensuite les termes de (189) en groupes. En exami
nant tous les cas possibles, on arrive à ce résultat : 

IV. a, 6, c, d désignant quatre nombres complexes distincts, il 
existe au plus une fonction, méromorphe au voisinage du point 
singulier essentiel à Vinfini,pour laquelle E ( a ) , E ( 6 ) , E ( c ) , E ( r f ) 
coïncident respectivement, au voisinage de l'infini, avec quatre 
ensembles donnés, A, B, G, D. Il y a exception si, A, B étant vides 
au voisinage de l'infini, on a 

(a, b, c, d)= — 1; 
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dans ce cas, s'il existe une fonction répondant à la question, ijt en 
existe deux, et deux seulement, f et g, et Von a 

( / , g, c, d)= — i. 

De ce théorème dû à M. H. Cartan, on déduit immédiatement un 
énoncé pour une fonction méromorphe dans tout le plan; on retrouve 
en particulier un théorème de M. G. Pôlya et celui de M. R. Nevanlinna 
qui généralise ce dernier. 

En utilisant encore III et en considérant trois fonctions f(x), 
g(x), h(x) méromorphes dans A, qui prennent ensemble trois» 
valeurs distinctes a, b, c, M. H. Cartan a démontré le théorème : 

V. /Z existe au plus deux fonctions méromorphes au voisinage 
du point singulier essentiel à l'infini, pour lesquelles E ( a ) , E (6 ) , 
E(c) coïncident respectivement, au voisinage de Vinfini, avec trois 
ensembles donnés A, B, C. 

On a un énoncé analogue pour des fonctions méromorphes dans 
tout le plan et l'on peut voir aussi un résultat de M. R. Nevanlinna. 

On sait qu'on peut toujours construire une fonction méromorphe 
dans tout le plan admettant deux ensembles donnés; mais étant 
donné trois ensembles quelconques A, B, C, il n'existe pas, en 
général, de fonction méromorphe dans tout le plan, pour laquelle 
E ( a ) , E ( 6 ) , E(c) coïncident respectivement avec A, B, C[6, a]. 

65. En procédant comme dans la démonstration du théorème I, 
M. H. Cartan a obtenu un résultat que l'on peut énoncer comme 
suit [6, a ] . 

VI. Etant donné un système de n fonctions cp,(#)x(« = i, . . ., n) 
holomorphes dans le cercle-unité, privées de zéro et vérifiant 

(180)' 9 i + 9> + . . . + 9,1 = 1, 

on suppose qu'elles ne soient liées par aucune relation linéaire 
homogène à coefficients constants non tous nuls, et l'on désigne 
par m(r) la plus grande des quantités m(r, cp,). Si l'on pose 

0(^)=119^. . .9 , ,11 et A ( * ) = , ? U \ 

et si a est un nombre positif fixe inférieur à | A(o) | et à chaque 
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| ç i ( o ) | , on a, pour r < p < i , 

(190) /«(/•) ^ A + È l o g — hGlog/??(p)J 

V» et ÇA ne dépendant que de n, et K de n et de a. 

66. En éliminant la valeur arbitraire p, on obtient la proposition : 

VIL Etant donné un système de n fonctions cp,- définies comme 
dans VI, on a 

v r-— m(r) . 
(191) lim H - ^ ' 

log 

X <?£a/i£ w/ze constante positive fixe qui ne dépend que de n. 

Comme application, on déduit de VI le critère suivant : 

VIII. Soit une famille de systèmes de n fonctions cp/ (i= i , . . . , n) 
définies comme dans ce qui précède; si A(o) et les cp/(o) sont en 
module supérieurs à un nombre positif fixe ot valable pour tous les 
systèmes de la famille, les cp,- forment une famille complexe nor
male. 

A part le théorème VI, M. H. Cartan a établi dans le même Mémoire 
un lemme important et quelques autres théorèmes. A l'aide de VI et 
de ces résultats, il a étudié le problème qui consiste à traduire en 
termes finis le théorème de Borel cité (pour w > 3 ) , problème que 
A. Bloch avait déjà traité pour le cas des systèmes de n fonctions 
prenant des valeurs données à l'origine [3 , 6 ] . En s'affranchissant 
de cette restriction, M. H. Cartan a obtenu une sorte de critère de 
famille complexe normale et certaines extensions du théorème de 
M. Schottky et du théorème de Landau. On consultera la thèse de 
cet auteur pour ces résultats dont l'exposition nous entraînerait trop 
l o i n ^ ) . 

( l ) Plus récemment un important résultat a été obtenu par M. Dufresnoy sur les 
familles complexes normales en introduisant une modification à la définition que 
leur a donnée M. P. Montel [9, d]. 
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II. — Méthode de M. H. Cartan. Fonction de croissance 
et première inégalité fondamentale. 

67. M. H. Cartan a défini une fonction de croissance T ( r ) pour 
p fonctions holomorphes données gj(oo)(j = i, . . ., p) et au moyen 
de q combinaisons linéaires F, des gj, il a établi une inégalité fonda
mentale qui étend celle de M. R. Nevanlinna. Dans le cas p = 2, 
T ( r ) se confond avec la fonction caractéristique T(r,f) en posant 

f= — et l'inégalité fondamentale de M. H. Cartan se réduit à celle 
J g2 b 

de M. R. Nevanlinna; pour/? >> 2, la première de ces deux inégalités 
peut jouer le même rôle dans la théorie des systèmes de fonctions 
que celui joué par la seconde dans la théorie des fonctions méro
morphes. Mais même dans le premier cas, à cause de la définition 
simple de T ( r ) , l'emploi de la méthode de M. H. Cartan est souvent 
plus commode. 

68. Définition de la fonction de croissance. — Soient données 
p fonctions gj(x) holomorphes pour | x | < R. Supposons une fois 
pour toutes qu'il n'existe aucune valeur de x annulant simultanément 
toutes ces fonctions; supposons, en outre, dans le but de simplifier 
les calculs qui suivront que gj(o) ^ o, ( / = 1 , . . ., p) ( ' ) . Dési
gnons par u(x) la fonction réelle qui, pour chaque valeur de x, est 
égale à la plus grande des p quantités log \gj(x)\(j =1^ 2, . . ., p), 
et posons, pour r <C R, 

(192) T ( r ) = — f u(reiï)dti — u(o). 

T(r) ne change pas si l'on multiplie toutes les gj(x) par une même 
fonction holomorphe sans zéro.co(#) ; en effet, u(x) se trouve rem
placé par 

u(x) + \og\ u(x)\, 

et T ( r ) se trouve augmenté de 

1 r27Z 

— / log | 0)(/1 e'6) | c?8 — l o g | o ) (o ) | = o. 

(1) Cette hypothèse n'a rien d'essentiel, on pourra au besoin s'en affranchir. 
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On peut dire que T ( r ) dépend seulement des quotients mutuels des 
fonctions gj(x). T ( r ) sera dit fonction de croissance des fonctions 
holomorphes gj(x)(j =1, ...,p). 

Plus généralement, étant donné p fonctions yj(x)(j= i, . . .,p) 
méromorphes pour | x | < R, il est possible de trouver une fonc
tion &(x), méromorphe pour | x | < R, de façon que les p fonctions 

(193) ¢ ( ^ ) 9 , ( ^ ) = ^ - ( ^ ) 

soient holomorphes pour | # | < R , et qu'il n'existe aucun zéro com
mun à toutes les gj(x). Comme fonction de croissance attachée à 
l'ensemble des <?j(x), on prendra la fonction T ( r ) définie plus haut 
pour les gj(x)\ cette fonction est parfaitement déterminée et dépend 
seulement des quotients mutuels des ^j(x). 

69. Propriétés de T ( r ) . — D'abord T ( r ) est une fonction 
convexe de logr. On le démontre en appliquant le théorème de 
M. Montel comme pour la fonction p(r, A) du n° 49. 

Ensuite, si l'on effectue sur les gj une substitution linéaire homo
gène à coefficients constants, de déterminant non nul, la nouvelle 
fonction de croissance T 4 ( r ) , attachée au système des p nouvelles 
fonctions Gj, ne diffère de T ( r ) que par une quantité qui reste 
inférieure à un nombre fixe M quel que soit r (M dépend seulement 
des coefficients de la substitution envisagée). 

En effet, soit 
p 

Gy(*)=2AyV*(*) 
k = l 

la substitution envisagée, et soit 

p 

gi(x)^a)Gk{x) 
k = ï 

la substitution inverse. Remarquons tout d'abord qu'il n'existe aucun 
zéro commun à toutes les G,(a?). Soit A une borne supérieure des 
modules des a) et des A*. Si l'on désigne par ;U(#) la plus grande 
des quantités log | Gj(x) |, on a évidemment 

V(x) ^ logQo A) + u(x) et u(x) ^ log(/> A) + V(x), 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 139. 6 
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d'où l'on peut déduire 

(194) | T 1 ( r ) - T ( r ) | ^ 2 l o g ( 7 i A ) ï 

ce qui suffit à établir la proposition annoncée. 

70. Justification du nom donné à T ( r ) . — D'abord dans le cas 

où p = 2, je dis que T ( r ) se confond avec la fonction caractéris

tique T ( r , / ) , en posan t / (# ) = ë { \m ^ n e n ? e l > 

i ( « ) u(x) = \og | i ^ + l o g ^ 2 ( * ) l 

et, par suite, 
i r~n + + 

(195) T(r) = - J log \f(re*)\d& - l o g | / ( o ) | 

+ —J l o g | ^ ( r ^ ) | ^ Q _ l o g | ^ ( o ) | . 

Or 

~ / " 1 î I o g | ^ ( r ^ ) | ^ 8 - l o g | ^ ( o ) | = N(r, i - J = N(r , / ) (*), 

donc si l'on écrit, avec M. H. Cartan, pour fonction caractéristique de 
M. R. Nevanlinna (2) 

T ( r ' / ) = = i / " lûg | / ( r ^ ) | ^ 9 - l o g | / (o) | + N(r , / ) , 

on a bien T ( r ) = T ( r , / ) en vertu de (i95)-
Montrons ensuite que l'on a, en général, 

(196) T ( r , g ) < T ( r ) + K, 

R étant une constante qui dépend seulement des valeurs de gj(x) 
pour x = o. En effet, on peut mettre gh(oo) et gk(&) sous la forme 

gh(x) == Gh(x)tx)hk(x), gk(x) = Gk{x)iùhk{x), 

(ùhk(x) étant holomorphe, Ĝ  et G^ étant aussi holomorphes et n'ayant 
aucun zéro commun. On a alors, en désignant par Ui(x) la plus 

(1) Nous conservons la notation habituelle de l'indice de densité. 
+ 

(2) On ajoute le terme constant — l o g | / ( o ) | . 
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grande des quantités log | gh ( x ) | et log | gk ( x ) \, 

— î/l(o) +- log | 0)/^(0)1 
et 1 on trouve 

(i97) T ( r ' S ) - T ( r ) ~ N ( r ' i i ) + M ( o ) ~ M , ( o ) ' 
ce qui démontre la proposition annoncée. 

Plus généralement, soient Y±(x) et F2(x) deux combinaisons 
linéaires homogènes distinctes, à coefficients constants, des p fonc
tions gj(x). On aura 

(198) T(V, j J j ) < T ( r ) + K, 

R étant indépendant de / . 

71. Première inégalité fondamentale. — L'inégalité (197) limite 
la croissance des quotients mutuels des gi(v) à l'aide de T ( r ) . On 
peut également limiter la croissance de la suite des zéros de 
chaque gj(x) et, plus généralement, la croissance de la suite des 
zéros d'une combinaison linéaire quelconque a coefficients constants 

F(-*0 = 2 */*/(*)• 
On a 

N ( r ' F ) = i / "" !og I F(r e«0) | rfB — log | F(o) | ; 

d'ailleurs 
log|F(a?)|^i#(a?) + log(/>A), 

en désignant par A une borne supérieure des quantités | a31. D'où 

(199) N(r, i ) ^ T ( r ) + n (o) - log |F(o) |+ logO>A) 

qui peut être considérée comme première inégalité fondamentale et 
l'on a le théorème : 

IX. Soient données p fonctions gt (x) (j = 1, ..., p) holomorphes 
pour I x I << R, et soit 

p 

F(x)^^ajg,(x) 
1-1 
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une- combinaison quelconque de ces fonctions, les aj étant des 
constantes. En supposant gj(o)y^o, on a 

(199)' N^r, l ) < T ( r ) + 0 ( i ) . 

Remarque. —Des inégalités (197) et (199), il résulte en parti
culier que si les gj (x) sont entières, et si T (r) est inférieur à un 
nombre fixe pour / '-+00, alors les quotients mutuels des gî(x) sont 
des constantes et les gj (x) ne s'annulent pas. 

III. — Seconde inégalité fondamentale de M. H. Cartan. 

72. Considérons q(>p) combinaisons 

p 

(200) ¥i(x)=y^a{gJ(x) ( Ï = I , . . . .?) 

et rangeons-les dans un certain ordre F a i , Faa , . . ., F a . Si h désigne 
l'un quelconque des q—p-\- 1 premiers nombres entiers, on peut 
exprimer les gj(x) linéairement à l'aide de Fafc, F a _p^s, . . ., F a à 
condition que le déterminant d'ordre p du tableau des a/ soit différent 
de zéro. De cette remarque on déduit immédiatement le 

LEMME. — Soient q(>p) combinaisons de la forme (200) des 
fonctions gj(x)(j = 1, . . ., p); on suppose que tous les détermi
nants d'ordre p du tableau des coefficients a! soient différents de 
zéro. Si, pour chaque valeur de x, les fonctions Fi (x) sont rangées 
par orçlre de module non croissants F a i (#) , F^x). . . ., F a (x), 
on a alors, quel que soit j ^.p et quel que soit i ^Lq —p -\- 1, 

| * y ( * ) | ^ K | F « , ( * ) | , 

R étant une constante positive qui ne dépend que des a[. 

COROLLAIRE I. — Pour chaque valeur de x, il y a au 
moins q—p -+- 1 fonctions F,- qui ne sont pas nulles. 

COROLLAIRE IL — Soient (34, (32, . . ., fiq-p, q —p entiers distincts 
pris d'une façon quelconque parmi les q premiers entiers; en 
désignant par v(x) la plus grande de toutes les quantités 

log\Fpl(x)Fpa(x)...F^_p{x)\, 
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on a 

( 2 0 1 ) ( ? - / > ) T ( / - ) < 
*> T : -r p(/-f' f t) £/6 + 0 ( i ) . 

En effet, on a, d'après le lemme, 

(?—/>)log|<r/(*)| < "(*) + (?'—/OiogK, 

et cela quel que so i t / . D'où 

<? — ̂ ) u(x)< P ( J ? ) + (çr — />) log K 

et, en intégrant, 
2 71 

(202) ( f / — i > ) T ( r ) < ^ f v(re*)dV + (q-p) [log K - i*(o)]. 

73. On désignera par N^ (/*, =, j l'indice de densité des zéros d'une 

fonction holomorphe, chaque zéro étant compté autant de fois qu'il y 
a d'unités dans son ordre de multiplicité, si celui-ci est inférieur k p 
et p fois dans le cas contraire. 

Partons de l'inégalité (201) et cherchons une borne supérieure de 
l'intégrale qui figure au second membre. Soient <x±, . . ., ocp, p entiers 
distincts quelconques pris parmi les q premiers entiers, et 
soient (3t, . . . , $q-p les q—p entiers restants. Pour chaque x, 
rangeons les F,-(#) comme ce qui a été dit dans le lemme. Puisque 
les F/ sont des combinaisons linéaires homogènes distinctes p à p des 
fonctions gj, on a 

(w>3) Il FaiFa4. . .F«,|| = ' i| &g*. . .gp\\, . 
^ V a i ? -5 • • • > *p 

C(a i , a2, . . ., (xp) désignant une constante finie et non nulle, qui 
dépend seulement du groupe des entiers a4, . . ., <zp pris parmi les q 
premiers entiers. En vertu de l'hypothèse, le second membre de (ao3) 
n'est pas identiquement nul. On peut écrire 

(204) 
Fp, Fp, F | F a . . . F . 

C(an...*p) 
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On voit que le premier membre de (204) est une fonction qui ne 
dépend pas du groupe «i, a2, • • -, ocp; désignons-le par H(x). Soit 
alors, pour chaque valeur de x, w(x) le plus grand des log des 
modules de tous les dénominateurs tels que celui du premier membre 
de (204). On a évidemment 

v(x) == log I H(ar) | + (v(ar). 

On aura donc 

— / v(reti)dt= — / l o g | H ( r e ' 0 ) | r f 8 + — / w(reiï)dB; 
2 rc */0 2 au ^/0 2 TU ^ 

d'autre part, en supposant H(o) ^é o, 00 (*), 

±f~*\og\H(re*)\dï^(r,^ + \oglH(o)\. 

On est donc conduit à chercher une limitation de N f r , p j - Or, 

soit x0 un zéro de H(x); d'après le corollaire I du lemme, il 
existe au moins un groupe d'entiers {3i, (32, . . . , fiq-P, tel que le 
produit Fj3tFp3, . . . , Fp _ ne soit pas nul pour x = x0; l'ordre de 
multiplicité de xQ, considéré comme zéro de H (a?) est donc égal à 
l'ordre de multiplicité de x0 considéré comme pôle du dénominateur 
du premier membre de (204). On en déduit facilement 

1=1 

On montre ensuite que l'on a 

2 7Î 

(2o5) — f w ( r e * ) d 8 < S ( r ) + 0 ( i ) ; 
2 7U JQ 

pour cela on remarque d'abord que w(x) est inférieur à la somme 
+ 

des log des modules de tous les dénominateurs tels que ceux du 
premier membre de (204). Comme ces dénominateurs ne changent 

pas de valeur si l'on multiplie toutes les Ft(x) par une même fonc

tion, pr-7—r par exemple, chacun d'eux peut se mettre sous la forme 

(1) Ce qui ne restreint pas la généralité. 
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d'un polynôme entier par rapport aux quantités g - ( l ° g p / w e t * 

leurs/?—2 premières dérivées. On a donc 

1 = 2 h = i 

R étant une certaine quantité indépendante de x. On aura par suite, 

(206) i/"»(r^<fl<K + KJ Sm[r'^(,0gfc)]* 

Pour avoir une limitation du second membre, il suffit 
d'appliquer (a) (1) et, en vertu des inégalités telles que (198), on 
aura(2o5) . 

On arrive ainsi au théorème de M. H. Cartan : 

X. (THÉORÈME FONDAMENTAL). — Etant données p fonctions 
gj(x)(j= 1, . . . , / > ) holomorphes pour \x\ < R , qui ne s'annulent 
pas simultanément pour aucune valeur de x, soient 

p 

Fl(x)^^al'gJ(x) ( * = 1, . . . , q) 

q(a>P) combinaisons linéaires homogènes à coefficients cons
tants des gj(x). On suppose que tous les déterminants d'ordre p 
du tableau des at' soient différents de zéro, et, en outre, qu'il 
n'existe aucune relation linéaire homogène à coefficients constants 
entre les g j(x). Si gj(o)^o(j =1, . . . , / > ) (M, ona 

% / 1 \ 

(207) («7-/0T(/ ')<]£N,,-i(r, £)-+- S(r), 

où S (r) Jouit des mêmes propriétés que le terme complémen
taire S ( r , / ) de l'inégalité de M. R. Nevanlinna à condition de 
remplacer T ( r , f) par T ( r ) . 

( i ) Dans le Mémoire de M. H. Cartan, la limitation s'obtient au moyen de ( 1 ), ce 
qui exige une transformation préalable assez longue. 
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IV. — Cas des fonctions entières. Zéros des fonctions entières 
et défauts des combinaisons des fonctions. 

74. Appliquons le théorème I au cas où les p fonctions 
gj(jz= i , . . ., p) sont entières. Les q combinaisons F,-(i= i, ..., q) 
sont alors aussi entières. En excluant éventuellement de l'axe des r 
une suite d'intervalles 3 dont la longueur totale est finie, on a 

r S(r) 

et de l'inégalité (207) il résulte 

(208) V r r- N'-' (r' é)1 Z h-VT-) T(r) J 
i=i L 

D'autre part, de l'inégalité ( 199/, on déduit 

N H) 
(209) lim ^ 1 . 

Comme conséquences de ces inégalités, M. H. Cartan a obtenu des 
résultats intéressants sur les zéros des fonctions et le défaut des 
combinaisons des fonctions. 

75. Zéros des fonctions entières. — Supposons qu'à chaque F((x) 
soit attaché un entier mi tels que les zéros de F((x) soient tous 
d'ordre mi au moins. De l'inégalité évidente 

^{'•r^^r'(-r, 
et de (208 / , on déduit tout de suite en tenant compte de (209), 
l'inégalité 

v y Jmdmt p— I 
1=1 

qui généralise un résultat connu [18, d, p. 102]. 
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Appliquons l'inégalité (210) au cas particulier où q = p + 1, et où 

ce qui exprime que les fonctions F 4 ( # ) , . . ., Fp(x) n'ont pas de 
zéros ; il vient 

( 2 1 1 ) mg+i^p—i. 

Remarquons que Fp+i (x) se présente sous la forme d'une combi
naison linéaire homogène, à coefficients constants, de p fonctions 
entières F i ( # ) , . . . , Fp(x) dépourvues de zéros. On a, en outre, 
supposé que ces p fonctions sont linéairement indépendantes, et que 
la combinaison Fp+l les fait toutes intervenir effectivement. Or l'iné
galité (210) exprime que Fp+i(x) possède au moins un zéro dont 
l'ordre de multiplicité est au plus égal à p — 1 ; donc en particulier, 
F^+i (x) ne saurait être la puissance ^>ième d'une fonction entière. D'où 

XL Une fonction entière sans zéros ne peut être identique à la 
somme de plusieurs fonctions entières, sans zéros, et linéairement 
indépendantes (théorème connu de Rorel [4, a ] ) . 

XII. La puissance kièmc d'une fonction entière qui a des zéros 
ne peut être la somme de moins de k-\- 1 fonctions entières sans 
zéros. 

Ce dernier résultat est intéressant, parce que la fonction ( 1 + ex)k 

se présente effectivement sous la forme de la somme de k -f- 1 fonc
tions entières sans zéros. 

76. Défaut des combinaisons des fonctions entières. — F(x) 
désignant une combinaison linéaire homogène, à coefficients cons
tants, des p fonctions entières gj(x), on appelle défaut de F (x) la 
quantité 

o(F) = 1 - lim ; , 
( r > « ) T ( r ) 

r restant extérieur aux intervalles 3. 
à(F) est ^ o et ^1 ; il est d'autant plus grand que les zéros 

de F(x) sont moins nombreux ou d'ordres de multiplicité plus 
élevés. Une combinaison de défaut positif sera dite exceptionjielle. 



90 K.-L. HIONG. 

On a le théorème 

XIII. Les fonctions entières gj(x) étant données, on peut choisir 
un nombre fini ou une infinité dénombrable de combinaisons 
exceptionnelles Ft(x) (i = i , 2, . . . ) linéairement distinctes p à p, 
de façon que : 

i° la série 2ô(Fz) soit convergente et de somme S ^p; 
20 toute combinaison exceptionnelle puisse s'exprimer par une 

combinaison linéaire homogène de moins de p parmi les combi
naisons Ft(x). 

M. H. Cartan a indiqué qu'on peut démontrer ce théorème en 
s'appuyant sur la remarque suivante. Si grand que soit l'entier k, il 
est impossible de trouver plus de k combinaisons linéaires, distinctes/? 

k p, et telles que le défaut de chacune d'elles soit plus grand que T.? 

sinon l'inégalité (208)' ne serait pas vérifiée. 
Ce théorème peut être complété par la proposition suivante que 

l'on démontre facilement : 

Si la somme S de l'énoncé est égale à p, alors on a, pour toute 
combinaison F(x) qui n'est pas une combinaison de moins de p 
fonctions Ft(x), 

,T- T(r) = I ' 
/' reste toujours extérieur aux intervalles ô'. 

Y. — Application à des problèmes d'unicité. 

77. M. R. Nevanlinna a démontré qu'une fonction méro
morphe non constante est déterminée par cinq ensembles de 
points E (d)(i= 1, . . ., 5), les ct étant des valeurs distinctes ( 1 ) . 
On peut énoncer son théorème de la façon suivante : 

Etant donnés deux couples de deux fonctions entières 

g)(x), gf(x)(i= 1, 2) telles que le quotient ~_ de deux fonctions 
gï 

(1) Voir R. Nevanlinna [18, d]; on utilise ici une notation du paragraphe IV du 
chapitre II 
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d'un même couple ne soit pas constant, et telles, en outre, que le 
déterminant formé avec ces quatre fonctions ne soit pas identique
ment nul, il est impossible de trouver cinq systèmes de deux 
constantes a\, a\ (k= i, . . ., 5), telles que tous les déterminants 
d'ordre 2 du tableau des a\ soient différents de zéro, et telle que, 
pour chaque valeur de k, les deux fonctions a\ g\ + a\g\ 
et a\ g\ -f- a\ g\ aient les mêmes zéros. 

En mettant le théorème de M. R. Nevanlinna sous cette forme, 
M. H. Cartan l'a généralisé ainsi : 

XIV. Soient p systèmes de p fonctions entières 

g{(x)(i=i, . . . , / ? ; / = i , . . . , / ? ) ; 

on suppose que, pour chaque valeur de i, les p fonctions 
gj (j = 1, . . . , / > ) ne soient liées par aucune relation linéaire 
homogène à coefficients constants, et que le déterminant des g( ne 
soif pas identiquement nul. Alors il est impossible de trouver 2p -f- 1 
systèmes de p constantes a* (/ = 1, . . ., p; k = 1, . . ., 2/? + 1 ) 
telles que tous les déterminants d'ordre p du tableau des akj soient 
différents de zéro, et telles que, pour chaque valeur de k, les p 

p 

combinaisons \ ^ a* g((x) (i = 1, • ••</?) aient toutes les mêmes 
; = 1 

zéros avec les mêmes ordres de multiplicité. 

et il a donné un exemple de p systèmes de p fonctions entières g{ (x) 
satisfaisant aux conditions énumérées plus haut, et de 2p sys
tèmes de p constantes a*, telles que tous les déterminants 
d^ordre p du tableau des a* soient différents de zéro, et telles 
que pour chaque valeur de k(k = 1, . . ., 2p) les p combinai
sons Ff(x)=^a/}g;'(x)(i=i, ...,p]j=zi, ...,p) aient les 

/ 
mêmes zéros avec les mêmes ordres de multiplicité [6, d]. 

Pour démontrer le théorème on pose 

p F<*(*)^2a /^ ( , r ) (k=1' 2' '••' 2^ + I> 



92 K. L. HIONG. 

et l'on désigne par F^(x) une fonction entière qui a pour zéro les 
zéros communs à toutes les F*(x) (k fixe; i=i, . . . , p), chaque 
zéro de Ffi(x) ayant pour ordre de multiplicité le plus petit des 
ordres de multiplicité qu'il possède relativement aux F f ( # ) . En 
appliquant l'inégalité (207) pour chaque i, on peut écrire 

V-+-1 

(212) (p + i)^TAs)<P^Kp-l(r,±-k} 
1=1 k=\ 

P 

Considérons le déterminant 

on constate que 

\(x) = 

ip+i 

g\ g\ 

g\ g\ 

gp gp 

gp, 

g'P 

on a 

2^.(^)^(^)-
£ = i 

Soit iit(x) la plus grande des quantités log | gj(x) \ (j = 1, - . , / ? ) , 
p 

\og\\(x)\<log(p\)^àui(x) 
1 = 1 

et l'application de la formule de Jensen à A(re ' e ) permet d'obtenir 

N ( r , ^ < 2 ^ ( O + 0(i). 
i=i 

En tenant compte de ceci, l'inégalité (212) donne la suivante : 

P "p-hi p 

(2,3) J T ^ X J J ^ ^ J - N H ^ I J I + SM. 
1=1 k = l 1 = 1 ' 
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Pour arriver à la conclusion du théorème, il suffit de remarquer 
que si l'on avait, quels que soient i et k, 

N ^ l ( r ' ^ ) - N ^ f ( r ' F ï ) = 0 ' 

en vertu de (210), les fonctions T,-(r) resteraient bornées quand r 
augmente indéfiniment et, par suite, pour chaque * les quotients 
mutuels des g!(x) seraient des constantes; or on a supposé les g((x) 
linéairement indépendantes. Il y aurait donc une contradiction. 

78. Une autre application intéressante du théorème fondamental 
de ]\I. H. Cartan est la suivante : étant donné deux fonctions 
entières J\(x) etf2(x), non constantes dépourvues de zéros; et telles 
que f±(x)yâf2(x) etfi(x)f2(x)^i, MM. Pôlya et R. Nevanlinna 
ont démontré que l'ensemble des zéros de J\(x)—1 et celui des 
zéros de fï(x) — 1 ne peuvent pas se coïncider même si l'on fait 
abstraction des ordres de multiplicité de ces zéros. Au moyen 
de (207), M. H. Cartan est parvenu au résultat suivant qui est de 
beaucoup plus précis : 

XV. / 1 et f% étant définis comme dans ce qui précède, on pose 

l 

r 
- 5 

I TA | 

ai désignant les zéros communs à f±(x)—1 et f2(x) — 1, (3/ les 
zéros de fi(x) — 1 qui n'annulent pas fi(x)— 1, et y/, les zéros 
de fi(x) — 1 qui n'annulent pas f±(x) — 1; dans les sommes précé
dentes, chaque zéro est compté une seule fois. Alors, on a l'iné
galité 

( 2 l 4 ) ,iVm.N'(rHW'(r)-' 

à condition d'exclure éventuellement de l'axe des r une suite 
d'intervalles dont la longueur totale est finie. 

Pour le démontrer, on considère une fonction entière <f(x) ayant 
pour zéros les zéros communs à fi(x) -—1 etf2(x) — 1, pris avec le 
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plus petit dqs deux ordres de multiplicité correspondants, et l'on 
écrit l'identité 

/ r N £ fa—1 r f\ — I / l — I fa — I 
(215) / i ^ f*'— h ^ ^ = o 

dont le premier membre est la somme de quatre fonctions n'ayant 
aucun zéro commun entre elles. En s'appuyant sur le théorème de 
MM. Pôlya et Nevanlinna, on démontre qu'il n'y a aucune relation 
linéaire homogène à coefficients constants entre les trois premières 
de ces fonctions. Alors, d'une part, en appliquant l'inégalité (207) à 

ces trois fonctions et à leur somme qui est égale à — ? on a 

(216) T(r) < 2N2 (r, j±->j + 2N2[r, j^—^j + 0[logT(r)] + O(logr), 

à condition que r reste extérieur à certains intervalles ô1 de longueur 
totale finie. 

Et, d'autre part, si Ton applique l'inégalité (197) en prenant 

/. fa — 1 / 2 — 1 fa — i 

on trouve une inégalité de sens contraire 

( 2 1 7 ) N( r |^) + N ( r , ^ ) + N(r.l)<T<r) + 0(i). 

La comparaison de (216) et (217) donne 

(218) N ( , , ^ ) + N ( / , ^ ) + N ( , , l ) 

< 2 N a ( r ' 77117) •+• 2JNU- ( r ' / i ) + ° [ IoST( r)] -+- 0 (logr). 

De cette inégalité résulte la suivante : 

(219) N(r) < N'(r) + N"(r> + 0 [logT(r)] + O (logr). 

Puis, en vertu de la définition de T ( / ) , on trouve 

(220) T ( r ) < i n ( r , / 1 ) + m ( r , / î ) - N ( r , 1 ) + 0(1) 

^ m(r, / i ) + m(r, / 2 ) + 0( i ) . 

Par application de la seconde inégalité fondamentale aux / , , on en 
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déduit ensuite une inégalité qui permet avec (217) de prouver 
q u e T ( r ) est de l'ordre de N( r ) + N ' ( r ) + W(r). Alors (219) peut 
s'écrire 

N(r) < N'(r) + N'(r) + O (log[N'(r) + N"(r)]) + O (logr); 

ce qui entraîne immédiatement (214). 

Remarque. — En prenant / 4 (x ) = ex etf2(x) = e2x, il vient 

N"(/0 = N(r) et N'(r) = o; 

par suite, on a exactement 
N(_r) 

N'(/')-+-N"(r) 

il est donc impossible d'améliorer la limite fournie par (214). 

VI. — Application aux algébroïdes méromorphes. 

79. Soit y(x) la fonction algébroïde définie par une équa
tion ty(x, y) = o de la forme (139), où u est remplacé par y; on 
conserve l'hypothèse sur les coefficients. On suppose de plus que 
cette équation ne se décompose pas en plusieurs équations de la 
même forme et de degré moindre. 

Si les Ay ne sont liés par aucune relation linéaire homogène à 
coefficients constants, on dit que l'algébroïde y est du type général. 
Remarquons que si un ou plusieurs des coefficients Ay est identi
quement nul, l'algébroïde y n'est pas du type général. 

Désignons par Nvfr , —UT J la somme ^ log j ^ - y étendue aux 

racines a,- de y(x) = a, chaque racine étant comptée autant de fois 
qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité A si A < v et v fois 
si A ^ v. Et convenons d'écrire 

et 

Le théorème fondamental de M. H. Cartan permet de démontrer 

le théorème : 



96 K.-L. HIONG. 

XVI. Soity une algébroïde du type général dé finie par l'équa
tion ty(x, y) = o de la forme ( i 3g ) ; at(i=i, . . . , q) étant q 
nombres complexes distincts, on a l'inégalité 

q 

(22i) . ( ? - v - . ) T ( , - , 7 ) < V N v ( r I ^ - L ^ i ) + S(,-). 
1 = 1 

En effet, les expressions <\>(x, a 4 ) , . . ., <\>(x, aq) sont q combi
naisons linéaires homogènes, distinctes v + i à v + i, des Ay, et 
les Ay(#) ne sont liés par aucune relation linéaire homogène à coef
ficients constants, on peut donc leur appliquer l'inégalité fonda
mentale (207); il vient 

9 

(222) ( ^ ^ v _ I ) T ( r ) < 2 N v ( r , ^ ) + S(r). 
i = i 

Par définition, 

T ( 0 = ^ / ~ \ ' ^ 6 ) ^ - « ( o ) , 

on montre immédiatement que 

| v T ( r , 7 ) - T ( r ) | < 0 ( i ) 

et l'inégalité (222) peut donc se mettre sous la forme (221) en modi
fiant légèrement S ( r ) . 

80. Pour v = 1, on retrouve l'inégalité fondamentale de M. Nevan
linna. Toutes les propriétés des fonctions méromorphes, que l'on peut 
déduire de cette inégalité, s'étendent donc, avec les modifications 
nécessaires, aux algébroïdes méromorphes d'ordre v du type général. 
En particulier, une telle algébroïde, si elle est méromorphe dans tout 
le plan ne peut admettre plus de v -f-1 valeurs exceptionnelles au 
sens de Picard. 

On peut appliquer l'inégalité (210) du n° 75 aux algébroïdes, 
méromorphes dans tout le plan ouvert, à v branches et du type 
général; il suffit pour cela d'y remplacer-p par v -f-1. 1 

Le théorème XIV conduit immédiatement à un théorème d'unicité 
relatif aux algébroïdes du cas précédent et l'on obtient la propo
sition suivante : 
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XVII. Soient v + 1 telles algébroïdes; si le déterminant des 
coefficients des équations qui les définissent n'est pas identi
quement nul, alors ces v + i algébroïdes «prennent ensemble» (4) 
au plus 2 ( v + 1) valeurs distinctes. 

81. Dans le cas où il existe A relations entre les Ay, on peut 
espérer démontrer, d'après M. H. Cartan, l'inégalité 

q ( \ 
(233) {q - v - X - 1) T(r, y) < ^ N v - x ( ^ J ^ J + S ( r ) ; 

1=1 

elle est déjà établie par cet auteur pour le cas où X = v — 1. 

82. On peut obtenir ici un théorème analogue à V du chapitre IV, 
en utilisant (221) au lieu de (170) [12, h]. 

XVIII. Soit y(x) une algébroïde du type général et soient 
ensuite a y ( / = i, ..., p) p nombres complexes finis distincts 
et 6,(1 = 1, . . ., q) q nombres complexes distincts finis ou non, 
mais différents de zéro. On a 

p 9 

(224) />(<z-v)T(r,r)<(?-v)2N(r> j=rs;)+2N v( r '37=T,) 
1 1 

- ( f - v - O N v ^ i ^ - p S ^ r ) . 

Cette inégalité est plus précise que (175) dans le cas où l'algé
broïde considérée est du type général. 

( l ) On a ici une définition analogue à celle donnée au n° 64. 

MÉMORIAL DIS SC. MATH. — N» 139. 
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