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FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 

ET 

RÉSOLUTION ANALYTIQUE 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES GÉNÉRALES 

Par M. Giuseppe BELARDINELLI. 

INTRODUCTION. 

Les problèmes les plus importants de la théorie des équations 
algébriques sont au nombre de deux : celui de la résolution numé­
rique et celui de la résolution analytique des équations algébriques; 
ce sont précisément ceux qui se sont imposés les premiers aux 
recherches des géomètres. 

Nous ne nous occuperons pas de la résolution numérique qui 
comprend la séparation et le calcul numérique des racines, c'est-
à-dire la détermination des valeurs exactes ou approchées des racines 
lorsque les coefficients des équations sont des nombres fixes donnés. 
Nous parlerons, au contraire, de la résolution analytique des équations 
algébriques. 

11 faut préciser tout de suite que nous entendons par résolution 
analytique, la recherche des expressions analytiques, en forme finie 
ou non, des racines en fonction des coefficients de l'équation, 
considérés comme variables indépendantes. Ce fascicule est préci­
sément consacré à la résolution analytique des équations algébriques 
générales par des séries procédant selon les puissances des coeffi­
cients, et par des intégrales multiples. 
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Nous donnerons en abrégé le développement historique de la 
résolution des équations algébriques. 

La solution de ce problème a été donnée d'abord pour les premiers 
degrés, pour les équations du troisième et du quatrième degré, par 
des géomètres italiens du xvie siècle : Scipione dal Ferro [22], 
Tartaglia [62], Gardano[14], Ferrari [21] : la formule qui représente 
les trois racines de l'équation du troisième degré est ordinairement 
appelée formule de Cardan. Il y a eu par la suite des recherches 
pour quelques classes d'équations algébriques qui ont des relations 
déterminées entre les racines. 

On essaya de résoudre une équation algébrique générale par des 
radicaux et des fonctions circulaires et hyperboliques, mais ces 
efforts furent naturellement insuffisants. 

La détermination des racines par un nombre fini de radicaux qui 
portent sur les coefficients de l'équation est exactement appelée 
résolution algébrique. 

Nous ne voulons pas exposer ici les belles recherches sur l'impos­
sibilité de la résolution par radicaux des équations algébriques 
générales au-delà du quatrième degré, dues à Abel [1], Ruffini [59], 
ou parler de la découverte de Galois [23], du groupe d'une équation 
algébrique, recherches qui furent poursuivies par Betti [6, (6)] , 
Jordan [39], car ce fascicule est dédié à la résolution analytique des 
équations tout à fait générales. Après la démonstration de l'impossi­
bilité dont on vient de parler, et la découverte des fonctions elliptiques, 
et hyperelliptiques d'autres savants abordèrent le problème au moyen 
de ces fonctions. Hermite [33], Betti [6, ( a ) ] , Brioschi [11], 
Rronecker [43] donnèrent la résolution de l'équation du cinquième 
degré par les fonctions elliptiques; Brioschi [11, (e), ( / ) , (g)) voir&9] 
celle de l'équation du sixième degré, Betti [6, (a)] et Lindemann [47] 
celle des équations de degré n par des fonctions trascendantes 
liées aux fonctions hyperelliptiques. Dans ces recherches qui se 
sont déroulées pendant la seconde moitié du siècle dernier, le mot 
résolution n'a pas la môme signification lorsque, par exemple, on dit 
résolution par radicaux. Ces résolutions analytiques dépendent de 
variables auxiliaires particulières et différentes et ne donnent pas 
l'intime nature de la dépendance des racines en fonction des 
coefficients de l'équation donnée. Pour cela, et étant donné le but 
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de ce fascicule, nous ne pouvons guère parler ici de ces importantes 
recherches. 

Nous ne nous occuperons pas non plus des profondes études de 
Klein sur la réduction des équations algébriques à certaines équa­
tions normales : en ce sens il a obtenu la réduction de l'équation du 
cinquième degré à sa forme la plus simple par l'introduction de 
l'équation de l'icosaèdre. Dans les conférences de Chicago (1898) 
sur les mathémathiques, et précisément dans la IXe Conférence : De 
la résolution des équations algébriques de degré supérieur, 
Klein [42, (6)] dit que par résolution d'une équation, on entendra 
sa réduction à certaines équations algébriques normales. Dans 
plusieurs publications il a considéré une généralisation qui embrasse 
la résolution dans ce sens des équations de degré supérieur [42]. Ces 
recherches très profondes de Klein sont loin de notre point de vue, 
qui est placé dans la théorie des fonctions et précisément de la 
détermination de la nature analytique de la dépendance explicite 
entre les coefficients variables indépendants et les racines corres­
pondantes. 

La découverte des fonctions hypergéométriques de plusieurs 
variables et celle de l'inversion des intégrales définies ont permis de 
donner une réponse simple au problème de la résolution dans le sens 
que nous employons et précisément par des séries hypergéométriques 
et par des intégrales hypergéométriques multiples. 

Après les recherches de Riemann (1857) [58] la notion de 
fonction hypergéométrique d'une variable se précise et nous avons 
eu les recherches de Pochhammer (1870) [56] sur les fonctions 
hypergéométriques d'ordre supérieur dune variable, de Goursat 
(i883) [29], de Pincherle (1888) [55], de Mellin ( I 8 Q 3 ) [51], sur les 
fonctions hypergéométriques généralisées d'une variable. 

La découverte des fonctions hypergéométriques de plusieurs 
variables par Appell (1880) [2], Picard (1881) [54], Horn (1889) [37], 
Lauricella (1893) [46] , Mellin (1896) [51] , Kampé de Fériet 
{1921) [40] a donné la solution du problème. 

La résolution d'une équation algébrique générale de degré n a été 
obtenue en deux formes analytiques et précisément par un système 
hypergéométrique de n équations linéaires aux dérivées partielles 
vérifié par les racines représentées par des intégrales multiples 
hypergéométriques, Mellin ( igi5) [51, (/&), (0)], ou bien par des 
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séries multiples de Lagrange où les coefficients sont des parti­
culières fonctions hypergéométriques de Pochhammer d'ordre n 
[çoir$, (#)]• Indépendamment de cette propriété des coefficients 
et par une voie élémentaire, Birkeland (1920) [7] a donné ce 
résultat intéressant : « les séries, racines d'une équation algébrique 
peuvent s'exprimer par des sommes de séries hypergéométriques 
générales de plusieurs variables ». Ce résultat et d'autres pro­
priétés de la même sorte peuvent être obtenus de la propriété 
des coefficients énoncée plus haut. Par conséquent, la résolution 
analytique est complètement déterminée par les fonctions hypergéo­
métriques. 

Dans la Ve Conférence de Chicago : La théorie des fonctions et la 
géométrie, Klein [42, (6)] dit: «Après les fonctions transcendantes 
élémentaires on regarde habituellement les fonctions elliptiques 
comme les plus importantes. Il existe cependant une autre classe 
de fonctions pour lesquelles on peut réclamer une importance au 
moins égale à cause de leurs nombreuses applications en astronomie 
et en physique-mathématique. Ce sont les fonctions hypergéo­
métriques. . . . » Cette importance est aujourd'hui non seulement 
complètement justifiée mais augmentée, car nous pouvons ajouter 
que les intégrales multiples hypergéométriques de Mellin, les fonc­
tions hypergéométriques de Pochhammer et les fonctions hypergéo­
métriques d'ordre supérieur de plusieurs variables, permettent de 
représenter les racines des équations algébriques. 

Nous devons remarquer que les résultats que nous exposons dans 
ce fascicule sont simples et presque élémentaires par rapport aux 
grandes découvertes que nous avons d'abord rappelées : d'autre 
recherches seraient en effet nécessaires sur ce sujet. 

Nous avons néanmoins la hardiesse d'espérer que ce Mémorial 
servira à montrer encore davantage le rôle important que jouent les 
fonctions hypergéométriques dans la théorie des fonctions. 

Dans la première partie de ce fascicule nous donnerons sur les 
fonctions hypergéométriques des renseignements qui seront néces­
saires pour la deuxième partie où nous parlerons, en particulier, de 
la résolution analytique des équations algébriques générales par les 
fonctions hypergéométriques. 



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 

PREMIÈRE PARTIE. 

FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 

CHAPITRE I. 

LA SÉRIE ET LA FONCTION DE GAUSS. 

1. Série de Gauss. — La série hypergéométrique de Gauss 

n = 0 nz=0 

OÙ 

(X, n) = X(X H - i ) . . . (X -h /i — i ) , (X, o ) = i , 

dépend de trois paramètres a, |3, y et de la variable x. C'est une 
série entière en x et aussi une série de polynômes d'interpolation de 
Newton en a et (3, et encore une série de facultés en y. Ces quan­
tités a, (3, y, x sont réelles ou complexes; on ne doit exclure pour y 
que les valeurs entières et négatives; les deux éléments a et (3 
jouent le même rôle. Pour déterminer le rayon de convergence on 
formé le rapport d'un coefficient au précédent et l'on a 

an+i __ ( a -+- n) (ft -4- n) _ a -+• ( 3 — y — i 

i) 
et pour cela la série aura pour cercle de convergence (c0) : | x | < Ï , 
et le rayon de convergence de la série de Gauss est égal à l'unité. 

On pourra prolonger analytiquement la série F (a, (3, y, x), 
convergente à l'intérieur de (c0), au dehors de (c0), prolongement 
qu'on désigne par ^ ( a , (3, y, x). 

Nous ne donnons ici que les renseignements nécessaires pour la 
deuxième partie et nous renvoyons pour d'autres détails au livre : 
P. APPELL et J. KAMPÉ DE FÉRIET, Fonctions hypergéométriques ..., 
1926 [3] et au fascicule do Kampé de Fériet, cette collection, 
fasc. LXXXV, 1937 [40, (n)]. 

Les expressions analytiques et l'équation différentielle qu'elle 
vérifie, conduisent à déterminer les points singuliers et à définir une 
fonction multiforme de la variable x dont les seuls points singuliers 
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sont # = 0, 47 = 1, x = 00 [40, (n)]. Dans le fascicule de Kampé 
de Fériet on trouvera expliqué en détail tout ce qui concerne 
la fonction hypergéométrique d'une variable proprement dite, 
c'est-à-dire la fonction S* (a, (3, y, x) de Gauss. 

Le- prolongement de F (a, [3, y, x) sans franchir la coupure de 
l'axe réel positif (•+-1, 00) définit la branche principale qu'on désigne 
par ?*(a, (3, y, x). 

2. Équation différentielle de Gauss. — La série hypergéométrique 
de Gauss F (a, (3, y, x) vérifie l'équation différentielle linéaire du 
second ordre 

(I) ^ ( I _ ^ ) 5 L r - h ( T - _ ( a + p - M ) ^ ) : ^ - - a p F = o, 

qui possède les points singuliers réguliers (au sens de Fuchs) : o, 1, 00; 
par rapport au point o on obtient deux séries vérifiant l'équation (1) 
et précisément 

F ( a , p, y, x) et ^ - T F ( a + i — y, (3-hi — Y, 2 — ï? X)I 

on obtient de même par rapport au point 1 deux séries procédant 
selon les puissances de 1 — x, convergentes à l'intérieur du 
cercle \x — 1 | = 1 et par rapport au point 00, deux séries procédant 

selon les puissances de - convergentes à l'extérieur du cercle \x\= 1. 

3. Intégrale hypergéométrique d'Euler. — Une fonctionnelle 
importante de l'analyse est la fonctionnelle d'Euler, c'est-à-dire la 
correspondance entre les fonctions f(x) et cp(#) 

(1) / ( * ) « f ç ( 0 ( * - * ) * # , 
J(l) 

avec des hypothèses sur la ligne (/) et les fonctions <p(£). 
Pour la fonction hypergéométrique de Gauss, on a l'expression 

sous forme d'une intégrale définie 

(2) ?(«, p, Tj ̂ )=r(p)y(
T

TLp)/1^"Hl-^)^-Hl-^)^^ 

qui donne une représentation de cette fonction valable dans tout le 
plan, lorsque R(y) > R((3) ;> o en y traçant la coupure de l'axe 
réel positif (-H 1, 00). 
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(Le symbole R(£) désigne la partie réelle de la quantité 
complexe £ = ^-+- i\2). 

On peut développer à l'intérieur du cercle j x | = ï l'intégrale en 
série uniformément convergente et l'on trouvera la série de Gauss, 

Nous avons le résultat général : 

« L'intégrale définie d'Euler 
&̂* 

/ ( a? ) = / Ma-Y ( u — i)T-M ( u — a?)~a du, 

où g et h désignent l'une des quatre quantités o, ï, x, oo, est une 
intégrale particulière de l'équation différentielle de Gauss. » 

4. Intégrale de Pincherle, Mellin et Barnes. — Pincherle [55, 
(d)< (i) : vol. 1, p. ^34] a donné une représentation de &* par une 
intégrale prise le long d'un contour complexe. Mellin dans les 
Mémoires [51, (c), p. 3; ( / ) , p. 37; (n), p. 6] reconnaît la priorité 
de Pincherle pour cette représentation dans le cas d'une fonction 
hypergéométrique d'une variable. 

Nous devons rappeler ensuite les recherches de Pincherle pour les 
fonctions hypergéométriques générales d'une variable et de Mellin 
sur les fonctions hypergéométriques de plusieurs variables. Ici nous 
écrivons seulement pour la fonction êF la formule 

(1) ¥(a 3 y * ) - I F ( T ) r + ; a C r ( a 4 - , ) r ( P - H . ) 
(1) 3 (a, p,Y,a?)- 2**r(a)r(P)JL /ao r(T-*-s) ( *n~ *> *' 

Plus tard, Barnes [4, (b)] a donné cette formule qui est appelée 
aujourd'hui formule de Barnes. 

Pour la démonstration, voir le livre de Appell et Kampé de 
Fériet [3, p. 12]. 

CHAPITRE IL 
FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES D'ORDRE SUPÉRIEUR D'UNE VARIABLE. 

5. Fonctions hypergéométriques de Pochhammer. — Riemann 
dans un Mémoire classique [58, p. 67], [54, (c) : t. III, p, 291] 
a défini la fonction hypergéométrique de Gauss par ses trois points 
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critiques o, i, oo et les exposants relatifs à ces points liés par une 
relation adjointe. 

Pochhammer [56, (a)] a posé un problème analogue généralisant 
l'équation différentielle de Gauss et considérant précisément 
l'équation différentielle d'ordre n [3, p. 74, p. 136]. 

, \ o / ^daty rX — n^, . . _ . .Id»-^ 

où 
P » ( # ) = (# — a i ) (o? — « î ) . . . ( a ? - ~ a n ) , 

P ^ * ) = P„(*) [ - A - + —^- 4-...-4- ~ ^ - l , 
^ ' x ' \_œ — ai x — ai x — an J 

se réduisant à l'équation différentielle de Gauss pour 

71 = 2, ai=o, #2 = 1, 

&1==P~hi — Y? 62= Y — a? X = i — (3 

Tissot [64] et Hermite [33, (d) : t. III, p. 194] aussi ont considéré 
cette équation. 

Pochhammer a montré que cette équation admet comme solution 
la fonction 

rh 

Jg 

oh g et h désignent deux des quantités a4, a2, * . . , ani 00, x. 
Il a désigné cette fonction ty(x) par 

\ & i , &2, . . . , &„, X 

et il a, en outre, donné plusieurs propriétés de ces importantes 
fonctions, fonctions qui sont fondamentales encore aujourd'hui. 
(voir, par exemple, les recherches de Erdélyi [19 (c)] et de 
Hôfinger [36] ). Nous rappelerons au n° 7 une classe générale de 
fonctions hypergéométriques de Pochhammer étudiée par Pincherle. 
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6. Fonctions hypergéométriques de Goursat. — Un autre point de 
vue qui généralise les considérations sur la fonction de Gauss, c'est 
la considération de la série 

(i) ^cnx
n, 

où le rapport de deux coefficients consécutifs est une fonction ration­
nelle quelconque de n 

1 } Cn g ( 7 l ) ( P l - + - l ) ( P ï H - n)... ^ 4 - / 1 ) ( 1 + 71) ' 

le dénominateur contient le facteur n - j - i qu'on peut toujours intro­
duire [3 , p. 139] et la série sera 

. y ( « 1 , /¾) («2, / Q . • . («/>, / Q xn 

X } J Zj(?un)(^n)...(pq,n) (1, * ) ' 
/2 = 0 

faisant c0 = 1, et où p ^Lq 4-1 • 
On peut alors former l'équation différentielle linéaire d'ordre q + 1 

vérifiée par la série (1) [3 , p. i38 et i3g]. 
Clausen même [18] a envisagé ce second point de vue, et Mellin 

aussi dans ses recherches (voir, par exemple, sa résolution de 
l'équation trinôme [51, (m)].) 

Cette équation différentielle prend la forme 

{4) (aa+1 -4- bq+l x) x<ry(<r+D _+_ (aq _+_ bqx) xq~xy[q) + ...+b0y = o, 

<jui a les points singuliers : — aq+i:bq+i, 00, o. Mellin considère 
comme fonction hypergéométrique chaque solution de l'équation 

(5) (A7-4-B^r)^^)^(A^i-4-B7_1r)^-iy(y-iî+...4-(A0H-B0r)7==o 

qui peut prendre la forme (4) par la substitution tr=x. Une fonc­
tion définie par la série ( 1 ) et par son prolongement analytique est 
appelée fonction hypergéométrique de Goursat, d'ordre q 
[29, (a), (b), (c)] et elle est désignée par 

*VPi,fc, . . . , p / 
Fonction complète si 

p-q + i 

et si p < q -+-1, de classe 
0 r=s q -±-i—.p 



10 G. BELARDINELLI. 

Par exemple, pour q= i, on a la fonction de Gauss, comme fonc­
tion complète 

F(a, p ,y ,x) = F ( ^ ^ , 

et la fonction de Kummer 

O ( , T , . , . F ( ; . ) . S ^ ^ J 
71 = 0 

comme fonction de classe i, et la fonction de Bessel 

J(Y, * ) = F (- *) = Y j^—, T^4 
\T / ^J (ï, ") (i, «) 0 

comme fonction de classe i. 

Toutes les fonctions d'ordre q et de classe 8 peuvent se déduire par 
passage à la limite : on dit par confluence, d'une fonction complète 
d'ordre q\ et les propriétés d'une fonction de classe 9 se déduisent 
ainsi de celles des fonctions complètes d'ordre q, [3 , p. \^\\ 

Naturellement une fonction complète d'ordre q est alors repré­
sentée par l'intégrale q-nPle 

<•>»(£ S :::;IT*) 
« C f - . f Kj<-* (i — «!)&-**-* . . . 

X w*7_1(i — uq)P?-a?-i(i— UiUz.. .uqx)—%<i+idu±. . .<tfwf, 

r ( p 1 ) r ( p 2 ) . . . r ( p < y ) 
r ( a 1 ) r ( p 1 - ^ a 1 ) . . . r ( a ^ r ( p ^ a , ) ' 

fonction uniforme dans tout le plan dès qu'on y a tracé comme cou­
pure le segment (-f-1, oo) de l'axe réel positif. 

Ainsi avons-nous la formule généralisée 

<» ?(*;*/.::;r*) 
_ r ( p i ) . . . r ( p T ) i /•-"-!•(«, + ,). . .1-(. .^ +«) . . . v . 
- r ( a 1 ) . . . r ( « ^ „ ) 2 K / J _ w 1 ^ + , ) . . . 1 ^ + , ) 1 1 * n *> **> 

où le chemin d'intégration se compose de l'axe des quantités 
purement imaginaires depuis — «oo jusqu'à + ico et de lacets 
combinés de manière à laisser à sa gauche les pôles de r ( « t + s), 
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r ( a 2 + ^ ) 5 . . . , r (ag+ i - i -$) et à sa droite les pôles de 
r ( — s) : o, i, . . . , n, . . . . (voir Nôrlund [52]; voir [3, p . i4^]). 

7. Becherches de Pincherle. — Nous avons parlé de la fonction­
nelle d'Euler 

qui peut représenter la fonction hypergéométrique de Gauss et 
de Pochhammer. 

Pincherle, pour la première fois [55, (a), (b), (A), (i) : 
vol. I, p. 53], a considéré un opérateur de la forme 

0) /0*0= f &(x,y)y(y)dy, 

entre les classes des fonctions y(y) etf(x); il a appelé cette opéra­
tion « operazione funzionale » et K(x1 y) fonction caractéristique 
(depuis : noyau, Kern). 

Précisément, Pochhammer [56] dans ses travaux sur la généralisa­
tion des équations hypergéométriques, a considéré la fonctionnelle où 
A (a?, y) = (y — xy~*. Dans ce cas, si la fonctionnelle est appliquée 
à une fonction qui est une intégrale de l'équation différentielle linéaire 
régulière au sens de Fuchs 

(2) À? = PnCpM-h P „ - i 9 ^ - ^ 4 - . . . - 4 - P0Cp = 0 

à des coefficients polynômes, la fonction obtenue est une intégrale 
d'une équation différentielle linéaire transformée de l'équation (2). 
[85, («),(*'): vol. I, p. 254]. 

Si l'équation (2) est du premier ordre on a alors une équation 
différentielle qu'on peut nommer transformée de Pochhammer (voir 
Pincherle [55, (c), (d), (e), (f), (i) : vol. I, p. 263 et 332]). 

La même fonctionnelle d'Euler appliquée à la fonction hypergéo­
métrique de Goursat d'ordre q— 1 permet de représenter la fonction 
de Goursat d'ordre q et, par conséquent, on obtient l'intégration 
de l'équation hypergéométrique de Goursat par des intégrales 
multiples, (voir Pochhammer [56], Pincherle [55, (e), (i) : vol. I, 
p. 263], Goursat [29, (a), (e)], [3, p. 142]). 
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Pincherle a formé les équations transformées de Pochhammer par 
deux opérations exécutées sur une forme différentielle du type (2), 
opérations qu'il nomme D^Aet S^A. Ces opérations sont définies par 

(3) D*A = P<iy*~*)-f-...4-P^<p, (£:=1,2, . . . , n ) , 

où P r indique un polynôme de degré r, et par 

(4 ) SaA = A -4- ŒDA -4- (a\ D*A -4-...-h ( * )l>A. 

(voir Pincherle [55, ( / ) , (i) : vol. I, p. 328]). 
Pincherle posant 

avec des conditions pour (l), et y(t), montre que si 

A? = 0, 

alors 
SaA+ = o. 

Si A est 
A = Pncp(«) •+- P n _ ! <p(»-D = o, 

Tn= (t— ai) (t — a2)...(t — an) 

P/i-i bt 62 &w 

et 

P n t — «j. £ — a2 " ' * ( f — a n ) 

on a 

<6> ^ = ^ ( , - . ) . . . ( , - , 1 + 1 ) 4 ( ^ ) ^ ^ 
alors 
(7) SaA^ = o 

est une équation différentielle transformée de Pochhammer et 4> sera 
une fonction hypergéométrique dordre supérieur de Pochhammer. 

Pincherle a même établi une correspondance entre les fonctions 
hypergéométriques de Pochhammer et les fonctions hypergéomé­
triques de Goursat et leurs propriétés, c'est-à-dire entre les deux 
généralisations de la fonction de Gauss. Cette correspondance a été 
donnée, par une autre fonctionnelle classique, précisément par 
l'intégrale de Laplace [55, (c), (d), (i) : vol. I, p. 223]. 

(8) / ( ^ ) = fer-txty(t)dt) 
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et 

(9) <KO = r ^ f e-tf(x)dx. 

Par exemple, sif(x) est une intégrale d'une équation aux différences 
finies du premier ordre dont les coefficients sont rationnels en x de 
degré m, la ty(t) est une intégrale d'une équation différentielle 
d'ordre m réductible à l'équation de Goursat. 

Si ty(t) est une intégrale d'une équation différentielle du premier 
ordre à coefficients rationnels en e~~l de degré/?, la.f(x) est une inté­
grale d'une équation aux différences d'ordre p dont les coefficients 
sont du premier degré : c'est une fonction de Pochhammer de chacun 
des p paramètres dont elle dépend. 

Précisément, dans le cas 

/<*•"> = {?$/<*>» 
o ù P ( # ) e t Q ( # ) sont des polynômes de degré m, il a alors obtenu 
une équation différentielle transformée vérifiée par 

<K0 = r^-. f e*'f(x)dx, 
17:1 J(/) 

V(x) = (x — P l ) (a? — p 2 ) . . . ( # — p») 

OÙ 

) dt 

En particulier, si 

et 
Q(x) = (x — crj) (#—<xj) . . . (a? —ffn-j)» 

alors, avec des conditions pour a, 

^a-4-zoo 

( I0 ) t ( f ) = j _ , r , , r ( - p ; ( - ^ - / ( - ^ , , 
v ; T W 2iziJa_ias T(x — a^Y (x — <J2). . .T (x — <jn~.t) 

et 4K0 e s t donnée par l'intégrale (10) à limites imaginaires dont nous 
avons parlé au n° -4 qui exprime une remarquable formule d'inversion 
d'une intégrale définie. 

Dans le cas p = 3 et un paramètre égal à l'unité, on retrouve la 
fonction hypergéométrique à deux variables F4 , d'Appell [2, (a), (b)] 
dont nous parlerons dans la suite. On peut voir à ce sujet le Mémoire 

MÉMORIAL DES SC MATH. — N» Î45. 2 
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de Goursat [29, (e)] où les fonctions représentées par des intégrales 
définies contenant deux paramètres arbitraires vérifient un système 
d'équations linéaires aux dérivées partielles d'Appell et les intégrales 
à deux paramètres arbitraires étudiées aussi par Picard [54, (a), (b)]. 

Garnier a aussi étudié des systèmes d'équations aux dérivées 
partielles de ce type, dont il a indiqué plusieurs propriétés inté­
ressantes [24]. 

CHAPITRE III. 
FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. 

8. Les quatre séries hypergéométriques d'Appell. — Appell [2] 
a généralisé la série de Gauss en considérant quatre séries de deux 
variahles 

r, / n n; N V 1 ( a ? m -f- n) ( S, Ifl) ( S ' , /l ) 
( i ) F ^ a , p, S', v, x, r ) = > , V -TT2—w sxmyni 
x l K ' r ' r ' " ' J J jLà (y, m -+• n)(i, m) (i , n) J ' 

m, n 
y N ,-. / n nr / s V 1 (ai /W-t-/l)(S, # î ) ( B \ tt ) 
(2 ) F*(a, p, p', y, y , x, y) = 7,--2—w , w ^ 1 ^ — - ? œ m y n , 

( 3 ) F3(a, a', S, p', 7, a?, v) = > ^ — ; v ' {y1 ( ; M ) / fl?wy", 

m, n 

, ,N _, , n , N v ^ (a. /n -+- /i) (8, /n -+~ /i) 

( 4) F t («, (J, Y, y', *, r ) = S ( 7 , ^ ( T ' , « ) ( . , ^ ) ( r , » ) ^ ' 
m,/i 

où la sommation doit s'étendre à toutes les valeurs entières positives 
où nulles de m, n et le symbole Çk, k) oui désigne un nombre quel­
conque et k un entier positif ou nul, signifie, comme nous avons 
rappelé au n° 1, 

LX, k) = ^ ± ^ l = X ( A + I ) . . . ( A + * - I ) ; a , o ) = i, (1,*) = * ! 

Les oc, af, (3, (3', y, y' sont considérés comme des paramètres et x et y 
comme des variables en analogie avec la série simple de Gauss. 

Ces séries se réduisent naturellement, pour des particulières 
valeurs des paramètres, à des développements bien connus, par 
exemple : 

( 1 - ^ ) - ^ ( 1 - ^ ) - ^ = F,(a, p, p', a, x, y), 
( i - ^ - j ) - a = F 2 ( a , p, ^, p, p', x,y), 
lo%~r—i—- = ^ 0 , i> P'> 2> P'> ̂ r ) -* - r F 2{ î 3 P, i, P, 2 ) * , ^ 
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En ordonnant ces séries d'Appell par rapport à x, nous avons par 
exemple, pour la fonction F l 5 

(5) y.K p, p - , T , * , r ) = * y ( * ? ™ f f Z \ F ( ^ ^ > y > T H - ^ , ^ , 

dont les éléments sont des fonctions hypergéométriques de Gauss 
d e y . 

En ordonnant ces séries d'Appell par rapport à y, nous avons, 
par exemple, pour la fonction F 4 , 

(6) F^a, p, p', T, *, y) = 2 ^"nyfcn) F <« + », P, ï + », * ) / " , 
/1 = 0 

où les éléments sont des fonctions hypergéométriques de Gauss 
de x. Ainsi pour les autres fonctions d'Appell : F 2 , F3 , FA. Pour la 
convergence de ces quatre séries, nous avons : F± convergent pour 
| x | <C i, | y | < i et divergent si \x\ ou | y | est plus grand que l'unité ; 
F 2 convergent pour | x | -+- | y \ <C i et divergent pour | x | + | y j > i ; 
F 3 convergent pour | x | < i, \y | < i et divergent si \x\ ou \y\ est 
plus grand que l'unité ; F4 convergent pour | y x | + | y y | << i. De 
niôme que la série de Gauss a été prolongée en dehors du cercle de 
convergence, de même on peut prolonger les quatre séries doubles 
hypergéométriques en dehors des cercles de convergence associés 
et nous avons alors quatre fonctions hypergéométriques d'Appell de 
deux variables. Pour ces fonctions, ainsi que pour les fonctions 
hypergéométriques d'une variable, nous avons des expressions ana­
lytiques valables dans leurs domaines d'existence : nous donnons 
tout de suite ces expressions. 

9. Représentation des fonctions hypergéométriques d'Appell par 
des intégrales définies. — Pour représenter les fonctions hypergéo­
métriques dans tout leur domaine d'existence et non seulement dans 
les cercles associés, nous avons poui4 les séries F l 3 F2 ? F 3 des inté­
grales doubles, par exemple, pour Fi 

0) S = (T «p-i pP'-i (I — u — p)Y-P-P'-* (i — ux — vy)-* du dv, 

(u^o, v^o, I—u — f^o) 
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6 t 

R(P)>o , R(P ' )>o, R ( T - p - p ' ) > o 

et de même pour les autres fonctions F2 , F } [3, p. 28]. Il est inté­
ressant que Picard [54, (a)] ait exprimé la fonction F4 par une inté­
grale simple 

00 r ( a ) / ( T y - ' W , f > , r , T , « , r ) 

= / u*-1(i — u)1-*--i(i — ux)--p(i — uy)'-$'du, 

R ( a ) > o , R ( y ~ - a ) > o . 

Pour avoir des expressions pour toutes les fonctions F 4 , F 2 , F 3 , F 4 

et valables dans des conditions plus larges, nous rappelons ici les 
expressions des quatre fonctions hypergéométriques par des inté­
grales prises le long de contours complexes. 

Ces expressions sont la généralisation de la formule de Barnes 
pour les fonctions hypergéométriques d'une variable. On considère 
la fonction 

(3) F^a, p, (i', T; x, y) = 2 ^ 7 ¾ ¾ ^ F ( « + », P', ï + «, .r)*», 
m = 0 

et en exprimant les fonctions F qui figurent dans la série par la 
formule 

r ( a ) r (p )_ , / Q . 1 r+l* Y (*-*-S)Y ($ + *)„, w . , 
V / , F (oc, p, y, x) = . / - A — n /

 ; v \ T (— s) (— x)* ds, 

on obtient aisément [(3), p. 4°] 

r(«)r(poT7 __ 1 f"* , , « „ , , vr^ + o r ^ + o , 
P(T) 

! '-îàjf. p..^.M^..)r'7(?IV"r(-'>(-^"a 

et l'on a la formule finale 

r (q) r (p) r (P ' ) 
(4 ) JWTN r i ( a , p, p , T, a?, y ) 

r(«H-s-fr-or(p-hs)r(jy-4-^) 
4*V_Ia. i_i00 r ( T + *-*-*) 
x r ( - ^ H ) (-_ ^) , ( - yydsdt. 
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On obtient des formules analogues pour F 2 , F3 , F 4 . Ces formules 
ont été condensées par Kampé de Fériet dans une expression 
unique qui fait voir- le lien existant, entre les quatre fonctions 
hypergéométriques d'Appell [2, (c), p. 12; 3, p. 4°]-

10. Systèmes d'équations aux dérivées partielles pour les fonctions 
hypergéométriques d'Appell. — Les quatre fonctions d'Appell 
satisfont à des systèmes d'équations différentielles aux dérivées 
partielles ; on a : 

— pour Fi, 

œ(i — x)r -+-/(1 — x)s -h (y — (a -h p -h i)x)p — $yq — ap z = o, 
1 y(*—y) tr±x{l— y)s + (f — (a-4- $'+.i)y)q--yxp — «p A = 

pour F2 , 

x(i — x)r — xys -4- (y — (a H- (3 -h i)#)/> — p yq — a P ^ = o, 
(2) . 

( A1 —f) * ~ xys -4- ( ï ' ~ (a -4- p' -4- ï)y) q — $rxp — a$rz = o; 
> 

— pour F3 , 
x(ï — x)r -\-ys -4- (y -~- (a -4- p -hi)x)p— a$z = 0 , 

(3) 

( y(i—y)t + as + (i — (*'-*-? + *)y)q --*'$'*- o; 

— pour F 4 , 

( x(i —x)r~y*t—2œys-h(y — (a -4- p -h i)x)p — (a-t-p-4- i)yq — cxp^=o, 

( y(i —y)t— x*r— 2xys-h(Y—(a-f-p-4- i)y)q—(a-hP-4- i)xp—ap^^=o; 

où p, q, r, s, t ont l'ordinaire signification. 

Ces systèmes sont de la forme 

r = (Zi(x, y)s-+- a^(x, y)p -4- az(x, y)q -4- «4(a?, y), 
(5) . 

( t= bt(x, y)s-h b2(x,y)p-±- bz(x, y)q-+- h(x, y) 

et l'on peut étendre à ces systèmes un théorème de Bouquet sur des 
systèmes d'équations aux différentielles totales. Nous renvoyons pour 
la question d'existence et pour d'autres encore au livre [3 , p. 4^-65] 
et au fascicule d'Appell [2, (c), p. 12-17] e t à l'intéressant Mémoire 
d'Erdélyi [19, (e)], où l'on trouve toutes les références sur les re­
cherches de Méray, Riquier, Janet, Thomas [63], sur cette i 
tante question 
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Dans son Mémoire, Erdélyi prépare très magistralement le terrain 
pour édifier une théorie pour les systèmes des équations différen­
tielles partielles, similaire à celle de Riemann et de Fuchs pour les 
équations différentielles linéaires homogènes. 

Comme l'équation différentielle de Gauss admet 24 intégrales, 
ainsi on peut trouver 60 fonctions qui vérifient le système de F t . 
(voir [3, p. 62-65], pour le tableau des 60 intégrales). 

Nous ne pouvons ni rappeler ici les recherches de Le Vavâsseur 
sur le système d'équations aux dérivées partielles simultanées 
auxquelles satisfait la série hypergéométrique à deux variables 
Fi (a, (3, (3;, y, x, y), ni parler des relations qui lient quatre à quatre 
les intégrales de ces équations [3, p. 65 et suiv.]. 

Récemment, Erdélyi [19, (c)] a montré que le tableau des 60 solu­
tions n'est pas complet et il a indiqué, en outre, des systèmes qui 
peuvent être ramenés au système de Fi . 

11. Équations différentielles des fonctions F1? F2, F3, F4 consi­
dérées comme fonctions d'une seule variable. — Nous rappelons ici 
cju'on peut déduire très aisément du système vérifié par F l 5 suppo­
sant la Fi fonction d'une seule variable, une équation différentielle 
linéaire du troisième ordre homogène, à laquelle F4 satisfait 
[3, p. 73j. 

Pour les fonctions F 2 , F 3 , F4 considérées fonctions d'une seule 
variable, on a des équations différentielles linéaires homogènes du 
quatrième ordre [3 , p. 71]. 

12. Séries hypergéométriques de n variables de Lauricella. — 
Nous avons brièvement rappelé les propriétés essentielles des fonc­
tions d'Appell, c'est-à-dire les propriétés qui sont à la base du 
développement de la résolution des équations algébriques par des 
fonctions hypergéométriques de plusieurs variables. Dans ce numéro 
nous parlerons en abrégé des recherches de Lauricella, et dans les 
numéros suivants de cette première partie, de celles de Mellin, 
Horn, Kampé de Fériet, Birkeland, Ore, Erdélyi, qui forment le 
cadre où se place la résolution des équations algébriques générales. 

Lauricella [46] a étendu l'idée d'Appell, et a formé des séries 
hypergéométriques de n variables et il a obtenu précisément les 
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quatre séries : 

( i ) F A ( « , Pi , P2, . . . , P/i, f i , Î2 ? . . . , Tn, #u ^2> •••> 30n) 

— V ( a , » i 1 4 - m t + . . . 4 - m n ) ( p i , roi)(ff2, m 2 ) . . . ( p n , w t n ) 

^ ( ï i î w t ) ( f i , mt)... ( y n , 7» t t) ( i , I » I ) ( I , m * ) . . . ( i , m a ) 
mi, ms> . . , mn 

e t 

(2) F B ( a 1 ; a2 , . . . , a n , p i ? p 2 , . . . , p n , y , ^ , # 2 , . . . , # n ) 

= " V ( a i ? m i ) ( a 2, ^ 2 ) > • • («n, >»n) (Pi , ^ l ) (^2? m 2 ) . . . (ft/i, mn) 

Zd ( y , W1-4- W2-4- . . . -+- / w n ) ( i , / W i ) ( i , m 2 ) . . . ( i , w i n ) 
mi,m s , ...,m„ 

X tfJ^tarJ1*. , . a?™», 

et 

(3) F c ( a , p , Yi, T2, . . . , tn, # 1 , *t, • • • , xn) 

— " V ( a , m i 4 - m t + . . ,-^mn) (P , / ^ -4- / re 2 -4- . . .-4-/^¾) 

"" i L ( y 1 ? m i ) ( Y î , ^ 2 ) » . . ( Y n , % ) ( i , w » i ) ( i , w * ) . . . ( 1 , i » R ) 
murrii, ,,mn 

X X™iX™* . . . a?™», 

et 

(4) F » ( a , p i } p 2 , . . . , p n , ï , &U Xih • . . # n ) 

S ( a , m 3 4 - m 2 - 4 - . . . - 4 - m ^ ) ( p i , / ^ ) ^ , m 2 ) . . . ( p r t , m ^ ) 

(y, ^ + ^ 2 + . . . + ^ ) ( 1 , tfii)(i, /wç) • • . ( 1 , mn) 

Par des calculs semblables à ceux faits pour les séries d^Appell, 
Lauricella obtient pour le domaine de convergence : 

— pour FA, 
\xt\ -h\x2\ - + - . . . - + - 1 ^ 1 < i ; 

— pour FB, 
| a ? t | < l , \ x t \ < l , . . . , | # a | < i ; 

— pour F c , 
| \/xl\ -+-1 V^âl -4-...-4-1 v/â£| < i ; 

et pour Fn, 
| a ? i | < i , | a > * | < i , . . . , | * n l < i . 

Ces séries de Lauricella vérifient des systèmes de n équations aux 
dérivées partielles du second ordre du type 

<*> S ^ ' Â S E + 2 ^ £ +««)F = °> (»'. r, «,«-1, », .... n). 
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Il peut donner grâce aux recherches de Bourlet l'intégrale générale 
pour les systèmes relatifs aux fonctions FA, FB, F € , [46, p. 122]; 
[3 , p. i I 7 ] ; [ 2 , ( C ) , p . 35]. 

Naturellement Lauricella a donné pour FA, FB, FD des représenta­
tions par des intégrales définies multiples qui sont la généralisation 
de la formule (2), n° 3, pour n = i, de la fonction de Gauss et 
pour n = 2 des intégrales représentant les Fi , F 2 , F3 d'Appell. 

Nous ne pouvons pas donner ici des renseignements ultérieurs 
bien que les séries donnant les solutions des équations algébriques 
aient une intéressante analogie avec ces séries de Lauricella. Dans 
un récent Mémoire Feldheim [20] a donné une équation intégrale 
pour les fonctions hypergéométriques FA et FD de Lauricella et 
même pour les fonctions # 2 et W2 de Humbert [38] . 

13. Intégrales hypergéométriques de Mellin. — Mellin dans des 
Mémoires classiques [51 ] a considéré les transformations des équa­
tions différentielles partielles avec des coefficients rationnels en 
équations aux différences partielles avec des coefficients de la même 
espèce, et vice versa. Cette recherche est la généralisation de la 
transformation des équations différentielles linéaires en des équa­
tions aux différences et vice versa : Pincherle s'est occupé du cas 
d'une variable, nous en avons parlé au n° 7; Mellin aussi cite dans 
ses Ouvrages, les travaux de Pincherle. Pour cette transformation, 
Mellin fait usage d'une intégrale multiple. 

Ce problème est fondamental, soit pour l'introduction des plus 
générales fonctions hypergéométriques de plusieurs variables, soit 
pour la résolution des équations algébriques par inversion d'une 
intégrale définie. 

Pour cette raison, nous parlerons d'abord du théorème d'inversion 
de Mellin [ 5 1 , ( / ) , p. 3 i ] . 

Soit 
( i ) F(UU U%, . . . , Un), Up^=.u'p-^îu"p, ( / ) = 1 , 2 , . . . , 1 ¾ ) 

une fonction holomorphe dans 

a'p^u'p^a"p, (p a i , 2, . . . , n) 

et limitée par 

(a) |F (« t , ut, . . . , «„)|<x<r-Til«TI-T.I«îl-...-T-I«:f, 
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où Yi, y2, . . . , yn sont des constantes positives et % une variable qui 
tend vers zéro, au moins après une multiplication par de conve­
nables puissances, si la valeur absolue d'une des variables u±i 

u\, . . ., u"n ou de plusieurs, tend en même temps vers l'infini. 
Considérons maintenant, avec Mellin, l'intégrale 

(3) $(#!, xt, . . . , xn) 

~(27;i)n I *** / F(ut,u2,...,un)x~u*xjus...x-Undu1dut,..dunf 

OÙ 

dpàL <*>pi£z a"p, (/> = i, s , . . . , n) 

et 
xp=\xp\e*%, (p = i, 2, . . . , n) , 

avec les conditions 

(4) — Y ^ - 4 - S ^ ^ ^ + Y ^ — S , ^ = 1 ,2, . . . ,^) , 

où è est positif déterminé, arbitrairement petit. 

Alors $(Xi, X2, ..., xn) est fonction holomorphe des variables Xi, 
x%, .. ., xn dans les domaines (4). 
Pour la fonction $ ( # i , x%, . . ., xn) on a la limitation 

(5) | $(xu x2, ..., xn)\<c\xi \~ai | x^ |-«. ...\xn J—«», 

dp^ap^a!'p, (/> = i , 2, . . . , w) 

et c constante indépendante de Xt, x%, ..., xn et de a\, a%, . . . , an. 

Considérons maintenant, avec Mellin, l'intégrale 

(6) F(l*i, u2, . . . , un) 

I • • • f # (xi, x%, . . . , xn) x^1 x^-~l . . . x%»--i dxi dx%... dxm 
0 ^0 

où #»est holomorphe dans les domaines 

— Y ^ V ^ + Ï ^ 
xp*=\xp\e

l*P, (p = h 2> •••> ») , 

avec les limitations (5) : F(w4, u^, . . . , un) sera holomorphe dans 

a'jy-^rt^u'p^a'p — e, 
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où £ est positif déterminé, arbitrairement petit, on aura 

(7) \¥(Ui, u,_, . . . , ^ ) | ^ X e -T i l« ' i i -Y 2 î« ' i l - . . . -Y , i< i . 

Mellin appelle la fonction F de première classe et # de deuxième 
classe. Chaque fonction F est transformée par l'intégrale (3) dans 
une fonction # et vice versa chaque fonction # est transformée par 
l'intégrale (6) dans une fonction F. Si F est transformée par (3) 
dans # et # par (6) transformée dans Fi , on aura F == Fi et, d'une 
manière analogue, pour la fonction # . 

Mellin fait usage de cette inversion pour la définition des fonctions 
hypergéométriques et pour leurs applications. 11 examine le système 

F(lh, U2, . . . , « ,4 -1 , . . . , Un)= f ^ ' "*' ' " ' ^ F ( ^ , U2, . . . , Un), 
(8) < gs{Uiy w2, . . . , un) 

[ (5= i, i, . . . , n) 

où les fonctions / et gs sont des polynômes se décomposant en 
facteurs du premier degré de la forme 

Pi Ui -4- p2 U2 •+-. . . H- pn Un •+• C. 

où les pr sont des nombres entiers. Les fonctions / et gs ne sont pas 

indépendantes : par exemple, pour n = 2, nous avons 

/ i("> ?) / 2 ( ^ H - i , v) =f%(u, v) f(u, P + I ) 
^(u, v) gt(u + i, v) g2(u, P) g^u, P + I)' 

Dans les conditions précédentes et dans d'autres, la fonction 

$ ( # i , #2, . . . , # n ) 

I /»flH-l» „a„rhlx> 
= 7^—^ / '*' / F(Wl> W2' —' Wn)^7Ml^7W2---^n"B^Mi du%...dun 

vérifie le système des équations différentielles linéaires aux dérivées 
partielles hypergéométrique 

(9) 

, / à à à \ , 

Mellin appelle [51, ( / ) , p. 44? (/)? P- lfà\ fonctions hypergéo­
métriques de n variables Xi, #2 , . . . , xn les fonctions qui vérifient 
un système (9) de n équations différentielles linéaires aux dérivées 
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partielles, où / , (wi , w2, . . . , un) et g^(u^ u^ . . . . u„) sont des 
polynômes qui se décomposent en produit de facteurs du premier 
degré de la forme 

Pi Ut -+- pt Ut -4- . . . + ^ ^ 4 - 0 , 

où p±, p^, * .., pn sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou 
nuls). 

Il considère [51, (n), p. 11] le système 

(icr) ( F(*i, Mî, . . . , « , + *, . . . , ^ = ^ 1 ^ -*'ln\F(Ui,u„ . , . , 4 

( (5 = i, 2, . . . , n) 

où / et gs ont la même propriété indiquée et où k est entier positif, 
et il obtient du système (9) par une simple transformation, 

^ en •~(S = Ï, 2, . . . , n) et pour la fonction # , dans ce cas, le 

système 

j / à â ê \ ^ 

5 ^ 5 

^ 1 " àx2 ' ' * ' * ^ n 

(s = ï, 2, . . . , n) 

système qu'il appelle alors aussi hypergéométrique. 
- Ce système sera utile pour la résolution d'une équation algébrique 

générale de degré k. (çoir deuxième partie, n° 20). 

Les intégrales # , solutions des systèmes (9) et ( u ) , ont été 
appelées intégrales multiples hypergéométriques de Mellin. 

Pour les quatre fonctions d'Appell, en considérant des fonctions 

n 

F(«, p) =J^Jr(/)rw + r̂p + cr), 
/ =1 

où pr, qr sont des nombres entiers, Mellin obtient les quatre 
systèmes suivants aux différences partielles. Par exemple, pour la 
fonction z = F4 d'Appell, le système 

#(1 —<a?)r-+-y(i — x)s -h(y — (a-4- p -+-i)x)p—$ yq — ap z = o, 

y(1 —y) t^rx{i —y)s-¥- (Y — (« -4- P' -4- i)y)q— $'yp — *$'z = o 
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correspond au système 

F ( « - 4 - I , P ) = T ^ — l- i : F B, P ) , 
v ' (w— P - h l ) ( w - H P — a + i) x ' n 

T i / N P ( W + P — Y - 4 - l ) « , x F ( « , P - + - 1 ) = ~r T7 • : F M, P ) 
^ ' ' ( c - P ' + i ) ( w + P - a + i) v ' } 

et ainsi de suite de manière analogue pour les autres fonctions F2 , 
F „ F 4 , [ 5 1 ( / ) , p . 4 6 ; ( 7 ) , p . i46]. 

La fonction F est une fonction de première classe et la fonction 
correspondante F4 de deuxième classe, et ainsi pour F 2 , F3, F*. 

14. Séries hypergéométriques de Horn. — La définition de la 
série hypergéométrique à deux variables la plus générale [3, p. 396] 

00 ^*mtnXmy* 

m, n 

a été donnée par Horn [37, (a)] et c'est précisément la série où 

(2) am+i,n _ F (m, n) am n+i __ Q(m, n) 

am,n R ( m , /1) ' am>n S (m, n)J 

P, Q, R, S, désignent quatre polynômes fixes en m et n (les degrés 
de P et Q sont au plus égaux respectivement à ceux de R et S, et R 
et S ne s'annulent pour aucune valeur des entiers positifs m et n). 

Les polynômes P, Q, R, S vérifient la condition de compatibilité 

F {m, / i -h 1) Q(m, n) __ F {m, n) Q ( / r a - h i , n) 
R ( m , / i - f - i ) S (m, n) R ( /n , n) S(m-hi, n) 

La définition s'étend naturellement aux séries de plusieurs variables. 

Horn considère des systèmes de n équations linéaires aux dérivées 
partielles à coefficients rationnels vérifiés par ces séries. 

Les séries de Lauricella rentrent dans cette classe très générale, 
de même que les séries d'Appell. 

Pour les séries doubles, Horn [37, (a)] obtient un théorème très 
intéressant sur les domaines de convergence des séries doubles 
hypergéométriques en considérant m et n comme les coordonnées 
d'un point d'un plan : il donne une forme géométrique aux condi­
tions de convergence et même pour les séries triples. 
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Il considère en d'autres Mémoires, plus récents, plusieurs séries 

de deux variables, où [37, (d)], /(X, k) = -T("t, > & | o \ 

F(rn, n) y-f. 
( 4 ) RT^TTÔ = 1 1 ^ + u*m + v ^ u^ R(m, n) 

S (m, n) =J~J(^-4-^/n-4-^71, ?*)> (* = f, 2 , . . . , *) , 

w,, p, sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou nuls). 
Le coefficient général est alors [37, (a), p. 557] 

« m , n = J ^ | ( « i , Utm-h i>tn), (1 = 1, 2 , . . . , k), 

le dénominateur R contenant le facteur (1 + m) et le dénominateur S 
contenant le facteur (1 -f- n), (voir n° 15). 

Si p est la somme des nombres u positifs et q la somme des 
nombres v positifs, p1 la somme des valeurs absolues des nombres u 
négatifs et q la somme des valeurs absolues des nombres v négatifs, 
il considère des séries où 

p ^.pr ^ 2 , q ^z<f ^1. 

Alors, pour p=p!= 2, q — q'=2, on obtient, par exemple, 
les quatre séries d'Appell et d'autres. 

Les séries confluentes de deux variables ont été obtenues par 
Humbert [38, (a)] en étendant à ces séries la méthode qui permet de 
déduire les fonctions G (a, y, x), et J(y, x) de la série F (a, (3, y, x). 
Horn pour 

p ^.p4 = 2 , q ^itf = 2 

(où tous les deux ne sont pas égaux à 2) obtient des séries clas­
siques de Humbert et d'autres et ainsi pour 

/ > - £ / > ' = 2 , q = qf^i. 

Les séries confluentes ne sont pas nécessaires pour la deuxième 
partie et pour cela nous limitons les notices sur ces séries. 
Dans ces Mémoires, Horn fait une étude intéressante sur le compor­
tement de ces séries dans le voisinage des points singuliers [37, ( / ) ] . 
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Erdélyi [19, (c)], à l'égard des solutions des systèmes d'équations 
différentielles partielles, pour ces séries de Horn, apporte des contri­
butions profondes aux recherches de Horn et de Borngâsser [9]. 

15. Séries hypergéométriques d'ordre supérieur de Kampé de 
Fériet. — Une étude systématique des fonctions hypergéométriques 
les plus générales à deux variables et des équations aux dérivées par­
tielles vérifiées par ces fonctions a été faite par Rampé de Fériet [40], 
Il a même étendu [40, (c); 41, p. 147] cette méthode aux séries 
même les plus générales, par exemple, pour les séries à deux varia­
bles telles que les coefficients vérifient un système de deux équations 
linéaires aux différences finies, mais d'ordre quelconque 

. v , r = 0, 5 = 0 

(1) , 
0, 5 = 0 

v',s-=q' 

ZJ Qr,i- ( rn, n) am-f-r,n+.t = o, 
r = 0, s=o 

Pr,#j Qr,s désignant des polynômes en m et n. 

Les systèmes de deux équations linéaires aux dérivées partielles 
vérifiées par les fonctions hypergéométriques les plus générales à 
deux variables, c'est-à-dire pour les séries où 

/ N am+i,n _ P( jn? ri) amn+i _ Q.(m, n) 

tf. R(m, n) ct-mn S ( / n , n) 

P, Q, R, S, polynômes en m et n, fixes, sont déterminés par 
la connaissance de ces quatre polynômes. Rampé de Fériet en 
appliquant la formule d'interpolation de Newton pour deux variables, 
forme précisément le système de deux équations linéaires aux 
dérivées partielles vérifiées par ces séries [40, (6) ; 41, p. i45]-

Mais les polynômes à deux ou plusieurs variables ne peuvent pas, 
en général, se décomposer dans le produit de facteurs linéaires. 
Rampé de Fériet a considéré [40, (d); 41, p. 149] une classe de 
fonctions hypergéométriques contenue dans les fonctions hypergéo­
métriques* les plus générales et qui est naturellement la généralisation 
des séries d'Appell. Cette classe de fonctions précisément est telle 
que les polynômes P, Q, R, S (dans le cas de deux variables) se 
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décomposent dans le produi t de facteurs l inéaires, dont nous expli­

querons tout de suite les formes part iculières. 

Nous appellerons séries (fonctions) hypergéométriques d1 ordre 

supérieur de deux variables toutes les séries où P , Q , R, S se 

décomposent en facteurs linéaires de la forme 

am -+• bn -+- c, 

où a , b sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou nu l s ) et 

c réels ou complexes avec des exclusions : R et S non nuls . 

De même pour les séries de plusieurs variables. 

On peut même considérer le système ( ï ) , où Pr)>y QryS se décom­

posent dans le produi t de facteurs l inéaires. 

E n part iculier , dans ce cas, si nous considérons le système 

\ Fjit0(mi n)am+kn-+- F00(m, n) am>n= o, 

( Q.Qk(rn, n)ann+k-+-Q.oo(m, n) am,n= o, 

le système correspondant des deux équations linéaires aux dérivées 

partielles est déterminé, en forme simple, par la connaissance de ces 

quatre polynômes P*,0 . Po,o, QO,A> QO,O-

R a m p é de Fér ie t a introdui t les séries où les polynômes P , 

Q , R, S, dans les équations (2 ) sont de la forme 
\ i=\X i = v 

F(m, n) = j ^ ( a f + / ? z + / i ) J J ( p / + w ) , 
1=1 1=1 

i = V 

(4) I 
Q(m, w) =£"[(«,-+- m -+-/i)JJ(p}-h»), 

R(m, n) = (m-4-i)I J (Y*-4 - j n - h / i ) | 1(^-+-Jw), 
z = l 1 = 1 

i=D /=<j 

S (m, 7i) = (rt-+-i)l"|(yj-4-7w-f- tt)TT(8i -*" n) 

et il obt ient la série hypergéométr ique ( a o , o = i ) 
i=\L 

JJ(«,, m + n)jj(p f, m)(PJ,n) 
(5) F(x,y)^^-p i = | 

m ^ | J ( T „ m + »)JJ(«i, m) (*}, n) 

xm yn 

(h m) (h * ) 
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représentée par le symbole 

(6) 
Q P'v 

*> y 

fx, v, p, <J sont appelés indices caractéristiques. 
Les conditions imposées sont 

j J t - 4 - v ^ p - 4 - a - H I 

et que y, à et ô' ne soient pas égaux à des entiers négatifs. 
Rampé de Fériet a fait une étude systématique de ces séries parti­

culières qu'il a nommées fonctions hypergéométriques d'ordre 
supérieur à deux variables [40, (e)] 41, p. 149 et suiv.]. 

L'entier 

( 7 ) cD = p-H<J 

est tordre et si 
|JL - h V = O) -4- I , 

la fonction est appelée complète d'ordre w. 
La différence 

( 8 ) e = W-4-I — ( f l - 4 - v ) 

est la classe de la fonction qui pourra être o (fonction complète) 
jusqu'à Go-f-i. Nous ne pouvons pas ici entrer en détail (voir [41, 
p. i5o]), nous rappelons que ces séries seront représentées par 
des intégrales multiples et par des intégrales doubles complexes 
analogues à celles pour les fonctions d'Appell (form. (2) et (4) du 
n°9). On pourra immédiatement écrire le système de deux équations 
linéaires aux dérivées partielles, système vérifié par les fonctions de 
Rampé de Fériet et qui rentre dans les systèmes généraux. Rampé 
de Fériet dans des Notes publiées dans les Comptes Rendus de 
VAcadémie des Sciences [40, (d), ( / ) ; 41, p. 155 et suiv.] a étudié 
l'intégration de ces systèmes d'équations aux dérivées partielles. 
Il démontre trois théorèmes fondamentaux pour ces systèmes, après 
avoir introduit la définition de système fondamental d''intégrales. 

Ces théorèmes montrent la possibilité d'exprimer les dérivées pjtk 
d'une intégrale de ce système en fonction des (co-j-1)2 premières 
dérivées, l'unicité d'une intégrale holomorphe, et la formation de 
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l'intégrale générale en faisant une combination linéaire à coeffi­
cients constants de ('*>-f-i)2 intégrales particulières formant un 
système fondamental. Il considère même le cas où le nombre des 
intégrales indépendantes du système est inférieur à (w-f- i ) 2 et il 
donne une lègle générale pour déterminer ceci dès qu'on connaît 
les polynômes P, Q, R, S [41, p. 172]. 

Les séries d'Appell, de Lauricella, les séries de Horn (voir n° 14, 
formules (4)) et les séries (6) de Rampé de Fériet sont donc des 
séries hypergéométriques d1 ordre supérieur de plusieurs 
variables, c'est-à-dire, de la forme 

2 Aao,alf ,aHxfrx**.. .x*», 

avec 

t Aa.,gl, ,«,+,, ,«, _ / , ( « < , , aA , . . . ,an) 
(9) Aao,al5 ,ap, ,.„ ~ gp («., «4,. . ., «„) ~ R><"°' "" ' ' " ^ ' 

( (P = o, 1 , . . . , w), 

où fPl gp se décomposent en produit de facteurs linéaires avec 
les coefficients de a0, OL{,. . . , an entiers, (positifs, négatifs ou nuls). 

Nous trouverons ces séries dans la résolution des équations algé­
briques générales (voir deuxième partie, nos24 et 25). 

Une étude sur la forme des fonctions hypergéométriques de plu­
sieurs variables a été faite par Ore [53, (a), (b)]. Ore a considéré les 
séries hypergéométriques générales de deux variables, et les résultats 
obtenus pourront être généralisés sans difficulté pour les fonctions 
de plusieurs variables. 

Pour une série de deux variables on a la condition de compatir 
bilité 

(10) Ri (m, n)R2(/»4-i , n) = R2(/n, n) Ri (m, n -+-1) 

et Ore a précisément donné une méthode pour trouver les solutions 
de cette équation aux différences partielles. Cette étude a été faite 
pour apporter une correction à un théorème de Birkeland. Rirkeland 
a énoncé [7, (/)] le théorème suivant : Si les fonctions rationnelles 
Ri, R2 satisfont à Véquation (10), les numérateurs f (m, # ) , et 
les dénominateurs g(m, n)sont des produits de facteurs linéairêé 
en m et n. 

MEMORIAL DES SC. MATS. — N» 145. 3 
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Ore a donné dans ce Mémoire des théorèmes sur les solutions 
possibles pour R4 e t R 2 . Il conclut par le VIIIe théorème que les 
dénominateurs et les numérateurs de la solution générale de cette 
équation (10) en fonctions rationnelles, sont des produits de facteurs 
de trois types : les uns de la forme am~\-bn-\-c, a et b des nombres 
entiers, (facteurs linéaires), et les autres contenant m seule­
ment (Ri) et n seulement (Ra) et polynômes en m et n ; facteurs 
étudiés par Ore [53, (b) : formules (3g) et(4o)]. Il résulte néanmoins 
de l'étude de Ore que le théorème de Birkeland n'est pas vrai en 
des cas spéciaux. 

Erdélyi a également étudié ces questions [19, (d)] regardant les 
coefficients d'une fonction hypergéométrique générale de plusieurs 
variables. 

DEUXIÈME PARTIE. 

RÉSOLUTION ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES GÉNÉRALES. 

CHAPITRE IV. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION TRINÔME. 

16. Notices historiques sur la résolution de l'équation du cinquième 
degré. — Jerrard a ramené l'équation générale du cinquième degré 
à l'équation trinôme [60, vol. I : p . 4 29] 

(i) j 5 _ y _ a = 0 , 

par une substitution qui ne renferme d'autres irrationnalités que des 
radicaux carrés et cubiques, cette réduction a permis à Hermite une 
méthode classique de résolution analytique de l'équation du cinquième 
degré. Par résolution d'une équation algébrique du cinquième degré, 
Hermite [33 (a), (b), (d)] entend la possibilité de représenter sépa­
rément les racines par des fonctions uniformes relatives à ces 
nouvelles variables en introduisant des variables auxiliaires. Et par 
l'introduction des fonctions elliptiques, il est arrivé à représenter 
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les cinq valeurs des racines séparément par des fonctions uniformes 
des variables auxiliaires liées aux transcendantes elliptiques. Nous 
rappellerons aussi que Rronecker [43] par une autre méthode a réussi 
à représenter les racines des équations du cinquième degré par des 
expressions explicites par rapport à différentes variables auxiliaires 
liées aussi aux transcendantes elliptiques. 

Hermite a, en outre et par conséquent, fait une longue étude sur 
ces deux méthodes [33, (b)] en prenant pour base, pour la seconde 
méthode, un remarquable travail de Brioschi [11, (6)]. A ce propos 
nous devons nous rappeler que même Betti a donné une résolution 
de l'équation trinôme du cinquième degré 

(2) y5-4-5jK3—x = o, 

résolution qui dérive d'une proposition plus générale donnée par 
Betti [6, (a)]. 

Betti a démontré que les racines d'une équation algébrique géné­
rale 

any» -4- an-iy
n^ - 4 - . . . -4- axy -4- aQ = o, 

où les coefficients sont des fonctions du premier degré d'une 
variable x sont des intégrales d'une équation différentielle de la forme 

(3) dx
 =®(y)dy, 

où y(x) est la fonction rationnelle qui doit s'annuler afin que l'équa­
tion donnée ait des racines égales (discriminant) et 9 (y) et<j/(y) s o a t 
des fonctions rationnelles seulement dey. Pour l'équation trinôme (2) 
il obtient, en posant y2 = z, 

2 dx zdz 
(4) 5 V ^ 2 - 4 - I Q 8 \/z!>-+- 4 ^ : Î — 8 £'2-4-12,5 

qui s'intègre par les fonctions elliptiques. 

Mais ces méthodes des variables auxiliaires sont des méthodes 
tout à fait particulières : dans les numéros suivants nous exposerons 
pour cela la résolution des équations algébriques trinômes générales 
par des méthodes générales, et précisément par des intégrales 
définies et par des fonctions hypergéométriques des coefficients de 
l'équation. 
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17. Résolution de Heymann de l'équation trinôme générale par 
des intégrales définies. — Dans un Mémoire, Heymann [34, (a), 
(&)] a donné des formules intégrales pour représenter les racines 
des équations trinômes générales. 

Capelli [13, (a)] a perfectionné et présenté d'une manière élégante 
€es résultats et même les formules de Heymann pour la résolution 
par intégrales définies des équations trinômes générales. Nous 
parlerons brièvement de ces xecherches de Capelli, où il a donné 
la source des résultats de Heymann. Considérons avec Capelli 
l'équation 

( i ) © ( j , # ) = 0, 

où y et x sont des variables complexes et <p(y, x) est une fonction 
holomorphe de y et de x respectivement dans les deux domaines A 
e t B . 

Soient yi, y^,. . ., yn les racines de l'équation (1) à Vintérieur 
de A pour x à Y intérieur de B. 

Soit C la frontière de A, formée par une courbe analytique et sans 
racines yr sur elle. 

On a 
à?(yi, x) 

/ N dyt dx . 
(2) - f - = ^ - — - , ( * = 1, 2, . . . , / 1 ) 

dx ^cp(j j , x) y 

àyi 

et par une intégrale définie, qui a pour limite inférieure un point 
arbitraire a à l'intérieur de B et pour limite supérieure un point x, 
intégrale prise le long d'une ligne / toute comprise en B et telle que 
les n valeurs de yi, y 2 , . . ., yn sont sur elle toujours différentes, 
on obtient 

àyjyi, # ) 

(3) y,--£-*L^dte + {yt)r!S. 
âyl 

Considérons tout de suite une petite circonférence (c,) ayant pour 
centre yi et toute intérieure au domaine A. Capelli obtient 

<*p(p, x) 

(4 ) r i = . / dx j —- r-dv + fyt) 
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donc 

àv(çs x\ 

(5) / , ^ = = . / dx i — r-ûfo-4- > (r ,)% : = a 
i —1 

= _ J L . flogï<£zJÙdv+Y<rth 

Dans le cas d'une équation 

y (y, xt, xt, . . . , xn) ==o, 

avec plusieurs variables x, Capelli obtient simplement et de 
manière analogue 

Pour une équation algébrique, 

(7) #o/W-4- ^ i j K ^ 1 -+-. • • -4- Xn-iy -4- Xn = O, 

en considérant variable un seul coefficient, par exemple xp, Capelli 
obtient la formule 

(8) y = ~ ^ i j XPJ x0 V» -4- Xi V'1-1 -4- . . . -4- Xn-i P^-Xn^^' s { c ) ~ v • - 1 - ~/i-i- • ~/i P 

si les autres ^-—i racines sont à l'extérieur de (c). 
Capelli applique ces formules aux recherches de Heymann. Par 

exemple, pour l'équation trinôme, 

(9) y*-¥-y*-s+x = o, 

s entier positif, n>n — s > o, on a 

rk==^^iJ0
 dXJ{ck)Vn+vn-^X~*'e ' ' 

(£ = 0, 1, . . . , $ — 1), 

où la circonférence est suffisamment petite de manière que les autres 
racines soient à l'extérieur de (c/x), qui est la formule de Heymann* 
comme nous allons le rappeler tout de suite. 
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Heymann prend en considération les deux formes fondamentales 

(i i) yn -h yn~$ -f- x = o 

et 

(12) yn -4- %yn~s -4-1 = o 

(qui peuvent se ramener l'une à l'autre par la substitution z = ky 
et qui dépendent de l'unique paramètre x (ou £)), parce qu'elles sont 
complémentaires l'une de l'autre par rapport au domaine de validité 
des formules résolutives respectives. 

En bref, pour la première (11) on a la formule (10). Par la 

substitution v = e A v1 on peut remplacer aux différents chemins (c*) 
la même courbe (co), et l'on a 

dv 
e s , ( - _ eH çxdx f -

1 n ~~ 2 x i JQ XJ{CO) v" -4- *>»-* -4- e£ x 

( Ï 3 ) s ( * = O , I , . . . , * - I ) , 
1 2kltl 

Bk = e s . 

Pour obtenir la formule de Heymann, Capelli remplace la 
circonférence (co) par un autre chemin d'intégration qui s'étend 
à l'infini et l'on a 

dv (14) J A = — dx — 
n - 1 ^ o ? „ t ^ . . (2 * + l ) . « l 

ou 
1 1 

i— looj , p"r=/_lH-iooj , (£ = 0, I, . . . , S —i), 

pour | a? | suffisamment petit;' nous avons ainsi la formule de 
Heymann [34, (b), p. 227]. 

Pour déterminer les autres n—s racines qui sont nulles pour x = o, 

Capelli, par le changement z = ramène l'équation (11) à 

(15) Zn-h £>-4- ? = o, 

où 

(16) ? « aF*. 
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Par la formule (ï4) il obtient pour les n — s racines de (i i) qui sont 
nulles pour x =; o, les expressions suivantes : si Y0, Y t , . . ., Yn_5__i 
sont ces racines, 

( 1 ^ ) { (ik + Diti 
dP 

e 
^ f a, f d-

7^ = 0 n - ' ( £ = o, i , 2, . . . , ra — s — i ) 

et où la circonférence (y0) a le centre dans le point en~* et où 
i 

pour xn~s au numérateur et ainsi à la limite supérieure de l'intégrale, 
et dans (16) on doit prendre la même valeur. 

Soit l'équation trinôme (12) 

yn -+- %yn~~s -4-1 = 0 

qui pour £ = o a les n racines en , e n , . . ., e n représentées 
par n points Po, Pi , • ••, P*-i sommets d'un polygone régulier, 
de centre O, point zéro. Capelli, par la formule (8) obtient 

Y k =5 . I di I h e n , 
Jk ini J0 ^J(Ci)^"-4-^"-^-4-i " 

où (c/f) est une petite circonférence avec le centre dans le point P/h 
2kTXi 

Par la substitution v = e n v' on remplace aux différents chemina 
d'intégration le même chemin (c0) et l'on a la formule 

(«8) { ( * - o , i , . . . , n - i ) , 

Par la substitution d'un autre chemin d'intégration la formule (18) 
se ramène à une intégrale de Heymann. Capelli considère les 

points Q = p (réel positif) et Q ' = p e n le triangle OQQ' contient 
alors le point P 0 et pas d'autres racines de l'équation binôme 
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j**-4- i = o. Au chemin (c0) Capelli remplace d'abord le contour du 
triangle OQQ? et puis, par un passage à la limite, quand p tend 
vers l'infini, il obtient 

{21 -4-1} 71* 

ou 

$k= e n et E = o pour s > ï, E = — - pour s = i et c'est encore 

la formule de Heymann [34, (a), p . 69; (b), p. 235]. 
Nous nous sommes arrêté davantage sur les recherches de 

Heymann-Capelli, car Heymann, en dérivant les intégrales repré­
sentant les racines des équations trinômes, a été le premier à montrer 
que ces racines sont des fonctions hypergéométriques [34, (a), p. 78]. 

18. Équation différentielle résolvante. — Harley a déterminé 
[30, p. 337; 8, p. 199] l'équation différentielle vérifiée par la 
puissance y* des racines de l'équation trinôme 

(1) yn — xy"~r-h a = o. 

Cette équation différentielle est du type 

dnt\ dnt\ rf"-*7i dr\ 
(2) -Î = CnX

H -, h Cn-iX"—1 -7——- "4- . • • -+- Ci & -j1 -4- C0TU v ' dx'1 dx* dx»-1 dx " 
OÙ 

t\ =yV>. 

Heymann [34, (a), p. 78] a retrouvé cette équation différentielle, 
et il a fait connaître pour la première fois que cette équation diffé­
rentielle, qu'il nomme résolvante (Differentialresolvente) est de la 
classe des équations différentielles hypergéométriques. On peut 
voir à ce sujet dans le livre de Boole [8, p. 190-199] la formation de 
cette équation différentielle et l'on peut même observer qu'on avait 
constaté que le rapport 

des coefficients a% des séries racines de l'équation trinôme de degré n 
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sont fonctions rationnelles fixes de a [8, p. 192]. Et cela sans que 
ces géomètres aient donné aucune importance ni relief à cette 
propriété. L'équation différentielle résolvante de Harley a été 
retrouvée aussi par Mellin [51, (m)] dans sa résolution de l'équation 
trinôme, en se plaçant au point de vue de l'inversion d'une intégrale 
définie. 

INous allons parler immédiatement des recherches de Mellin sut-
la résolution de l'équation trinôme et donner la formation de 
l'équation différentielle résolvante correspondante. 

19. Résolution de Mellin de Péquation trinôme. — Soit l'équation 
trinôme générale [51, (m)], 

(1) ?(y,x)=yn+xyP — i = o, (n> />) . 

Les points singuliers au fini de l'équation (1) sont donnés par 

auxquels correspondent des racines doubles pour l'équation. Au 
point singulier x = oo correspondent' p racines égales à zéro, 
et n—p infinies. 

S i y ( # ) est une racine de (1) et e '*=i , 

(2) z = zy(ePx) 

est aussi racine de (1). Donc, étant e une des racines ^ièmes de 
l'unité, la formule (2) représente toutes les racines de l'équation 
trinôme qui, pour x = o, prennent des valeurs initiales différentes. 
Mellin appelle solution principale (Hauptlôsung) de l'équation 
trinôme (1) la solution qui prend pour x = o la valeur y = 1. Le 
point de départ de ces recherches de Mellin, c'est l'intégrale 

(3) f y^xz~1dx 

qui a un sens déterminé pour \s. réel positif et la variable complexe & 
prise entre 

o<R(*)<jJ. 
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Par la substitution 

— i—yn 

dx =s — {py~P~l *+- (n —p)yn—p—i) Jy 
yp 

et par la formule d'Euler 

(4) 

r1 . ^ H 
| ( ï - _ y * V - l W - i rfy = ; — - j 

pour la racine de l'équation trinôme (i) , prenant pour x = o la 
valeur y = i, on a 

r(*)r(!i=£!) 
(5) / (y(x))]ïx*-* dx=^ — - ^ ^ ^ -

Par cette formule on peut obtenir plusieurs intégrales définies 
représentées par la fonction Y, ainsi pour n = 2, p = 1, 

r f^-^y l f c = / ( ; ) r (? ) , 
*A V 2 / ^ TI*** I 1) 

O < R ( J S ) < H 
et pour n = 3, p = i, 

<» r (i/rvRiyvn/FW)v-
~ ' r ( ^ + , ) ' 

o < R ( * ) < f x . 

De la même façon, si y=zy(x) est la solution principale de 
l'équation trinôme, Mellin obtient 

T(z)T (•*=&) 
(8) / (y(- x))-nx^ dx = ï — V " / , 

p-+-q = n, o < R ( > ) < ^ . 

On a ainsi transformé l'équation trinôme en deux équations 
intégrales (5) et (8). 
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Par le théorème d'inversion, Mellin obtient alors 

r (* ) r />- -^ 
(9) C r O ) ) ^ = — f - — ; ?—4-x-*dz, (o<c<%) 

4 - 1 
\ n 

et 

rWr(2L=J!î 
/ 1 0 ) ( y ( - ^ ) ) ~ n = — . / 3 — ^ '-X~*dz, ( 0 < C < 5 ) . 

Les domaines de convergence de ces intégrales sont déterminés (è ) , 
par la formule (z = s -+- *Y)[51, (6) ; (/i), p. 17]. 

( u ) | F («s -4- # ) | =s e - | * -+- «̂  | - | ^ 2 K - t - e | , (e - > o , | * | -^OQ)^ 

(T(s-j-J£)->-o pour £-><x>, dans la direction de l'axe imaginaire 
établit par Pincherle [55, (d), (i) : vol. I, p. 238]; Mellin a reconnu 
la priorité de Pincherle [55, (A), (¢) : vol. I, p. 56]). 

Soient 
x = \x\ e-1®, j x~z | == | x \~s e-®*, 

l'intégrale (9) dans des domaines finis intérieurs à l'angle 

— £ je ^ 8 ^ - 4 - ^ *: 
n n 

et l'intégrale (10) dans des domaines finis intérieurs à l'angle 

n n 

sont uniformément convergentes (voir au n° 13). Mellin a ensuite 
montré que la solution principale est holomorphe dans tout le plan 
complexe une fois qu'on y a tracé comme coupures les segments 
partants des points singuliers 

pin piti 
n —r- ri — r -

e n e t „, »• e n , 
typPq? rs/pP qV 

c'est-à-dire 

( P%1 \ f _ £ £ ! 

i^,»,- et U^i,.r-
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Le plan x avec ces coupures est appelé domaine fondamental 
(Fundamentalbereich ). 

Si l'on prolonge les coupures jusqu'à x = o on a deux angles A 
et B qui ont respectivement l'axe réel positif et l'axe réel négatif 
comme bissectrices. Dans l'angle A, (y(%))^ est représentée parla 
formule (9) ; Mellin donne aussi l'expression de cette puissance dans 
l'angle B. 

Par rotation du domaine fondamental d'un angle égal à l'argument 
de £~P, £ " = 1 , on obtient le domaine pour la racine z(x) prenant 
pour x = o la valeur initiale e. Par rotation on obtient les domaines 
pour les racines yz=zy§, yv, . . ,, yn-i de l'équation trinôme où y/, 

prend pour x = o la valeur initiale e n . Mellin a obtenu ainsi la 
résolution de l'équation trinôme générale par des intégrales définies. 

Par application de la théorie des résidus, Mellin obtient le déve­
loppement 

(l3) w*»*-;y 'J i-L-> 
a=0r(a4-l)r(l4- n ) 

convergent dans le cercle 

vppqq 

Nous avons ainsi le développement en série des racines de 
Péquation trinôme. 

Nous retrouverons cette série dans les numéros suivants. 
Dans ce développement on peut vérifier la propriété du rapport 

c<z+n '. ca dont nous avons parlé au n° 18. Les recherches de Pincherle 
et de Mellin sur la transformation des équations différentielles 
Enéaires en équations aux différences et vice versa (voir au n° 7) 
permettent de former l'équation différentielle résolvante. 

Considérons l'intégrale 

posant 

P („r(E=B) 

pC + l 
<l4) (y(x))P=z . ^ / ^ f-X~zdz. 

¥(Z): 
T („£±£) 
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nous avons 

F(* + » ) = - ^ F ( * ) , 

où f(z) et g(z) sont fonctions rationnelles de z (voir au n° 7) . On 
peut alors simplement déterminer par les résultats de Pincherle et 
Mellin l'équation différentielle résolvante pour (y(&))v* et l'on a 

-i-v&ïiH+^ïiki-^y 
qui est précisément l'équation différentielle résolvante de Harley-
Hey mann-Mellin. 

Cette équation différentielle est du type 

dv dn y 
(A0-4-B0r) tr-4-(A1-4-B1r)^ + . . . 4 . ( A „ 4 - B B r ) ( « ^ = o 

qui se ramène à une équation différentielle hypergéométrique de 
Goursat, par la substitution t1 = x (voir au n°6). 

Nous parlerons encore de la résolution de l'équation trinôme par 
la formule classique de Lagrange dans les numéros suivants. 

CHAPITRE V. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION ALGÉBRIQUE GÉNÉRALE. 

20. Résolution de Mellin. — Nous avons parlé au n° 13 des inté­
grales multiples hypergéométriques de Mellin et du théorème 
d'inversion^ Mellin appliques ces résultats à la résolution de l'équa­
tion algébrique générale, [51, (n)], 

Il est nécessaire de fixer les définitions que nous adopterons dans 
ce numéro et dans les numéros suivants. 

Nous écrirons l'équation algébrique générale dans la forme 

( i ) 6(JK) = any
n-+- a ^ j " - 1 - h . . . - + - axy -4- a0 = o. 

Par des translations/?,!, pn-i, . . •, po respectivement des coefficients 
û a , a,»_i, . . . , ai} a0 nous obtenons l'équation 

(?) y(y) = (an^Pn)yn+(an^i+pn-i)yn~i+-..+ (ai+pi)y + a0+p^ù 
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que nous appelons équation transformée et l'équation ®(y) = o 
équation initiale. 

Si l'équation initiale est l'équation binone 

(3) e( j) = anr«-4-ao, 

l'équation transformée sera 

(4) Y 0 0 = (an-i-pn)y
n-¥-pn-iy*1-1 -h.. .-*-pty -h a0p0~ o 

et si pn= o, /?o= o et s'il y a même d'autres p, = o l'équation trans­
formée sera 

(5) y (y) == a»yw + / ? n J n »4- . . . 4 - / ? « ^ + a o = o. 

En écrivant s implement /^ = ^ , on aura 

(6) 1 (y) = anyn-t- œiyn'-+- #2,y
n»-4-. • .-4- xpy

np-h a 0 = o. 

Alors nous prenons, en général, l'équation initiale binôme 
(7) ô ( j ) = j r " - i = o 

et l'équation transformée, dans la forme de Mellin, 

(8) y (y) =y»-hXiyni-+-x2y
n*-{-. ..+-xpy

n»—\ = o, 
n> ns^i, (s = 1, 2, . . . , p). 

La solution 
y=zy(Xi, x2, ..., xp), 

prenant la valeur 1 pour X\ = x% t = . . . = xp = o est appelée par Mellin 
solution principale (Hauptlôsung). On obtient toutes les racines de 
l'équation (8) par la solution principale : si y(xiy x^, .. ., xp) est 
cette solution 

ty(zntXi, zn*xt, . . . , inpxp) 

est aussi solution, où En= 1 parce que 

(&y)n~+~ z~~ni%i(zy)ni-±- e~"sX2(zy)n*-h.. .-h z—npxp(zy)np— 1 = 0; 

Mellin prend la représentation paramétrique suivante de l'équation 

y^W 7l, w = i + 5 , + . , . + 5 ,̂ 

x,= ^W 4™ , ^ = 1, 2 , . . . , /? , 

et îla 
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Cette représentation paramétrique est très importante pour les 
développements suivants de Mellin,; en effet, on a, /x réel positif, 

(10) / / • • • / yV-xf-tx1^-1... x^p-1 dxi dx2... dxp 

R ( w i ) > o , R ( w 2 ) > o , . . . , R ( w / E ? ) > o , 

R (fx — i%i Ui — n^ui — . . . — ntjUp)y>o 

et en posant 
{l — TliUi — « 2 M 2 — . « • — KpUp 

n 

on a que l'intégrale ( 10) est égale à 

r50 r... f~ ¢^^...^^^...^, 

OU 
fil y. Mi y. ftp y 

- n n n r 

c p = mmmm. 

Par la formule 

' / •'•/ ~—V " *><***-^P 
__ r ( u\ ) r ( u% ) . . . v (up)Y(w — Ui — u2—... — Lcp ) 

on obtient 

(12) J
s% oo s% <x> /*» oo 

f / . . . / y^xf*"1 a^*-1 . . . xy-^ dXi dx% . . . ^ 
= ^ r ( « ) r ( M i ) r ( M g ) . . . r ( ^ ) 

n r ( M + M i 4 - M 2 4 - . . . 4 - ^ + l ) 

où y es t la s o l u t i o n p r i n c i p a l e , p o u r 

\i>o, R ( M ) > O , R ( W i ) > o , R ( « 2 ) > o , . . . , R ( « / 7 ) > o , 

on obtient de même 

( i 3 ) I I . . . / —-; r - dxx dx% . . . dx» 
Jo J* J, y(-Xi,-x2,...,-xp)V- P 

= t ^(u)V(Uj)T(u2) ...Y(up) 

n V(u -h Ui-\- U%-4-. . . -4- ^ -4- ï ) 
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0¾ ic i t 

\i — (n — nj)Uj — (n — /i2)tl2~-- »» •— (^ — np)up 

n 

On a ainsi transformé l'équation algébrique (8) en deux équations 
intégrales (12) et ( i3 ) . Par le théorème d'in\ersion pour l'inté­
grale (12), on a (voir n° 13) l'intégrale multiple hypergéométrique 

(14) (y(xi, x%, ...,xp))V-

— ) / / ••• / ¥.xjuiX~ïtK..x~-updu1dut...diip, 

OÙ 

F ^ y Y(u)T(m)r(u,)...r(up) 
n V(u -h « I + M 2 4 - . . .-\- up-4- 1 ) 

avec des conditions pour les droites d'intégration. 
Cette intégrale est uniformément convergente dans des domaines 

finis intérieurs aux angles 

— ^ arg(^0 ^ H •> (s = 1, 1, . . . , / > ) . 
in °v / in v ' J ; 

Mellin étends ces domaines de validité par des considérations ana­
logues à celles faites pour l'inversion d'une intégrale simple. 

Nous avons ici 
p ix r(u)r(Uj)T(u2) ...T(up) 
* ( * i , «i, • • • > « / » J - ^ r ( M - h M l ^ I i ï H . B - > H . ^ + l ) ' 

fjt — nt Ui — . . . — npup 

u = , 
n 

c'est-à-dire 
u. -4- n\ Ui -4- . . . -h n'D u„ 

U -h Ut -h U2 H- . . . -4- Up = ^ - -^ j 

ris=z n — ns 

et le système aux différences finies 

, ,v ) F (^ i , ^2 3 . . . , W.-4-/1, ...,up) = ^ l j U]' ' " ' " * F ( M i , t i t , . . . , 1 ^ ) , 

( (5 = 1, 2, . . . , / > ) , 

oùfs(ui,Uz, . .^up), gs(ui1U27 . . . , Up) sont fonctions rationnelles 
de e*i, &2j • » M UP (voir n° 13, (10)). 

Pour un système qui se réduit à une seule équation nous avons 
précisé ceci au numéro précédent. 
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Mais ici nous devons faire la remarque fondamentale que ces 
fonctions / , et gs rationnelles se décomposent dans le produit de 
facteurs linéaires de la forme 

Ci Ui -4- Ct U2 -4- . . . -4- Cp Up -4- C? 

où Ci, CQ, .. ., cp sont des nombres entiers. 
Précisément 

f* = \\(us + k), 

(-i)" 

nn 

A = I 

I I ( ni Ui -4- n2 Ui -4-. ». -4- np up *̂ ~ fx -4* wl ) 

(16) 

x 

\ ' " 

I I (^i Wi-+- /i2 w2-4-.. .-f- n'pUp-h 11 -4- #&), 

(* = i, 2, . . M j p ) . 

Alors le système différentiel poury^ est un système hypergéométrique 
selon la définition de Mellin (voir au n° 13). 

Le système différentiel pour (y(x±, x2y . . ., Xp))^ est de la formç 
(voir au n° 13, form. ( 11), k = n) 

, / à â à \ 
S» ( - * ' WS - ** ^ '"^^àx-J^ 

l à â () \ n „ 
^p J 

qu'on rîeut écrire 

{ I} n àx* 
ns — l 

(17) 

=tl(niXlÂ -*-nïX*- ^•••+n»x»irp + ^nk) 
n's—t 

^Ir^^^^^^^^^^^-^^r 
( « a s O , I , 2 , . . . , / > ) . 

Ce système est défini hypergéométrique par Mellin et il l'appelle 
système différentiel résolvant d'une équation algébrique. 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 145. I 
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Sur le système des équations aux dérivées partielles, voir aussi 
Raabe [57] . Mellin donne le théorème : 

Les racines d'une équation algébrique générale et leurs puis­
sances, peuvent être représentées par des intégrales multiples 
hypergéométriques, qui portent sur la fonction T ; 
ou, plus simplement : 

Chaque équation algébrique dont les coefficients sont considérés 
variables indépendantes, admet une résolution transcendante par 
la fonction T. 

Pour l'équation quadrinome 

(18) / « H - ^ ^ + ^ f ' - i - o , 

on a la représentation paramétrique 

a?1 = ç ( i - f . 5H-7 i ) ' 1 , 

#2 = ^ ( 1 - 4 - 1 - 4 - ^ ) " , 
l 

^ ( I H - Ç H - T J ) 7' 

Mellin obtient 

/ T \ 2 /»"4-100 /*t>-i-l*> 

= (__L\ / / ¥{u,v)xjux^ dudv, 
\*Ki/ Ja_lx Jb_lx 

i 

(-9) F ( B > P ) = H ̂ fîlIOOIiï) 
v ' 7 n T ( M H- P -4- «P» - M ) 

a > o , e>>0, p. — nxa — n2o>o et w — > 

u-4-(/i — n{) w -+- (n — n2)v 
M + p + W ) = i : — i ^ i i - . 

/i 

Nous avons ici 
i* r ( « ) r ( p ) r ( » ) F ( a , P ) « r ( w - i - p - t - « ' - t - i ) 

et le système aux différences finies 
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et le système hypergéométrique correspondant de deux équations 
différentielles linéaires aux dérivées partielles pour yv-. Ces systèmes 
différentiels hypergéométriques (17) ont été obtenus pour la 
puissance fi suffisamment grande. Mellin fait voir qu'ils sont valables 
poui4 d'autres valeurs de p.. Mellin exprime même ces racines par des 
intégrales simples et par des séries. 

Il a ainsi obtenu pour la solution principale de l'équation (8) la 
série 

(21) jl^i+p^lZ-li ^ Aa t f0r i f .,*pX*>X**...xpy 

OU 

&*u9%,. . , a„ = 

k — \ 

I I (F- "+" ni a i "+" n 2 a * *+*• • • "+* nPap—nh) 
h~\ 

r(0CiH-i)r(aâ*4-i).. . r(a^-M) 

et il a démontré, par la formule de Stirling, la convergence de 
cette série au moins tant que \xv\ sont inférieurs au plus petit des 
deux nombres 

p ynnt ( n __ ni yi~-nt p y ^ ( n _ np)n-np 

où ni et np sont le plus petit et le plus grand entre les nombres 
jit, n%, . . . , np. 

Nous retrouverons dans les numéros suivants ce développement en 
série, parla série classique de Lagrange. 

Nous parlerons en détail de ce développement classique et nous 
remarquons ici seulement que Heegmann dès i865 [31, (a), (b)] a 
fait un essai d'une méthode de résolution des équations algébriques 
au'moyen des séries pour trouver la forme générale des coefficients 
de ces séries en fonction des coefficients de l'équation algébrique, 
problème résolu complètement par Capelli, n° 22. 

Nous avons même récemment d'autres méthodes pour la repré­
sentation des racines des équations algébriques [35], [45]. 

21. Série de Lagrange. — Nous n'avons pas parlé jusqu'à présent 
de la série de Lagrange parce que les propriétés particulières de ces 
séries se rapportant aux racines des équations algébriques ont été 
découvertes plus récemment. 
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Le développement classique de Lagrange [44] donne le dévelop­
pement en série entière en x d'une racine de l'équation 

7--w-+• * / O 0 = °> 

prenant la valeur w pour x = o, et où f(y) est holomorphe dans un 
domaine du plan complexe y qui contient w, e t / ( a > ) ^ o . Cette 
résolution a été généralisée pour les cas de plusieurs variables [voir 
Capelli [13, (b)], Kampé de Fériet [40, (a)] Belardinelli [5, (e), ( / ) ] , 
Germany [26, (a), (b)], Bruwier [12], Schmidt [61], etc. 

Pour l'équation 

(O (y — w ) / ( 7 ) •+• ^ofo(y) -4-.. .-4- xnfn(y) = o, 

où f(y)i fo(y), • • . » fn(y) sont des séries entières convergentes 
dans un cercle commun qui contient co, et /*(&>) ^ o, fP(^)y^o 
(p = o, i, . . . , /i), on a, pour la racine JK prenant la valeur ca pour 
#ô — x± =... = xn = o, le développement suivant : 

(2) y = w -+-

a = a0-4- a x-

et la sommation est effectuée en donnant à a0, a*, . . . , an toutes les 
valeurs entières, positives ou nulles, excepté 

a 0 = a i : = . . . = an= o. 

On peut même écrire 

(3) 7 = ^ - + - ^ ^ ^ - ^ ^ ^ - - - ^ 

OÙ 

a = a0-4- « i - h . . . - 4 - an , 

où*l'intégrale est prise le long d'une petite circonférence (&>) avec le 
centre dans le point o. 

Soit 6v = oa0, et 

/ ( 7 ) = ( ^ - w i ) ( ^ — w«) ••• (J —t0«-i)5 

/0(^) = 1, / 1 ( 7 ) = 7 , --M My)ssyp> •••> /«<7)=»7a 
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la série (3) peut alors représenter le développement de la racine de 
l'équation algébrique de degré n 

(4) T(7) = (7 —wo)(7 —w i ) ••• ( 7 ~ w « - i ) 
•4- «2?0 -4- xxy -h... -+- XpyP - 4 - . . . -4- xny

n = o , 

prenant la valeur co0 pour 

XQ s= 3?t = . . . = Xn === O, 

on a donc 

(5) 7 - «>o+ ^ Aa„a|, . , a»a#<* .. • J?*-, 

où 
( a - ! ) ! ( ^ ï ) a Ç-jî(f{y)y 

aolo^! . . . a„! 27t« J(ft>o) (7*—w0)« 

et 
a = a0 -4- at -f-... -4- a„, [i == ax -4- 2 a2 -4-. . . -h fi «n. 

A « . a., ,0^.== —r-—; ; r - f -, r r uy 

L'équation (4) peut s'écrire ainsi 

Y ( 7 ) = (««-4- # n ) 7 1 - + - ( a « _ ! - 4 - 4?„_j ) j « - i - + - . . .-f- a 0 -4- 3* 0 = o , 

équation obtenue par des translations des coefficients ar de 
l'équation 

(6) 0 ( 7 ) = = ^ ^ - ^ ^ ^ 7 ^ ^ - + - . . . - + - 0 0 = ( 7 - - ^ 0 ) ( 7 - ^ 1 ) . . . ( 7 - ^ - - 1 ) - 0 -

L'équation 6(7) = o est l'équation initiale et la y(7) — o l'équa­
tion transformée et w0 racine simple de 6(7) = o. C'est précisément 
dans celte forme que Capelli [13, (b), (c), (d)] a considéré le déve­
loppement de la racine 7 de l'équation (4) prenant la valeur &>0 pour 

XQ= Xi = .. .=• xn= o 

En particulier, en posant 

(7) *(«,P) = f yHHy))~*<*r, 

Capelli a trouvé, par une voie élémentaire, la relation 

n 

(8) ]£(;3 + l - r ( a - i ) ) « , . K a , P + r) = o, [13, (c)]. 
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Le développement de la puissance y^ d'une racine est donné par la 
série 

(9) 7t*=to£-4-[i ^ A«t,a1,...,aBa?J^;*...ar«», 

OÙ 
I ( — i ) a ( a _ _ I ) f 

6 2 JC i aô ! ai ! . . . an ! T v ' k l " 

a = a0-+-^-+-. . .-+- oin, ^ = a t-4- 2a2-+-. . . + n a f t . 

Nous pouvons naturellement retrouver la série (21) de Mellin rap­
portée au n° 20. 

En effet, si 
<K7)=7*- i , 

on a 

r ^ I + u Y («—I). {Zllr f y$+y.-l ( y «— l)-« dy O&X** . . . #*", 
y r —J a0! a i ! . . . an! 2«« J ; / ° 1 n ' 

/ f t - 4 - f l \ 

— . f r?4"^""1 ( yn —• 0~a dy = - ( ;i 1 

et, par conséquent, 

, x P-X? ( —i)a(a — i)! / ^ ± J Î —A 

a>o \ a — I / 

La série (5) pour l'équation (8) du n° 20 : 

yn -4- Xiyni -+- œ^y11* - 4 - . . . 4 - xpy
np —1 = 0, 

peut prendre effectivement la forme (21) du n° 20 (ici xr=pnt)$ 

(12) 7^=1-4-ji V t z i l - 2 A a i ,o t t , . . . ,aF^^ï». . .^ 
jfc = i a1-f-aa-f-...-f-ap = * 

OÙ 
k-i 

I I (fx -+- /ii a t -t- /i2«2-+-• • - -*- /̂»<*/» — # & ) 

OU 

(10) 

A « i . « ! « p = «j ! a 2 ! . . . 0Lp ! 

On peut représenter les coefficients de cette série par la fonction F 
et cTest pour cela que Mellin a donné des conditions suffisantes de 
convergence de la série par la formule de Stirling. 
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Pour des séries de Lagrange générales, c'est-à-dire pour des équa­
tions analytiques, nous avons donné des conditions suffisantes de 
convergence; pour des équations algébriques ces conditions ont été 
données par Capelli [13, (c)]. En effet, soit l'équation (ï) : 

(7 — 0)0)/(7) -+- #o/o(7) -+-' • • + Xnfn(y) = O, 

où f(y) sont des séries entières convergentes dans un cercle commun 
qui contient w0. Posons ( 7 — ^ 0 ) / ( 7 ) = g(y) e t 

V(7) = ^0/0 (y) -4- Xi / ( 7 ) -4- . . . -4- xnfn(y), 

nous avons 

(-Qa 

/(^o) 
' = » • + 2 (

2T7?i, V(yYg{y)-«dy. 

Si F est la valeur minimum de \g(y)\ sur la circonférence (&)o) et 
F r ( r = o, 1, . . . , n) la valeur maximum des \fr(y) | sur la circonfé­
rence (<*>o), la série est convergente pour 

W = | xQ\ Fo-h | # i | F t-*-. . .-4- | xn\ F w < F. 

Si p est le rayon de la circonférence (wo), on a 
F 

| 7 — o ) 0 | ^ p l o g -

cette formule montre la continuité d e 7 en fonction de x0, Xi, ..., xfi* 
Si par X nous indiquons le maximum des xl• (i = o, 1, . . . , /i), nous 
savons que la série est absolument convergente pour 

03) \xt\<X<-^—. 

/ = 1 

Cette limitation est très satisfaisante, Belardinelli [5 , ( / ) , p. 756], 
Nous devons remarquer, en outre, qu'il y a des études récentes sur 

la validité du développement classique de Lagrange par Chazy [17], 
Valiron [66], et d'autres. 

22. Série d© Capelli. — Capelli [13, (e)] a étudié le cas d'une 
équation algébrique initiale 

0 (7) = any
n -4- an^-iyn-~i -4-...-4- axy -4- «& = o 
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et de l'équation transformée 

Y ( 7 ) = ( a«-+- &n)yn + ( « » - 1 •+• ^ - 1 ) 7 ^ -4-. . .-4- ( « ! -+ - # 1 ) 7 4 - «o-*- ^0 = O, 

pour donner les expressions des coefficients des séries de Lagrange, 
représentant les racines de y(7) = oen fonction des coefficients de 
l'équation initiale 8 (7) = o. 

Dans la série (5) au n° 21 en posant 

«>.«, «.= ^ f rHHr))-*dy, 

Capelli obtient 

A < X 

où la sommation est effectuée en donnant à À0, X4, . . . , Xn toutes les 
valeurs entières positives ou nulles des 1Q, X4, . . . , Xri avec la condi­
tion 

X = X0 -4- Xi - h . . . -4- l n < a, 

c'est-à-dire en fonction des coefficients a0, a4, . . . . an , où 

('0 8 ^ ) , , , , , ^ = ( - 1 ) ^ " 
( 9 '(<o0))*+-* 

/ p - h {i \ / a + " ^ — I \ / 2 a — I \ i 
x \ a + X - i / \ X — 1 / \ a _ X — i / X * 

avec 
p == aj -4- 2 a2 - 4 - . . . -4- n an 

et 
| i = Xj 4 - 2 X2 - 4 - , . . -4- n Xn . 

Ces séries de Capelli d'une racine d'équation algébrique, où les coef­
ficients sont représentés sous une forme polynomiale de a», a i , .... «« 
a permis à Capelli [13, ( / ) ] de donner un complément très 
intéressant au théorème de Eisenstein-Heine. 

En effet, soit la série 

7 = 2 M^»'• •'^ ^ *f ' ' ï f̂% 

dont M ^ ^ p,v sont des nombres rationnels, le développement d'une 
fonction algébrique 

/ 0 7 ^ - 4 - ^ 7 ^ - 1 - 4 - . . . - 4 - / ^ , 7 - + - / ^ = 0 , 
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dans laquelle/o5 / i , . . . , / n sont les polynômes 

/'= 2 a*î.*„. . ^ ^ ^ - - - ^ (* = o, i, ,..,/i), 

où aa,,ai,...,a, s o n t des nombres rationnels, ( a ^ > 0 = an^). 

Dans ces séries à coefficients rationnels, racines de cette équation 
algébrique, les dénominateurs des coefficients ne peuvent contenir 
qu'un nombre fini de facteurs premiers; Heine [32, (a), (£)], 
Hermite [33, (c)]. 

Capelli peut alors préciser les facteurs premiers qui se trouvent 
effectivement dans les dénominateurs. Il démontre le théorème 
[13, ( / ) , p. i6a] : 

Dans les dénominateurs des infinis coefficients M ^ ^ #olJLv peut 
se présenter seulement un nombre fini de facteurs premiers dis­
tincts, et précisément peuvent se présenter seulement les facteurs 
premiers diviseurs de ai. Un coefficient quelconque M^}^2) v̂ est 
de la forme 

* W . . — t*v - a 2 ^ i + h + . . . + N - l ' 

où jn a M sont des nombres entiers. 

23. Propriété des coefficients. — Nous avons considéré particu­
lièrement dans le développement de Lagrange le coefficient de la 
série (5), n° 21, racine d'une équation algébrique et précisément 
l'intégrale (7), n° 21, Belardinelli [5, (a), (d)]. 

Si nous envisageons la correspondance fonctionnelle entre les 
coefficients de l'équation algébrique et les racines, correspondance 
qui est notre inconnue, nous trouvons que les coefficients de la série 
de Lagrange présentent un aspect simple invariable dans cette cor­
respondance fonctionnelle. 

En effet, si nous posons 

¥n=y(y — <*>!>... (7 — Û>„-0 

et 

P/r 7 y — ^i 7 — w « - i 
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nous avons 
(ï) A / = P / î / ' - + - P n _ 1 / = o 

et 
f=*y$(y-- wi)~a - - - ( 7 - <%~-i)-a-

Alors l'intégrale 

" (Wo) 

considérée en fonction de co0, sera intégrale d'une équation diffé­
rentielle transformée de Pochhammer d'ordre n (voir au n° 7). 

Nous savons alors que les coefficients des séries de Lagrange pour 
une équation algébrique sont des fonctions particulières rationnelles 
hypergéométriques de Pochhammer d'ordre n si n est le degré de 
l'équation algébrique (voir Belardinelli [5, («)])• 

21. Théorème de Birkeland. — Si l'équation initiale est 

®(y) = yn—1 = °3 

i 
i / • 1 

nous avons 

TTM*, P) = i ( n 

ITZI n \ 

(voir la formule ( io) au n° 21). 

Birkeland a décomposé [7, (a), (c), (e), (g)] la série multiple ( n ) 
du n° 21, qui représente la puissance fi des racines d'une équation 
algébrique dans la somme des autres séries multiples en général nh 

si n est le degré de l'équation algébrique et si k est le nombre des 
variables. Il pose (voir [3, p. 400]> v°ir [&, (d)]), 

p = aî -+- i a% - + - . . . -4- n aw, a = a0 -4- a4 - 4 - . . , -4- an 

et la série (ï ï) , au n° 21, peut s'ordonner ainsi (fi arbitraire) 

r0>ri, . . . , r n m&,mi,...,mn 

OÙ 

_ ( q - l ) ! ( - l ) « / *L±Jf - i 
^"/«ô, mt». ,.,mn — : ; r~ 1 ri 
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où la première sommation est étendue à toutes les valeurs 

r j = o, i, . . . , n — i (i = o, i , . . . , n) 

et la seconde à toutes les valeurs mQ, mi, . . . , mn entières, positives 
ou nulles, excepté a0 = «i = . . .= an=7z o. 

Posons 

00 2 ^o,^,...,mM?^?^...?;^=F /0J,,,.,.,^(10, li, ..., S*); 

Birkeland a énoncé le théorème : 

Les rapports 

( 2 ) 1 ^ = = ^ — ' (p = o , i , . . . , n ) 
M p <sm0, mu . . , , m«, ., mn 

so/^ des fonctions rationnelles de m0, mi, .. ., mft, tes dénomi­
nateurs et les numérateurs sont de degré fixe n. 

Les séries Fro,ri,...>/|f(!;o, £i, . . . , In) sont donc des séries hyper­
géométriques de plusieurs variables selon la définition de Horn, 
etc. (voir aux nos 14 et 15). 

Nous pouvons même préciser que ces séries F /0 ) / I J .,,w(£o, £1» • ••? £*) 
sont des séries hypergéométriques d'ordre supérieur de plusieurs 
variables parce que le numérateur et le dénominateur des rapports 
se décomposent dans le produit de facteurs linéaires dont les coef­
ficients des variables m0, m±, . . ., mn sont des nombres entiers. 

En effet, nous avons 
k—p k — <] 

\J(P + H •+• *<J> - *))J1(P + H - *<« + * - 1)) 
(3) Mfi « LzilT *=i *=* , 

N,, /i r e ( a ^ + i ) ( a / , + 2 ) , . ( s / > + « ) 

(p-+-q = n); 

pour/> = 0 (q= n), au numérateur nous avons 
*=« 
J J ( P + j * - n ( a H - * - i ) ) 
k—i 

et pour q = o(pz= n), au numérateur nous avons 

JJ(P + ,!-•-*(»- *)). 
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Les séries F,0>ri>..orB(£o, £i, . . ., £w) sont donc des séries hypergéo­
métriques d'ordre supérieur de plusieurs variables dont nous avons 
parlé au n° 15 de la première partie et qu'on pourra appeler, par 
analogie, d'ordre n — ï et complètes, c'est-à-dire de classe o. On peut 
môme former les systèmes d'équations différentielles par la méthode 
de Rampé de Fériet, qui a fait une étude profonde dans le cas que 
nous avons rappelé au n° 15. 

Les puissances des racines des équations algébriques générales 
sont donc des sommes de ces fonctions hypergéométriques d'ordre 
supérieur de plusieurs variables. 

Par conséquent, les fonctions rationnelles entières des racines 
d'une équation algébrique de degré n sont même des sommes des 
fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur de plusieurs variables 
d'ordre ra — i et complètes, c'est'à-dire de classe o. 

Mayr [50] a récemment étudié la résolution des systèmes des 
équations algébriques par les fonctions hypergéométriques. 

Pour l'équation trinôme, nous savons que les séries racines sont 
des séries entières d'une variable, et se décomposent, dans la 
somme de n fonctions hypergéométriques de Goursat. Considérons 
donc l'équation 

yn -h xyP — i==o 

dont nous avons les développements de Mellin 

r / f*-+-P« \ 
(4) (r(x))V<= l i V (—i)a ^ - L ^a 

a=o r ( a - 4 - l ) N 1-4- r * j 

formule (i3) au n° 19, et la série obtenue par le développement de 
Lagrange 

(5) {f{x))v^i+^tL±l — 1 Us 

« = i \ « — i / 

formule ( n ) au n° 21. 
On peut constater immédiatement l'identité des deux séries. 
On obtient donc, (mn + r > o ) , 

(7(^))^==1-4- ^ 2 y£dcm*+rx'"»+>9 

r = 0 m = 0 
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posons xn=:£, et 

Fr(î) = 2 Cmn+rX»™ = 2 <W+r Ç"S 

nous avons 

0'(*))II = I - H £ 2 * , F ' ( Ç ) ' 
7 = 0 

OÙ 

* = i _ _ _ _ . 
( a - h l ) ( a - 4 - 2 ) . . . ( a - + - / i ) 

Ces rapports peuvent s'écrire, (p -f- q=zn)1 

1 =zp — l v = q — l 
j i — nv' 

(6) c '»^'»-" . ( - i ) » f a V " '_J^ 
cmn-¥r 

nHi^m n qn 
i = 0 i —0 

m H 

r r -4- 1 n —1\ t / i - + - i \ / / i - + - r \ 

avec 
{ — l)PpPq<ï 

c = ^ f ? (r = 0 , 1, . . . , » —1). 

Si nous posons 
(~l)PpPq<ï r__4 

il en résulte que nous pouvons écrire (voir nQ 6) 

M*; 
/ t u . r \i-hn(p—i) / f*. r fjt — n(q — i) 

^ j n pn n pn n qn n qn^ 
~* 1 r -4- i r H - 2 n — i n -+-1 n -4- r 

\ 
_*-— , , . . . , , , . , , 
n n n n m 

où c 0 = i et r, (r = ï, 2, . . ., n— 1) sont déterminés. 
Nous avons alors pour ces séries la représentation par des inté­

grales multiples et par des intégrales définies à limites imaginaires, 
comme nous l'avons exposé aux nos 4, 6, 7 pour les fonctions com­
plètes. Les fonctions F, (t) sont précisément des fonctions hyper­
géométriques de Goursat d'ordre n — ï, complètes, c'est-à-dire de 
classe o. 
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Nous pouvons ainsi représenter la solution principale de l'équation 
trinôme dans tout le plan une fois qu'on y a tracé comme coupure le 
segment ( + ï, oo) de l'axe réel positif. 

On peut déduire de cette solution les autres racines comme nous 
avons dit au n° 19. 

On peut naturellement prendre d'autres équations pour point de 
départ et au moyen de la formule générale (3) au n° 21, on peut 
trouver les dé\eloppements relatifs. Ainsi, Birkeland [7, (g)] 
a considéré l'équation générale 

yr — ys+ Xlynt -+....-+. Xpy
n

P, 

où ni, 7 2̂, . . . , np sont des nombres entiers même plus grands de 
r^> s, r et s entiers positifs. 

Alors 
7>-> = i .+.7-^(^7^-+. xiyn*-i-- •. + - w M » 

et dans l'équation générale, 

(7 - *>)/(7) •+• ^0/0(7) •+•- -+-œpfp(y) = o3 

nous avons alors 

(7 — c 0 ) / ( 7 ) = 7 ' — h fo =—yn*-s, . . . , JP(y)=—y"p-^ 

et il obtient les r-s séries pour les racines. 11 détermine aussi les 
M degrés des numérateurs et des dénominateurs des rapports ^ dans 

f 
les différents cas qui peuvent se présenter. Et il fait l'application 
à l'équation trinôme et, en particulier, à l'équation du cinquième 
degré. 

25. Relations entre les coefficients. — On peut approfondir 
davantage l'étude des propriétés des séries de Lagrange dont nous 
venons de pa/ler. 

Les coefficients des séries sont formés par les intégrales 

(1) +(«, P )= f yHHy))~*dy, 

pour lesquelles Capelli a déterminé la relation, formule (8), n° 21, 
n 

(2) ^ ( p - + - i — r ( a — i))ar^{ot, jâ -4- r) = 0 



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 5% 

en rapport avec l'équation algébrique initiale 

(3) 0 ( 7 ) = ^ 7 ^ - + - ^ - 4 7 ^ - 1 - + - . . . - 4 - ^ 1 7 - + - ^ 0 = 0 . 

La propriété démontrée, pour ces intégrales (i) , au n° 23, permet 
de retrouver cette relation et même la propriété découverte par 
Birkeland (voir Belardinelli [5, (m)]). En intégrant par parties la 
fonction hypergéométrique générale de Pochhammer 

f (y- ai)h-~i (7 — a2)h-i... (7 - an)*>n-i (7 — a?)*"1 dy, 

on peut obtenir en rapport à chacun des b\,b^, . . . , bn, considérés 
comme paramètres, des relations récurrentes linéaires. 

Cette propriété générale peut être démontrée de façon analogue 
au cas particulier suivant. 

En effet, si nous appliquons à l'intégrale 

(4) <K«, p4-r) = f yrty${§ty))-*)dy=: f y-g{y)dy, ( r ^ o ) , 

l'intégration par parties, nous avons 

(5) *(«> £ + 0 = 7 - 7 f yMg'(y)dy 

et tout de suite, de l'équation différentielle [5, (m)] 

(6) yHy) ê'(y) - (P Hy) - *y*'(y))e(y) = o, 

par application de l'intégrale de Pochhammer, on obtient la relation 

a0(p-*-O<Ka> P ) + . . . 4 - f l r ( P 4 - i - r ( a - i ) ) t K a , (3-4-r)-4-... 

+ a „ ( p + i ~ « ( a - i ) ) ^ ( a , j3 -4- /i) = o 

donnée par Capelli. 
Nous appelons (R) cette relation entre n -h 1 intégrales dépen­

dantes du même <x, c'est-à-dire relatives aux monômes x\*x\x. . . x*n de 
la même puissance 

a = a0 -4-»a! -4-...-4- a„. 

Dans les intégrales, l'exposant (3 représente le poids du monôme 
x^x*1... a?"*, c'est-à-dire 

P = «!-+- 2« Î -+ - . ..-H ^ ¾ . 
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Nous pouvons écrire immédiatement une autre relation. Considérons 
l'intégrale $(a, (3), intégrant par parties (j3 ^ — ï), on a 

^ P ) = ÔTT f y^HHyr^Viy^dy 

et, par conséquent, 
n 

(?) ( P + 1 ) ^ , ^ ) = 2 ^ ^ + ( - + 1, P + r), 

relation que nous appelons (Ri) . 

Cette dernière relation (R4) pose une liaison entre l'intégrale 
^(oc, (3) et les intégrales relatives à a + ï. Précisément : 

Dans le développement en série de Lagrange d'une racine d'une 
équation algébrique de degré n, les intégrales ^(<x, (3), avec 
lesquelles sont formés les coefficients, sont des fonctions parti­
culières rationnelles hypergéométriques de Pochhammer, qui 
vérifient les deux relations suivantes : 

n 

(R), (8) ^ar(? + 1 - ^ - 0 ) + ( ^ . P + r ) = ° , 

n 

(Ri), (9) 2raar«Ka + i,p + r) = (P+!)+(«,?). 

Pour une équation initiale binôme, comme dans le cas de Mellin et 
Birkeland, 

0(7) = 7 » - 1 , 

nous avons les deux relations 

(R) (P-*"I)*(«, ?) — (?-+-! —/»(« — !))+(*, ?-+-*)=0, 
(Ri) (?•+-!)+(«, P)-oc^^(a-4-l, p-4-/i) = 0. 

On a tout de suite, dans ce cas, par ces deux relations (R) et (Ri) , 
que les rapports 

— ^ (p^o,h . . . ,*> 

sont des fonctions rationnelles. 



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 6 l 

Les séries sont pour cela des sommes des séries hypergéométriques 
d'ordre supérieur de plusieurs variables (Belardinelli [5, (m)]), 
résultat obtenu par une autre voie par Birkeland, n° 24 [7, (e)]. 
Les relations (R) et (Ri) sont donc bien des équations essentielles. 
La première (R) est une propriété qu'on peut dire locale, elle est 
relative au degré a, l'ensemble des deux relations (R) et (Ri) donne 
une liaison générale entre tous les coefficients de la série. 

Les séries correspondantes aux racines de l'équation (4) au n° 21 
peuvent être considérées comme la continuation analytique des 
séries (i ï) au n° 21 obtenues d'une équation initiale binôme. 

La série de Lagrange d'une racine d'une équation algébrique est 
ainsi complètement déterminée par les fonctions hypergéométriques 
de Pochhammer et par les fonctions hypergéométriques d'ordre 
supérieur de plusieurs variables. 
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