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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
DE PLUSIEURS VARIABLES

ET

RESOLUTION ANALYTIQUE
DES EQUATIONS ALGEBRIQUES GENERALES

Par M. Giuseppe BELARDINELLI.

INTRODUCTION.

Les problemes les plus importants de la théorie des équations
algébriques sont au nombre de deux : celui de la résolution numé-
rique et celui de la résolution analytique des équations algébriques;
ce sont précisément ceux qui se sont imposés les premiers aux
recherches des géometres.

Nous ne nous occuperons pas de la résolution numérique qui
comprend la séparation et le calcul numérique des racines, c’est-
a-dire la détermination des valeurs exactes ou approchées des racines
lorsque les coefficients des équations sont des nombres fixes donnés.
Nous parlerons, au contraire, de la résolution analytique des équations
algébriques.

11 faut préciser tout de suite que nous entendons par résolution
analytique, la recherche des expressions analytiques, en forme finie
ou non, des racines en fonction des coefficients de I'équation,
considérés comme variables indépendantes. Ce fascicule est préci-
sément consacré a la résolution analytique des équations algébriques
générales par des séries procédant selon les puissances des coeffi-
cients, et par des intégrales multiples.
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Nous donnerons en abrégé le développement historique de la
résolution des équations algébriques.

La solution de ce probleme a été donnée d’abord pour les premiers
degrés, pour les équations du troisitme et du quatriéme degré, par
des géometres italiens du xvi° sidcle : Scipione dal Ferro [22],
Tartaglia [62], Cardano [14], Ferrari [21] : la formule qui représente
les trois racines de I'équation du troisieme degré est ordinairement
appelée formule de Cardan. 11 y a eu par la suite des recherches
pour quelques classes d’équations algébriques qui ont des relations
déterminées entre les racines.

On essaya de résoudre une équation algébrique générale par des
radicaux et des fonctions circulaires et hyperboliques, mais ces
efforts furent naturellement insuffisants.

La détermination des racines par un nombre fini de radicaux qui
portent sur les coefficients de I'équation est exactement appelée
résolution algébrique.

Nous ne voulons pas exposer ici les belles recherches sur 'impos-
sibilité de la résolution par radicaux des équations algébriques
générales au-dela du quatriéme degré, dues & Abel [1], Ruffini [59],
ou parler de la découverte de Galois [23], du groupe d’une équation
algébrique, recherches qui furent poursuivies par Betti [6, (4)],
Jordan [39], car ce fascicule est dédié a la résolution analytique des
équations tout a fait générales. Aprés la démonstration de 'impossi-
bilité dont on vient de parler, et ladécouverte des fonctions elliptiques,
et hyperelliptiques d’autres savants abordérent le probléme au moyen
de ces fonctions. Hermite [33], Betti [6, (a)], Brioschi [11],
Kronecker [43] donnérent la résolution de 'équation du cinquidme
degré parles fonctions elliptiques; Brioschi [11, (e), (f), (g); voir 49]
celle de’équation du sixieme degré, Betti [6, (a)] et Lindemann [47]
celle des équations de degré » par des fonctions trascendantes
liées aux fonctions hyperelliptiques. Dans ces recherches qui se
sont déroulées pendant la seconde moitié du siecle dernier, le mot
résolution n’a pas la méme signification lorsque, par exemple, on dit
résolution par radicaux. Ces résolutions analytiques dépendent de
variables auxiliaires particuliéres et différentes et ne donnent pas
Iintime nature de la dépendance des racines en fonction des
coefficients de I'équation donnée. Pour cela, et étant donné le but



FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES. 3

de ce fascicule, nous ne pouvons guere parler ici de ces importantes
recherches.

Nous ne nous occuperons pas non plus des profondes études de
Klein sur la réduction des équations algébriques a certaines équa-
tions normales : en ce sens il a obtenu la réduction de I'équation du
cinquiéme degré a sa forme la plus simple par P'introduction de
I'équation de I'icosaddre. Dans les conférences de Chicago (1898)
sur les mathémathiques, et précisément dans la IX°® Conférence : De
la résolution des équations algébriques de degré supérieur,
Klein [42, (b)] dit que par résolution d’une équation, on entendra
sa réduction & certaines équations algébriques normales. Dans
plusieurs publications il a considéré une généralisation qui embrasse
la résolution dans ce sens des équations de dégré supérieur [42]. Ces
recherches trés profondes de Klein sont loin de notre point de vue,
qui est placé dans la théorie des fonctions et précisément de la
détermination de la nature analytique de la dépendance explicite
entre les coefficients variables indépendants et les racines corres-
pondantes.

La découverte des fonctions hypergéométriques de plusieurs
variables et celle de I'inversion des intégrales définies ont permis de
donner une réponse simple au probléme de la résolution dans le sens
que nous employons et précisément par des séries hypergéométriques
et par des intégrales hypergéométriques multiples.

Apres les recherches de Riemann (1857) [58] la notion de
fonction hypergéométrique d’une variable se précise et nous avons
eu les recherches de Pochhammer (1870) [56] sur les fonctions
hypergéométriques d’ordre supérieur d'une variable, de Goursat
(1883) [29], de Pincherle (1888) [55], de Mellin (1893) [51], sur les
Jfonctions hypergéométriques généralisées d’une variable.

La découverte des fonctions lypergéoméiriques de plusieurs
variables par Appell (1880) [2], Picard (1881) [54], Horn (1889) [37],
Lauricella (1893) [46], Mellin (1896) [51], Kampé de Fériet
(1921) [40] a donné la solution du probleme.

La résolution d’une équation algébrique générale de degré n a été
obtenue en deux formes analytiques et précisément par un systéme
hypergéométrique de n équations linéaires aux dérivées partielles
vérifié par les racines représentées par des intégrales multiples
hypergéométriques, Mellin (1915) [51, (»), (0)], ou bien par des
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séries multiples de Lagrange ou les coefficients sont des parti-
culieres fonctions hypergéométriques de Pochhammer d’ordre n
[voir 5, (a)]. Indépendamment de cette propriété des coefficients
et par une voie élémentaire, Birkeland (1920) [7] a donné ce
résultat intéressant : « les séries, racines d’une équation algébrique
peuvent s’exprimer par des sommes de séries hypergéométriques
générales de plusieurs variables ». Ce résultat et d’autres pro-
priétés de la méme sorte peuvent étre obtenus de la propriété
des coefficients énoncée plus haut. Par conséquent, la résolution
analytique est complétement déterminée par les fonctions hypergéo-
métriques.

Dans la V¢ Conférence de Chicago : La théorie des fonctionset la
géométrie, Klein [42, (b)] dit: « Apres les fonctions transcendantes
élémentaires on regarde habituellement les fonctions elliptiques
comme les plus importantes. Il existe cependant une autre classe
de fonctions pour lesquelles on peut réclamer une importance au
moins égale & cause de leurs nombreuses applications en astronomie
et en physique-mathématique. Ce sont les fonctions hypergéo-
métrigues. ... » Cette importance est aujourd’hui non seulement
completement justifiée mais augmentée, car nous pouvons ajouter
que les intégrales multiples hypergéométriques de Mellin, les fonc-
tions hypergéométriques de Pochhammer et les fonctions hypergéo-
métriques d’ordre supérieur de plusieurs variables, permettent de
représenter les racines des équations algébriques.

Nous devons remarquer que les résultats que nous exposons dans
ce fascicule sont simples et presque élémentaires par rapport aux
grandes découvertes que nous avons d’abord rappelées : d’autre
recherches seraient en effet nécessaires sur ce sujet.

Nous avons néanmoins la hardiesse d’espérer que ce Mémorial
servira & montrer encore davantage le role important que jouent les
fonctions hypergéométriques dans la théorie des fonctions.

Dans la premiére partie de ce fascicule nous donnerons sur les
fonctions hypergéométriques des renseignements qui seront néces-
saires pour la deuxiéme partie ot nous parlerons, en particulier, de
la résolution analytique des équations algébriques générales par les
fonctions hypergéométriques.
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PREMIERE PARTIE.

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES.

CHAPITRE 1.

LA SERIE ET LA FONCTION DE Gauss.

1. Série de Gauss. — La série hypergéométrique de Gauss

N S () (B n)
) F(a,@,.,m—goa 22‘, TR
ou
(M n)y=a(k+1)... (A +n—1), (2, 0) =1,

dépend de trois paramétres «, 3, y et de la variable 2. C’est une
série enliére en z et aussi une série de polynomes d’interpolation de
Newton en a et 3, et encore une série de facultés en y. Ces quan-
tités «, 3, v, = sont réelles ou complexes; on ne doit exclure pour y
que les valeurs entitres et négatives; les deux éléments a et
jouent le méme réle. Pour déterminer le rayon de convergence on
forme le rapport d’un coefficient au précédent et 'on a

an+1__(tx+n)(ﬁ+n)_ a+f—y—1 1
“an  (1+n)(—+n) =i+ 7 +O<‘n‘g’>

et pour cela la série aura pour cercle de convergence (co) : |z | <1,
et le rayon de convergence de la série de Gauss est égal a 'unité.

On pourra prolonger analytiquement la série F(a, B, v, ),
convergente a l'intérieur de (co), au dehors de (¢o), prolongement
qu’on désigne par F (a, B, v, z).

Nous ne donnons ici que les renseignements nécessaires pour la
deuxieme partie et nous renvoyons pour d’autres détails au livre :
P. Appery et J. Kaurt ne Ferier, Fonctions hypergéométriques ...,
1926 [3] et au fascicule de Kampé de Fériet, cette collection,
fasc. LXXXV, 1937 [40, (»)].

Les expressions analytiques et P'équation différentielle qu’elle
vérifie, conduisent 4 déterminer les points singuliers et & définir une
fonction multiforme de la variable 2 dont les seuls points singuliers
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sont =0, z=1, £ =o[40, (n)]. Dans le fascicule de Kampé
de Fériet on trouvera expliqué en détail tout ce qui concerne
la fonction hypergéométrique d'une variable proprement dite,
c’est-a-dire la fonction & («, 3, v, z) de Gauss.

Le prolongement de F(a, B, v, ) sans franchir la coupure de
I'axe réel positif (4 1, o0) définit la branche principale qu’on désigne
Par ‘ﬁ(a1 ﬁ? Y’ x)'

2. Equation différentielle de Gauss. — La série hypergéométrique
de Gauss F(«, B, v, #) vérifie I'équation différentielle linéaire du
second ordre

(1) x(r—x)%+(y—(a+B+I)x)%-a@F=o,

qui posséde les points singuliers réguliers (au sens de Fuchs) : o, 1, o0
par rapport au point o on obtient deux séries vérifiant I'équation (1)
et précisément

F(o,B, 1, 2) et 2 TF(a+1—7,B+1—7,2—7, Z),

on obtient de méme par rapport au point 1 deux séries procédant
selon les puissances de 11—, convergentes a lintérieur du
cercle (£ —1|=1 et par rapport au point oo, deux séries procédant

. I . .
selon les puissances de - convergentes a 'extérieur du cercle [z|=1.

3. Intégrale hypergéométrique d’Euler. — Une fonctionnelle
importante de l'analyse est la fonctionnelle d’Euler, c’est-a-dire la
correspondance entre les fonctions f(z) et ¢ ()

0 fla) = fw 9 (t) (t — )0 dt,

avec des hypotheses sur la ligne (7) et les fonctions ¢ (¢).
Pour la fonction hypergéométrique de Gauss, on a I'expression
sous forme d’une intégrale définie

1
(2) .‘?(“) @» Y, @)= W%gmf uB"‘(I— u)‘{—ﬁ—i(l— uz)—*du
qui donne une représentation de cette fonction valable dans tout le

plan, lorsque R(y)>R(B)>o0 en y tracant la coupure de l'axe
réel positif (41, ).
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(Le symbole R(:) désigne la partie réelle de la quantité
complexe £ =&, + i£,).

On peut développer a l'intérieur du cercle || =1 l'intégrale en
série uniformément convergente et I'on trouvera la série de Gauss.

Nous avons le résultat général :

« L’intégrale définie d’Euler
h
f(=z) =f w =Y (u — 1)1—B—1 (u — 2)~* du,
&

ou g et k désignent 'une des quatre quantités o, 1, z, «, est une
intégrale particuliere de I'équation différentielle de Gauss. »

4. Intégrale de Pincherle, Mellin et Barnes. — Pincherle [53,
(d). (¥): vol. 1, p. 234] a donné une représentation de F par une
intégrale prise le long d'un contour complexe. Mellin dans les
Mémoires [51, (¢), p. 3; (f), p- 37; (n), p- 6] reconnait la priorité
de Pincherle pour cette représentation dans le cas d’une fonction
hypergéométrique d’une variable.

Nous devons rappeler ensuite les recherches de Pincherle pour les
fonctions hypergéométriques générales d’une variable et de Mellin
sur les fonctions hypergéométriques de plusieurs variables. Ici nous

écrivons seulement pour la fonction F la formule

1 T(y) T T (a4 5)T (R +s)

(1) F(a 8, m)—_—;,;‘im » TG s [(—s)(—x) ds.

Plus tard, Barnes [4, (b)] a donné cette formule qui est appelée
aujourd’hui formule de Barnes.

Pour la démonstration, voir le livre de Appell et Kampé de
Fériet [3, p. 12].

CHAPITRE II.

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES D’ORDRE SUPERIEUR D’UNE VARIABLE.

5. Fonctions hypergéométriques de Pochhammer. — Riemann
dans un Mémoire classique [88, p. 67], [B4, (¢) : t.'III, p. 291]
a défini la fonction hypergéométrique de Gauss par ses trois points
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critiques o, 1, o et les exposants relatifs a ceés points liés par une
relation adjointe.

Pochhammer [386, ()] a posé un probléeme analogue généralisant
Péquation différentielle de Gauss et considérant précisément
I'équation différentielle d’ordre » [3, p. 74, p. 136].

h—n

ard
W Puo) gt — |55
A—n+1 [
+ —

I

(.Z‘) -+ Pn—1(w)] dz ‘,,‘_q:

L (2) + Py ()| Gt +

()\ .(k——n—o—l)[

+ (= Lo(n—1)

2P (2) + P a) |4 =,
ou
Prz)=(z—a)(xz—as)...(x —ay),

Pn—i(x)—Pn(x)[ by | _ b by ]

“+... .+
— ay T — Qa; X — Qpn

)

se réduisant & I'équation différentielle de Gauss pour

n =2, ay = 0, Ao =1,

bi=3+1—7, by=y—a, r=1—0

Tissot [64] et Hermite [33, (d) : t. III, p. 194 | aussi ont considéré
cette équation.

Pochhammer a montré que cette équation admet comme solution
la fonction

h
(2) np(x)=f (4 — @Yo — ag)brt ... (u— an)ort (4 — 2N du,
g

ou g et h désignent deux des quantités ai, @ay .., An, ©, T. -
I a désigné cette fonction ¢(z) par

Qyy Qay oovy Apy &
(3) Hn<b17 b27 reey bn7 )‘>

et il a, en outre. donné plusieurs propriétés de ces importantes
fonctions, fonctions qui sont fondamentales encore aujourd’hui.
(voir, par exemple, les recherches de Erdélyi [19 (c)] el de
Hofinger [36]). Nous rappelerons au n° 7 une classe générale de
fonctions hypergéométriques de Pochhammer étudiée par Pincherle.
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6. Fonctions hypergéométriques de Goursat. — Un autre point de
vue qui généralise les considérations sur la fonction de Gauss, c’est
la considération de la série

@

) > caar,

n=0

ot le rapport de deux coefficients consécutifs est une fonction ration-
nelle quelconque de n

) ent1 _ P(n) (a1 +n) (aa+n)...(ap=+n)

cn  Q(r)  (Fi+n)@at+n)...Bg+n)(1+n)’

le dénominateur contient le facteur » + 1 qu’on peut toujours intro-
duire [3, p. 139] et la série sera

C N (e ) () (@ n)
) Y A ) (B ) By ) 5y )

faisant co=1, et 00 p Z ¢ + 1.

On peut alors former I'équation différentielle linéaire d’ordre ¢ + 1
vérifiée par la série (1) [3, p. 138 et 139].

Clausen méme [18] a envisagé ce second point de vue, et Mellin
aussi dans ses recherches (voir, par exemple, sa résolution de
Iéquation trinome [ 51, (m)].)

Cette équation différentielle prend la forme
{4)  (agr1+ by @) 2Tyl 0H) 4+ (a,+ bya) 271 y@) ...+ by y =0,

qui a les points singuliers : — a@g.4:b444, ©, 0. Mellin consideére
comme fonction hypergéométrique chaque solution de I'équation

(5) (Ag+Batr)t1 Y0+ (A +By1 )21 y 0= - (Ag+ Bty =0
qui peut prendre la forme (4) par la substitution ¢"= 2. Une fonc-
tion définie par la série (1) et par son prolongement analytique est

appelée fonction hypergéométrigue de Goursat, d'ordre gq
[29, (a), (&), (c)] et elle est désignée par

F<oc1, Oay weny a”x)-
Biv 327 ey Bq

P=q+I1

Fonction compleéte si

etsi p < q-+1,de classe
6 =¢qg-+1—p.
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Par exemple, pour ¢ =1, on a la fonction de Gauss, comme fonc-
tion complate

F(a,B,v,2)=F (“’st),
et la fonction de Kummer

G(a, ¥, 2) =F(ax) . (a0, ) an

17) T (v, n) (1, n)
n=0

comme fonction de classe 1, et la fonction de Bessel

o n
o =F(2)=Xmmam
comme fonction de classe 2.

Toutes les fonctions d’ordre g et de classe § peuvent se déduire par
passage a la limite : on dit par confluence, d'une fonction complete
d’ordre ¢; et les propriétés d’une fonction de classe  se déduisent
ainsi de celles des fonctions completes d’ordre ¢, [3, p. 141].

Naturellement une fonction complete d’ordre ¢ est alors repré-
sentée par l'intégrale ¢g-"r'°

) 5(?’ day ey Agra x)

1y P2 "'7pll

=</

1 1
.o .f ui‘t"‘i([ J— ui)gt—“:—‘ e
0
> w1 — u,,)57~°‘q—1 (I—wiuy. .. ug2)*eridu,. . . dug,

= P(BOT(B)..-T(By) ’
r(“l)l‘(&—-w)...I‘(aq)r(gq_aq)

fonction uniforme dans tout le plan dés qu'on y a tracé comme cou-
pure le segment (41, ) de I'axe réel positif.

Ainsi avons-nous la formule généralisée

o (G5 )
_T(By)...T(By) —_I__f—HwF(a1+s)...l‘(aq+1+s)
T(ay)...T(ags) 2n8J_,  T(Bi~+s)...L(Bg+9)

F(—s) (—2)*ds,

ou le chemin d'intégration se compose de Paxe des quantités
purement imaginaires depuis — fo jusqu'd 4 7o et de lacets
combinés de manieére a laisser a sa gauche les poles de I'(ay+s),
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[(aa+s), ..., T'(aga+s) et a sa droite les poles de
I'(—s):0, 1, ...y, 0, .... (voir Norlund [52]; voir [3, p. 142]).

7. Recherches de Pincherle. — Nous avons parlé de la fonction-
nelle d’Euler

fuwiéwnu—xww

qui peut représenter la fonction hypergéométrique de Gauss et
de Pochhammer.

Pincherle, pour la premiere fois [55, (a), (&), (h), (¥) :
vol. I, p. 53], a considéré un opérateur de la forme

® ﬂ@ﬁﬁM%wﬂﬂW,

entre les classes des fonctions ¢(y) et f(z); il a appelé cette opéra-
tion « operazione funzionale » et A(z, y) fonction caractéristique
(depuis : noyau, Kern).

Précisément, Pochhammer [56] dans ses travaux sur la généralisa-
tion des équations hypergéométriques, a considéré la fonctionnelle out
A(z, y) = (y — x)*1. Dans ce cas, si la fonctionnelle est appliquée
a une fonction qui est une intégrale de 'équation différentielle linéaire
réguliere au sens de Fuchs

(2) Ap =Proltl+Ppyoln—t 4. . +Pyp =0

a des coefficients polynomes, la fonction obtenue est une intégrale
d’une équation différentielle linéaire transformée de I'équation (2).
[55, (e), (£) : vol. 1, p. 254 ].

Si I'équation (2) est du premier ordre on a alors une équation
différentielle qu’'on peut nommer transformée de Pochhammer (voir
Pincherle [55, (c), (d), (e), ([f), (Z) : vol. I, p. 263 et 332]).

La méme fonctionnelle d’Euler appliquée a la fonction hypergéo-
métrique de Goursat d’ordre ¢ —1 permet de représenter la fonction
de Goursat d’ordre ¢ et, par conséquent, on obtient l'intégration
de D'équation hypergéométrique de Goursat par des intégrales
multiples, (voir Pochhammer [36], Pincherle [55, (e), () : vol. I,
p- 263], Goursat |29, (a), (e)], [3, p. 142]).
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Pincherle a formé les équations transformées de Pochhammer par
deux opérations exécutées sur une forme différentielle du type (2),
opérations qu'il nomme D"A et S;A. Ces opérations sont définies par

(3) D*A = PPoin—kl. ..+ Pho,  (k=1,09, ..., n),
ou P, indique un polynome de degré r, et par

(4) SGA=A+GDA+<;)D2A+...+<:>D"A.
(voir Pincherle [55, (f), (¢) : vol. I, p. 328]).
Pincherle posant

(5) Yoy = [ 20 g

0 (t——- x)d’—t—i ?

avec des conditions pour (/), et ¢(¢), montre que si

Ap = o,
alors
SsAd =o.
Si A est
A= Pngp(")q- Pn——:?("—” =o,
Pr=(t—as)(t—as)...(t — ay)
et
Poy by by b,
TP,  t—a + t— as et (t—an)’
on a
— 1 ol (2)
(6) () = o(e—1)...(c—n-+1)J, (t—x)“"""‘“dt’
alors
(7) SsAY =0

est une équation différentielle transformée de Pochhammer et ¢ sera
une fonction hypergéométrique d'ordre supérieur de Pochhammer.

Pincherle a méme établi une correspondance entre les fonctions
hypergéométriques de Pochhammer et les fonctions hypergéome-
triques de Goursat el leurs propriétés, c’est-a-dire entre les deux
généralisations de la fonction de Gauss. Cette correspondance a été
donnée, par une autre fonctionnelle classique, précisément par

Pintégrale de Laplace [55, (¢), (d), (¢) : vol. I, p. 223 ].

(8) (@)= | et §(¢t) dt)
0]
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et

(9) W) == [ /() da.

Par exemple, si f(x) est une intégrale d’une équation aux différences
finies du premier ordre dont les coefficients sont rationnels en z de
degré m, la (t) est une intégrale d’une équation différentielle
d’ordre m réductible a 'équation de Goursat.

Si ¢ (¢) est une intégrale d’'une équation différentielle du premier
ordre a coefficients rationnels en e~* de degré p, la f(z) est une inté-
grale d’une équation aux différences d’ordre p dont les coefficients
sont du premier degré : c’est une fonction de Pochhammer de chacun
des p parametres dont elle dépend.

Précisément, dans le cas

_P(z)
f(x-;—l)_—Q—(—;—)f(x),

ou P(z) et Q () sont des polynomes de degré m, il a alors obtenu
une équation différentielle transformée vérifiée par

O(t) = EiT‘f()‘)el‘f(x) dz,

flz)= [ etx¥(z)dt.
0
En particulier, si
P(z)=(2—p1)(2—p2)..-(z —pn),
et

Qz)=(z—o0y) (x— o'g)...(‘a:—c,,_.i),'

alors, avec des conditions pour a,

(10) v(ty= L [ eme L@ eI T(@ ). (@) g,

278, ;. ' —a )T (x—o0y)...I'(x—apny)

et §(t) est donnée par I'intégrale (10) a limites imaginaires dont nous
avons parlé au n° 4 qui exprime une remarquable formule d’inversion
d’une intégrale définie.

Dans le cas p =3 et un paramétre égal a I'unité, on retrouve la
fonction hypergéométrique a deux variables F,, d’Appell [2, (a), (5)]
dont nous parlerons dans la suite. On peut voir & ce sujet le Mémoire

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne 145, 2
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de Goursat [29, (e)] ou les fonctions représentées par des intégrales
définies contenant deux parametres arbitraires vérifient un systéme
d’équations linéaires aux dérivées partielles d’Appell et les intégrales
4 deux parametres arbitraires étudiées aussi par Picard [ 54, (a), (8)].

Garnier a aussi 6tudi¢ des systdmes d’équations aux dérivées
partielles de ce type, dont il a indiqué plusieurs propriétés inté-
ressantes [ 24].

CHAPITRE II1.

FoncrioNs HYPERGEOMETRIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES.

8. Les quatre séries hypergéométriques d’Appell. — Appell [2]
a généralisé la série de Gauss en considérant quatre séries de deux
variables

(1) Fi(a, B, 8, 15 2, ») =2(a, m+n) (B m) (f n)x”‘_}/",

(v, m=+n)(, m)(1, n)

. . _N(m+n)B ) n) .
(2) F‘Z(a) B’ @J Y Y .Z',_}/) "—Z(Y’ m) (YI7 n)(l, m) (I, n)x g

(3) F3(0(, a" B’ ﬁ', Y, Z, },) =2(“7 m) (OL, n) (P’ m)(ﬁlﬁ n).z'm_y",

(v; m+n) (1, m) (1, n)

, ' (¢, m+n) (B, m+ n) -
(4) Fi(q, 31 LY x:}’) =Z(Y; m) (Y/7 ) (1, m)(17 n)x Y

m,n

ou la sommation doit s’étendre a toutes les valeurs entiéres positives
ou nulles de m, n et le symbole (2, k) ou A désigne un nombre quel-
conque et £ un entier positif ou nul, signifie, comme nous avons
rappelé au n° 1,

T'(\+k)

5 0= =5

=AA+1)...(A+k—1); (N o)=1, (1,k)=k!
Les «, ', B, B/, v, Y sont considérés comme des parametres et z et y
comme des variables en analogie avec la série simple de Gauss.

Ces séries se réduisent naturellement, pour des particulieres
valeurs des parametres, a des développements bien connus, par
exemple :

(l—w)"ﬁ(l"'}’)‘”s'= Fl(“) 5, B’) oy &, J’),
(1—z—y)*=Fu(e, B, B, B, F, z, »),
I

log:_,;:—:}; =aFa(1, 1, §, 2, B, 2, ) +yFu(1, 8, 1, B, 2, 2, y).
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En ordonnant ces séries d’Appell par rapport 4 z, nous avons par
exemple, pour la fonction Fy,

(5) Filo B By 2y 0)= B B ™ g gy 4m, )am,

(v, m) (1, m)
m=0

dont les éléments sont des fonctions hypergéométriques de Gauss
de y.

En ordonnant ces séries d’Appell par rapport a y, nous avons,
par exemple, pour la fonction Fy,

(6) Fu(e, B, 8,71, 2, y)=n_o%’r%)')'%§,—)ni>)f;(“+n7 B v+ n, 2)ym,

ou les ¢léments sont des fonctions hypergéométriques de Gauss
de z. Ainsi pour les autres fonctions d’Appell : F,, F;, F,. Pour la
convergence de ces quatre séries, nous avons : F; convergent pour
|z|<1,|y]| <1 etdivergentsi|z|ou]y|est plus grand que I'unité;
F, convergent pour |z |+ |y | <1 et divergent pour |z |+ |y |>1;
F, convergent pour |z| <1, |y|<Cr et divergent si |z | ou |y | est
plus grand que I'unité; F, convergent pour ]\/;’l‘*']\/;’l <1. De
meéme que la série de Gauss a été prolongée en dehors du cercle de
convergence, de méme on peut prolonger les quatre séries doubles
hypergéométriques en dehors des cercles de convergence associés
et nous avons alors quatre fonctions hypergéométriques d’Appell de
deux variables. Pour ces fonctions, ainsi que pour les fonctions
hypergéométriques d’une variable, nous avons des expressions ana-
lytiques valables dans leurs domaines d’existence : nous donnons
tout de suite ces expressions.

9. Représentation des fonctions hypergéométriques d’Appeli par
des intégrales définies. — Pour représenter les fonctions hypergéo-
métriques dans tout leur domaine d’existence et non seulement dans
les cercles associés, nous avons pour les séries Fy, Fy, Fy des inté-
grales doubles, par exemple, pour F,

I‘(B)P(B,)FP((YY)‘—B” ) Fi(e, B, 8, 71, =, ¥)

® =vﬂ‘ uB—1p3—1(1— u — V)YB-B—1(1 — ux — vy)—*du dv,

U>0,¢>0,I—U—¢D0
) b
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et
R(B)>o0, R(P)>0, R(r—B—F)>0

et de méme pour les autres fonctions F,, F; [3, p. 28]. Il est inté-
ressant que Picard [54, ()] ait exprimé la fonction F; par une inté-
grale simple

(2) MI:I;—SY)—.——O‘—)FI(% p: {3’) Yy % }’)

=‘/ﬂ1 w1 (1 — u)¥—%=1(1 — uz)~B(1 — uy )—B'du,
R(a) >o, R(y—a)>o.

Pour avoir des expressions pour toutes les fonctions F,, F,, F,, F,
et valables dans des conditions plus larges, nous rappelons ici les
expressions des quatre fonctions hypergéométriques par des inté-
grales prises le long de contours complexes.

Ces expressions sont la généralisation de la formule de Barnes

pour les fonctions hypergéométriques d’une variable. On considere
la fonction

() Fils, 68,7, 5,9 = 3, 2 IR (v m, 8, 1+ m, p)am,

m=~0

lz| <1, |y[<1

et en exprimant les fonctions F qui figurent dans la série par la
formule

I (a)T(B) I TP (w4 s) T (B +s)
-—f‘_(—y)_F(a’ 1 2) = —— — e

ani) r(y+s) T(=s)(=a)ds,
on obtient aisément [(3), p. 40]

r +io /
B = o [ Rt by IOy

et 'on a la formule finale

(ﬁ) IMEF%BY—))E‘(E')‘Fi(“: g) B’J s x;.}’)

1 T et s ) T(B o s) T(F +8)
'“—4_7:'5/ f T(Y+s+1)

XT(—s$)L(—2t) (—ax)(—y)tdsdt.

—~1® —1lo
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On obtient des formules analogues pour F,, F;, F,. Ces formules
ont été condensées par Kampé de Fériet dans une expression
unique qui fait voir. le lien existant, entre les quatre fonctions

hypergéométriques d’Appell [2, (¢), p. 12; 3, p. 40].

10. Systémes d’équations aux dérivées partielles pour les fonctions
hypergéométriques d’Appell. — Les quatre fonctions d’Appell

satisfont a4 des systemes d’équations différentielles aux dérivées
partielles; on a :

— pour Fy,

- { 2(—a)r+ya—a)s+(y—(x+B+nz)p—Pyg—af z=o0,
ya=y)t+z(—=y)s+ (G —(e+F+0y)g—pzp—afz=o0;

— pour F,,

) {x(l_x)"'—x.}’s-i-('{—(W+B+I)‘Z‘)p—§yq-—a{3z=o,
ya=p)t—zys+ (' —(@+F+0y)g—Fap—afz=o;

— pour F;,
®) {m(l—x)r+ys+(y~—(a+{3+1)x)p—a§z = o,
ya—)t+zs+(y—(+B+10y)g—o B z=0;

— pour F,,

2(1—2)r—prt—22ys+(—(@+3+1)2)p—(2+B+1)yg—adz=o,
@ { ya—pt—artr—ezys+('—(@+p+1)y)g —(a+B+1)zp—afz=o;

ou p, ¢, r, s, t ont I'ordinaire signification.
Ces systémes sont de la forme

®) {r=a1(w,y)3+ae(w, yp+as(z, y)q + alax, y),
t=by(z, y)s+ b (2, y)p + bs(z, y)q + bu(2, y)

et 'on peut étendre & ces systémes un théoréme de Bouquet sur des
systémes d’équations aux différentielles totales. Nous renvoyons pour
la question d’existence et pour d’autres encore au livre [3, p. 45-65]
et au fascicule d’Appell [2, (¢), p- 12-17] et & I'intéressant Mémoire

tante question.
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Dans son Mémoire, Erdélyi prépare trés magistralement le terrain
pour édifier une théorie pour les systémes des équations différen-
tielles partielles, similaire a celle de Riemann et de Fuchs pour les
équations différentielles linéaires homogenes.

Comme l'équation différentielle de Gauss admet 24 intégrales,
ainsi on peut trouver 6o fonctions qui vérifient le systdme de F,.
(voir [3, p. 62-63], pour le tableau des 6o intégrales).

Nous ne pouvons ni rappeler ici les recherches de Le Vavasseur
sur le systtme d’équations aux dérivées partielles simultanées
auxquelles satisfait la série hypergéométrique a deux variables
Fi(a, B, 8, v, 2z, ), ni parler des relations qui lient quatre a quatre
les intégrales de ces équations [3, p. 65 et suiv.].

Récemment, Erdélyi [19, (c)] a montré que le tableau des 6o solu-
tions n’est pas complet et il a indiqué, en outre, des systémes qui
peuvent étre ramenés au systéme de F;.

11. EBquations différentielles des fonctions F;, Fy, F;, F, consi-
dérées comme fonctions d'une seule variable. — Nous rappelons ici
qu’on peut déduire trés aisément du systéme vérifié par Fy, suppo-
sant la I, fonction d'une seule variable, une équation différentielle
linéaire du troisiéme ordre homogene, a laquelle F; satisfait
(3, p- 73]

Pour les fonctions F,, F;, F, considérées fonclions d’une seule
variable, on a des équations différentielles linéaires homogenes du
quatriéme ordre [3, p. 71].

12. Séries hypergéométriques de n variables de Lauricella. —
Nous avons bri¢vement rappelé les propriétés essentielles des fonc-
tions d’Appell, c’est-a-dire les propriélés qui sont a la base du
développement de la résolution des équations algébriques par des
fonctions hypergéomeétriques de plusieurs variables. Dans ce numéro
nous parlerons en abrégé des recherches de Lauricella, et dans les
numéros suivants de cette premiere partie, de celles de Mellin,
Horn, Kampé de Fériet, Birkeland, Ore, Erdélyi, qui forment le
cadre ou se place la résolution des équations algébriques générales.

Lauricella [46] a étendu I'idée d’Appell, et a formé des séries
hypergéométriques de n variables et il a obtenu précisément les
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quatre séries :

(1) Fa(e, Bi; Bay «oey Brs Y15 Yoy 1oy Tny X1y &y «vy Tn)

_ 2 (o My my~+. ..~ mp) (B, my) (B2, m2) oo (Bny mn)
(Yh m‘l) (Tiv m‘l)"'(YM mn)(l7 ml)(la mi) "'(15 mn)

my, My, .., Mp

m. m 17,
X ZTHEs L X,

et
(@) Fp(ay, oz, «ovy 0py Ba, Bay oovy By 1y @1, @oy ooy Z)

- 2 (21y m4) (23, M) ... (@ny mn) (B, 721) (Boy m2) - .. (Bry 72R)

(Y, my+ma—+. ..~ my) (1, my) (1, Ma) ... (1, mp)

My Mgy ousy My

X ... X,

et
(3) Fe(ay By Y1, Yoy« o) Yoy &1y &2y ooy Tn)

= ¥ (ay my~+my—+...~+my) (B, my+ ma—~+...+myz)
- ("(17 mi)(Y‘-’: m2)"'(7n7 mn)(lx ’,nl)(l7 m2) "'<l7 mﬂ)

my, My, oy Mp

7 m. m
X XML T,

et
(& Fo(x, By, Boy -y Bny 1) 21y 22y .. Za)
- Z (o, my-+mo—+...4+mp) (B, my) (Bay Mma)...(Br, my)

(Y, my+ ma—+...4+my) (1, my) (1, mse) ...(1, Mmp)

My, Mgy oo , My

my pom m
lei.zz’-...’l‘n".

Par des calculs semblables a ceux faits pour les séries d’Appell,
Lauricella obtient pour le domaine de convergence :

— pour F,,
lzy ]+ 22|+ o+ | @n| <1;
— pour Fy,
oy | <1, |z | <1, ceey |zn| <13
— pour Fg,
[Vai |+ Ve |+ .+ [Va | <15
et pour F),

|za| <14 [ | <1, cery |#n | <1

Ces séries de Lauricella vérifient des systémes de n équations aux
dérivées partielles du second ordre du type

(%) 2 gl)sm +Z (1)_ +aPF =o, (G ryst=1,2, .., n).
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Il peut donner grice aux recherches de Bourlet intégrale générale
pour les systémes relatifs aux fonctions F,, Fy, F¢, [46, p. 122];
[3, p- 117]5 [2, (¢), p- 35].

Naturellement Lauricella a donné pour F,, Fy, F), des représenta-
tions par des intégrales définies multiples qui sont la généralisation
de la formule (2), n° 3, pour n=1, de la fonction de Gauss et
pour n = 2 des intégrales représentant les Fy, Iy, F, d’Appell.

Nous ne pouvons pas donner ici des renseignements ultérieurs
bien que les séries donnant les solutions des équations algébriques
alent une intéressante analogie avec ces séries de Lauricella. Dans
un récent Mémoire Feldheim [20] a donné une équation intégrale
pour les fonctions hypergéométriques F, et F, de Lauricella et
méme pour les fonctions @, et ¥, de Humbert [ 38].

13. Intégrales hypergéométriques de Mellin. — Mellin dans des
Mémoires classiques [51] a considéré les transformations des équa-
uons différentielles partielles avec des coefficients rationnels en
équations aux différences partielles avec des coefficients de la méme
espece, et vice versa. Cette recherche est la généralisation de la
transformation des équations différentielles linéaires en des équa-
tions aux différences et vice versa : Pincherle s’est occupé du cas
d’une variable, nous en avons parlé au n° 7; Mellin aussi cite dans
ses Ouvrages, les travaux de Pincherle. Pour cette transformation,
Mellin fait usage d’une intégrale multiple.

Ce probleéme est fondamental, soit pour l'introduction des plus
générales fonctions hypergéométriques de plusieurs variables, soit
pour la résolution des équations algébriques par inversion d’une
intégrale définie.

Pour cette raison, nous parlerons d’abord du théoréme d’inversion
de Mellin [51, (f), p. 31].

Soit

(1) F(uy, us, ..., un), Up=Up—+ iu;, (p=1,2, ..., n)

une fonction holomorphe dans

a, £ uy, < ay, (p=1,2,...,n)
et limitée par

(2) | FQug, tey ooy un) | < o e Val¥ I —Ysl 8= eYn]up],
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ol Y1, Y2, - - -, Yn sout des constantes positives et y une variable qui
tend vers zéro, au moins aprés une multiplication par de conve-
nables puissances, si la valeur absolue d’une des variables u],
Uy, - .., U, ou de plusieurs, tend en méme temps vers U'infini.

Considérons maintenant, avec Mellin, P'intégrale

(3) (I)(a“i) Loy voey wn)

1 a+1» Ap+1o
= W f --of F(uy, ts, ooy Up)x7r25% 2074 Aty Aus ... dunp,

a;—i» Qp—1%
ou
ap L apL ay, (p=1,2, ..., n)
et
zp=|2,]| e, (p=1,2, ..., n),

avec les conditions
(4) "Yp+8éepé+Yp~87 (p=12, "‘Jn)7

ou d est positif déterminé, arbitrairement petit.

Alors ®(zy, s, ..., z,) est fonction holomorphe des variables z,,
Z3y ..., Z, dans les domaines (4).
Pour la fonction ® (x4, 21, ..., ) on a la limitation

(5) [q)(xh Zyy evey .Z‘,,,)l <01.Z‘1 l_ailx'l l_%"'[xﬂl_a"’
ou
apLapLay,, (p=1,2,...,n)
et ¢ constante indépendante de x4, za, ..., T, et de ay, as, ..., dn.

Considérons maintenant, avec Mellin, I'intégrale
(6) F(u“ Ugy + v ey un)

0 o
=f .. f D (21, oy o 00y Tp) XUl | 2l dey dxs ... d2g,
0 0

ol dest holomorphe dans les domaines

—p<LbpZ+ 1),
wp=|x,,[e’°p, (p=1,2, ..., 1),

avec les limitations (5) : F(w1, s, ..., un) sera holomorphe dans

ap+eLupZ ap—se,
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ou ¢ est positif déterminé, arbitrairement petit, on aura

(7) [ F(ur, ey oovy Un)| Ly e TaluI=Yojtf | = ~Yn| Ui},

Mellin appelle la fonction F de premiére classe et ® de deuxiéme
classe. Chaque fonction F est transformée par 'intégrale (3) dans
une fonction @ et vice versa chaque fonction ® est transformée par
I'intégrale (6) dans une fonction F. Si F est transformée par (3)
dans ® et ® par (6) transformée dans Iy, on aura F =F, et, d’'une
maniére analogue, pour la fonction ®.

Mellin fait usage de cette inversion pour la définition des fonctions
hypergéométriques et pour leurs applications. 1l examine le systéme

Solug, ugy ooy uy)
g.s(u1, Uy « vy un)
(s=1,2,...,n)

F(uy, sy ooy Us+1, oo, up) =

F (w1, Uz, ..., Un),

®)

ou les fonctions f; et g, sont des polynomes se décomposant en
facteurs du premier degré de la forme

PirUs—+ palUus~+..o+ prlp—+ C.

ou les p, sont des nombres entiers. Les fonctions f; et g, ne sont pas
indépendantes : par exemple, pour n» = 2, nous avons

Sty 0) fru+1,0) _ fo(ty 0) fi(u, 0 +1)
g1(u7 V) g‘l(u"“I) V) _5’2("”7 ") 5"1(“, v+1)

Dans les conditions précédentes et dans d’autres, la fonction
O(zy, @2y ...y Zn)
I ag+1o Ap-Hin
= m.f f F(uy, Ugy ooy Up)x7H 274, 2574 duy duy...du,

a—1=» Ap—1i%

vérifie le systéme des équations différentielles linéaires aux dérivées
partielles hypergéométrique

J J a
fs(—dfjmy —-xzd—x;’ vy —xnm)‘b

(9)
=gc<"‘1‘1£—1’7“‘x2%’ ...,——xn(;::—)x,,(b, (s=1,2, ..., ).
Mellin appelle [51, (f), p- 44; (J), p- 145] fonctions hypergéo-
métriques de r variables z,, s, ..., @, les fonctions qui vérifient
un systéme (9) de n équations différentielles linéaires aux dérivées
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partielles, o fi(u, uay ..., ua) et g (s, ua, .... u,) sont des
polynomes qui se décomposent en produit de facteurs du premier
degré de la forme

Pilly+ Palls ...+ Ppllp—+C,

ol pi, P2, ..., pa sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou
nuls).

II considere [51, (n), p. 11] le systeme

8s( U1y Usy «uvy Up)

(10) { Fug, tsy ooy us+k, ..., up) = Jo(un, Wy oo u")F(u,, Usy oeey Un),
(s=1,2, ..., n)

ol f; et g; ont la méme propriété indiquée et ou k est entier positif,
et il obuient du systtme (9) par une simple transformation,

u .
u; en —kf(s=1, 2, ..., n) et pour la fonction @, dans ce cas, le

systeme

J d d
f5<—x1d—x1, —.Z‘ga;;} ey _.Z‘na;"t-)q)

(1n) - (h 9 a9 e, L\t
=g xida:l’ xzd$2, ceey xnd.v,, xh @,
(s=1,2, ..., n) '

systeme qu'il appelle alors aussi hypergéométrique.
- Ce systéme sera utile pour la résolution d’une équation algébrique
générale de degré k. (voir deuxiéme partie, n® 20).
Les intégrales @, solutions des systeémes (9) et (11), ont été
appelées intégrales multiples hypergéométriques de Mellin.

Pour les quatre fonctions d’Appell, en considérant des fonctions

n

F(u, v) =nI‘(pru -+ qrv =+ cp),

r=1

ou p,, ¢ sont des nombres entiers, Mellin obtient les quatre
systtmes suivants aux différences partielles. Par exemple, pour la
fonction z = F, d’Appell, le systeme

{ z(1—z)r+y(1—z)s+(y—(e+P+12)p—Lyg—ef =0,
ya—pt+z(@—y)s+(y—(@+3+0)y)g—Fyp—afz=0
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correspond au systéme

u(u—+v—7y+1)
(u—B+1)(u+v—a—+1)

o(Uu—+p—7y-+1)
(v—F+1D)(u+v—a-+1)

F(u—+1,v)=

F(u, ¢),

F(u, v +1)=

F(u, v)

et ainsi de suite de maniére analogue pour les autres fonctions Fy,
Fo, Fu, [B1(f), p- 465 (J), p- 146].

La fonction F est une fonction de premiére classe et la fonction
correspondante F, de deuxieme classe, et ainsi pour Fy. F,, F,.

14. Séries hypergéométriques de Horn. — La définition de la
série hypergéométrique a deux variables la plus générale [3, p. 396]
(1) zam,nxm}’n

m,n
a été donnée par Horn [37, (a)] et c’est précisément la série o

(2) Am+1,n —_ P(m, n>, Am n+1 — Q(m7 n)
Am, n R(m, n) Am,n S (m, n)’

P, Q, R, S, désignent quatre polynomes fizes en m et n (les degrés
de P et Q sont au plus égaux respectivement a ceux de Ret S, et R
et S ne s’annulent pour aucune valeur des entiers positifs m et n).

Les polynomes P, Q, R, S vérifient la condition de compatibilité

P(m,n+1) Q(m,n) P(m,n) Q(m-+1,n)
R(m, n+1) S(m, n)  R(m, n) S(m—+1, ny

(3)

La définition s’étend naturellement aux séries de plusieurs variables.

Horn considere des systémes de n équations linéaires aux dérivées
partielles a coefficients rationnels vérifiés par ces séries.

Les séries de Lauricella rentrent dans cette classe trés générale,
de méme que les séries d’Appell.

Pour les séries doubles, Horn [37, ()] obtient un théoréme trés
intéressant sur les domaines de convergence des séries doubles
hypergéométriques en considérant m et n comme les coordonnées
d’un point d’un plan : il donne une forme géométrique aux condi-
tions de convergence et méme pour les séries triples.
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Il considére en d’autres Mémoires, plus récents, plusieurs séries
. L re T(A+k
de deux variables, ou [37, (d)], (()\, k)= _(F(":\'_)_z, k%(,),
P
RE—Zf‘Z—; '—‘-l_I(az-l- w,m + o n, u),
Q(—mz—zl—)—]—[(a—i—um-i—vn ) (i=T, 2 k)
S(m, ,,_)"" 3 i Ity Vi), =1y 29000 )

(4)

u,, v, sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou nuls).
Le coefficient général est alors {37, (), p. 557]

am,n=| I(a,, u,m + vin), (t=1,2,..., k),
1

le denominateur R contenant le facteur (1 4 m) et le dénominateur S
contenant le facteur (1 + n), (voir n° 15).

Si p est la somme des nombres u positifs et ¢ la somme des
nombres ¢ positifs, p’ la somme des valeurs absolues des nombres u
négatifs et ¢ la somme des valeurs absolues des nombres ¢ négatifs,
il consideére des séries ou

pP£Lp <2, q£q <o

Alors, pour p=p'=2, g=¢'=2, on obtient, par exemple,
les quatre séries d’Appell et d’autres.

Les séries confluentes de deux variables ont été obtenues par
Humbert [38, (a)] en étendant & ces séries la méthode qui permet de
déduire les fonctions G(a, v, ), et J(y, ) de la série F(«, B, v, 2).
Horn pour

(ou tous les deux ne sont pas égaux a 2) obtient des séries clas-
siques de Humbert et d’autres et ainsi pour

v
’

p£p'=2 9=4q¢=1
Les séries confluentes ne sont pas nécessaires pour la deuxiéme
partie et pour cela nous limitons les notices sur ces séries.
Dans ces Mémoires, Horn fait une étude intéressante sur le compor-
tement de ces séries dans le voisinage des points singuliers [37, (/)]
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Erdeélyi [19, (c)], a I'égard des solutions des systémes d’équations
différentielles partielles, pour ces séries de Horn, apporte des contri-
butions profondes aux recherches de Horn et de Borngiisser [9].

15. Séries hypergéométriques d’ordre supérieur de Kampé de
Fériet. — Une étude systématique des fonctions hypergéométriques
les plus générales a deux variables et des équations aux dérivées par-
tielles vérifiées par ces fonctions a été faite par Kampé de Fériet [40].
Il a méme étendu [40, (¢); 41, p. 147] cette méthode aux séries
méme les plus générales, par exemple, pour les séries a deux varia-
bles telles que les coefficients vérifient un systeme de deux équations
linéaires aux différences finies, mais d’ordre quelconque

r=p,s=q
2 Pr.s(m7 n) Am+r,n+s = 0,
r—o, s=0
(I) 1=p,s=q"
2 Qr,s(m7 n) Am+r,n+s = 0,
r=0,s=0

P, ;, Q. désignant des polynomes en m et n.

Les systtmes de deux équations linéaires aux dérivées partielles
vérifiées par les fonctions hypergéométriques les plus générales a
deux variables, c’est-d-dire pour les séries on

) A _ P(m, n)’ Amnvt _ Q(m, n)’
Am,n R(m, n) Amn S(m, n)

P, Q, R, S, polynomes en m et n, fixes, sont déterminés par
la connaissance de ces quatre polynomes. Kampé de Fériet &n
appliquant la formule d’interpolation de Newton pour deux variables,
forme précisément le systéme de deux équations linéaires aux
dérivées partielles vérifiées par ces séries [40, (b); 41, p. 145).

Mais les polynomes a deux ou plusieurs variables ne peuvent pas,
en général, se décomposer dans le produit de facteurs linéaires.
Kampé de Fériet a considéré [40, (d); 41, p. 149] une classe de
fonctions hypergéométriques contenue dans les fonctions hypergéo-
métriques les plus générales et qui est naturellement la généralisation
des séries d’Appell. Cette classe de fonctions précisément est telle
que les polynomes P, Q, R, S (dans le cas de deux variables) se
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décomposent dans le produit de facteurs linéaires, dont nous expli-
querons tout de suite les formes particulieres.

Nous appellerons séries ( fonctions) hypergéométriques d’ordre
supérieur de deux variables toutes les séries ou P, Q, R, S se
décomposent en facteurs linéaires de la forme

am + bn + ¢,

ot @, b sont des nombres entiers (positifs, négatifs ou nuls) et
¢ réels ou complexes avec des exclusions : R et S non nuls.

De méme pour les séries de plusieurs variables.

On peut méme considérer le systeme (1), ot P, s Q. se décom-
posent dans le produit de facteurs linéaires.

En particulier, dans ce cas, si nous considérons le systéme

{ Pio(m, n)amikn+ Poo(m, n) ama=o,

| Qoi(m, n)anpik—~+ Qoo(m, n) amn=o,

)

le systétme correspondant des deux équations linéaires aux dérivées
partielles est déterminé, en forme simple, par la connaissance de ces
quatre polynomes Py 0. Po o, Qo x, Qoo

Kampé de Fériet a introduit les séries ou les polynomes P,
Q, R, S, dans les équations (2) sont de la forme

P(m, n) ‘H(“’“’" m -+ n)ﬁ(p,+m),
Q(m, n) _[[<«z+ m -+ n)f](& -+ n),

(4) =1 .
R(m, n) = (m+l)l]:('rz + m+n)H(81+ m),

=1
i=0

S(m, n)= (n+x)]](v,+ m+m)[ & +n)

=1

et il obtient la série hypergéométrique (ao,0=1)

= =V

[ m+»] [ m) 8,

=1 =1 xm yr
) F@n =35 @ m) G, )

min lI(Y" m 4 ,,)H(s,, m) (8, n)
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représentée par le symbole

My ay, xg, ceey ap,
M 613 E’,l: (RS lgv, B,v
6 F x
( ) e Ty Yo s Yp P
g 811 8’17 ) 80’7 8;7

&, v, p, o sont appelés indices caractéristiques.
Les conditions imposées sont

w+vZLp+o+1I

et que v, d et ¢’ ne soient pas égaux a des entiers négatifs.

Kampé de Fériet a fait une étude systématique de ces séries parti-
culieres qu’il a nommées fonctions hypergéométriques d’ordre
supérieur a deux variables [40, (e); 41, p. 149 et suiv.].

L’entier
(7) w=p+a
est l'ordre et si

R+v=w-+1,

la fonction est appelée compléte d’ordre w.
La différence

(8) b=w+1—(p+v)

est la classe de la fonction qui pourra étre o (fonction complete)
jusqu'a ® + 1. Nous ne pouvons pas ici entrer en détail (voir [41,
p- 150]), nous rappelons que ces séries seront représentées par
des intégrales multiples et par des intégrales doubles complexes
analogues a celles pour les fonctions d’Appell (form. (2) et (4) du
n°9). On pourra immédiatement écrire le systeme de deux équations
linéaires aux dérivées partielles, systeme vérifié par les fonctions de
Kampé de Fériet et qui rentre dans les systémes généraux. Kampé
de Fériet dans des Notes publiées dans les Comptes Rendus de
U’ Académie des Sciences [40, (d), ( f); 41, p. 155 et suiv.] a étudié
Pintégration de ces systemes d’équations aux dérivées partielles.
Il démontre trois théorémes fondamentaux pour ces systémes, apres
avoir introduit la définition de systéme fondamental d’intégrales.

Ces théorémes montrent la possibilité d’exprimer les dérivées p;«
d’une intégrale de ce systtme en fonction des (w +1)? premidres
dérivées, 'unicité d’une intégrale holomorphe, et la formation de
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lintégrale générale en faisant une combination linéaire a coeffi-
cients constants de (w» —+1)? intégrales particuliéres formant un
systtme fondamental. Il considére méme le cas ou le nombre des
intégrales indépendantes du systéme est inférieur & (@ —+1)2 et il
donne une 1egle générale pour déterminer ceci dés qu’on connait
les polynomes P, Q, R, S [#1, p. 172].

Les séries d’Appell, de Lauricella, les séries de Horn (voir n° 14,
formules (4)) et les séries (6) de Kampé de Fériet sont donc des
séries liypergéométriques d’ordre supérieur de plusieurs
variables, c’est-a-dire, de la forme

Ly % x
E A“o: %y, ,a".Zo“(l‘“. . ..Z'n",
n

gy %y, N3
avee
Asya, Eph % Jo(2o; ay- ooy an)
(9) A‘xm“u 3 %py % - gp(aﬂy Oyyeney On)

(p=o,1,..., n),

= Ry (0, @1,..0, #4),

ou fp, gp se décomposent en produit de facteurs linéaires avec
les coefficients de ao, a,. .., «, entiers, (positifs, négatifs ou nuls).

Nous trouverons ces séries dans la résolution des équations algé-
briques générales (voir deuxiéme partie, n°* 24 et 25).

Une étude sur la forme des fonctions hypergéoméiriques de plu-
sieurs variables a été faite par Ore [53, (@), (b)]. Ore a considéré les
séries hypergéoméiriques générales de deux variables, et les résultats
obtenus pourront étre genéralisés sans difficulté pour les fonctions
de plusieurs variables.

Pour une série de deux variables on a la condition de compati-
bilité

(10) Ri(m, n)Re(m +1, n) = Ro(m, n) Ry(m, n+1)

et Ore a précisement donné une méthode pour trouver les solutions
de cette équation aux différences partielles. Cette étude a été faite
pour apporter une correction a un théoréme de Birkeland. Birkeland
a énoncé [7, (7)] le théoréme suivant : S¢ les fonctions rationnelles
Ry, R, satisfont a U'équation (10), les numérateurs f(m, n), et
les dénominateurs g(m, n) sont des produits de facteurs linéaires
enmetn.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 143, 3
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Ore a donné dans ce Mémoire des théorémes sur les solutions
possibles pour Ry et'R,. I1 conclut par le VIII® théoréme que les
dénominateurs et les numérateurs de la solution générale de cette
équation (10) en fonctions rationnelles, sont des produits de facteurs
de trois types : les uns de la forme am +bn +c¢, a et b des nombres
entiers, (facteurs linéaires), et les autres contenant m seule-
ment (R,) et n seulement (R,) et polynomes en m et n; facteurs
étudiés par Ore [53, () : formules (39) et (40)]. Il résulte néanmoins
de I'étude de Ore que le théoréme de Birkeland n’est pas vrai en
des cas spéciaux.

Erdélyi a également étudié ces questions [19, (d)] regardant les

coefficients d’une fonction hypergéométrique générale de plusieurs
variables.

DEUXIEME PARTIE.
RESOLUTION ANALYTIQUE DES EQUATIONS ALGEBRIQUES GENERALES.

CHAPITRE 1V.

RESOLUTION DE L'EQUATION TRINOME.

16. Notices historiques sur la résolution de I’6quation du cinquisme
degré. — Jerrard a ramené I'équation générale du cinquieme degré
a P'équation trinome [60, vol. I: p. 429]

@) y—y—a=o,

par une substitution qui ne renferme d’autres irrationnalités que des
radicaux carrés et cubiques, cette réduction a permis a Hermite une
méthode classique de résolution analytique de I'équation du cinquiéme
degré. Par résolution d’une équation algébrique du cinqui¢me degré,
Hermite [33 (a), (b), (d)] entend la possibilité de représenter sépa-
rément les racines par des fonctions uniformes relatives & ces
nouvelles variables en introduisant des variables auxiliaires. Et par
I'introduction des fonctions elliptiques, il est arrivé a représenter
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les cing valeurs des racines séparément par des fonctions uniformes
des variables auxiliaires liées aux transcendantes elliptiques. Nous
rappellerons aussi que Kronecker [43] par une autre méthode a réussi
a représenter les racines des équations du cinquiéme degré par des
expressions explicites par rapport a différentes variables auxiliaires
liées aussi aux transcendantes elliptiques.

Hermite a, en outre et par conséquent, fait une longue étude sur
ces deux méthodes [33, (b)] en prenant pour base, pour la seconde
méthode, un remargnable travail de Brioschi [11, (5)]. A ce propos
nous devons nous rappeler que méme Betti a donné une résolution
de I'équation trinome du cinquiéme degré

(2) Yi+b5yl—x =o,
résolution qui dérive d’une proposition plus générale donnée par
Betti [6, (@)].

Betti a démontré que les racines d’une équation algébrique géné-
rale .
Ayt Ap Y.+ Yy + ay=0,

ou les coefficients sont des fonctions du premier degré d’une
variable z sont des intégrales d'une équation différentielle de la forme

(3) dr__Yndy
Ve (@) V()

ot ¢(z) est la fonction rationnelle qui doit s’annuler afin que I’équa-
tion donnée ait des racines égales (discriminant) et 8(y) et y(y) sont
des fonctions rationnelles seulement de 3. Pour I’équation trinome (2)
il obtient, en posant y? = z,

2 dx zdz
5yxt+108 e+ 42 —8z22+123

(4)

qui s’intégre par les fonctions elliptiques.

Mais ces méthodes des variables auxiliaires sont des méthodes
tout a fait particuliéres : dans les numéros suivants nous exposerons
pour cela la résolution des équations algébriques trinomes générales
par des méthodes générales, el précisément par des intégrales
définies et par des fonctions hypergéométriques des coefficients de
Péquation.
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17. Résolution de Heymann de l’équation trinome générale par
des intégrales définies. — Dans un Mémoire, Heymann [34, (a),
(b)] a donné des formules intégrales pour représenter les racines
des équations trinomes générales.

Capelli [13, (a)] a perfectionné et présenté d’une maniere élégante
ces résultats et méme les formules de Heymann pour la résolution
par intégrales définies des équations trinomes générales. Nous
parlerons briévement de ces recherches de Capelli, ou il a donné
la source des résultats de Heymann. Considérons avec Capelli
I'équation
(m ?(y, #) =0,

ou y et z sont des variables complexes et ¢(y, x) est une fonction
holomorphe de y et de z respectivement dans les deux domaines A
et B.

Soient ¥4, ¥2,..., ¥n les racines de I'équation (1) a l'intérieur
de A pour z a I'intérieur de B.

Soit G la frontiére de A, formée par une courbe analytique et sans
racines y, sur elle.

On a
d?(.}’u ‘Z')
dy, _ dx .
(2) R s M i R
dy,

et par une intégrale définie, qui a pour limite inférieure un point
arbitraire « & I'intérieur de B et pour limite supérieure un point z,
intégrale prise le long d’une ligne / toute comprise en B et telle que
les n valeurs de y1, ¥2,..., ¥n sont sur elle toujours différentes,
on obtient
d‘? (.}/17 .Z‘)
3 r=— [ g de ()
T e 20 ) Fer=a
Iy,

Considérons tout de suite une petite circonférence (c,) ayant pour

centre y; et toute intérieure au domaine A. Capelli obtient
i, de (9, z)
1 dx

(4) yz—“ml dx‘/(;)—‘———q:(v,x) v + (y)a=a;
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donc
r=n d3 (v, x) r—n

(5) Zy,=__x_.frdx-/;) ?(", do +2(y,)1__a

i=1

1=n

szt 20D B () e

=1

Dans le cas d’une équation
?()’, iy Tey ooy Tn) =0,

avec plusieurs variables z, Capelli obtient simplement et de
maniére analogue

=n

(6) Z'},’(w” Zs, .. ,wn)____l_flog?(v, Zy, X3y ... xn)d
(€)

anL 9(v, a1,a2,...,an)

=1
1=n

+2yl<°‘17 gy ey aﬂ)‘

=1
Pour une équation algébrique,
(7 oY+ X Yyl Xy Y+ Xy =0,

en considérant variable un seul coefficient, par exemple z,, Capelli
obtient la formule

g i
F pn—p dy
8 =—— f +
(8) 2nt Y o 2 s e R S T ('y)xp=“'

si les autres n—1 racines sont a 'extérieur de (¢).

Capelli applique ces formules aux recherches de Heymann. Par’
exemple, pour 'équation trinome,

(9) Yyt x=o,

s entier positif, r>n-—s>o0, ona

2%+ 1) 70
1 * do f___*s_’_.
yE=— dx —_— e s
(10) ani ), g VT T+
(k=o,1,...,s—1),

ou la circonférence est suffisamment petite de maniere que les autres
racines soient A l'extérieur de (¢), qui est la formule de Heymann,
comme nous allons le rappeler tout de suite.
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Heymann prend en considération les deux formes fondamentales

(11) YR YrS 4 x =0
et
(12) i+ EyrS41 =0

(qui peuvent se ramener I'une a I'autre par la substitution z = ky
et qui dépendent de P'unique parameétre z (ou £)), parce qu’elles sont
complémentaires I'une de I'autre par rapport au domaine de validité
des formules résolutives respectives.

En bref, pour la premi¢re (11) on a la formule (10). Par la
kT
substitution ¢ =e * ¢ on peut remplacer aux différents chemins (cx)

la méme courbe (¢o), et 'on a

gt T dv eh+ume
Je=— 2kni[dxf gy i
9 (€Co) k
(3) (k=o,1,...,5—1),
_2hm
er=c¢

Pour obtenir la formule de Heymann, Capelli remplace la
circonférence (¢o) par un autre chemin d’intégration qui s’étend
a l'infini et 'on a

— 2k+1)T
EZ 1 x ‘ dv ( -
(14) Vh=— —— dz _— 4o )
27 J, , P S sl
v
ou
1
I s I §
v’=<——5-——zw>, v”=<——§+zoo>, (k=o,1,...,5—1),
24T
egr=e

pour |z| suffisamment petit;' nous avons ainsi la formule de
Heymann [ 34, (), p. 227].
Pour déterminer les autres n—s racines qui sont nulles pour z=o,

1
n—s

Capelli, par le changement z = =

rameéne I'équation (11) a

(15) + 3+ E=o,

N

ou

(16) f=a"""
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Par la formule (14) il obtient pour les n — s racines de (11) qui sont
nulles pour z = o, les expressions suivantes : si Y, Yo, ..o, Y s
sont ces racines,

1

xn—‘
‘ Y= ’

(17) QRA+1T T]”"’ xn—s
e P — A f dx
2nl J, i
_ 2T

w=e "7° (k=o,1,2,..., n—s—1)

7i II—S
Y.\Vl+v +r,kx

T

et ot la circonférence (yo) a le centre dans le point ¢~ et o
1

pour 2"~ au numérateur et ainsi & la limite supérieure de I'intégrale,
et dans (16) on doit prendre la méme valeur.
Soit I'équation trinome (12)

yr+EyrS+1=0

T 3T 2n—1)T
qui pour =o0a les n racines e", ¢", ..., e " représentées
par n points Py, Py, ..., P, sommets d’'un polygone régulier,

de centre O, point zéro. Capelli, par la formule (8) obtient

i3 (2h+1)T2

+e "

I
271

pn=s dy
P4 BT 4 1

s

Y=

k]
(cx)

ol (ci) est une petite circonférence avec le centre dans le point Py.
2kme

Par la substitution v =e * ¢ on remplace aux différents chemins
d’intégration le méme chemin (¢,) et 'on a la formule

on—s dy (2k+:)ﬂl
“+e
27 v"+skEv"—5+x ’
(18) (k=o,1,...,n——x),
_2kmit
cog=e .

Par la substitution d’un autre chemin d’intéération la formule (18)
se raméne a une intégrale de Heymann. Capelli considere les

2T
points Q = p (réel positif) et Q'=pe ™ le triangle OQQ’ contient
alors le point Py et pas d’autres racines de l'équation binome
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y"+1=o0. Au chemin (¢,) Gapelli remplace d’abord le contour du
triangle OQQ’ et puis, par un passage a la limite, quand p tend
vers l'infini, il obtient

vt - (LETL

a9 = @[ eE pedpre " +E

0 o
ol

e?—l et—i
(I)(E7 P) = n s Ly H—s - n Sk n—s ?
Pl g, EptTe T pr-gfEpi TS 1
—2kT 3

gr=e " ctE=opours>1, E=— > pour s=r1 et c’est encore

Ia formule de Heymann [34, (a), p. 69; (&), p. 235].

Nous nous sommes arrélé davantage sur les recherches de
Heymann-Capelli, car Heymann, en dérivant les intégrales repré-
sentant les racines des équations trinomes, a ét¢ le premier 4 montrer
que ces racines sont des fonctions hypergéométriques [ 34, (a), p. 78]

18. Equation différentielle résolvante. — Harley a déterminé
[30, p. 337; 8, p. 199] l'équation différentielle vérifiée par la

uissance w des racines de I’équation trinome
}.L
(1) yr—xy" "+ a=o.

Cette équation différentielle est du type

dn dn adn—1 d-
(2) %2=cnx/ld—£—?+c,.__1x"~16—le_?—+...+c,xz—2 -+ CcoT,
ou
n=yh

Heymann [34, (@), p. 78] a retrouvé cette équation différenticlle,
etil a fait connaitre pour la premiere fois que cette équation diffe-
rentielle, qu’il nomme résolvante (Differentialresolvente) est de la
classe des équations différentielles hypergéométriques. On peut
voir a ce sujet dans le livre de Boole [8, p. 190-199] la formation de
cette équation différenticlle et I'on peut méme observer qu’on avait
constaté que le rapport

) e

Ay,

des coefficients a, des séries racines de I'équation trinome de degré n
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sont fonctions rationnelles fizes de « [8, p. 192]. Et cela sans que
ces géomdtres aient donné aucune importance ni relief a cette
propriété. L’équation différentielle résolvante de Harley a été
retrouvée aussi par Mellin [51, (72)] dans sa résolution de Y'équation
trinome, en se placant au point de vue de I'inversion d’'une intégrale
définie.

Nous allons parler immédiatement des recherches de Mellin sur
la résolution de l'équation trinome ct donner la formation de
I'équation différentielle résolvante correspondante.

19. Résolution de Mellin de I’équation trinome. — Soit 'équation
trinome générale [51, (m)],

(1) (¥, &) =y'+ayPr—1=0, (n>p).

Les points singuliers au fini de 'équation (1) sont donnés par

an= (=1 s (g=n—p)

PR
auxquels correspondent des racines doubles pour I'équation. Au
point singulier = correspondent’ p racines égales a zéro,
et » — p Infinies.

Si y(z) est une racine de (1) et e*=1,
(2) z=cy(elz)

est aussi racine de (1). Donc, étant ¢ une des racines n'*™ de
I'unité, la formule (2) représente toutes les racines de I'équation
trinome qui, pour z = o, prennent des valears initiales différentes.
Mellin appelle solution principale (Hauptlosung) de I'équation
trinome (1) la solution qui prend pour z =o la valeur y =1. Le
point de départ de ces recherches de Mellin, c’est 'intégrale

(3) f yhat dy
0

qui a un sens déterminé pour p réel positif et la variable complexe 3
prise entre

R 2,
o< (Z)<p
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Par la substitution

)

o= de=—(pyrte (Pl )y

et par la formule d’Euler

T'(p)r
(4) f (I_yrl)p—tyq_,dy__ p ( )

(o)

pour la racine de I'équation trinome (1), prenant pour z=o la
valeur y =1, on a

IR

— p3
w ror(252)
5 vt~ dy = .
(5) [ e EEEmE
n
Par cette formule on peut obtenir plusieurs intégrales définies
représentées par la fonction I', ainsi pour n =2, p=1,

(6) _fow<—ﬁ—‘/_+.}~j)uxz—idx__—ﬂr(z)P(H;z)

)
2 l‘<-———~—“+z+1>
2
o< R(z) < p
et pour n =23, p=r,

<V;( f+w_«4 (5] ) omrae

3 F(“:n +1)

bl

o< R(z) < p.

De la méme fagon, si y = y(x) est la solution principale de
I'équation trinome, Mellin obtient

(A 4E
(8) fow(y(—x))—nxz-1 de =2 F——-——————F(Z;;f_ﬁil;,

pP+qg=n, 0<R(z)<3-

On a ainsi transformé I'équation trinome en deux équations
intégrales (5) et (8).
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Par le théoréme d’inversion, Mellin obtient alors
(L= p3
® I
criey 102 < n >

_ 1 — t)
) = —— e — zd, -
(9) (=) ET nr(“ nqz I) £ <o<c<p

et

n—qz
(10) (y(—2)~1= —— C+M“_F_(_Z)_.F_<_”__>

1
. n -5 dz, ).
2zt ), _ . n F('q-}-gz_‘_I)-Z‘ 2 <0<C< q)
n
Les domaines de convergence de ces intégrales sont déterminés (b),
par la formule (z = s + £¢)[B1, (b); (n), p. 17].

L
2

(11) |l‘(s+;‘t)|=e~‘“l|s+it|s_zlx/2_7—c+s|, (e>o0, 2] >),

(P(s+it)—>o pour ¢—> oo, dans la direction de l'axe imaginaire
établit par Pincherle [85, (d), (¢) : vol. I, p. 238]; Mellin a reconnu
la priorité de Pincherle {55, (%), (¢) : vol. L, p. 561).
Soient
z=|z|e®, |aE[=|z[e

I'intégrale (g9) dans des domaines finis intérieurs a 'angle

—}—)—néﬂé+£n
n n

et l'intégrale (10) dans des domaines finis intérieurs a Pangle

P s
n

3R

sont uniformément convergentes (voir au n° 13). Mellin a ensuite:
montré que la solution principale est holomorphe dans tout le plan
complexe une fois qu'on y a tracé comme coupures les segments
partants des points singuliers

=t et 32
vprqd vprqd

¢’est-a-dire

pr
ne * AL
12 n et
(12) Vet yoe
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Le plan z avec ces coupures est appelé domaine fondamental
(Fundamentalbereich).

Si Pon prolonge les coupures jusqu'a =0 on a deux angles A
et B qui ont respectivement I'axe réel positif et 'axe réel négatif
comme bissectrices. Dans I'angle A, (y(x))* est représentée par la
formule (9); Mellin donne aussi I'expression de cette puissance dans
Pangle B.

Par rotation du domaine fondamental d’un angle égal a 'argument
de ¢7, e"=1, on obtient le domaine pour la racine z(z) prenant
pour z=o la valeur initiale e. Par rotation on obtient les domaines

pour les racines y = yo, y1, ..., ¥n— de équation trinome ou y;
2hTe

prend pour z = o la valeur initiale e " . Mellin a obtenu ainsi la
résolution de I'équation trinome générale par des intégrales définies.
Par application de la théorie des résidus, Mellin obtient le déve-

loppement
‘ 3 u @ (_1)0/‘ r (H—_-'-nlf)
4 = —
(3) e "«ér(wl)“(’* =)

Z*y

convergent dans le cercle
|#] < -
Vpr g

Nous avons ainsi le développement en série des racines de
Péquation trinome.

Nous retrouverons cette série dans les numéros suivants.

Dans ce développement on peut vérifier la propriété du rapport
Caan ' Co dont nous avons parlé au n° 18. Les recherches de Pincherle
et de Mellin sur la transformation des équations différentielles
linéaires en équations aux différences et vice versa (voir au n° 7)
permettent de former I’équation différentielle résolvante.

Considérons l'intégrale

1 (.+MI‘(Z)I‘<“—,‘PZ>
14) (y(eNp=S— = - mx”de,
n
posant

r(z)r<ﬂ:ﬁ£—z>
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nous avons

JACIES
&(2)

ou f(z) et g(z) sont fonctions rationnelles de z (voir aun® 7). On
peut alors simplement déterminer par les résultats de Pincherle et
Mellin I’équation différentielle résolvante pour (y(z))* et I'on a

—1
d'fg:{l* _ ),,17 q7 1‘[( 2 H+nk>!—l(x$ —;nk)‘}/pL

qui est précisément I'équation différentielle résolvante de Harley-
Heymann-Mellin.
Cette équation différentielle est du type

F(z+n)=

F(z),

d dr
(Ao—+Bot")y + (As+ B,t")t% e (A + B"")‘"‘Zﬁ% =o0
qui se raméne a une équation différentielle hypergéométrique de
Goursat, par la substitution ¢ = z (voir aun°6).
Nous parlerons encore de la résolution de I'équation trinome par
la formule classique de Lagrange dans les numéros suivants.

CHAPITRE V.

RESOLUTION DE L'EQUATION ALGEBRIQUE GENKRALE.

20. Résolution de Mellin. — Nous avons parlé au n° 13 des inté-
grales multiples hypergéométriques de Mellin et du théoréme
d’inversion. Mellin appliques ces résultats a la résolution de 1'équa-
tion algébrique générale, [51, (n)],

Il est nécessaire de fixer les définitions que nous adopterons dans
ce numéro et dans les numéros suivants.

Nous écrirons I'équation algébrique générale dans la forme

(1) 0(y) = apy"+ ap y"t+.. .4+ a\y +ap=o.

Par des translations pn, pa_1, - .., po respectivement des coefficients
@n, @n_1, ..., Ay, @ nous obtenons I'équation

@) 1) = (@n+ Py + (@i Prm) 7+t (@14 L)Y + o+ Po=0
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que nous appelons équation transformée et I'équation 8(y)=o
équation initiale.
Si I'équation initiale est 'équation binone
3) 8(y) = any" + an,
I'équation transformée sera

(4) YY) =(@n+pn) ¥+ Pppa Y™+ .+ pry + A po=0

et si pp=o0, po=o0 et s'il y a méme d’autres p, = o I’équation trans-
formée sera
(5) Y(¥) = @ny"+ ppyti—+...+ pp,y"r+ as=o.
En écrivant simplenient p, = z, on aura
(6) YY) = any" -+ 21yt oy A Xp Y+ @y = 0.

Alors nous prenons, en général, 'équation initiale binome

V)] 0(y)=y"—1=0

et 'équation transformée, dans la forme de Mellin,

(8) Y(P) =yt 2y Ty Xpy T —1= 0,
n>ni>i1, (s=1,2, ..., p)

La solution
Y =y(21, @2y ..., Tp),
prenant la valeur 1 pour 2y = 23 =...= 2z, = o estappelée par Mellin
solution principale (Hauptlssung). On obtient toutes les racines de
I'équation (8) par la solution principale : si y(z1, Z3, ..., z,) est
cette solution
ey (emzy, Xy, ..., PITy)

est aussi solution, ol ¢” =1 parce que
(ey)r+ ez (ey )i+ e xy (e )4 ..+ 2y (e ) )P —1=0;

Mellin prend la représentation paramétrique suivante de I'équation

1

y=W W=i1+&+...+&p,
(9) N
2 1
r,=5W" | §=1,2, ..., D,
etila
n+ngt. +n
d(xi, Xy, ...,.Z‘p) - ._.___’____L,_p_1

ny ny np
I+ —65+ —b+.,..+ =+ w n
( Sl 2k 25,

d(Eia 527 ey gp) -
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Cette représentation paramétrique est trés importante pour les
développements suivants de Mellin; en effet, on a, p. réel positif,

(10) f f . f yrahTlig—t x;‘]r‘i dzxydz;...dx

Uy—" u,— u__d(""iax% ,xp)
_f f f yr i gt t"id(ﬁu’ém 75 dty dts ... dEp,

R(u,) > o, R(us) > o, R R(up) > o,
R(p—n Uy— oy —...— NplUp) >0

et en posant

u =

y.——nim——ngug——...——npup,
n

on a que l'intégrale (10) est égale a

fowfow..-fow<bsl;‘~isgﬂ*‘--- S A s

ny n, 7y
I+ —&+ —E—+...+ £
nE1 nEz ns”

b =

VWututust  +iup+i

Par la formule

(11) fowfw...fo’”f'f_’_%g’;;;' Vg de .
0

o D(u)T(u) ... T(up) V(W — gy —us—...— uy)
- r(w)

on obtient

@ w0 o
(12) f f .. f yhav—ighl | o tdy, dx, ... dz,
0 0 0

o T(w)l(u)T(us)...T(uy)

nT(u+u+ty+...+~Up+1)

ou y est la solution principale, pour
p>o, R(u) >o, R(w) > o, R(us) > o, R R (u,) > o,
on obtient de méme
L) » w rxliglet, x;ﬁp—l
(13) f f f P E—— “',_xp)pdx,dwg...dx,,

_ e T(u)T ()T (us) ... T(uy,)
nI‘(u+u1+u2+ +up+l)
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ol ici,

p—(n—n)uy—(n—ny)ty—...— (n—-n,,)u,,.
n

u =

On a ainsi transformé 1'équation algébrique (8) en deux équations
intégrales (12) et (13). Par le théoréme d’inversion pour l'inté-
grale (12), on a (voir n° 13) I'intégrale multiple hypergéométrique

(14) (¥ (@1, @ay ooy xp) )W

1\P ag+19 A+t ap~+1x

—_ — e — 1y g1l —u,

= <27”> f f f F.aruaste ot duy dus ... duy,
ay—1w ap—1o

ag—1o

Pt T(u)T(u) I'(ug) ... ['(up)
nT(u—+u+Us+...4+uUp+1)

avec des conditions pour les droites d’intégration.
Cette intégrale est uniformément convergente dans des domaines
finis intérieurs aux angles

\

n.x n.w
~-2ln—éarg(xv)é+ —ii;, (s=1,2, ..., p).

Mellin étends ces domaines de validité par des considérations ana-
logues a celles faites pour I'inversion d’une intégrale simple.
Nous avons ici

B T(u) P (u) () ... T(n,)

F(u, tay ooy up) =
(e ez, o5 p) nT(U+ Ui+ Us ...t Up—+1)

M— Uy —. .. — RplUp
) ,

U =

c’est-a-dire

! 7
R R )
u-l—u1-+-ug-+—...—l—u,,=M ! PR,

n
ns=n—n;
et le systeéme aux différences finies
Uyy Uy oo u)
Fug, oy ooy Ue+1n, ...y = Lo, wy 2Pl (g, Uy ey U
(15) (h 2 ) ) ) p) gs(u“ uz’.”,up) ( ) ’ ) p)n

(s=1,2, ..., p)

ou fy(ur, ug, ..., up), &, (U, Uay ..., up) sont fonctions rationnelles
de uy, usy ..., up (voir n° 13, (10)).

Pour un systéme qui se réduit a une seule équation nous avons
précisé ceci au numéro précédent.
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Mais ici nous devons faire la remarque fondamentale que ces
fonctions f; et g, rationnelles se décomposent dans le produit de
facteurs linéaires de la forme

C1M1+Czlt2+.--+0pup+c,

ol ¢y, Cgy ..., ¢, sont des nombres entiers.
Précisément

n—1

fx=” (u, + k),

A-o0

(1

I l(n1u1+ Ry Rplly— W+ RK)
A=1

8s=

(16) "
><I I (Rhus+ nyus ...+ npup+ p + nk),

\ k=1
(s=1,2, ..., p).

Alors le systeme différentiel pour y¥ est un systéme hypergéométrique
selon la définition de Mellin (voir au n® 13).

Le systeme différentiel pour (y (21, 2», ..., ,))* est de la forme
(voir au n® 13, form. (11), k =n)

J 7 J
ﬂ( xld_.i-’—_x‘zﬁ ...,—r,,d—‘z‘p>yu
= J I —x —L z7
= & -——.Z‘la.—z_—l-,—xg(—}z’..., "dx,, ‘)y,
(s=1,2, ..., p)

qu’on peut écrire

n yt
(—1)rnn i
ng—1
= nyx i+ “+n J -+ nk
= n1x1d -+ Ny 2d.1/‘2 cow p.@p;‘—x—;—"(&
([7) hk=0
g 0 9 p
’ ’ ’
><II <n1x1 ()—xl+n2z2 oz e N, T dxp—y+nk)yl*
k=0

(s=o0,1,2, ..., p).

Ce systéme est défini hyper géométrique par Mellin et il I'appelle
systéme différentiel résolvant d’une équation algéebrique.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 145, 4
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Sur le systtme des équations aux dérivées partielles, vorr aussi
Raabe [57]. Mellin donne le théoréme :

Les racines d’une équation algébrique générale et leurs puis-
sances, peuvent étre représentées par des intégrales multiples
hypergéométriques, qui portent sur la fonction I';
ou, plus simplement :

Chaque équation algébrique dont les coefficients sont considérés
variables indépendantes, admet une résolution transcendante par
la fonctionT.

Pour I'équation quadrinome
(18) Y2y Y+ s —1= o0,

on a la représentation paramétrique

ny

o= EQ B+

ay=m(1+E+n)" *1,
1
y=+E+m7) "
Mellin obtient

(¥ (@1, @) )¥

1 \2 a-+i1w b+i1»
= <—> f f F(u, ¢) a7%23" dudp,
27
a— b

o —1l®
ou '
NG INCORNCI
(19) F(u, 0)_;I‘(u+v+w+1)
a>o, b>o, p—nia—nb>o0 et w=—““'nl,l:_n"‘w7

p+(n——n1)u+(n~n2)v'
n

Uu—+9v+w=

Nous avons ici
_ b T)T ()T (w)
Flu, o) =3 F(u+v+w-+1)
et le systéme aux différences finies

fi(u7 V)

F(u-+n,v)=+2—2—LF(u, ),
(20) &1(u, v)

F(u,v+n)= %’——%F(u, v),
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et le syst2me hypergéométrique correspondant de deux équations
différentielles linéaires aux dérivées partielles pour y#. Ces systémes
différentiels hypergéométriques (17) ont été obtenus pour la
puissance p suffisamment grande. Mellin fait voir qu’ils sont valables
pour d’auatres valeurs de p.. Mellin exprime méme ces racines par des
intégrales simples et par des séries.

Il a ainsi obtenu pour la solution principale de 'équation (8) la
série

»
) ye= (= Df y' A g%, a2
(21) =1+ 0,0y L2, BT B,

k=1

nk
Ty~ Og .. +aa,,:k

N

ou
A—1

I I(p+n1a1+ Nydy ...+ Npa,— nh)
h=1
M(og+1) I (ea+1)...I'(ap+1)

I

et il a démontré, par la formule de Stirling, la convergence de
cette série au moins tant que | z,| sont inférieurs au plus petit des
deux nombres

n n

pYrin— i pyag(n— g

ou ny et m, sont le plus petit et le plus grand entre les nombres
Ny, N2y vy Ny

Nous retrouverons dans les numéros suivants ce développement en
série, par la série classique de Lagrange.

Nous parlerons en détail de ce développement classique et nous
remarquons ici seulement que Heegmann dés 1865 [31, (a), (b)] a
fait un essai d'une méthode de résolution des équations algébriques
au moyen des séries pour trouver la forme générale des coefficients
de ces séries en fonction des coefficients de 1'équation algébrique,
probléme résolu completement par Capelli, n° 22.

Nous avons méme récemment d’autres méthodes pour la repré-
sentation des racines des équations algébriques [35], [45].

21. Série de Lagrange. — Nous n’avons pas parlé jusqu’a présent
de la série de Lagrange parce que les propriétés particulieres de ces
séries se rapportant aux racines des équations algébriques ont été
découvertes plus récemment.
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Le développement classique de Lagrange [44] donne le dévelop-
pement en série entiere en z d’une racine de I'équation

y—w+af()=o,

prenant la valeur w pour 2 = o, et ot f(y) est holomorphe dans un
domaine du plan complexe y qui contient w, et f(w) 3~ 0. Cetle
résolution a été généralisée pour les cas de plusieurs variables [ voir
Capelli [13, (8)], Kampé de Fériet [40, (a)] Belardinelli [5, (e), (f)],
Germany [26, («), (b)], Bruwier [12], Schmidt [61 ], etc.

Pour ’équation
(1) (¥ =) () + 2o fo(§) +- oo 2a fu(y) =0

ou f(y), fo(¥), --., fu(y) sont des séries entiéres convergenies
dans un cercle commun qui contient w, et f(w)3%o0, f(w)5%o0
(p=o0,1, ..., n), on a, pour la racine y prenant la valeur w pour
Zo=X1=...= Tp= 0, le développement suivant :

—1 fo‘o “1_” An
@ ymoe % gt () e

A=+ a;+...+ ap

Qos Xy, 5, %p

et la sommation est effectuée en donnant a ay, a4, ..., %, toutes les
valeurs entidres, positives ou nulles, excepté

A== A} ==.,s,= Ap= 0,
On peut méme écrire
(3) y=uw-+ 2 Aoy, o, L5005, 23n,
EI TN

ou
(e—n! (—=1* S f.. f“f_“

aolatl ...Gn_! 2w () (y._w)cl

@ = g Ay ... Uy,

Ay oy, o2, =

dy,

owsl'intégrale est prise le long d’une petite circonférence (w) avec le
centre dans le point w.
Soit & = w,, ct

SO = —o)(y—ov) ... (¥ —wn),
S =1, f =y, o )=y oo fal) =97
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la série (3) peut alors représenter le développement de la racine de
I'équation algébrique de degré n

(4) TP =@ —0)(y—o) ... (y — o)
+Xo+ Ty .+ LpyP Y= 0,

prenant la valeur w, pour

o=y =...= Xp=0,
on a donc
(5) Y=o+ 2 Aoy oy, o0, &%l x¥e,
Cyy Xy, 50,
ou
Aoyoy = — 0D (02 ['35(.f(.7))_°‘dy
agloy! .o.oay! 2wi ”wo)(y-—-wo)z
et
o= O ... Uy, B=a420;+...+ na,

L’équation (4) peut s’écrire ainsi
Y()) = (@n+ Xn) Y+ (@pei =+ Ty ) Y A= . o= @+ Ty = 0,

équation obtenue par des translations des coefficients a, de
I'équation

6) 0(p)=apy~+ ap 1yt 1+ H+ay=(y —wg) (¥ —0)..(y—wyy)=o.

L’équation 0(y) = o est I'équation initiale et la y(y)= o I'équa-
tion transformée et wo racine simple de 6(y) = o. C’est précisément
dans cette forme que Capelli [13, (b), (¢), (d)] a considéré le déve-
loppement de la racine y de I'équation (4) prenant la valeur w, pour

Lyg=X1=...=Tp,=0

En particulier, en posant

(7) Yo, B)= | 2ROy,

¢ (W)

Capelli a trouvé, par une voie élémentaire, la relation

(®) Y B+i—r@—)a (s f+r)=o, [3, ()]

1=0
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Le développement de la puissance y* d’une racine est donné par la
série

LY
(9) L RV S VAP e e 8
0oy Ogyvvny Op
ou
1 (—n*(a—1)!
Aao,ai,“.,a"—ﬁm——@(a B+ p—i),
%= Qg+ %y .o Ay, ﬁ=a1+za2+_“+nan.

Nous pouvons naturellement retrouver la série (21) de Mellin rap-
portée au n° 20.

En effet, si
9()/):}/"—‘11

on a

(a—T1)! —1
'}’P'—I—f-y.zao'% ~ o {mz fyﬁ%—p.—i(yn__.l)—adyxaoxa; . &%n,
ou

B
(x0) = f yret(r—nyody = n
o —1
et, par conséquent,
3+ u
B N e

(11) =1+ = Z wTal ol n Zlox¥r. . 2n,

>0 o —1

La série (5) pour 'équation (8) du n°® 20 :
Y+ Yy Ly ZpyTP—1=0,

peut prendre effectivement la forme (21) du n°® 20 (ici z, =p, ),

~ ——1)/~
(12) yh= I+I"'L Y3 2 Aocl,cx,,...,apx'fixg’----’l'%f’
=1 oc1+a,+...+cx,,:k
ou
k—1
I I(p.+n1a1+ nyds+. ..+ Npay —nh)
h=1

Ao, o o, = .
e 4 aglas! ooap!

On peut représenter les coefficients de cette série par la fonction I
et c'est pour cela que Mellin a donné des conditions suffisantes de
convergence de la série par la formule de Stirling.
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Pour des séries de Lagrange générales, c’est-d-dire pour des équa-
tions analytiques, nous avons donné des conditions suffisantes de
convergence; pour des équations algébriques ces conditions ont été
données par Capelli [13, (¢)]. En effet, soit I'équation (1) :

(F =) f(y) + 20 fo(y) +.o o+ 2 fu(y) =0,

ou f(y) sont des séries entiéres convergentes dans un cercle commun
qui contient wo. Posons (y —wo) f(y) = g(y) et

V() =20 fo(y) + a1 fi(y) +. o+ 2nfaly),
nous avons

U R -
y—wo+2 Py _/(wo)V(ﬂ“g(y) xdy.

=1

Si F est la valeur minimum de | g(y )| sur la circonférence (o) et
F.(r=o, 1, ..., n) la valeur maximum des | ()| sur la circonfé-
rence (o), la série est convergente pour

w’-—-"I$0[F0+]$1IF1+...+Ixn[Fn<F.

Si p est le rayon de la circonférence (w,), on a

<ol F
|y“w0l—lo Ogl“-—W’

cétte formule montre la continuité de y en fonction de z,, 24, ..., Z,.
Si par X nous indiquons le maximum des z; (i =o, 1, ..., 2), nous
savons que la série est absolument convergente pour

F
(13) |-Z'zl<X<n—'

PR

1=1

Cette limitation est tres satisfaisante, Belardinelli [5, (f), p. 756].

Nous devons remarquer, en outre, qu'il y a des études récentes sur
la validité du développement classique de Lagrange par Chazy [17],
Valiron [66], et d’autres.

29. Série de Capelli. — Capelli [13, (e)] a étudié le cas d’'une
équation algébrique initiale

0(y) =any"+ ana Y"1+ @y +ay=0
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et de 'équation transformée
() =(an+ 2) Y2+ (s + Zpg) y" '+ ..o+ (@1 + 21) ¥y + @y + 2y =0,

pour donner les expressions des coefficients des séries de Lagrange,
représentant les racines de y(y) = o en fonction des coefficients de
I'équation initiale 0 (y) = o.

Dans la série (5) au n° 21 en posant

(=1 _
W= 570 ) YEOO))>dy,
: (o)
Capelli obtient
— A
(M RCTL LA =2¢ Fol Ml ... Rpl Bl apoal ... ap,
<l
ou la sommation est effectuée en donnant a Ay, A4, ..., A, toules les

valeurs entieres positives ou nulles des %o, Ay, ..., A, avec la condi-
tion
A=+ M—+...+ < a,
¢’est-a-dire en fonction des coefficients aq, @4, . ... @y, OU
0 B+ U1

2 By = (=0 sy
(2) Hor b ool = (—1) (8" () )o+n

B+p @+ h—1 20 —1 \1I
X(a—i—)\——I) A—1 a—h—1) X’

B=ay+20+...+na,

avec

et
p=hi+2h~+...+ nhy

Ces séries de Gapelli d’une racine d’équation algébrique, ou les coef-
ficients sont représentés sous une forme polynomiale de ao, @i, .... @
a permis a Capelli [13, (f)] de donner un complément trés
intéressant au théoréeme de Eisenstein-Heine.

En effet, soit la série

r= 2 My, g, o @0 2 o 2t
Wogs Wegy 5 Wy

dont M, . ., sont des nombres rationnels, le développement d’une
fonction algébrique

Joy'+ [yt 4o fo Y+ fu=0,
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dans laquelle fo, fi, ..., fu sont les polynomes

— (1) %y & ) =
fi= E ag) oy, 0,202 2% (i=0,1, ..., 1),
gy Rgy vy Xy

(2)

ol af) 5 .. ., sont des nombres rationnels, (af, ,= @r_.).

Dans ces séries a coefficients rationnels, racines de cette équation
algébrique, les dénominateurs des coefficients ne peuvent contenir
qu'un nombre fini de facteurs premiers; Heine [32, (a), (b)],
Hermite [33, (¢)].

Capelli peut alors préciser les facteurs premiers qui se trouvent
effectivement dans les dénominateurs. Il démontre le théoréme

[13, (f), p- 162] :

Dans les dénominateurs des infinis coefficients M, . ., peut
se présenter seulement un nombre fini de facteurs premiers dis-
tincts, et précisément peuvent se présenter seulement les facteurs

premiers diviseurs de a,. Un coefficient quelconque M, .. ., est
de la forme
_ jP‘anu sy
My, v = At 1)
ol Jy, u,.. ..u, SONt des nombres entiers.
. Propri es coefficients. — Nous avons considéré particu-
23. Propriété d ff t N déré part

lierement dans le développement de Lagrange le coefficient de la
série (5), n° 21, racine d’une équation algébrique et précisément
Pintégrale (7), n° 21, Belardinelli [5, (), (d)].

Si nous envisageons la correspondance fonctionnelle entre les
coefficients de 1'équation algébrique et les racines, correspondance
qui est notre inconnue, nous trouvons que les coefficients de la série
de Lagrange présentent un aspect simple invariable dans cette cor-
respondance fonctionnelle.

En effet, si nous posons

Po=y(y—ow1)... (¥ —®n-1)
et

R
R

— Pll—i —_
Py

R
|
<
|
£
<
|
£
I
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nous avons
¢y Af=P,f +Posf=0
et
=By —o)=. . (¥ — opq)
Alors Vintégrale

QY y@(y—un)_“---(y-— Wpq )~
q)(aﬂp) —vﬁ)o) (}’—“”0)“

dy,

considérée en fonction de wy, sera intégrale d'une équation diffé-
rentielle transformée de Pochhammer d’ordre n (voir au n® 7).

Nous savons alors que les coefficients des séries de Lagrange pour
une équation algébrique sont des fonctions particuliéres rationnelles
hypergéométriques de Pochhammer d’ordre n si n est le degré de
Péquation algébrique (voir Belardinelli [5, (a)]).

2%. Théoréme de Birkeland. — Si I'équation initiale est

Wy)=yr—1=0,

1 1 S+I—l
Tn—iq’(a7ﬁ)=; Z I

(voir la formule (10) au n° 21).

Birkeland a décomposé [ 7, (a), (¢), (e), (g)] la série multiple (11)
du n° 21, qui représente la puissance p des racines d’une équation
algébrique dans la somme des autres séries multiples en général n’
si r est le degré de I’équation algébrique et si k est le nombre des
variables. Il pose (voir [3, p. 4oo]; voir [5, (d)]),

nous avons

— — n
Gg== m,n -+ rg, s = 2%,

B=oy+20+...4+ nay, &= og— A ... Oy

et la série (11), au n® 24, peut s’ordonner ainsi (. arbitraire)

L
¢ z: I 2
J/p. I+ = z‘a,‘zﬂip...xln Cing, Mty vey Em"ET""Emnr

Vs Tty cany 'y Moy My, .y my,

.
-+

(a—1)! (—1)* P————E—-I
Cmomyma = T T\

o—1

ou
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ou la premitre sommation est étendue a toutes les valeurs

=0, 1, ..., n—1 (i=o0,1, ..., 1)
et la seconde a toutes les valeurs my, my, ..., m, entiéres, positives
ou nulles, excepté ap=ay=...=a,=o.

Posons

(I) Z Cm“’m"""’“nE,OnDETI'"E;;l"=F’o,'un-,"»(s‘h iy -ovs5 En)s
Mgy My evy My

Birkeland a énoncé le théoréme :

Les rapports

(2) _N_[_p’ __ Cmeymy, o mpt, .y

N P ’ (p=o0,1, ..., n)
P M0y My eaas s oy My

sont des fonctions rationnelles de mo, my, ..., my, les dénomi-
nateurs et les numérateurs sont de degré fixe n.

Les séries ¥, . .., (%, &1, ..., En) sont donc des séries hyper-
géométriques de plusieurs variables selon la définition de Horn,
etc. (voir aux n°* 14 et 13).

Nous pouvons méme préciser que ces séries I, ,  (Eo, &1, +ovy En)
sont des séries hypergéométriques d’ ordre supérieur de plusieurs
variables parce que le numérateur et le dénominateur des rapports
se décomposent dans le produit de facteurs linéaires dont les coef-
ficients des variables m,, my, ..., m, sont des nombres entiers.

En effet, nous avons

k=p A=gq
II(@‘*‘PH‘n(P—k))n(B+z¢—-—n(o¢+k——1))
(3) _M__Ij . (— )" k=1 k=1
N,  n» (ap+1) (ap+2)...(ap+n)

(p+g=n);

pour p = o (g = n), au numérateur nous avons
k=n
[Ie+e—n@+r—m
k=1

et pour ¢ = o(p = n), au numérateur nous avons
k=n

11 +e+nta—hy.
k=1
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Les séries F, ,. . (%0, %1, ..., Er) sont donc des séries hypergéo-
métriques d’ordre supérieur de plusieurs variables dont nous avons
parlé au n° 15 de la premiére partie et qu’'on pourra appeler, par
analogie, d’ordre n —1 et completes, c’est-a-dire de classe o. On peut
méme former les systemes d’équations différentielles par la méthode
de Kampé de Fériet, qui a fait une étude profonde dans le cas que
nous avons rappelé au n® 13. ;

Les puissances des racines des équations algébriques générales
sont donc des sommes de ces fonctions hypergéométriques d’ordre
supérieur de plusieurs variables.

Par conséquent, les fonctions rationnelles entieres des racines
d’une équation algébrique de degré n sont méme des sommes des
fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur de plusieurs variables
d’ordre » — 1 et complétes, c’est’a-dire de classe o.

Mayr [50] a récemment étudié la résolution des systémes des
équations algébriques par les fonctions hypergéométriques.

Pour I'équation trinome, nous savons que les séries racines sont
des séries entiéres d’une variable, et se décomposent, dans la
somme de n fonctions hypergéométriques de Goursat. Considérons
donc 'équation

yt+xyP—1=0

dont nous avons les développements de Mellin

()
e =
= ” T

Js

formule (13) au n° 19, et la série obtenue par le développement de
Lagrange

W/ PEFE
(5) y(z))p =1+ %2(—1) ( n I)Jl‘“,

a—1

formule (11) au n° 21.
On peut constater immédiatement 'identité des deux séries.
On obtient donc, (mn +r > o),

n—1i o
r(z))b=1+ %2 2 Connar EMAH

1=0 m=0
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posons z"=f, et

®©

-]
F.(§) = E ConntrZM" = 2 CmnirBP,

m—=0 m=e
nous avons
n—1
@Nr=1+ 2N F, (3),
1=0
ou
A=p A=q
I](ﬁ%;ﬁ+%_4>II<£%ti_a_k+0
(6) M = (—-—I)" A=1 k=1 .

Cmn+r (a+1)(a+2)...(a+n)

Ces rapports peuvent s’écrire, (p + g =n),

t=p—1 v=qg—1

r u—+ne 1 p—ne
I (=5 T (e = 55)
=0 =0
¢ r=+1 n—1 n-1 nary
<m+ >.--<m+——)(m+1)<m+ >~--<m+ )
n n n n

avec

e = (ZVPrgT

Y (r=o0,1, ..., R —1).

S1 nous posons
(=vrprq?
NS 8. o S

n

il en résulte que nous pouvons écrire (voir n® 6)

F,(t)

7 u r “+n —I) 7 r —n(g —1

Lk L rernlpon i op o r ponlg )

gl P n pn n  qn n qn .
- r+1 r—+2 n—1 n+1 n-+r
9y PR | ) y

\ n n n n s

oco=1ele, (r=ru,2, ..., n—1)sont détermings.

Nous avons alors pour ces séries la représentation par des inté-
grales multiples et par des integrales définies a limites imaginaires,
comme nous l'avons exposé aux n°* 4, 6, 7 pour les fonctions com-
pletes. Les fonctions F, (¢) sont précisément des fonctions hyper-
géométriques de Goursat d’ordre n—1, complétes, c’est-a-dire de
classe o.
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Nous pouvons ainsi représenter la solution principale de I'équation
trinome dans tout le plan une fois qu’on y a tracé comme coupure le
segment (+ 1, ) de I'axe réel positif.

On peut déduire de cette solution les autres racines comme nous
avons dit au n° 19.

On peut naturellement prendre d’autres équations pour point de
départ et au moyen de la formule générale (3) au n° 24, on peut
trouver les développements relatifs. Ainsi, Birkeland [7, (g)]
a considéré 'équation genérale

Y=Y A a YA Zp Yy
ol ny, ng, ..., np sont des nombres entiers méme plus grands de
r>>s, r et s entiers positifs.
Alors

P =1 yS (B Y Xy Y XY,

et dans I’équation générale,

(r =) )+ 2z fo(§)+- -+ 2pfp(y) =0,
nous avons alors
=) =y—=15  fo==ymy s L) =y
et il obtient les r-s séries pour les racines. Il détermine aussi les

. M
degrés des numérateurs et des dénominateurs des rapports 2 dans
¥4
les différents cas qui peuvent se présenter. Et il fait 'application
a I'équation trinome et, en particulier, a 'équation du cinquieme
degré.

25. Relations entre les coefficients. — On peut approfondir
davantage I'etude des propriétés des séries de Lagrange dont nous
venons de payler.

Les coefficients des séries sont formés par les intégrales

(1) (o B)=| ¥BOOQ))dy,

(o)

pour lesquelles Capelli a déterming la relation, formule (8), n° 21,

() D (Br1—r(z—n)arb(z §+r)=0o

1=0



FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES. 59
en rapport avec |'équation algébrique initiale
(3) 0(¥) = any" + apyy" 4.4+ a1y + aqy=o.

La propriété démontrée, pour ces intégrales (1), au n® 23, permet
de retrouver cette relation et méme la propriété découverte par
Birkeland (woir Belardinelli [3, (m)]). En intégrant par parties la
fonction hypergéométrique générale de Pochhammer

f) (¥ — @)= (y —a))b—t .. (y — ap)bn =t (y — @)t dy,
()

on peut obtenir en rapport a chacun des by, bs, ..., by, considérés
comme paramétres, des relations récurrentes linéaires.

Cette propriété générale peut étre démontrée de fagon analogue
au cas particulier suivant.

En effet, si nous appliquons a U'intégrale

(4) «'e(a,E3+r)=f yf<y3(9(y))—“)dy=f yre(y)dy, (r>o),

(o) (o)
Pintégration par parties, nous avons

—1

() ¢(a,@+r>=r+1f()yrﬂg'(y)dy

et tout de suite, de 'équation différentielle [5, (m)]
(6) y90) 8 () =BV =2y () gr) =0
par application de l'intégrale de Pochhammer, on obtient la relation

a B+ (e, B)+...+a,(B+1—r(a—1))b(a, B+7)+...
+ap(B+1—n(ea—D)Y(e, B+n)=o0
donnée par Capelli.
Nous appelons (R) cette relation entre » 41 intégrales dépen-
dantes du méme «, ¢’est-a-dire relatives aux monomes z5°2% . . . 2% de
la méme puissance

0= Qg Oy e Oy

Dans les intégrales, l'exposant (3 représente le poids du monome
Pz .. . 2%, c'est-a-dire

n

B=a1+20-4...4 Rap.
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Nous pouvons écrire immédiatement une autre relation. Considérons
P'intégrale ¢ (o, B), intégrant par parties (8 £—1), on a

$(e, B) = Tx1 (wn)ﬁ“(B(J’)"“"ie/(}'))df

et, par conséquent,

) (B+1) (e B) =Y rarad(a+1, f+r),
relation que nous appelons (R,).

Cette derniere relation (R,) pose une liaison entre l'intégrale
¢(a, B) et les intégrales relatives & o + 1. Précisément :

Dans le développement en sériede Lagrange d’une racine d’une
équation algébrique de degré n, les intégrales Y (e, 3), avec
lesquelles sont formés les coefficients, sont des fonctions parti-
culiéres rationnelles hypergéométriqgues de Pochhammer, qui
vérifient les deux relations suivantes :

n

(R), (8) Y ar@ri—r@—1) 4z B+r) =0,

17=0

n

(R0, (9) Nraarhla+1,B+r)=@+1 b B

1=1

Pour une équation initiale binome, comme dans le cas de Mellin et
Birkeland,

b y)=y"—1,
nous avons les deux relations

(R) B+Dd(n ) —@F+1—n(e—0) (s, +n) =0,
(R1) B+Dd(x B)—and(a+1,+n)=0.

On a tout de suite, dans ce cas, par ces deux relations (R) et (Ry),
que les rapports

LR Gmenn

sont des fonctions rationnelles.
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Les séries sont pour cela des sommes des séries hypergéométriques
d’ordre supérieur de plusieurs variables (Belardinelli [5, (m)]),
résultat obtenu par une autre voie par Birkeland, n® 24 [7, (e)].
Les relations (R) et (R, ) sont donc bien des équations essentielles.
La premiére (R) est une propriété qu'on peut dire locale, elle est
relative au degré a, 'ensemble des deux relations (R) et (R;) donne
une liaison générale entre tous les coefficients de la série.

Les séries correspondantes aux racines de 'équation (4) au n° 21
peuvent étre considérées comme la continuation analytique des
séries (11) au n° 21 obtenues d’une équation initiale binome.

La série de Lagrange d’une racine d’une équation algébrique et
ainsi complétement déterminée par les fonctions hypergéométriques
de Pochhammer et par les fonctions hypergéométriques d’ordre
supérieur de plusieurs variables.
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