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TOTALISATION DES SERIES
DANS LES ESPACES ABSTRAITS.

Par M. W. J. TRJITZINSKY (').

1. Introduction. — Noire objet est de développer une totalisation
des séries en rapport avec la totalisation (D) des fonctions survenant
dans le travail (T) [1] de U'auteur. La totalisation (D) dans (T) est une
extension dans un certain espace abstrait, sans compacticité, des totali-
sations (avec compacticité) des fonctions, présentées par P. Romanovski
dans (R,) [2], (R.) [2]. A Yorigine de toutes les totalisations sont,
bien entendu, les totalisations de A. Denjoy; voir son livre (D) [3].
Dans (D; p. 343-388) se trouve une totalisation des séries dans
Pespace euclidien U,; cette totalisation est en rapport avec la tota-
lisation simple (des fonctions), due & Denjoy et qui est maintenant
classique; voir, par exemple (D; p. 327-343). Les indications qui
surviennent dans (D; p. 440-465) sont utiles quand on essaie de déve-
lopper une totalisation des fonctions, ou bien des séries, dans un
espace abstrait. Dans la suite nous ferons usage de notre
fascicule (T*) [4].

Dans la section 2 on introduit I'espace U, une mesure ¢ (> o),
une famille §={E} d’ensembles simplement réguliére au sens
de (2.1), (2.1 @), I'ensemble A(F), les notions de noyaux et d’enve-
loppes (Denjoy) et de la compléte régularité de F au sens de (2.2).
En admettant (2.4), on fait en sorte que F = A(F) soit un espace
topologique au sens de (2.3). Ainsi les enveloppes et les noyaux
(relativement & F) sont respectivement les ensembles ouverts et les

(*) Cet Ouvrage a été développé avec le support complet de National Science
Foundation Grant U. S. NSF-G 19834.
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2 W. J. TRJITZINSKY.

ensembles fermés. On admet l'existence d’une famille dénombrable
G'= {0’} d’enveloppes satisfaisant a (2.5); F est alors séparable.
F est distancié au sens de Fréchet, en tant qu’on suppose qu’il existe
une pseudo-distance p satisfaisant a (2.7), (2.7 a) ('inégalité trian-
gulaire peut étre en défaut). En admettant (2.8), il suit que les
relations (2.9) et (2.9 a) sont équivalentes. Nous supposons toujours
que l'espace F = A(F) est complet-(G') au sens de (2.10). Alors le
théoréme de Cantor-Baire (T; 4.1) aura lieu. Avec ¥ complétement
réguliére (2. 2), F satisfait au second axiome de dénombrabilité d’accord
avec la propriété 2.12. J1t est une famille d’ensembles fondamentaux,
si O satisfait & 'hypothése 2.14. On suppose que G’ con. A la suite
de T'hypothése 2.14 on définit une décomposition dans O d’un
ensemble E; deux cas spéciaux importants sont : décomposition-f
dans oW et décomposition—f dans 0. Les intégrales de Burkill d’une
fonction {, définie et finie dans o1, sont spécifiées d’accord avec (2. 15).
Ensuite il s’agit de notions d’un point isolé-s, d’'un ensemble parfait-s,
de la continuité intérieure. Les familles d’ensembles Ow/, iU sont
introduites dans (2.16), ce qui permet de spécifier la compléte addi-
tivité dans Jt. En faisant emploi de ces préliminaires, on est mené
a la définition (2.18) de la fotale (D) d’une fonction. Pour nos objets
sont utiles les constatations (2.19), (2.20).

Dans la section 3 nous présentons la construction effective de la
totale (D) moyennant une suite transfinie de certaines opérations.
La calculabilité de la totale (D) est fondée sur la relation (3.3), qui
a lieu dans les circonstances indiquées; on fait intervenir une inté-
grale de Lebesgue et une intégrale de Burkill. Le calcul dépend aussi
du caractére de I'additivité compléte dans o1t de la totale. La descrip-
tion sommaire de la suite de calculs se trouve en résumée a la fin
de la section 3.

Dans la section 4 il s’agit de fonctions F définies dans la
famille o’ (2.16), qui ne sont pas nécessairement additives dans Jnt,
telles que F(e) peut étre distincte de o pour un ee(*) (4.1). Tout ¥
de Jit a une décomposition (4.2) dans OI'; tout r de Ot posséde
une décomposition (4.2 a), aussi dans N'. Les infégrales de F de
Burkill modifiées sont définies selon la définition 4.4. Cette sorte
d’intégrale jouit des propriétés spécifiées dans le théoréme 4.5,
L’additivité compléte dans St d’une fonction F définie dans i
[avec F(e) possiblement 2o pour un ee€ (*)] est spécifiée dans la
définition 4.6. Dans la totalisation des séries (sections 5, 6, 7, 8) nous
faisons usage de 'hypothése 4.7, ce qui produit une simplification (4. 8),

en tant que la compléte additivité dans Jit entrainera la continuité
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intérieure dans Oh. Le lemme 4.9 est analogue au lemme 7.10
dans (T). Enfin, le lemme 4. 10 est relatif & une sorte de couverture;
cet énoncé joue un role fondamental dans notre totalisation des séries.

On considére une série de nombres u, (n=1,2,...) et un
ensemble 6 ={0,} (n=1, 2, ...) de points associés, d’accord avec
le texte au commencement de la section 5. On admet (5.1) et I'on

emploie la notation (q)ZT u, (5.2) pour désigner la totale de la série
de u, sur un q de 5, gc R (de Jit). Enfin dans la définition 5.3 nous
présentons notre définition de la lofale ZT de la série de u,, en faisant

intervenir P'intégrale de Burkill modifiée et des séries absolument
convergentes. Le premier résultat, qui est fondamental, pour la totale
de la série de u, est qu’elle est unique (théoréme 5.4); on établit cet
énoncé moyennant le lemme 4.10. On vérifie que cette totale jouit
des propriétés (5.6)-(5.6 d). Ensuite nous démontrons (théoréme 5.7)
que, si la série de u, est absolument convergente, la série est tota-
lisable et vaut la totale.

Dans la section 6, en admettant ’hypothése 4.7, nous introduisons
une définition d’une fofale des séries, au sens modifié (définition 6.5).
Selon (6.6), si I’ensemble 6 = 0, } est clairsemé, les deux définitions
de la totale des séries sont équivalents. R désignant un ensemble
fixe de Jm, soit p parfait-s et joint & R; supposons, comme dans (6. 8),
que la totale F est connue pour tout p de Jn, contenu dans R et avec
sa fermeture disjointe de p; alors (6.9) F(p) sera connue pour
tout p de Om, contenu dans R et disjoint de p; on introduit
I’ensemble p, (6.8 ¢), qui est fermé dans R et est non dense sur Rp;
selon (6. 10), la totale F sera calculable [d’accord avec (6. 10 a)-(6. 10 b)]
pour tout ¥ de Jit contenu dans R—p,; le calcul fait intervenir
des séries absolument convergentes et l'intégrale de Burkill modifiée.
Soit p* le noyau parfait-s dans R de p,. Alors en procédant trans-
finiment, comme spécifié dans le texte en rapport avec (6.11)-(6.14),
on résout effectivement le probléme de la totalisation pour tout

ensemble de Jit dans R — p*, Nous désignons par (*) 'opération qui ‘
4 partir de p, ou bien a partir de p, (6.8 ¢) donne l'ensemble p*;
ainsi

P =(p)=(p:)"

les procédés (6.8)-(6.14) constituent un calcul effectif de la totale-
série dans R — p*, quand on connait la totale dans R — p, ou bien
dans R — p,. R =P, est parfait-s dans R. En rapport avec (6.16)
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on introduit I'ensemble P, ,, fermé dans R et non dense sur P,
Une suite transfinie (6.17) d’ensembles est obtenue

R=P;>Py1>...2 Py 1> Pyp1>...;

ici Pg,.=(Pg)* (B de premiére espéce), Pg,, =n(a <B)Pq,:
(B de seconde espéce), Pa.y= (P4,,)*; pour 3> o de premiére espéce Pg, ,
est définie comme PB-EP'Pﬁ’ en rapport avec (6.17 @); Pa., est

le noyau parfait-s dans R de P,, . Les P, , sont fermés dans R. Pour
un o’ (des classes I, IT) Py, o = 0. Comme indiqué a la suite de (6.17 a),
la totale-série est calculée successivement dans les R —P, ,. Pour
a = o la suite d’opérations est terminée et la totale-série est calculée dans R.

Dans les sections 7, 8 nous admettons I'hypothése de compacticité au
sens que les fermetures d’ensembles de OW sont compactes. Dans ces
sections nous entreprenons une transformation de la totale (D) d’une
fonction f(x) (de point) en une fotale-série. On désigne (7.1) par (r)
la totale (D) sur r d’une fonction f(z), totalisable (D) sur un R de o1t;
r (de J) cR. L’hypothése 4.7 est admise pour simplifier les déve-
loppements qui suivent. Les ensembles (**) sont spécifiés selon la
définition 7.2. On introduit une famille F,={q,,! (7.3) d’en-
sembles ¢, ; (de on) disjoints, tels que (6,) ait lieu, P, , étant défini
dans (2,). 11 vient (7.4) pour tout ¥ (de Jit) c R — P, ,. L’énoncé (7.5)
est utile ensuite. P, désignant le noyau parfait-s de P, ,, il en résulte
que R —DP, posséde la décomposition (7.6) et |(F) a la représen-
tation (7.6 a) dans R — P,. P, ; (9:) est défini en rapport avec (8).
Moyennant les procédés (10:)-(13,) on obtient une famille &, (7.8)
d’ensembles ¢, ,, Pipi,;, qui interviennent dans les décompositions
(infinies) de R —Py,; (13;) et de R — P, (7.7 a). Dans le texte qui
suit jusqu’a (7.12 b) on obtient progressivement une suite trans-
finie croissante de familles

Fo=1{q0,;} + D0 La<P){Papa,]

[B des classes I, II; P,p,,; vide pour a de seconde espéce];
Far1=F o+ | Part pat1,/ |-

Les ensembles R—P,,, R— Py, sont représentables  dans la
forme S(%.) 4+ (**¥). Pour un o«' (de la premiére espéce), il vient
Pa’—l,i épa’> Pa"l, ou Pa’,j est mince;

R=8(Fy)+E, avec E'= Pa, 1+ (™).
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Les nombres a fotaliser sont les fonctions va,;(F) = (L) f fdo [linté-

gration lebesguienne sur FPqpq,;; Po,; =, ;], ou F (de JR)cR et
oLaLa' (« de premiére espéce); on considére seulement les vy, ;
pour lesquelles ¢(Pg p,, ;) > o. On choisit dans chaque P, p,,; épais
un point 0. ; (dorénavant associé avec cet ensemble) et I'on dirige
les développements, qui donnent éventuellement la famille #,, de
sorte que les propriétés (7.15)-(7.15 d) aient lieu. La réalisation de
celles-ci est d’accord avec ce que Denjoy exige pour toute totali-
sation des séries [D; p. 447, 448] et tant que nous allons totaliser la
série dont les termes sont les v, ;(F) = v,(F). Dans I'énoncé (7.17)
on montre que, si E fermé est contenu dans P, ;— P.,, (pour un «
de premiére espéce), les pg,; joints & E [avec ¢(Pgpg, ;) > o] sont en
nombre fini. Comme une conséquence (7.1g), on déduit le fait capital
que Ulensemble de points 6,[= 03 ,€Pgpg, , = w.; 10 <w] est
clairsemé. Pour simplifier, nous supposons (7.20) que les 0, peuvent
étre choisis de sorte que toute frontiére d’un ensemble de Ot contient
les 0, en nombre fini (ou bien est dépourvue des 9,); on peut réaliser
cette situation au moins dans I’espace euclidien U; & k dimensions,
lorsque Ot consiste d’intervalles a k dimensions. Dans (7.21) on
établit une propriété de tout ensemble p(c R) parfait-s.

Nous posons

F(g; h)=(g)ZTv,,(h) pour AcR,

mesurable et g (de ) c R, lorsque la totale-série existe (notation 8. 1).
Les w, (1£n <w) étant les ensembles de Fo et ¢ (de Jit)cR,

définissons f,(z) = o (sur wy avec 6, €R —g), f,(x) = f(x) ailleurs.
Si f,(x) est totalisable-(D) sur un ¥, (de Jit) c R, pour un ¢ (de J) cR,
nous écrivons

¥(g5 1) = (D) [ fy(e) dy(a)

[pour tout ¥ (deJit)cF,] (8.2b). Selon I'énoncé (8.3), si la
totale-(D) {(g; F,) existe pour un F, (de Jit)cR et pour tout ¢
(de Jit) cR, il suit que

Y(g; Fo) =F(g; F)

e. g. $(g; ;) est la totale-série sur q de v,(F,), cela étant pour tout ¢
(de J) cR. Cela se démontre en faisant usage de la définition 6.5
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de la totale-série, qui s'applique dans les conditions de la section 7,
en tant que les 0, ont une disposition clairsemée.

D’abord nous établissons (8.4) que Y¢(g; F) = F(q; ) pour F

(de J) cR — P,,, et pour tout ¢ (de i) cR; puis on montre (8.4 a)
que

Y(g; F)=F(q;7) dans R—P,.

Ensuite, dans (8.5)~(8.7), nous indiquons le procédé progressif pour
réaliser la transformation en une totale-série (dans R), en suivant
la méthode générale formulée par Denjoy (D; p. 374) pour ses lotali-
sations dans l'espace euclidien ‘U,.

Quelques questions restent. Il serait intéressant d’examiner si,
dans la transformation de la totale-(D) de fonction en une totale-
série, on pourrait remplacer la compacticité des fermetures d’ensembles
de It (comme on 1'a admise dans les sections 7, 8) par une hypo-
thése plus faible. Un autre probléme, que nous n’avons pas abordé,
est de transformer notre totale-série en la totale (D) d’une fonction.
Pourtant, la derniére question a été résolue par A. Denjoy dans
I'espace euclidien <U,. Des difficultés trés grandes additionnelles
surviennent dans les espaces abstraits.

2. Les préliminaires pour la totalisation (D). — Nous allons
nous occuper de la fotalisation (D) (T'; sections 7, 8, 9, 10). Dans les
sections 2, ..., 6 dans (T) nous avons introduit dans l’espace ‘U,
considéré, des préconditions topologiques pour qu’il soit possible de
développer des totalisations telles que (D) [et en effet aussi la tota-
lisation symeétrique (S), décrite dans T; sections 11, ..., 15]. Dans U
on a une famille complétement additive d’ensembles; correspon-
damment dans cette famille est donnée une mesure ¢ non négative
(avec les propriétés de la compléte additivité et de soustractivité).
Si ¢(E) =0 et E,cE, on a ¢(E), = o. On envisage une famille
F = {E} d’ensembles E simplement réguliére (T*; définition 11.5) :

@1 o<yB)<+w;  wSEN<»  [s(5)=N(#)E];

(2.1 d) Toute réunion, méme indénombrable, d’ensembles de F est
mesurable.

A(¥) est I'ensemble des points indéfiniment couverls par (F) [défi-
nition T; (2.2)]. Les noyaux et les enveloppes, relativement a la
famille simplement réguli¢re &, sont définis selon le texte qui se
rapporte a [T; (2.3)]. On dira que ¥ est complétement réguliére, si F



TOTALISATION DES SERIES DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 7

est simplement réguliére et si & tout X, CA(F), mesurable et &
tout ¢ > o on peut associer un noyau Y, tel que

(2.2) YcX, ¢(X—Y)<e

On dira qu'un espace F est topologique, si dans F il existe une famille
G = {0} densembles O, dits « ouverts » satisfaisant aux cinq
conditions :

(2.3) [T; (2.5a), (2.5b), (2.5¢), (2.5d), (2.5¢)]

[d’accord avec le livre de H. Hahn et A. Rosenthal, Sef functions, 1948].
Pour qu’on puisse considérer I'ensemble F = A(F) (oit & est au moins
simplement réguliére) comme un espace topologique au sens indiqué,
avec les enveloppes (relativement 4 F) jouissant du réle d’ensembles
ouverts, nous faisons I’hypothése :

(2.4) La famille G={0} denveloppes posséde les caractéres
[T; 2.5d), (2.5 ¢)].

On note que les propriétés [T; (2.5 a), (2.5 D), (2.5 c)] sont satis-
faites d’elles-mémes. Maintenant on voit que les noyaux sont iden-
tiques avec les ensembles fermés, situés dans F. L’hypothése [T; (2. 8)]
se rattache a la séparabilité et elle est la suivante :

(2.5) 11 existe une famille dénombrable G'= {0/} d’enveloppes
(e. g. d’ouverts) épaisses, telles que :

10 A(G') = F (= A(%)), et

20 Sj O est un ouvert (CF) et un point x€ O, il existe un nombre
n=n(z, O) > o de sorte que

O'eCG, O'su, (0 )Y < entrainent O'cO.
Comme une conséquence, on voit que

(2.6) F est un espace séparable (e.g. tout ensemble infini H, cF,
contient un h dénombrable tel que k = H).

Si z;,, x, (dans F) sont des points tels que des O de G’ (2.5)
contenant z,, x. existent, on définit le nombre

(2.7) e(xy, z2) = infe (0) (0, de G', contenant z,, z3);
on suppose que

(2.7a) p(xy, z2) >0 dés que =z £z, et p(xy, ) existe.
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En tant que nous ferons usage de la totalisation (D) et non pas de
la totalisation (S) on peut laisser la condition (T;3.1c¢) de conti-
nuité de p(zi, ) de coté. p(zy, .) en général ne satisfait pas 4 I'iné-
galité triangulaire; c’est une pseudo-distance; 'espace F = A(¥F) est
ainsi distancié au sens de Fréchet. .

Or, pour pouvoir totaliser, il faut le théoréme de Cantor-Baire;
pour achever cela on devrait faire en sorte que I’espace F soit complet
au sens approprié (il est déja séparable). Ayant cet objet en vue nous
introduisons I’hypothése (T; 3.9) :

(2.8) A tout couple d’ensembles A, B joints de G’ (2.5), il corres-
pond un C de G/, tel que Co>A + B, de sorte que

9(A+B)—>o entraine ¢ (C)—>o.

Siz,(n=1,2,...)et x sont des points de F, on dira que

(2.9) Zn~ (G x (&, tend vers z au sens de G'),
si des O, de G’ existent tels que
O3z, O0,3zn, 9(0,)—>o0;
ceci équivaut a
(2.9a) e(z, xp)—>o.
On dira que l'espace F = A(F) est complet-(G'), si
(2.10) lim g(zn, z,») =0  entraine z,~ (G)z [(2.9), (2.9a)].

n,n>w
Dans la suite F = A(F) sera toujours séparable et complet-(G’) au
sens indiqué. Comme une conséquence, on vérifie que

F, fermé, £ o, F.cF, FioF:>..., e(Fr)—>o0

entrainent n F, est un seul point [ici p(A) = supp (i, 2.) (x1, T2 € A)].

De plus, le théoréme de Cantor-Baire (T; 4.1) a lieu; e. g. toute suite
bien ordonnée non croissante d’ensembles (CF) fermés se stabilise
4 partir d’'un nombre transfini de classe I ou de classe II. On peut
envisager la notion d’ensembles clairsemés; pour ceux-ci les théo-
rémes (T; 4.2, 4.3) ont lieu.

La famille ¥ étant toujours complétement réguliére (2.2), on voit
que, si H (cF) est mesurable et ¢ > o est donné, il existe un
ensemble ouvert O et un ensemble fermé Q de sorte que

(2.11) QcHcO, (0 —Q) <.
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PROPRIETES 2.12. — F = A(%) satisfait au second axiome de
dénombrabilité au sens que G’ (2.5) est « une famille dénombrable
compléte de voisinages » e. g. a fout O (CF) ouvert il correspond une

suite d’ensembles O, de G’ tels que O =20 ,- De plus, tout ensemble

fermé, CF, est Uinlersection d’une suile non croissante d’ensembles ouverts.

Dans la totalisation (D) survient une famille Ot d’ensembles fonda-
mentaux. Ces ensembles seront désignés, sauf avis contraire, par (2.12)
R, r, p, avec ou sans indices supérieurs ou inférieurs.

Les ensembles de O sont ouverts, contenus dans F = A(%), épais;
nous admettons dans I’Ouvrage actuel que
(2-13) G' (2.5)com

et que Jn satisfait aux conditions (1°), ..., (9°) de (T; hypothése 7.4);
les voici : .

HypoTHESE 2.14. — 1° Les R sont ouverts;

20 Si rcR, il y a une décomposition-f dans Ot de R, dont r est
un composant; -

30 Si R; R:2 0, Ry R, aura une décomposition-f dans I1t;
4o Toute décomposition dans o de R est une décomposition-f

dans O1; si un R et un ¢ > o sont donnés, il y a une décomposition-f
dans Ot de R, dont les, composants sont de mesure < :;
50 Si {r,} est une décomposition-f dans o de r et r,CcR, rcR;
.60 R et ¢ > o étant donnés, on peut trouver un r et un p de
sorte que
FcR, Rcp, o(R—r)<s  9(p—R)<g;

70 un H (cF) fermé et un ¢ > o étant donnés, on peut trouver
un O ouvert et un d=0(, H, O)> o, de sorte que O>H,
9(0—H) <¢, tandis que FH:2o0, ¢(r) <3 entrainent rcO.
Soient un r et un point y, €r, donnés; alors il existe un r,3y, F,Cr,
et un ¢ =o(r, ro, §) > o tels que 5., 2 o, ¢(p) << entrainent p <r;

80 Deux constantes 1 <a <b existent de sorte que, E (cF)
étant fermé, les relations r (fixe) cE, p (variable) cE, F.p:2£o,

9(p) < ao¢(r) entrainent <pe< 2 5) < bo(r);
g° Les relations

o(r)—>o, e(r)=supp(xy, 22) (1, Z2€r) >0

s’équivalent.
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Une décomposition dans Ot d’un E veut dire

E=E)+ Rj+...+ R, ?(Eo) = o,

les ensembles au second membre étant disjoints; on dit que {R,}
est une décomposition dans I de E. Une telle décomposition
s’appelle décomposition-f dans o, si E, est contenu dans les fron-
tiéres des R,. Une décomposition dans o d’un E sera dite décompo-
sition-f dans O, si E, est contenu dans une réunion finie des frontiéres
d’ensembles de O (comprenant possiblement les frontiéres de
quelques ensembles de Jit qui ne sont pas parmi les R)). Si S = {r, |
est un systéme fini d’ensemblés (dans On) disjoints, on pose

M(S) =supg (r)),  9(8) =R e (),

[aussi $(8)=34(r), si § est définie dans on]. Si §(r), possi-

blement non additive, est définie et finie pour tout reon, on peut

envisager les intégrales sup, inf et exacte de ¢, au sens de Burkill,
ainsi

@15) [e=Tmys), [4=lmys), [4=lmy(s)

(si lim ... existe) pour M(S)—o, S={r,| étant une décomposition
variable dans Jn de r et $(S) =D 4(r,). -

Un point x d’'un ensemble E (cF) est dit isolé (dans E) au sens
spécial, ou bien isolé-s (dans E), s’il existe un ensemble O ouvert,
tel que O>x et EO est contenu dans la frontiére d’'un r. Un ensemble p
(CF) est parfait-s, si p est fermé et dépourvu de points isolés-s dans p.

On dira que { (définie dans ON) est inférieurement continue pour
un r, si un v = n(s) > o correspond a tout ¢> o de sorte que r'cr
et 9(r—r’)<m entrainent [ (r)—d(r')|<e; ¢ est intérieurement
continue sur un R, si ¢ est intérieurement continue pour tout rcR.

D’accord avec (T; définition 7.7) nous introduisons les familles o/, i
comme il suit.

(2.16) O est la famille de tous les ensembles r +-e, ot reN et e
quelconque est dans T—r; O est la famille minimale contenant oW/,
telle que, si I, et T, sont dans om, F, + F,, ¥, T,, F,—F, ¥, (sinon vides)
seront dans Oit.

(2.17) Tout sous-ensemble de F—r est mince-¢. On dira qu'une
fonction finie ¢, définie dans IR et s’annulant pour tout sous-ensemble
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de la frontiére d’un ensemble de W' (de M), est complétement addi-
tive dans O, si Hedn, H,edn, les H, (n=r1, 2, ...) disjoints,

H=H,+H,+... entrainent ¢ (H) =Z¢(Hn);

e. g, si ¥, (de )4 un F (de J), il vient ¢(F,) > ¢(F).
La définition de la totale (D) (T; définition 7.12) est la suivante.
(2.18) Une f(x), définie (et finie) sur une plénitude d’un R (de o)
est dite totalisable (D) sur R, s’il existe une ¢ complétement additive
dans ot sur R (2.17), intérieurement continue dans o sur R de sorte

que, si p est parfait-s et r (de M), cR, est joint a p, il existe un r'cr
joint a p tel que pour tout r,Cr'’ on ait

_ _{ ¥ (rgpFo),
ea [h=0f f@d@,  we bo="" 75
@) j ... désignant une intégrale de Lebesque. Le résultat du calcul

de ¢(R) a partir de f(x) totalisable (D) sur R est la totale (D) de f(z)
sur R

¢ (R) = (D) f f (@) dy (2).

On voit que fout ensemble T de O posséde une décomposition-f
dans o, e. g.

k
(2.19) F=2 r,+ eo, les r, (de M) étant disjoints,

=1

ol e, est contenu dans la réunion d’un nombre fini des frontiéres
d’ensembles de On. Notons encore (T; lemme 7.10) :

(2.20) Soient une famille 9 c O et un ¥ dans I, tels que ¥ C Z(m) p.

Alors des §,, disjoints, de OR et des ry de It (v=1,2, ...) existent
de sorte que

(2.20 @) F=¥%  Fon
v=1

[nécessairement tout P, posséde une décomposition-f; dans In, soit

ky

S
Pv=zrv,x+ €y,

=1
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e, étant le composant situé dans un nombre fini des frontiéres

d’ensembles de O et les r,, (€M) étant disjoints].

Dans les conditions qu’on vient de donner, si ¢ est complétement
additive dans o, on aura

kv
(2.206) Y (F) =2’~P('§v) =Z|:E‘P("v,i)]:
v v i=1

Les énoncés principaux relativement a la totale (D) sont compris
dans (T) comme il suit :

Théoréme 7.13; (7.13a), (7.13b), (7.13¢), (7.13d), (7.13¢);
théoréme 8.8; (9.6); (9.10); (10.3); (10.4); (10.5); théoréme 10.6;
théoréme 10.8; (10.9); théoréme 10.11; théoréme 10.13.

3. Succession transfinie des calculs d’'une totale (D). —
Si ¢ est une fonction quelconque d’ensemble de Jn et p est fermé,
posons

(3.1 b (r) =

d’ott

s Y(r) (sirp=o),
o (si 7p # 0),

$r(r)y=4(r) —4p(r) (2.184),

pour tout r de on. Soit f(xr) une fonction totalisable (D) sur un R
particulier de Jit. Selon la définition (2.18), & la fonction f(z) il

correspond une fonction ¢, définie dans Jit sur R, avec les propriétés y
indiquées, de sorte que

$(R) = (D)vi f () de (2);

d’aprés le théoréme (T; 7.13), cette & est unique. I s’ensuit que :
(3.2) f est totalisable-(D) sur tout r (e M)cR et

Y(r) = (D)ff(x) de (z) pour tout tel r;

§(r) est complétement additive dans ot et intérieurement continue sur R.

En plus, en raison de (2.18), si p est parfait-s, joint a R, a fout r
(eM)cR, joint a p, il correspond un r', r'p#o, r'cr, tel que

sur r' on ait (2.18 a) [f sera sommable sur r'p et l'intégrale de
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Burkill fq;,, sera définie sur r’]; en tenant compte de la seconde

relation (3.1), il vient
= — P = 1) — p,
L% fmw ¥1= 4 (r) f“np
d’ol

3.3) Y(n)= (L)f fde +fq/ﬂ (pour tout ry, €M, cr').
rp 11

L’intégrale de Burkill au second membre est calculable, si I'on sait la
lotale-(D) de f sur tout r (deom), pour lequel rcR e rp=o
[rappelons-nous qu’a présent f est supposée totalisable (D) sur R].

Il n’y a aucune perte de généralité, si I’on suppose que R est contenu
dans un ensemble parfait-s. Par conséquent, fout r (de JR), confenu
dans R, contient un r’ (de o) sur lequel f est sommable et

(3.3a) Yr)=(L) [fdy  (tout r,, €N, cr)

[en prenant un p parfait-s, p> R, I'énoncé en rapport avec (3.3)
s’applique avec ¢” = o].

Ayant en vue la constatation relativement a (3.3), désignons par
N={p} (i=1,2, ...)la famille de fous les ensembles de G’ (2.5)
(con) tels que

pcR,  ppFo, ¢(p)=(L)ffd?+f¢"
ep 4

(tout p, €M, cg,).

(3.4)

Si un r (de on), cR, est joint & p, il existe un r’ (de M), Cr et joint
a p, pour lequel (3.3) a lieu; soit  un point sur r’'p; on pourra trouver
un p’ de G/, tel que p’>x et p’ Cr’; nécessairement p’ est un des p,
dont il s’agit dans (3.4), e.g. p'€Jt. Ainsi tout r (de o), cR,
joint & p contient un p’ de 9; donc Ep, p est partout dense sur Rp;
par conséquent,

B.49) p1=Rp——-Zp, p est fermé dans R et non dense sur Rp.
Ayant (3.3)-(3.4 a) en vue, supposons que

(3.5) la totale ¢(r) a été calculée pour tout r (de M)cR,
avec Fp = o. Alors les intégrales de Burkill dans (3.3), (3.4) seront
calculables.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 161. H
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(3.6) Si (3.5) a lieu, on pourra calculer (r,) pour fout r, (de M) CR,
tel que rop = o, moyennant une opération qui traduit la propriété de
la continuité intérieure de {.

En effet, r, étant indiquée de la sorte, d’aprés I’hypothése (2. 14, 6°),
il existe un r, de I tel que r,Cry, ¢(ro—rn) < :7; $(r.) sera connue,

puisque 7,p = o; en vertu de la continuité intérieure de ¢, il vient

(3.6) ¥(r) = lim 4 (ra),

ce qui vérifie (3.6). Revenons maintenant i l'ensemble p, (3.4 a).

Si x est un point dans'R — p, (ouvert), e. g. dans (R— Rp) +2 p.p,
deux cas peuvent se présenter :

(1°) zeR—Rp; (29) xeRp-——p,:Zp,p.

Au cas (19), d’aprés (3.5), (3.6), il existe un p de G’ tel que :

(10) p27, pcR—Rp, d’out ¢(p) est connue.

Dans le cas 20 :

(20) un p, (de 9t)>x, d’otr (3.4) a lieu et Y(p,) est connue.

Soit 9 ={p*} (k=1,2,...) la famille de fous les ensembles
de G’ (2.5) tels que pfcR—Rp; I'ensemble p dans (1,) est un p*;
par 1a (3.7) 9t couvre R—Rp; les ¢ (p¥) sont connues [(3.5), (3.6)].

D’autre part, (3.4 a) 9t = {p,} couvre Rp — p,, tandis que les ¢ (p,)
sont calculées moyennant (3.4). On observe que

3.7a) N+ ' (<G cI) couvre R — p;.

Maintenant on peut établir la proposition suivante :

(3.8) Soit p parfait-s, pR 3£ 0; Rp contient un ensemble p, (3.4 a)
fermé dans R et non dense sur Rp; admettons (3.5). Comme une consé-
quence la totale § sera calculable pour tout ¥ de 1t contenu dans R — p,.

En effet, le calcul se fait d’accord avec les développements (2. 20)-
(2.20 b), en y remplacant 9t par la famille 9t 4 9t' (3.7 a). Ainsi

des r, (v=1,2,...) de 9L + 39U et des B, disjoints de I existent,
de sorte que

kV
F=Dh  Ber  B=Xrate [s(e) =d(e) =0,
=t
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ou les r,, €M et sont disjoints. D’aprés l’additivité complete
dans JR, il vient

>

v

N¢

(3.8a) ) =3 D).

=1

Or r,,(cB)cr, (de 9t +9U'). Donc pour tout r,, il y a deux-
alternatives :

(3°) ry,iC un pt; (4°) rv,,c un’p,.

Correspondamment {(r,,,) est déja connue :
au cas (3°9), d’accord avec (3.7) [(3.5), (3.6)];
au cas (4°), selon (3.4), e. g.

(3.80) Vo=@ [ fd [ s

Plvy Tvya

¢7 ici est déja connue & partir de f. L’énoncé (3.8) est vérifié.

(3.9) Si la totale {(F) est connue pour un ¥ de i, on saura ¢ (F)
et 'on aura §(F) = (F) [car la frontiére § de ¥ est contenue dans
une réunion finie des frontiéres d’ensembles de IMm; ¢ (e) = o pour
tout ensemble e situé dans §].

Supposons maintenant que la situation décrite dans (3.8) a lieu.
Continuons le calcul de la totale. On connait ¢ (r) pour tout r (de on)
CR —p;, méme si 7 est joint & p, [car toujours ¢ () = Y(r)]. Si p,
(fermé dans R) n’est pas parfait-s (dans R), p, posséde des points
isolés-s dans p;. Si x, est un tel point, il se trouve un r, (de JN)cR,
qu'on peut choisir dans G', tel que ro>x, et rop,Cgo, ol g est la
frontiére d’un ensemble de oM. Soit 9t ={p,} (i=1,2,...) la
famille de tous les ensembles de G’, tels que

(1) p. <R, puP17# 0, PiP1C 8y

ol g, est la frontiére d’'un ensemble r, de Jn.

L’ensemble e' des points isolés-s dans p, est couvert par It.
Or r,+ p,p,eM’ (2.16); donc

ppr[= (r+pip) —rle€d,  Y(ppr) = o;

Pi— P D1 (é R) est dans Ji et est disjoint de p,; d’aprés (3.8),
¢ (p.— p. p1) est connue; ainsi

(3.10) Y (pr) =4[ (pi— pips) + pep1] = ¥ (pi— p1p1)
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sera connue pour i =1, 2, .... Soient

(2") pr=pi—et etun ¥ (de M)cR— p,.

On a remarqué que e'chim; d’autre part, tout point de p;p,

est isolé-s dans p,, e. g. Zpi picCe'; donc
3" e =29:p1, d’ou p, est fermé dans R.

Désignons par 9u'={pt} (k=1,2,...) la famille de fous les
ensembles de G’ (cOom) contenus dans R—p;; 9L’ couvre I'en-
semble R— p,. On voit que

(3.10a) I+ I (1) couvre R — ps.

En raison de (3.8), les $(p*) sont connues. Ainsi (3.10) ¢ (r) est déja
calculée, dés que r (de J1) est contenu dans un ensemble de 9t 4 9t’.
En procédant a partir de (3.10 a) [au lieu de (3.7 a)] et avec T (2")
contenu dans R — p, [au lieu de Fc R — p; (3.8)], on obtient, comme
a la suite de (3.8),

o kv

(3.106) $E = P,

v=1 =1

les r,; (eon) disjoints, tout r,, étant dans un ensemble
de 9 4 9t (3.10 @). On est mené 4 la conclusion suivante :

(3.11) Envisageons Uensemble p. fermé dans R [p,= p,— e! (z’)];
qui est p; (3.4 a) dépourvu des points isolés-s dans p;. La totale ¢ sera

calculable, d’accord avec (3.10) et (3.10 b), pour tout ¥ de i contenu
dans R— p..

Le calcul qui survient dans (3.11) revient essentiellement & I'addi-

vité compléte dans ot de .

Si p, n’est pas parfait-s dans R, on désigne par p; I’ensemble
p:— €2, ol e* est 'ensemble des points isolés-s dans p,; en méme temps,

la totale ¢ sera effectivement calculable pour tout ¥ (de Jit)cR—p,
[moyennant des procédés du genre survenant dans (3.10)-(3. 10 b)].
On continue ainsi le calcul de proche en proche. En général, supposons
que (3 est un fransfini (des classes I, II), tel que la totale ¢ a été

calculée pour tout ¥ (€Ji)cR—pa, cela étant pour tout a < f.
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Cas I: B est de seconde espéce. — Alors pg est I'intersection de tous
les p. pour a <f3; les p, et pg sont situés dans R et sont fermés
dans R; paDpa+s. Désignons par It

(3.12) la famille 9t ={p,} (i=1,2,...) de tous les ensembles
de G’ tels que p,c R — p, pour un a < 8.

Les totales Y (p) sont déji connues. Soif x un point dans R — pg
(ouvert). Des p de G’ existent tels que p>x, pcR—pg; démon-
trons que

(B.12a) un p, (€9) contient x.

Au cas contraire, si un p de G’ contient x et pcR—pg, p n’est
pas un p, e. g. il n’est pas vrai que pcR — p, pour un a < f3; ainsi p
est joint 4 p, pour tout « < . Pour un a,, < 8, fire, mais autrement
quelconque, I’ensemble p., posséde des points dans fout p de G,
contenant x; d’olt (€ R) est un point d’accumulation d’ensemble pe,
fermé dans R; par ld x€p.,; cela étant pour tout «,<<f3, il vient
T Epg, ce qui est contraire & 'hypothése x€R — pg; I'énoncé (3.12 a)
est vérifié. Cela revient a ce que la famille 9 (3.12) couvre l'en-
semble R — pg. On conclut comme il suit :

(3.13) Supposons que lag fotale ¢ a été calculée pour tout

¥ (ed)cR—p, pour tout a <@, olt B est un transfini de seconde
espéce. Envisageons la famille 9t = {p,} (3.12); les Y(p.) (i =1,2, ...)
sont connues. { est calculable sur fout ¥ (de )cR— ps, @ parlir
de la famille 9t moyennant les procédés du genre survenant dans
(B.10a)-(3.10b) [avec IL (3.12) au lieu de I 4 9 (3.10a);
ry,€9t, les Y(ry,) étant ainsi connues].

Cas II : 3 est de premiére espéce. — On a
Pg=pg-—1—eb,

oi1 b~ est I'ensemble des points isolés-s dans pg_, et I'on suppose déja

calculées les totales §(F), lorsque ¥ (de M) cR— ps-1 (donc aussi pour
FfcR—pa, pour tout a < f).

(3.14) Au cas 1I le calcul de la totale ¢ pour ¥ (de ﬁl)cR—pp
se fait d’accord avec le texte a la suite de (3.9) jusqu’a (3.11) [en rem-

placant p,, e' et p, par pg ., e3—' et pg, 9L = {p,} étant la famille
des pe G/, tels que

pcR, ppgaF o,  ppp-1Cg
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(la frontiére d’un ensemble de On), v’ = {p*} étant la famille des p
de G/, tels que p*cR—pg_; eﬁ—':EP,p@_,].

On a une suite transfinie d’ensembles

(3.15) PidP2D ... pad... (a des classes I, II),

contenus dans R et fermés dans R; p, est défini dans (3.4 a) & partir
d’un certain enisemble p parfait-s. Cette suite se stabilise (Cantor-Baire)
pour un a, des classes I, II, au sens que p., = pg (tout (3 > a,). Néces-
sairement :

(3.15a) p*= pa (Cp:Cp) est parfait-s dans R,

car si ce n’était pas le cas, on pourrait former I'ensemble
Da,+1= Pz,— €%, ol l'ensemble e* des points isolés-s dans p., est
non vide. On a établi le fait suivant :

(3.16) Soient un ReOd et un ensemble parfait-s p, Rp Zo.
Supposons que la totale ¢ a été calculée sur tout r (de M)cR, avec
Ip =o; ainsi (3.6) ¥ est connue sur fout r (de M)cR—Rp el, en

effet, sur tout ¥ (de ) cR—Rp. Alors il y a une suite transfinie de
calculs [voir les développements (3.5), ..., (3.15 a)], qui effectivement
donnent la totale ¢ dans R —p* (e.g. sur tout ¥ de it contenu
dans R— p*), lensemble p* (cR) étant parfait-s dans R et non
dense sur Rp.

11 convient d’introduire

DEFINITION 3.17. — Ayant la situation décrite dans (3.16) en vue,
désignons par (*) Uopération qui méne de Uensemble p, joint @ R et
parfait-s, ou bien de lensemble p, (3.4a), cR, fermé, a len-
semble p*, cR, parfait-s dans R et non dense sur Rp; on écrira

(3.174a) pr=(p)
(3.17 8) pr=(p)"

(p* est le noyau parfait-s dans R de p,).

L’importance de I'opération (*) est due au fait que, si la totale ¢
est connue sur tout r (de M)cR, avec Fp =o, la suite de calculs
indiqués dans (3.16) nous donne ¢ sur tout ¥ (de Jit) dans R — p*.

Pour commencer le calcul de la totale ¢ sur un R de Jit, on note
qu’un ensemble parfait-s P, contient R; R = RP, est parfait-s dans R.
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Tout r (de o) contenu dans R contient un r’ (de o), ot f est
sommable, de sorte que '

b(r) = (L)fqu: [tout ry (de IR)cr'].

Ny, =1{p:} (i=1,2,...) étant la famille de tous les ensembles
de G', tels que
(1) <R 4= (L) [fdy  (pour toute, €M, <o),

e

I’ensemble

(21) l:;o,1= R—Em

est fermé dans R et non dense sur R (= RPy) [voir (3.4 a)]. Soit ¥

un ensemble o, FcR—P, ,; alors en tenant compte de (2.20)-

(2.20 b) et en procédant comme on I'a fait & la suite de (3.8),
on obtient

o A,
(31) Y=, [2¢(m,o],

les ry,; (€JN) étant disjoints;

'v,ic un p; q)(’y,[) = (L) d?.
7 fﬂf

(41) Po,z= Po,i-—eo,n

€,, étant ’ensemble des points isolés-s dans P, , [voir (2')]. Envi-
sageons la famille

(51) m°,2={90,1}+{90'k} (i!k=l7 2, cee)y
ou {p,,.} consiste des ensembles de G’ tels que
po,: € R, po,1Po,1 #Z O, po,:Po, 1 la frontiére d’un r; de N,

et {p%*} est la famille des ensembles de G’ contenus dans R —DP,,,.
On a eo,,=zpo,1Pu,.. Comme dans (3.10), on obtient

(61) 4 (po,1) = ¥ (po,:— po,1Po,1) ;

I’ensemble au second membre appartient 4 Jit et est situé dans R—Py,;
par conséquent la totale ¢(p,;) est calculée d’accord avec (3,);
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les (p>*) sont aussi calculables selon (3,). La totale est ainsi
calculable sur tout ensemble de 91, . (5:), tandis que cette famille
dénombrable couvre 'ensemble R-—P, .. En tenant compte de ces
propriétés de 91, nous procédons comme a la suite de (3.8 a);
il vient

© kv
() 4O =3 (0, disque 7(de )cR— Py,
v=1 1=1

ol les r,, disjoints sont certains ensembles de I et tout r,,, est
contenu dans un ensemble de 9,.. On résout successivement le
probléme de totalisation dans les ensembles R — Py ., ol

(3.18) Po,1D>Pg3>....2PgyD... (« transfini des classes I, II),

Po g =n Py« (pour (3 de seconde espéce); Pog= Pog1—€,p-
<8
(pour 3 de premiére espéce), e, g, étant I'ensemble des points isolés-s
dans P, ;. Les P, 4 sont fermés dans R et pour un «, (des classes I, II),
la suite (3.18) se stabilise, de sorte que P, =P, », (CR) est parfait-s
dans R (non dense sur R = RP,); en méme temps | (F) sera calculée
pour fout ¥ (de 9)cR—P,. Si B est de premiére espéce et U est
déja connue dans R—P, g 1, ¢ s’obtient dans R—P, g d’accord
avec les procédés qui de (2,) ménent a (7,). Au cas ot § est de seconde
espéce et ¢ est connue dans les R—P, , (2« <), on calcule ¢ (F)
pour F (de Jit) cR—P,, g d’accord avec (3.13) [on emploie la famille
9t = {p,} des ensembles de G’ tels que p,CR—P, , pour un a < f3;
9t couvre R—P,3; on obtient une relation comme (7,), ou les
ry,, (€M) sont disjoints et tout r,, est dans un p,]. On peut écrire

(3.18 @) P, (= Pya,) = (Po)*= (R)*  (définition 3.17),

ou P, parfait-s contient R.

(3.19) Dans la suite transfinie des calculs qui ménent & la réso-
lution du probléme totalisant dans R —P, (3.18 a) les intégrales au
sens de Burkill n’interviennent pas. Ces calculs procédent & partir des

intégrations lebesguiennes (1;) (L) f fde (p variable, €01, pcCp,),
¢

ou {p} (i=1,2,...) est la famille des ensembles p, cR, de G,
sur chacun desquels f(z) est sommable; puis survient une suite
transfinie d’opérations traduisant le caractére de 'additivité compléte

dans Ot de la totale.
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P,(cR) est parfait-s dans R et est non dense sur R. Posons
P.= (P,)*; P,(cR) est parfait-s dans R et non dense sur P,. Le pro-
bléme de totalisation dans R — P, est résolu moyennant une suite
transfinie de calculs d’accord avec (3.5), ..., (3.15a). Dans ces
calculs les intégrales au sens de Burkill surviennent. Pour vérifier ce
fait, il suffit d’examiner le calcul de 4 dans R —P, ,, P, , désignant
Pensemble p, (3.4 a), lorsque Rp est P,.

On obtient une suite transfinie d’ensembles

(3.20) R=RP;> Py s;
@)2Pi>P 1 Py >Py 1 >...> Py i Py >. .,

définis comme il suit. Les P, , sont fermés dans R; les P, (a > o)
sont parfaits-s dans R (P, DR, est parfait-s). P, est le noyau parfait-s
dans R de P, ,; P, n’est pas défini pour « de seconde espéce.

(3.20 @) Pgiy= (Pg)* [définition (3.17 @)],

si B est de premiére espéce; pour 3 de seconde espéce,

ras=[[res=]]

a<B a3
et
P3, = (Pg,1)* [définition (3.178)].
(3.20b) Pour 3>o de premiére espéce Py, est donné d’accord
avec (3.4a), oit Rp est Pg [e. g Pg.=Pg—Y 0Py, {p] étant la

famille des ensembles de G’ tels que
pcR,  pPgo,  Y(p)=(L) | fde+ [ {Pp
‘/P'Pp ‘/r':
(tout p, eom, p,)].

On note que Pg,; (3> o de premiére espéce) est non dense sur Pg.
De plus, Pyi= (Pa,:)*, o0 lopération (*) est au sens donné
dans (3.17 b).

Le théoréme de Cantor-Baire s’applique a la suite
Po,i>P11>.0..> Py a>Poig 1> ...

Donc pour un o« (minimal) de premiére espéce Py = o.

Supposons que B est de seconde espéce et que ¢ a été déja calculée
dans R—Pq,, pour fout a <3 [ou bien dans R —Pa, « <{]. Pour
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obtenir ¢ (F), un ¥ de Ji étant dans R — Pg,;, nous procédons comme
au cas I & la suite de (3.11). Soit 9t = {p,} la famille des ensembles
de G' tels que

(3.21) pi€R—Pyy pouruna<f.

Si x est un point dans R—Pg,,, un p, de 9t contiendra z. En effet,
au cas contraire, soit un p (de G') tel que p>x et pcR—Pg,y;
p sera étranger a I, ainsi pPa ;2 o pour fout a <f. Pour o, <,
fixe P, , est joint & tout p de G contenant x; z est un point d’accumu-
lation de ce P, , fermé (dans R), d’ou x€P,,,; cela étant vrai pour

tout « <3, on aura (3.20a) TePy,, ce qui est une contradiction;
par conséquent,

@B.21a) It (3.21) couvre R—Pyg,, (B de seconde espéce).

Dans ce cas, & partir de l'inclusion (3.21 a), on calcule (F) pour
7 (de oit) dans R —Pg,, d’accord avec (3. 10 a)-(3.10 b) [ot1 IL (3.21)
remplace 9t 4 9’ (3.10 a), tout r,, est dans un ensemble de It;
les ¢(r,,.) sont déja connues].

Dans le cas out 3 est de premiére espéce et ¢ a été calculée dans
R —Pg_,,, on note que

Pg1,1> Pg  (noyau parfait-s dans R de Pg—y,4),
> Pg,1 (non dense sur Pg).

Or Pg= (Pg_, )* au sens de (3.17 b); correspondamment ¢ se calcule
dans R —Pg moyennant une suite transfinie d’opérations fondées
sur I'additivité compléte dans O, Puis on calcule ¢ sur tout ¥ (de i)
situé dans R—Pg,, d'accord avec (3.8)-(3.8b) [ou p est Py
et p: (3.4 a) est Pg ]

En résumé : Si f est totalisable (D) et R est un ensemble de On,
on commence le calcul d’accord avec (1,)-(3,) [a la suite de (3.17 a)],
obtenant la totale ¢ (de f) sur tout F (de Ji) situé dans R—P,..
oit Py, (2,) fermé dans R est non dense sur R. On obtient une suite
transfinie d’ensembles (3.20), formés selon (3.20a), (3.20b);
Poi1= (Po,1)* [au sens de (3. 17 b)]; Pg = (Pg_.)* [au sens de (3. 17 a)],
si B est de premiére espéce. De proche en proche on calcule la totale
sur tout ¥ (de J) situé dans les R—P, ,; dés que a est un o

(des classes I, II), pour lesquels Py , est vide, la totalisation de fdans R
est réalisée.

4. Préliminaires pour totalisation des séries. — Dans la suite
nous ferons intervenir des fonctions F, définies (et finies) pour les
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ensembles de oM’ (2.16), e. g. pour les ensembles r' =r 4 ¢, ol reIM
et e quelconque est contenu dans 7 — r; F sera aussi définie pour tout e
de la sorte indiquée, mais F (e) ne sera pas nécessairement zéro. A certaines

reprises F sera additive dans Jft. Soit un ¥ dans Jit; alors (2. 19)

k
F =2 ri+ €y,
=1

les r, (de on) étant disjoints et e, étant dans un ensemble de la forme :
(4.1) (*) = un ensemble contenu dans une somme finie de frontiéres
d’ensembles de On.

Dans (2.19) I'ensemble e,, €(*), peut contenir des points qui ne
sont pas dans les frontiéres des r, (i =1, 2, ...). On conclut que

&
(4.2) tout # (de M) =2r,’+ e,

=1

les r, (de o) et e étant disjoints; e’ (*), tout point de e° étant
disjoint des frontiéres des r; (i=1, ..., k).

En tant que [hypothése 2.14, (4°)] toute décomposition dans on
d’un r de on est une décomposition-f dans o de r, d’aprés (4.2)
il vient

A
(4.2 @) tout r (de ON) =Z r,

=1

les r; (de ') étant disjoints. On peut regarder les décompo-
sitions (4.2), (4.2 a) comme étant dans On'; d’aprés (2.14, 4°) on

peut faire en sorte que ¢(r,) <z Si F est additive dans Jit, en
rapport avec les décompositions (4.2), (4.2 a), on aura

k
F (%)= Z\F(r)) + F(e) [oas (4.2)];
(4‘3) i=1

k
F(r) =2F(r,’) [cas (4.2 a@)]).

=1

Une décomposition (4.2 a) aura lieu méme si r € ', Nous introduisons
la modification suivante de I'intégrale de Burkill.
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DErFINITION 4.4. — Soit r un ensemble de 1 (ou bien de':m’)
S = {r,} désignant décomposition dans I’ de r, au sens de (4.2 a),
posons

k
F(8) = )\ F(r}),
=1

si F est une fonction, possiblement non additive, définie et finie auy
moins pour fous les r' (de ') cr. Les intégrales de Burkill modifiées
extrémes el unique (si celle-ci existe) sont définies ainsi :

7F=EF(S), _fF:@_F(S),

(4.4 a) . —
JF=1limF(s) (Sif=f>,
pour
M(8) =m1ax<p(r",)—>o.
THEOREME 4.5. — Si pour un r de Ot l'intégrale modifiée de

Burkill f F existe (finie), l'intégrale f F existe pour tout

' (de M) cr et f F est additive (dans ') dans r. Si f F existe

et ¢ > o est donné, un n = () > o existe de sorte que

<s, déesques={r;} (j=1,...,v)

(4.5 'F(c)—fF

est un systéme fini de r; de on' disjoints, avec
M(c)[= mgx;:(r;)]<n (ricr).
J
Notons que
(4.5 a) f F=TF(), si F est additive dans O/ (r€ %, ou reom’),

ce qui s’ensuit du fait que pour toute décomposition S = {r}} (4.2 a)
dans On’ de r on a

F(S) =Y F () =F(r),

d’aprés la seconde relation (4.3).
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En tenant compte de I’hypothése (2. 14, 2°), on démontre la propo-
sition :

(4.5b) Soit un r' (de M')cr (de o) et supposons que Uintérieur
de r' ne coincide pas avec r. Alors il existe une décomposition S dans '
de r, dont r' est un composant.

On a
r=g+é, p'edm, p'cr, e'cp —¢, ecr.

D’aprés (2.14, 2°) il y a une décomposition-f dans o de r, dont p’
est un composant : ’

k
r =F,+2 pi+ &
1
avec p’, £ et les p; (€M) disjoints,
k
fc(®@—¢) +Z(§i—w): ecter;
1
¢’ est disjoint de la frontiére de r (car e¢'cr ouvert). Il vient
h k
L
r=ge Yo+ (E— ) =1+ Dpi+ E—€);
1 1

r', les p; et £—e' sont disjoints; ¥—e’ est contenu dans les fron-

k
tieres des p;; on peut faire une décomposition £ — e’ =Ze,-, e; dis-
s s — — 1
joints, e;cp;,—p;; enfin
. k
r=r’+2r,~, ri=p;j+ e; €M,
1

r' et les r; étant disjoints, ce qui démontre (4.5 b). Procédons a la
démonstration du théoréme 4.5. Supposons que f F finie existe
pour un r de On; soit un r’' (de M')cr. Si f F n’existe pas, il y a

un e¢>o et deux décompositions S,, S, dans o' de r,
avec M(S:), M(S,) arbitrairement petits, de sorte que

|F(S1) —F(Sp)|>s
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D’accord avec (4.5 b) envisageons des décompositions S dans on’
de r, pour lesquelles r’ est un composant;

S={r, rh, ray ... P,
r' et les r, étant disjoints, r;e:m'- de plus, r=r +Z r,.

Pour i=1, ..., v soit S,, une decomposnlon dans om’ de r;
Sri=1{r,1(j=1, ..., k), les r, ,(eom’) étant disjoints et

r, =2r2,,. Soit
7

S'={ri} =1, kgi=1, )
posons
S1=8,+8%  S}=S,+S%

S; et S; représentent décomposition dans O’ de r, avec les
nombres M(S]), M(S;) arbitrairement petits. On a

F(S;):F(S,,)+F(S*) (p=1,2),
donc
[F(81) —F(83) [=|F(8)) = F(82) | >,

ce qui pour M(S;), M(S;) suffisamment petits présente une contra-
diction a l’existence de f F finie. Ainsi_ f F existe pour tout
r' (de on’)cr. L’additivité de f F dans O’ s’ensuit sans difficulté.

Démontrons maintenant (4.5). En supposant que f F existe, il

s’ensuit quun n=mu(), >o pour e¢>o, existe de sorte que,
si S(p) (p =1, 2) sont décompositions dans I’ de r pour lesquelles
M(S(p) <=, on aura

|F(S() —F(S(2)| < 5

Soit ¢={r}(i=1,...,v) un systéme fini d’ensembles disjoints
de o/, avec r;cr et o(r)) <wm. Soit S* une décomposition dans on’

de r;, telle que
[r—rFo|<S

Posons S, =ES'. En vertu de (4.5 b) on peut trouver une décompo-

1
sition ¢’ dans On’ de r, possédant les r;(i =1, ..., v) parmi les
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composants (e. g. ¢'>0); ¢'—o={p,}(j=1, ..., k), p,(€M)
étant disjoints. p, posséde une décomposition S, dans On', avec

M(S;) <mn; posons SZ:ZSW On note que les nombres M(o),
M(S:), M(S: +S,), M(c +S.) sont inférieurs a ». Donc
(1°) |F(81) —F(a) | = |F(Si+ ) —F(s+89) | < -

puisque S;+S, et ¢+ S, sont décompositions dans O’ de r.

De plus,
Z[ F— F(Sl)]

(=1

D'aprés (19) et (29) : ! [F—F(@)

tration du théoréme 4.5. La preuve de ce théoréme a été modelée sur
celle des résultats analogues, présentés par Romanovski (R, ; section 2);
pourtant dans notre cas l'intégrale de Burkill est au sens modifié,
d’accord avec la définition 4.4, tandis qu’au lieu de décompositions-f
dans Ot on a fait usage de décompositions dans O’ au sens précis,
ainsi que de la proposition (4.5 b), relative a de telles décompositions.

Dans (2.17) on a défini la notion de la compleéte additivité dans i (2.16)
d’une fonction ¢, qui s’annule pour les ensembles (*) (4.1); la méme

définition s’applique & F, méme si F n’est pas nécessairement nulle
pour tous les ensembles (*).

(2°)

b[F—F(S,)l: <:

<¢, ce qui achéve la démons-

DeriniTiON 4.6. — Une fonction F, définie dans O1t, possiblement
distincte de zéro pour quelques ensembles (*), sera dife complétement
additive dans I, si

re:ﬁl, r,€M, r, (n=rt, 2, ...) disjoints,

r=Zr,. entrainent F (r) =2F(rn);

e.g. rein, r(€m)4r entrainent F(r) = lLimF(r,).

En développant dans la suite une totalisation des séries, il nous
conviendra de procéder sous I'hypothése suivante.

HvyporuEsE 4.7. — Admettons que les relations
(4.7a) red, rp(de M) cr, e(r—ra,)—>o0 (pour n-—>m)

entrainent qu’il existe une suite infinie partielle r, (n,<n;<...)
telle que r, 4r.
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REMARQUE 4.7'. — Si cette hypothése est remplacée par une
condition moins restrictive, a savoir :

(4.7 a) Les relations (4.7 a) entrainent I'existence d’une suite
de r, (ni<n,<...) tels que r, 4 r—e, avec e,€(*) (4.1);

alors dans la totalisation (D) (voir les sections précédentes) le carac-
tére de continuité intérieure (le texte antérieur a 2.16) sera une consé-

quence de I'hypothése de I'additivité compléte dans .
En effet, soit ¢ [s’annulant pour les (*)] complétement additive

dans Jit; r étant dans on, supposons que ¢ n’est pas intérieurement
continue pour r de Jit, On peut alors trouver une suite de r* (de o)
tels que rcr, ¢(r—r") — o, de sorte que

(10) $(r—rr) —>a, ol a est un nombre 3% o;

les r" satisfont a (4.7 a), donc d’aprés (4.7 a) il existe une suite
partielle {r,} de {r*} telle que r,{r—e, avec e, €(*); on aura

(20) Y(r—rp) >aso, e(r—rp)—o.

Or r=2rn+eo; e, €I, par 1a Er,,e:fh et

) =4(Bra)+ ben) =4 (Fra) = limy (),

d’aprés I'additivité compléte dans i, e.g. ¢(r—r,)—>o, ce qui est
contraire & (20). La remarque 4.7’ est vérifiée.

Pourtant on ne pourrait pas en dire autant d’'une F complétement
additive dans JR, mais possiblement ne s’annulant pas pour tous
les (*); d’autre part :

(4.8) Si F est de la sorte qu’on vient d’indiquer, tandis que I’hypo-
thése 4.7 a lieu, F jouira de la continuité intérieure (dans J).

Cela se démontre en remplacant plus haut ¢ par F et e, par
I’ensemble vide. .

Voici une modification du lemme 7.10 dans (T).

LemvMe 4.9. — Soit un F, €I, couvert par une famille
gcom’ : F cZ(ﬂl)p. 11 existe une suite finie ou dénombrable

d’ensembles r,(v =1, 2, ...) €91, de sorte qu'on peut trouver des §,
et des ¢qv,, (i=1, 2, ..., k), tels que :

) 8

(4.9a) les §,(eJn) sont disjoints, §ycry, ¥ =¥ f\;

v=1
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kv
(4.9 b) ‘5\,=2qv,.+ev, les ¢y, (eon’) et e, sont disjoints,
=1

e, €(*) (4.1) et e, est disjoint des frontiéres des q.,..
Pour démontrer, notons d’abord que 9t contient une suite finie
ou dénombrable d’ensembles r, (v =1, 2, ...) joints & ¥ et couvrant F.

On obtient ¥ =Z Fr,, les Fr, étant dans Jit; posons
‘fz’,:?ri, '51= F"z—?l‘g;i, 5,;: F",;—?l‘;;(ﬁi-i-?g),

Les §, ainsi définis satisfont 4 (4.9 a). Les décompositions (4.9 b)
s’ensuivent de (4.2).

Si F est complétement additive dans Jit [possiblement 7 o pour
quelques (*)], dans les conditions du lemme 4.9 on aura

® » ky
(4-9) F(%) =X F(3) =Z[2F<qv,o+F<ev>]-

v=1 v=t =1

En développant la totalisation des séries, le résultat suivant, qui
est une adaptation du lemme 7.11 dans (T), nous sera utile.
Vi

LeMME 4.10. — Soit un R dans Ot. Désignons par 9t une sous-

famille de o0’ (2.16) d’ensembles contenus dans R, avec la propriété :
(4.10a) Si un pedt, tout ensemble de la forme (p)°+ e, avec e,
dans la frontiére de p [de (p)°], sera dans IL.

Supposons que :
(1) Si r(de M')cR et si 1 de It a une décomposition (4.2)
k
dont les composants sont dans It | e.g. r"——-Zr',,,,-l-e", les 1,

=1

(pour n fixe) étant disjoints, r\, ,€Jt, e (*) (4.1), e* étant disjoint

des 7, , (n ﬁxe)], si rrcr*+t et r =limr», alors re 9t;

(20) Tout r (de MN’), c un R’ de I, est dans I;
(35) Si une famille 9t,, I, ne couvre pas R, il existe un R’
de 9o non couvert par 9i,.

Dans les conditions (4.10 a)~(3;) R sera dans 9t (ainsi que tout
ensemble R +e¢, avec ecR—R).

MEMORIAL DES S0. MATH. — N° 161. 3
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Désignons par ¢* = (p)° (p décrivant 9) les ensembles d’une famille
particuliére 9, e.g. I, ={p°} =9M. On a p°cR et Zp"cR.

Si R-——Zp°¢ 0, e.g. si 9, =IO ne couvre pas R, d’aprés (3,)
il existe un R’ de 97, non couvert par 91,, ce qui est impossible;
d’ou R =2 p° et d’apres les propriétés de o1t on aura

(1) R= [ Y=Y ;] =D (90)p [dapres (4.10)].

PEN o€
Soit r un ensemble de M’ contenu dans R; selon (1,) r (ainsi que F)
est couvert, par 9. En vertu du lemme 4.9 on peut trouver
des r,(v=r1,2,...) de 9, des §, disjoints de et des Qv de
sorte que

w ky
~ ~ ~ N\

(21) pvC 7y, "=2 ) P;=ZQV,1+‘3V;
=1

v=1

les ¢y,; (de M) et e, [de (*) (4.1)] sont diéjoints; e, est disjoint des
frontiéres des ¢,,.,. En tant que ¢,.(cp)cr, (de 91), d’aprés (2,)
il vient g,,,€9t. Posons

n
r=rt+p", A =Zﬁva pr= 2?”\1:
1

v>n
On a
rmedn, pr=r—rnedit et refr;
de (plus (2.),

n

n ky n
(3;) re =2 Eqv,,+2ev, qv,: (disjoints) € I, Zeve ™.
3 1

v=1 i=1 1

e,.est disjoint des g, (i =1, ..., ky) pour le méme v, mais e, peut
&tre joint a quelques frontiéres des ¢,, pour pZv. Soit e»
n

I'ensemble des points de Zev étrangers aux frontiéres des g.;
1

n
(i=1,...,ks;v=1,...,n); les points de Zev——e" on peut
1

ajouter aux frontiéres des ¢,,, d’'une telle facon que (3,) devienne

n ky

() =2 Dd+er  [en, €(*), disjoints des 3, .= Fu1];

v=1 =1
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ot les ¢\, sont disjoints, ¢.,>¢,., ¢, —¢.: (si non vide) étant
contenu dans la frontiére de ¢, [de (¢.,,)°]; d’aprés (4.10 a), les ¢y,

sont dans 9; ainsi (4,) représente une décomposition de r* de la
forme (4.2), avec les composants dans 9t. En vertu de (1) resu,

comme une conséquence de la supposition : r (de M')cR. Cest-
a-dire, tout r (de J1’) contenu dans R est dans la famille 91; Reon/,
donc en particulier Reot. Enfin (4.10a), R (ainsi que tout
ensemble R + ¢, avec ec R—R) sera dans 1, ce qui vérifie le lemme.

@
5. Totalisation des séries. — Nous envisageons une série Zu,.

1
de nombres u, et un ensemble 0 = {0,} (n=1, 2, ...) de points 8,
situés dans un ensemble R de Ot ; de plus, on associe avec 0, unique-
ment le nombre u, du méme indice. On suppose que les u, ont o pour
le seul point d’accumulation. Admettons que la série

(B.1) 2 u, est absolument convergente, dés que e est contenu dans la
B,,el‘

frontiére d’un ensemble de J1t; ici les u, qui interviennent sont préci-

sément ceux qui correspondent aux points 0, situés sur e; la série (5.1)

sera absolument convergente pour tout ensemble ee(*) (4.1).

La totale (si elle existe) de la série Zu,, sur un g (de i) cR sera

1
désignée par

(3.2)- (q)zTu,,;

ce sera une fonction F(q) d’ensemble ¢ satisfaisant 4 la définition
suivante.

DeériniTioN 5.3. — Admettons Phypothése 4.7. On dira que la

série Zu, est fotalisable sur un R de oM, s’il existe une fonction F
1

complétement additive dans St, sur R, d’accord avec la définition 4.6
[F est donc définie pour tous les g (de Ji)cR, en particulier pour
les ec(*) (4.1)] avec les propriélés suivantes :
@D F() =, up, si e[de M]cR
b.€e
[d’aprés (5.1), cette série est absolument convergente];
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(II) Si p parfait-s est joint &4 R et un r (de M)cR et rp%o,
on peut trouver un r’' (de on), cr, tel’ que r'p o, de sorte que
pour tout r, (de MM)cr', on ait

(5.3 a) fF,,= Y,

b.erp

Iintégrale au premier membre étant au sens modifié de Burkill
(définition 4.4), la série au second membre étant absolument conver-
gente; pour tout p (de oN')cr' :

(3.38)  Fo(p)=F(p) (sipp»o), =o (sigp=o).

Dans la suite nous allons établir une suite transfinie de calculs,

qui donnent la fofale F(R), sur R, a partir de la série Zu,, :
(3.3¢) F(R) = (R)zTu,..

REMARQUE (5.3"). — Si la totale F existe sur R, elle existe sur R

et F(R)=F(R), en tant que 0 est inexistant sur R—R. Si la
totale F existe sur un r (de o), si

r=r+e(r), avec e(rycr—r

(donc r'edn’) et rcR, alors la totale F existe sur r' et

(5.3'a) F(r')=F(r) + E Un;
bn€e(n
en particulier la totale existe sur 7

Notons de plus que la propriété (5.3, I) ne contredit pas a I'addi-
tivité compléte dans St de la totale.

TuEoREME 5.4. — La totale F(5.3 ¢) des séries, d’accord avec la
définition 5.3, est unique.
Si la totale n’est pas unique sur R (e. g. sur R), soient F’ et F”

deux fonctions distinctes complétement additives dans i, sur R,
chacune satisfaisant a (5.3, I) et & (5.3, II) (pour tout p parfait-s,
joint 4 R). Posons F=F—F". F sera complétement additive
dans Jt sur R. On aura

(11) F(e) =o pour tout ¢ [de (*)]cR.
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Désignons par I la famille de tous les p tels que
(21) pedM’, pcR; F(p)) =0 pourtoutp, (de IM')cp.

Comme une conséquence de (1,) il résulte que It satisfait a (4.10 a).
Pour établir (4.10, 2,) envisageons un R’e€9t; ainsi

R'ed’, RcR; F(R,)=o0 pourtoutR, de N')cR.
Si reo et rcR/, on aura
rcR; F(ry) =o pour tout r, (de M')c7 (<cR');

donc (2,) : red; ce qui montre que It satisfait a [4.10, 20)]
Abordons la démonstration de la propriété [4.10, (1,)]. Ainsi on
suppose qu'un r (de M')cR et r* (de ) a une décomposition

k
(31) rn= Yt o
i=1

les r,,, (nfixe) et e» étant disjoints; r, ,€9t; e[de (*)] disjoints
des T, (n fixe); en plus, r*cr**! et r=Ilimr". On doit montrer
que re I, e. g. que (2,) :

(41) F(p) =0 pour tout p (de M') c7;

a cause de (1) il suffit d’établir (4,) seulement pour les p (de o) cr.
Avec un tel p, il vient

k
(51) pro=Nprn+enped, erpe(t).

i=1

Or r,=r) ;4 €y OU Iy ;= (r,)°€M et e,; est dans la fron-
tiere de r; ,. Ainsi

(61) PTn, 1= PTa,i=+ Pen,i pen,1€(").
D’aprés [2.14 (3%)] lintersection pr;; de deux ensembles de I a
une décomposition-f dans Jn :

v

(7) prii= D dn s+ enn (V=m0

j=1

les ensembles au second membre étant disjoints pour n fixe; ¢, ,, ;€M ;
e,,: dans les frontiéres des ¢, ; (j variant).



34 W. J. TRJITZINSKY.

En raison de (14), (51), (61), (74)s
(B)  Flerm) =Y F(erh) =X F(ert,) =3, 3 F(gnu)-
3 i [ §

On voit que (3,) :

Qn,oj (de M)cry ,cry; (€IL).
Par conséquent, d’aprés la propriété [4. 1o, (2,)] déja établie, ¢, ,,, est
dans 9t; d’oit (21) F(gn,,,;) =0 et (8) F(prY) =o0. Or

¢ (deM)ycr, rm4ir, dou pro(de M) ppr=c¢.

En raison de I'additivité compléte dans Jit de F on obtient

F(p) =limF (prr) =o.

La propriété [4. 10, (1,)] pour IU en découle, comme une conséquence
de la remarque en rapport avec (4).

Supposons qu’'une famille 9, ={p,}, CILIM, ne couvre pas R.
Envisageons I’ensemble

(91) E=R -—29,, oy décrivant 97,; E#o

[selon (2:), p1cR; F(p) = o pour tout p (de M')c5i].

Les p, étant ouverts, E est fermé dans R. Si E n’est pas parfait-s,
dans R, il s’ensuit qu’il existe dans R un point z,(€E) isolé-s.
Pour un r, (de o), contenu dans R et contenant z,, I'ensemble r,E
sera dans la frontiére d’un ensemble de On; r,E [ € (*)] est dans i,
aussi ro—;‘oEeDT’L; on a (9) :

(101) l‘o—%ECR—E:E(.‘%,)p,.
D’aprés le lemme 4.9, on peut trouver une suite finie ou dénom-

brable r, (v =1, 2, ...), ainsi que des §, et des ¢,,, (i=1, ..., k),
tels que

les By ( eJit) sont disjointes, Bycry (€IN,),

w kv
ro— "oE=Z'§v; 5v=29v,i+ v,
i=1

v=1

(!l])

les qy,: (de ON') et e, étant disjoints, e, €(¥*); e, disjoint des frontiéres
des ¢y,
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En tant que ¢,; (de M')cr, de (9%, c ), il résulte [4.10, (20)]
que ¢.,: est dans 9. Posons

r"=roE+va_i Eqv 1+ en, e"=r0E+iev [e™]
v=1

v=1 1=1

Cela entraine que r’ (de Jit) posséde une décomposition de la
forme (4.2), avec les composants dans 9t; de plus, r 4 r, (de ot c N');
du caractére [4.10, (15)], déja vérifié, il en découle que r,€9It; en
effet, ro€NIN; r, contient le point 2, de E (g9:), donc r, est non
couvert par 9¢,. Ainsi :

(5.5) Si My=1p}, cIM, ne couvre pas R et si E (¢1) posséde
un point isolé-s, il existe un r, de JLIN non couvert par 9i,.

Considérons le cas ou E (91) est parfait-s dans R; F =F —F",
ou F' et F” satisfont a (5.3, II). Soit un r (de o), cR, joint 4 E;
il existe un r’ (de on), cr, joint a4 E, tel que

fFE— Up
e L IP=PaY

(la série au second membre étant absolument convergente) pour
tout p’ (de M)cr'. Puisque F” satisfait [a (5.3, II) r’ contient
un r" (de on), joint a E, de sorte que

f Fy= Y
e NP7
(la derniére série absolument convergente) pour tout p” (de-3n)cr”.
Ainsi ]
(124) ‘/‘FE= o pour tout p (de M)y<r’;
P

ici pour p, (de M')cr” on a
Fg(po) =F (po) (si poE #0), =o0 (sigE=0).

Avec p (de on)cr” (de on), on considére décompositions S = {p,;}
&

dans o' de p, au sens de (4.24a) [p —vp,, p; (de ') étant
l:l
disjoints]; selon la définition 4.4, la relation (12,) entraine

LI
lim Fg (S) =lim2FE(p,)=o lorsque M (S) —>o;

=1
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c’est-a-dire
(134) limz'(ﬁgE #Zo)F(p)=o0 pour maxg¢(p;) (=1, ..., k)—>o.

Dans la décomposition S de p, soit p; un des p; qui n’interviennent

pas dans la somme ZI (13,); ainsi p, €M’ et p:E = o. D’apreés (9.),

px est contenu dans Z(ﬂt.) p. En raison du lemme 4.9 (avec p; et 9t,

au lien de F et de 9) des r,(v=1,2,...), des §, et des ¢,
(qui dépendent de k) existent, de sorte que :

r €, les §, (de i) sont disjoints,

gvery, Pk—_-ZFv;

v=1

Sy \

’§V=qu,,+e,,, les qv,: (de OMN') et e, sont disjoints;
i=1

e,€(*), e, est disjoint des frontiéres des gq.,..

En tant que ¢...cP,Cry et r, €91, C I, d’aprés [4. 10, (20)] ¢v,i € IL;
donc (2,) : F(gy,;) = o; par la et en tenant compte de (1,), il vient

() Fe=NFFE) =2 DF(g)=o, disque mE=o.
v=1 v=1 i=1
ki
Orp =Zp, (les p; étant disjoints); ainsi, en raison de (14.) et (13,),

=1

&
(151) F(p) = F(s) =, GE #0) F () =o,
i=1

cela étant pour tout p (de on)cr” (de M). Soit § un ensemble
quelconque de O/, tel que pc7’; on a P=p 4 e(p), ot peM
et e(p)cp—p et e(p)e(*); nécessairement pCr”; en raison de (1y)
et de (15,),

F(@)=F()+F(e(p))=F(p)=0

pour les ¢ de la sorte indiquée.

Par conséquent [voir la définition (2,) de It], r" €I, et en effet
r'eam, Pourtant r” est joint & E (g9:); donc r” est non couvert
par It (€ 9On). On conclut comme il suit :

(5.5a) Si 9, ={pi}, CION, ne couvre pas R et E (g,) est parfait-s
dans R, il existe un r" de 9O non couvert par 9t,.
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En raison de (5.5), (5.5 a) on voit que la famille 9 (2,) satisfait
a [4.10, (35)]. It remplit donc toutes les conditions du lemme 4. 10,

d’ou Redt; tous les ensembles R + ¢, avec ec R —R, sont dans 9T,

Ainsi F=o0 et F'=F" pour tous les ensembles p (de M')cR
La totale des séries, si elle existe, est unique, ce qui vérifie le
théoréme 5.4.

De ce qui précéde on conclut comme il suit.

(5.6) Si la série Zu,. est fotalisable sur un R, de I, cette série sera
1

totalisable sur tout r (de )R, et la totale (r) ZTu,. sera complé-
tement additive dans 5t (définition 4.6) sur R,.

Démontrons maintenant la proposition suivante :

(5.6a) Soit {r.}(i=1, ..., n) une décomposition dans ' d’un
R, (de M)cR, e g. Ro=2r,, r, (eMN') étant disjoints. Si la
1

série 2"" est totalisable sur toul r, cette série sera totalisable sur R,.

Désignons par F! la totale sur r,; ainsi
(1) Fi(q) = (q)ZTu,. pour tout ¢ (de .‘ﬁl) dans 7;;
F: est complétement additive dans Ji sur r;;

(2') Fi(e) = 2 up, (absolument convergente) pour tout e [de (*)]cry;
0,ce

posons r!=(r)"; si p parfait-s est joint a r} et un r” (de M) est
contenu dans r! et est joint & p, il existe une r’' (de M)cr”, aussi
joint & p, de sorte que

(3") fF‘,,: 2 u, (absolument con:ergente)
¢ 0.€p'p

pour tout p’ (de on)cr'. Considérons un r (de Jt)cR,; on a
(4) r=Ror+e(r), e(r) [de (*)]1<Ro— Ry, r=2rr,+ e(r);
introduisons

ny
(5) F(r) _—_2 Fe(r,r) + 2 u, (absolument convergente).
i=1 b,€e(r)
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Sie[de (*)]cR.,, posons e/ = e—eR,; les ensembles r,e et e’( C ﬁo-_— Ro)
sont dans (*); d’aprés (5'),

(6') F(e)=2F'(r,e)+ h un=2[ 2 u,,] + Y un= 2 Un;

0, €e =10, err 0, e 0,€e

en vertu de (2') la série au dernier membre est absolument convergente.
Envisageons des r# (de ﬁl) Ar (de 5‘?1.), pour k—o0, rcRy; selon (59

(7)) F(rk) _Z‘F'(r,r")+ 2‘ Un, ef=e(rt) =rk—Ryrkce(r);
=1 0, ek
ici et4 e(r); on obtient
(8) lim N un= ¥ w,
0 €ek breel)
en tant que les séries qui surviennent dans (8) sont absolument conver-

gentes. Or r,r* (€3Wt) 4 r.r (de ), r,rcr, tandis que F! est complé-
tement additive dans Jft sur r,; donc

li;n Fe(r,rk)y =Fi(r, r).

Par conséquent [(7"), (8)]

li;n F(rk) ZF'(r‘ r) + Z up=F(r) [en raison de (5')].

0, €e(r)

Ainsi F (5) est complétement additive dans 51 sur R,. Soif un p parfait-s
joint a R,; considérons un R, quelconque de Ot contenu dans R,
et joint & p. Nous allons démontrer qu’il existe un R’ (de oN)cR,,
joint a p, tel que

9) fF,,_- #, pour tout p' (de M) cR/,
O.epp
la série au second membre étant absolument convergente. Or

ny ny

R,p(;ﬁo)cRo=2r,=2rf'+é‘,
1

1

les ensembles au dernier membre étant disjoints,/ r![= (r)°’]e€Mm,
¢ contenu dans les frontiéres des r!. R, p est joint 4™un rY, car au cas
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contraire, Ripcé[e(*)], ce qui est impossible, p étant parfait-s.
R,r® ouvert est joint & p, donc R,r? contient des ensembles de oI
joints & p. En raison de la constatation a la suite de (2') il existe
un R’ (de M) R, 1’ tel que R'p£o et tel que (3)

(107) fF" = 2 u, pour tout ¢’ (de M)cR'.
e f.€pp

Si r(dem)cp'[cR'cRiricR,], r sera disjoint de-R,—R, et
I'ensemble e(r) (4') sera vide; alors (5')

ny

F(r) = Y Fi(nr);,

rcrycry et les r, (=1, ..., n,) sont disjoints, donc r,r = o pour

iZvet
F(r)=Fv(ryr) =Fv(r), Fp(;') = F},(r) [pour tout r (de JR') c¢].
En tenant compte de la définition 4.4 et de (10), il résulte
f Fp,= Z %, (absolument convergente)
# O.ep0'p

pour tout p’(de M)cR’. Ici R’ et p’ satisfont aux conditions
spécifiées dans (g’). Ainsi (9') est vérifiée. Nous avons déja établi

que F (5') est complétement additive dans it sur R,, ainsi que la
propriété (6). ‘Par conséquent, la série Zu,, est totalisable sur R,
et la totale y vaut F; (5.6 a) est démonfrée.

(5.6 b) La classe des séries Zu,, totalisables est linéaire.
Cela est entendu au sens que, si ¢; et ¢c. sont des constantes et sij

les séries Zu,,n, Zum sont totalisables sur un r de O/, alors la

série 2(& W, , -+ sy, ) sera totalisable sur r et 'on aura

(r)ZT(Clul,n+ Callz n) = €1 (")ZTui,n"'cﬂ(")ZTuz,m

La démonstration est assez immédiate.
(5.6¢) Si uy>~o(n=1,2,...) et la série Zu,, est totalisable sur

un R, (de M)cR, on aura (RO)ZTu,.é o.
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Si (5.6c) était établie, il s’ensuivrait que (r')ETu,,éo pour

k
tout r' {de m)cR,, donc [d’aprés 4.2), T =2r}+e°, r,em’,
1

ee (*)]

k
(5.6¢) ~(7)2Tu,,=§(r,’)z'l‘u,.+z(0,,ee°)un;o

pour tout F (de Jit)cR, Abordons la démonstration de (5.6 c).
Soit 9’ la sous-famille de Jn’, formée des ensembles p de :m',' tels que

(10) ¢ < Ro, F(¢')> o0 tout pour ¢’ (de MN') cp,

F désignant la totale, supposée existante, de la série. Si p€9l’, on
aura p°=(p)° dans I'; F(p®) > o; ainsi

F(p0+e)) = F(p?) + Un>o0 pour tout eqCp®— p°.
fee, )

I’ satisfait a la condition (4. 10 a), pour R,, du lemme 4. 10. Comme
une conséquence immédiate de la définition de It’ on voit que I’
remplit [4.10, (2,)], pour R,.

Ayant la démonstration de [4.10, (1,)] pour 9L’ et R, en vue,

supposons qu'un r (de M')cR, et que r* (de i) a une décompo-
sition (4.2)

k
(20) re =2r§l,,+e'l,
=1

les r),,, (n fixe) et e [de (*)] disjoints, avec r, ,€It’, tandis que r* 4 r;
r sera dans 9’ (1,), si

(30) F(p) >0 pour tout p (de M')cF.
Il suffit d’établir (3,) seulement pour les p (deor)cr
[car p(de M)=0p"+e ol p°€IM, eCp’—p° et E(Onee) u,.éo].

En procédant comme dans (5,)-(8:) et au-deld, mais avec I’ et R,
au lieu de 9T et de R, et avec F(g,.,)> o au lieu de F(g,,,,,) = o,
on obtient

F(p) =limF(prr) >0, dés quep (de M)cr.
n

Par 1a (3,) est établie, redt’; la propriété [4.10, (1,)] est vérifice.
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Supposons qu'une famille 9, € 9t’'IM, ne couvre pas Ro. Puisque R,
et les ensembles de IU, sont ouverts, E = R.,——Z (9t} ps (% o) est
fermé dans R,. En procédant comme dans (g,)-(5.5), avec It’, 9
et R, au lieu de 9T, 91, et R, on montre que
(4o) Si 9, = {p,}, CIL'ON, ne couvre pas R, et E n’est pas parfait-s
dans R,, il existe un r, de 9t'9n non couvert par 9.

Si E est parfait-s dans R,, la série étant supposée totalisable sur R,,
d’aprés (5.3, II) pour F on conclut ainsi. Si un r (de or), cR,, est
joint & E, il existe un r” (de M), cr et joint 4 E, tel que

(50) fFE= 2 u, (absolument convergente) > o
e 6,€pk

pour tout p (de M)cr”. Avec U, 9}, R, et (5,) au lieu de I, 9, R
et (12;) nous procédons comme dans (12:)-(5.5 a). Ainsi désignons
par S = {p,} décompositions dans I’ de p [p (de M)cr'] :

A

P =2 pi, pi (de IN') disjoints.
i=1

D’aprés (5),
(60) limzl(i,E;éo) F(p)>o0 lorsque max g (p) > o,

ce qui remplace (13,). Avec les remplacements indiqués, le texte
de (13,) jusqu'a (14:) s’applique, ou g¢,,€9t’ [définition de I’
selon (1,)]; donc F(qy,.)> o0 et I'on obtient

F(3) =2 F(qn) +F (@) 2Fle)= Y uaxo,

=1 b,eev

puisque e, €(*) et u,> o; de plus,

(70) F (1) =ZF(3‘,) >0 lorsque B:E=o.
v=1

Par 1a
kl

F(e) =N F(p) >3, (RE ) F(p).
1

En laissant M(S)—o, en raison de (6,) il vient F(9)>o pour
tout p (de oM)cr”. Si pteon’ et p'CT’, on aura

pt=pho+¢, pl:0€M, ee(*), e'phd=o0
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F(et) =F (g +Z(0n €e) un ;2(6,.“') Un>o.

Par conséquent (1,) r"€9t’; r” (de M)eIr’Mm. Or r” est joint & E,
donc r” est non couvert par 9, (cIU/'on). On a établi ceci :
(8) Si 9, (ca’am) ne couvre pas R, et E est parfait-s dans R,,
il existe un r” de 91’1 non couvert par 9.

En vertu de (4o), (80) 9L (1,) salisfait a [4.10, (30)]; I’ satisfait
a toutes les conditions du lemme 4.10. Donc R,€ 9/, ce qui vérifie
Iénoncé (5.6 c¢). Une conséquence immédiate est la suivante.

5.6d) Si u,=o (n=r1,2...), (RO)ETu,,:.o pour tout
R, (de M) cR.

TuEOREME 5.7. — Si la série 2"" est absolument convergente, la
série sera totalisable et I'on aura (R)ETu,,:Z Un.

Les 0, étant dans un ensemble R de J1t, la fonction F(r) =Z (9.€r)u,

est complétement additive dans Ot sur R. F posséde la pro-
priété (5.3, I). Pour démontrer (5.3, II) nous allons établir que, si
un r (de on) contenu dans R est joint 4 un ensemble p parfait-s,
on a

(ay) fF,,= 2 up, pour tout r; (de M)cr,
7

! 0.€r.p

ici Fp(p) est définie pour tout p (de ')cr selon (5.3 b). D’aprés la
définition 4.4, si l'intégrale existe,

a) V= 1F,=llmv’, V= ,(Epﬁo)F( ), M(S8)—>o
(@2 jr‘ i Z 7 Ps (3) s
ol S={p,} esl une décomposition dans I’ de ry, e. g.
k
(a3) r =Zp,, o, (de M) dispoints, M (S) = maxp(p,)-
J=1 =
En tenant compte de la définition de F, il vient

(as) y'=2(0neh)u,,, oit ;,=Z or
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Au cas F,p=o0 on obtient h=o, v =9 =o, de sorte que (a,) a
lieu pour cet ensemble r,. Considérons le cas ', p % 0; on a r,p = hp;
r,p peut étre vide ou non. Soif S, (v =1, 2, ...) une suite dénombra-
blement infinie de decompositions dans O\.' de r,, avec M(S.)—o
(pour v —o0) :

ky
(a,) r =29v 7 P+ (de IN') disjoints pour v fixe, ¢ (pv,,) < M (Sy).

=1

Désignons par h,= h(S,) I'ensemble h[= h(S)] (@) qui correspond
a S,; ainsi

(@) b= (B p#0) sy by
]

Démontrons que, comme une conséquence de M(S,)—>o et de
r,p#o,ona

(a1) l—ﬁh‘,:r,p, e.g hy+hy+...yrp pour v->a.
v

Or h,oh,p=r,p, donc limh,>r,p. Si (a;) est en défaut, imh,

contient un point x étranger a ryp; puisque h,Cr,, on aurax €r,—rp.
11 existe une suite v,=v,(x) (i=1, 2, ...) d’entiers, v,—>o0, tels
que z€h,, (i=1, 2, ...). D’aprés (a.),

x€pv,;, (quelquej,), avec Bv,,p7#0;  9(pv,;,) < M(Sy,).
Posons r' = (py,,;,)°; alors il vient r'cr, et
(10) rredn, rasxz, Tip #£ o, e(rt)—>o (pouri-—>w).

En vertu de I'’hypothése [2.14, (9°)] la derniére relation dans (1)
équivaut a ce que

(20) p(rt) [=sup(z1, 7, dans r*) p (21, 2)] o0,

ol p(x, x,) est définie selon (2.5); p(r*) est défini & partir d'un i,
suffisamment grand; p(r)) est une sorte de pseudo-diamétre de r.
Puisque 7 contient des points de p ainsi que le point z, il vient
de (2,) que z est un point d’accumulation de p; mais p est fermé
(en effet, parfait-s), donc z (Cry) doit étre sur p, e. g. sur r;p. Il y a
une contradiction; (a;) est vérifiée. [Cette démonstration reste valide
méme si r;p est vide, tandis que r, ps£ o.]
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Si S est une décomposition quelconque dans M’ de r,, comme
dans (a;), on définit selon (a.) I'ensemble h = h(S) et le nombre
v' = v!(S); on obtient

’ Y
v —Z(Gner,p) Un

=‘2(ﬂ,,eE(S))u,.

(as) = Z(Oqu(S))|u~nl=T(s);

E(S) = A(S) — rip.
On va établir que
(ay) limy(S)=o0  pour M(S)—>o,
la signification précise étant la suivante :
Pour tout ¢ > o il existe un n =n(c) > o, de sorte que

. Y(S) <e pour toute décomposition S, avec M(S) <n(e).

Ainsi si (a,) est en défaut, il existe un &> o pour lequel aucun
7(¢") > o n’existe; pour foutf v > o on aura

(r1) Y(S)>¢ pour une décomposition S = S(n), avec M(S) <m.

Posons n = % (v=1,2,...), S(%) = S,. La suite S, (v =1, 2, ...)

de décomposition dans o’ de r, est de la sorte qui intervient dans (a,)
(on suppose toujours que F, p2£o0; on a (a) :

(21) E(8)) =A(S) —rp, TmE(S)=o.
Il convient d’introduire la fonction
(31) #(E) = (bx€E) | ual,
qui est une mesure finie et non négative. Alors [(as), (14)] :
Y8 =p(ESy)) e  (v=r1,2,...).
Donc, en tenant compte de (2,), il résulte
p(Tm E(S))) = () > ¢ >0,

ce qui est contradictoire; I’énoncé (a,) est vérifié.
Par conséquent [(as), (a:)] : la limite limy' =19 [pour M(S)— o]
existe et I'on a

$ =Z(0,,er1p) Un,
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e. 8. la relation (a.) est prouvée. En résumé, la fonction
F(r) =2(6ner) Un

est complétement additive dans Ot sur R et elle jouit des pro-
priétés (5.3, I), (5.3, II), ce qui vérifie le théoréme 5.7.

6. Succession transfinie des calculs d’une totale des séries. —
L’ensemble p étant au moins fermé, introduisons la fonction

6.1) Fr(r)y=F(r) (siTp=o), =o0 (siFp#o)
pour tout r de OMN’; d’aprés (5.3 b), on aura
(6.1a) Fr(ry=F(r)—Fy(r), redn’,

Soit R un ensemble de O1; supposons qu'une série de u, est totali-
sable sur R (définition 5.3), F étant la fonction correspondante;

ainsi (5.1) a lieu, tandis que : F est complétement additive dans
sur R (déﬁnitiofn 4.6); (I) F(e) =E(0,.ee) u, (absolument conver-

gente), si ee(*) (4.1); (5.3, II) a lieu. Soit p parfait-s et joint & R.
D’aprés (5.3, II), si r de I est contenu dans R et est joint a p, il existe
un r' (de m)cr, avec r'p~o, de sorte que

(10) fF,, =E (0p€rip) u, pour tout r, (de M) cr',
ri

la série au second membre étant absolument convergente. En parti-
culier, F est additive dans O/, donc selon la proposition (4.5 a) :

/‘F=F(p) pour p (de ')ycry; d’ott (6.1 a)
e
(20) pr= fF-an:F(n)—pr pour r; (de M) cr';

ici les intégrales de Burkill existent. En raison de (1,) et de (2.),
il vient

(6.2) F(ry) =3, (b€ 71p) u,,+fFP
pour fout r, (de ov)cr’ (de on), r’ étant un ensemble de I dont il

s’agit plus haut.

MEMORIAL DES SO, MATH., — N° 161. 4
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En se rapprochant de la terminologie de Denjoy [voir, par exemple,
(D; p. 361, 362)], nous appelons le nombre (s’il existe)

(6.3) ‘U(F,p;r’):F(r’)—j:FP

la variation de F sur p pour r’ (de oit); F étant de la sorte indiquée,
d’aprés le théoréme 4.5 on voit que I'existence de la variation pour
un r' (de on) particulier entraine l'existence de la variation pour
tout r, (de ON)cr’; on pourrait dire : la variation de F sur p existe,

ou bien est définie, dans r'p. On note (6.1) que j Fr(r,cr') ne fait

intervenir les valeurs de F() que pour p (de Dll’) avec pp =o.
On peut donc constater le fait suivant.

(6.4) Soit F la fonction qui, d’accord avec la définition 5.3,
correspond a la série de u,, supposée totalisable sur R. Tout r de 0,
contenu dans R et joint @ p parfait-s, contient un r' (de o) joint a p,
tel que

©6.4a4) V(F,p;r) =Z (0, €r.p) u, (absolument convergente)

pour fout ry (de M)cr’ [e.g. la variation de F sur p dans r'p est
définie et vaut une série convergente, comme on I'a indiqué]. Si, en
plus, r'p est dépourvu des points 6,, on aura

(6.4b) V(F, p; ri) =0 [tout ry (de M) cr'],

e. g. la variation de F sur p est définie et nulle dans r'p.

La propriété (6.4 b) correspond a ce que dans (D; p. 351) s’appelle
le caractére B. Introduisons

DEFINITION 6.5. — Admettons ’hypothése 4.7. On dira que la
série Zun est totalisable, au sens modifié, s’il existe une fonction F

complétement additive dans S, sur R, satisfaisant a (5.3, ), telle que :
(IT) si p parfait-s est joint & R et Rp est dépourvu des points 0,,
tout r (de M), contenu dans R et joint & p, contiendra un r’ (de on),
telquer'p Zoet¥(F, p;r)) = o[(6.4b), (6.3)] pour tout r, (de M)cr’

[e. g F(r) = [F7 (6.1), ou bien ['F,= o].

Si la série est totalisable au sens originel (définition 5.3), elle le sera
au sens modifié. Dans la situation analogue dans (D) les deux défi-
nitions de totales des séries, qui correspondent a nos définitions, 5.3, 6.5,
s’équivalent,
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(6.6) Si l'ensemble 6 = {6,] est clairsemé, les deux définitions de
la totale de Eu,, sont équivalentes.

11 suffit de démontrer que la seconde définition entraine la premiére,
e. g. que (6.5, II) implique (5.3, II). L’ensemble clairsemé 6 sera non
dense sur tout p parfait-s (ou bien simplement parfait). Si un tel p

est joint a R et si un r (de o) est contenu dans R et est joint a p, il
eriste un f (de o), tel que

fer, Fpzo, (Fp).b=o,
d’aprés (6.5, II) (avec 7 pour R) f contiendra un r' (cfcrcR)
de O1, tel que r'p # o, tandis que
V(F,p;r)=o0 [e ng,,:oJ pour tout 7 (de M) cr'.

Ainsi (5.3 a) aura lieu, ce qui vérifie (6.6).

Au cas ou 0 ={0,} n’est pas clairsemé, si I'on n’avait pas établi
I’équivalence des deux définitions, on devrait au moins démontrer
Junicité de la fonction F, si elle existe, dont il s’agit dans la défi-
nition 6.5. Pour le présent nous laissons cette question de coté.

Revenons a la totale des séries selon la définition 5.3. La suite

transfinie des calculs pour réaliser la totale ZTu,, sera pareille a
la suite des calculs (section 3) pour la totale (D). R est contenu dans
un ensemble p’ parfait-s. D’aprés (6.1),

Fr'(p) =0 pour tout p (de M) cR (ou bien pcR).

Si un r(de M)cR, le caractére (6.2) entraine I'existence d’un
r' (de m), cr, tel que

6.7) F(r) =2(0,,er1) Un (absolument coniergente)

pour tout r, (de M)cr'. Cela constitue le commencement du calcul
de la totale des séries. Supposons que :

(6.8) p est parfait-s, Rps=o, et la lotale F(p) est connue pour
tout p (de m), cR, tel que pp=o0 [ainsi, d’aprés la remarque 5.3,
F (o) sera connue pour fout p (de '), CR, tel que fp = o].

La condition (6.8) entraine la connaissance de F7(p) (6.1) pour
tout p (de Mm’)cR, tandis que le caractére (6.2) voudra dire :

(6.8a) Tout r(deom), cR, rpzo, confient un r'(deom), cr,
FpZo, de sorfe que (6.2) a lieu pour tout r, (de M)cr'.
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C’est-a-dire, (6.8) implique (6.8 a) et F(r,) (pour les r, indiqués)
sera calculée moyennant (6.2), ol la série est absolument conver-
gente et l'intégrale de Burkill existe. Soit 9t = {p,} (i=1,2, ...)]a
famille des ensembles de G’ (2.5), pour lesquels

(6.88) p(@e MR,  pp#o, F(p) = (bacpp) uat [ Fr
e

[tout p (de M) cp,]; posons

(6.8¢) pr=Rp— Y ap.

En raisonnant comme 4 la suite de (3.4) et puisque (6.8) entraine (6.8 a),
il vient que p, (6.8 c) est fermé dans R et est non dense sur Rp.

(6.9) L’hypothése 4.7 étant admise, envisageons la situation décrite
dans (6.8). Alors F(r,) sera connue pour tout r, de O, tel que r,CR
et rop=o.

En effet, d’aprés I’hypothése [2.14, (6°)], pour n =1, 2, ..., il se
trouve un r, de O tel que F, Cro, @(ro— ry) < —l’;; r,p =o, dou F(r,)
est connue. F est complétement additive dans Jit, donc d’aprés (4.8),
F est intérieurement continue; il s’ensuit que F(r,)=limF(r,)
est connue.

Encore en admettant (6.8), notons que tout point x sur R— Rp
est contenu dans un p de G' (2.5), tel que pc R — Rp, tandis que F (p)

est connue d’aprés (6.9); en outre, si xte Rp—p;, =2 p.p, il existe

un p; (d& 9t) contenant z, F(p,) étant connue selon (6.8 b). Soit
= {pt} (k=1,2,...) la famille des ensembles de G’ contenus
dans R—Rp. 1l s’ensuit que :

(6.8d) 9t + 9’ couvre R — p,, les F(p¥) étant connues d’aprés (6.8),
(6.9) et '

F(pr) =2(9n691p) u,,+»£Fp_

On peut maintenant démontrer :

(6.10) Admetfons (6.8) et envisageons I’ensemble p, (6.8 c), qui est
fermé dans R et est non dense sur Rp. Alors la totale F est calculable

pour fout ¥ de Jit, tel que FC R — p..
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D’aprés le lemme 4.9, avec It + 9’ (6.8 d) pour 9, un F (de Ji)
étant dans R — p,, on conclut que desr, (de 9t +9) (v =1, 2, ...),
des Dy et des ¢v,: (i=1, ..., k) existent, tels que :

les Py (de Jit) sont disjoints, §,cry, i'=2?,'v;
ky v=1

5v=EqV,.+ev; les ¢,,: (de M) et e, étant disjoints; e, €(*).
=1 N

En tant que ¢,,.Cry, €. g. ou bien ¢,,, est dans un p* ou bien ¢, est
dans un p,, les totales F(q,,.) seront connues et ’on aura (4.g")

® ® ky
(6.10 ) F(F) =2F(3\,) =2[2F(qv ,)+F(ev)];

v=1 =1

les F(e,) sont aussi connues, car e, étant dans (*), on a

(6.10a) F (ev) =2 (bn€ey) u, (absolument convergente);

si qv,.Cp* F(qy,:) sera connue en raison de (6.8), (6.9). Si qv,:Cp,,
posons

7%= (gv0)"  eu=qva—qy,;  alors g5,€IM, ey 1€(%);
en raison de (6.8 b),
(6.106)  F(gy1) =F (&) +F(g3.) =, (bncev,i+g%p) un+ [ Fo,
9%,

la série au troisiéme membre étant absolument convergente et I'inté-
grale de Burkill étant définie (et déjd connue). On a vérifié
I’énoncé (6.10).

Si la situation décrite dans (6.10) a été réalisée et si p; (6.8¢)
n'est pas parfait-s dans R, nous procédons comme il suit. Si r de St
est dans R—p;, F(r) est connue; en plus, méme si rcR—p; et
7p:i#£ o, F(r) sera connue : F(f) = F(r) + F(e),e=r—re(*) 4.1) et

F(e) =2 (br€e) u, (absolument convergente).

Soit 9t = {p,} (=1, 2, ...) la famille des ensembles de G’, pour
lesquels

(6.11) p.cR, G P17 O, ppCqi=r,—r; (r etant un ensemble de IMN).
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It couvre U'ensemble e, des points isolés-s dans p,;
p—ppr€I et p—ppicB—py,
donc F(p,—p.p:) est connue. Ainsi

(6.11a@) F(p)=TF(p,— p p1) + F(pp1) = F(p— p:.01) +2(61591P1 ) U,

la derniére série étant absolument convergente; par conséquent,
on peut considérer que la totale a déja été calculée dans tout p, de 9.
Soient

(6.118) pr=pi—e' un ¥ de JN contenu dans R — ps,

e =2 p.p: et p. est fermé dans R; R — p, est couvert par la famille
N ={pt! (k=1,2,...) des ensembles de G’ dans R—p;
It 4 9t couvre R — p,. La totale est connue dans chacun des ensembles
de 9t 4 9. Moyennant le lemme 4.9 et en procédant comme & la
suite de (6.10), on trouve des r, (de 9t +9') (v=u, 2, ...),
des ¢y, (i=1, ..., k) et des e, [de (¥)], tels que :
kV
les g, . (de on’) et e’ sont disjoints; les 3, =2 ¢v,: + ¢’ sont disjoints;

=1

Bvery, 7=2~v-

v=1

Alors il vient

-] ‘V
(6.11¢) F(F) =E[2F(qv,) + F(e")], F(ey) =Z(0nee") Un,

v=1 =1
de sorte que F(F) est calculée. On conclut ainsi :

(6.12) p. étant U'ensemble p; (6.8 ¢) dépourvu des points isolés-s
dans p., supposons que la lotale F a élé calculée pour tout
7 (de ) cR—p,. Comme une conséquence, F sera connue, d’accord
avec (6.11 b)-(6.11 ¢) pour tout ¥ (de J) cR— p,.

En continuant ainsi transfiniment, si cela est nécessaire, nous
allons résoudre le probléme de totalisation dans R— p*, ou p* est
le noyau parfait-s dans R de p,. Soit B un transfini des classes 1, 11

et supposons que la totale a été calculée pour tout ¥ (de ) c R — pq,
pour tout a <. Si f est de premiére espéce, pg = pp—,— ef~!, ou ef—
est I'ensemble des points isolés-s dans pg_.; alors, F étant connue
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pour tout ¥ (de Jit)cR— pPg-i, on résout le probléme dans R—pg
d’accord avec le texte qui de (6.11) méne a (6.12) [avec pg_,, e#—* et pg
au lieu de p,, e' et p,, I = {p,} désignant les p de G/, tels que pc R,
ppg—17 o et que ppg_, est contenu dans la frontiére d’un ensemble
de OM, tandis que 9U'= {pt} consiste des p de G', contenus dans

R—pg]. Si 5 est de seconde espéce, on pose pg=[[(az<ﬁ) Da

et l'on introduit la famille 9t ={p,} (i =1, 2, ...) des ensembles
de G/, tels que

(6.13) piCR — py pour un a < 8.

Il s’ensuit que
(6.13a) si z-est un point de R — pg, un p, de I contiendra .

Cela s’établit par le raisonnement qui survient a la suite de (3.12 a).
Ainsi, avec 3 de seconde espéce, It (6.13) couvre R — pg et, la totale F
étant connue dans chaque p,, on résout le probléme dans R — pg au
sens que, pour ¥ (de Jit)cR— ps, F(F) se calcule par une formule
comme (6.11 c¢) [qui provient par les procédés survenant a la suite
de (6.11 b), mais avec 9L (6.13) au lieu de I + 9’ (6.11); tout ¢y,
est dans un ensemble de It; e’ e (¥)].

Les po (o transfini des classes I, II) sont fermés dans R; paD posa.
Par conséquent, pour un «, (des classes I, II) la suite se stabilise et

(6.14) P*= pa, est parfait-s dans R,

tandis que F est connue pour tout ¥ (de ) cR—p* (p*cp:Cp),
cela étant dans la supposition (6.8).

(6.15) Soit p, cR, parfait-s dans R; lensemble p, (6.8¢), Cp,
sera fermé dans R et non dense sur p. L’ensemble p* = pa, (6.14), Cpi,
est le noyau parfait-s dans R de p,. Désignons par (*) Uopération qui
de p, ou bien de p,, méne a p* (6.14) :

(6.15a) (py=r"
(6.15b) (p1)*=p"
Les développements (6.8)-(6.14) présentent un moyen effectif pour

calculer la totale dans R — p*, lorsque la fotale est connue dans R — p,
ou bien dans R — p;.

Comme on a mentionné en rapport avec (6.7), un epsemb
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En procédant selon (6.8)-(6.8 c), avec P, pour p, la famille 9t = { p, }
sera formée des p; de G’ pour lesquels

(6.16) p,cR, F(p) =Z (On€p) un (absolument convergente)

[tout p (de o) Cp,]; I'ensemble P, , = R—Z p. sera fermé dans R
et non dense sur Po(= R). D’aprés (6.10), ol p =P, et p,= Py,
la totale obtenue pour tout ¥ de O contenu dans R — P, ,; le calcul
est réalisé moyennant (6.16), sans faire intervenir l'intégrale de

Burkill. Tel est le commencement du calcul de la totale. Le noyau parfait-s
dans R de P, est un ensemble P, tel que

P1=(Po)*= (R)* (6.15a), P|=(Po’1)" (6.l5b)

Corrélativement, d’aprés I'énoncé (6.15), la totale est calculée dans
R — P;. On obtient une suite d’ensembles

(6.17) R=P¢>Po 1 xPi>P 1 2xPe>Pri>...>Pe i Pori>...,

comme dans (3.20), (3.204);
Pg.i=(Pp)* (6.154a), si § est de premiére espéce;

Pg,« =II (= <B)Pa, =1] (2 < B) Py, si 3 est de seconde espéce;
Pa+1 = (Pa, 1)* (6 15 b);

pour B> o de premiére espéce Pg,1=Pg——2 p.Pg, ot {p;} est
la famille des ensembles de G', tels que

(6.17a). mcR, @Pgzo, F(p) =2(0,,e;>Pp)u,+fF"ﬁ
o

pour tout p (de M)cp. Les Py, (x> 0) sont fermés dans R et
forment une suite strictement décroissante. On a Po.,, = o pour un a’
de premiére espéce. Si B est de premiére espéce et F est connue dans
R —Pg 4, d’accord avec (6.15) F est calculée dans R —Pg, ou Pg
est le noyau parfait-s dans R de Pg_,,, et Pg= (Ps_, )* (6.15b).
Puis on obtient F dans R — Pg i, Py, étant un certain ensemble
fermé dans R et non dense dans Pg; cela se fait selon la consta-
tation (6.10), ot p = Pg et p, = Pg,,.

Si B est de seconde espéce et F est connue dans R — P,,; pour
tout « < B, introduisons la famille 9t = {p,} (i =1,2, ...) des
ensembles de G’, chacun contenu dans R —P,, pour un a <@.
Or Pg,, est I'intersection des Py, 4 (2 < 8); les P, ; sont fermés dans R.
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Par le raisonnement qui intervient a la suite de (3.12 a) [et qui a
été employé dans (6.13), (6.13 a)] on déduit que 9 couvre R — P3 s ;
F étaft connue dans chacun des p, F est obtenue pour tout
F (de M)cR— Pg , moyennant la famille (6. 11 ¢), d’accord avec les
développements (6.11 b)-(6.11¢) [ou It (au sens présent) rem-
place 9t + 9’ (6.11) et Pg,, remplace p,; ¢, . sera dans un ensemble
de 91]. Ce calcul est fondé sur le lemme 4.9 et sur la propriété de
'additivité compléte dans o de la totale.

De la fagon indiquée on calcule la fotale successivement dans les
ensembles R — P, ,. La suite des calculs est terminée et la ltotale est
obtenue dans R, dés que « = o (transfini des classes I, II) minimal
est tel que Py, = o.

7. Transformation de la totale (D) en une totale des séries. —
Soient R un ensemble de ot et f(z) une fonction totalisable (D)
sur R :

(7.1) (D)ff(.t) dy(x) = §(r) (pour tous les r de JN contenus dans R).

Les sections 2 et 3 s'appliquent; en particulier, la défini-
tion (2.18), (2.18a) a lieu pour f et . Nous admetions I'hypo-
thése 4.7. Ainsi la continuité intérieure de J(r) sera une conséquence
de Uadditivité compléte dans Jit de §. De plus, dans la section présente
et dans la suivante nous admeftons la compacticité des fermelures
d’ensembles de OW; cetle propriété n’intervient qu'a partir de (7.15).

Envisageons le commencement de la totalisation (D) de f, comme
on I'a indiqué & la suite de (3.174a). o i={p.} (i=1,2, ...)
étant la famille des ensembles de G’ pour lesquels

(1) wSR, 4(p)=(L) [ Fds (pour toutp, €I, ca,
g
on introduit I’ensemble

(21) Py, =R —2 p;, fermé dans R et non dense sur R.

On a 2 p.=R—P,,;. Introduisons

DEFINITION 7.2. — Si un ensemble E est contenu dans la réunion
finie ou dénombrable de frontiéres d’ensembles de O, on dira que E
est (**); Ee (**).
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En posant
(31) %P’:=m, Pa=pP2—P2Pt, .oy
1 2

Pn=rpn—enlpr+...+ fna), ceey

il vient que les pj, €, les p, sont disjoints et
(4) R— Po,1 = ¢h-

Tout p, posséde des décompositions
Fn

(51)  fh =2qn,1+ en; les gn,: (de ON) disjoints; ene (*).
i=1

Il en résulte que

L kil ©
(61) R—Po,1=2 EQn,t+ Eo,1=ZQo,i+ Ey, 4, Eo,1€ (™),
n=1 1=1 J=1

{qo,;] ¢étant un arrangement en une suite simple de {g¢..}; les
go,, €M et E,,; sont disjoints; tout q,; est dans un p; de la
famille 37,0,1 (I1)o

(7.3) Désignons par ¥, la famille {q.,, }.

On peut décomposer E,,; en une suite d’ensembles E(j) (j =1, 2,...)
disjoints, chacun dans (*), donc dans Jit; par 13

(7) R—Pos=(g0,/+E(j) =limgr,  g"=\(g0,+E(/) e
j=1 J=1

Si ¥ (deJit)cR—P,,,, on aura Fg"ein et Fq 4 F. Alors, d’aprés

additivité compléte dans St de ¢ et puisque FE(j)e (*),

() =limy (Fgn) =lim D¢ (Fgo, 1+ FE(/))

=1
=1im > 4(Fq0, )= 2 4(F00,/)-
" J=1 j=1
Parce que Fgo,; (de Jit) est dans un p; (11), $(Fgo,,) est I'intégrale-L
de f sur Fqo,,, e. g pour FCR—P, ,

T8 YO =Duas(®),  ou u, M=) [ fds.

j=1 Tq0,j
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Notons que u,, , (F) est définie pour fout ¥ (de Ji) c R. La série (7.4)
est absolument convergente, en tant que I’ordre de termes n’importe
pas, cet ordre dépendant du dénombrement de la suite {qo,;}.

Notons le fait général suivant :

(7.5) Soit F, fermé. Pour a (> 1) des classes 1, II on définit Fy
comme il suit. Si a est de la premiére espéce, Fo = Fo_1— €51, 011 €41
est U'ensemble des points de Fo_, isolés-s dans Fo_,; si a est de la seconde
espéce, Fo=] |t <@)Fy. Soit @' Pindice minimal tel que Fa est
parfait-s, ou bien est vide. Alors Fi—Fa € (**) (définition 7.2).

Cela peut étre démontré moyennant des méthodes du genre surve-

nant dans [T; section 4; en particulier (4.2), théoréme 4.3], avec les

points isolés au sens ordinaire remplacés par des sous-ensembles des.
frontiéres d’ensembles de On.

Envisageons la suite transfinie (3.18) de P, 4, ces ensembles étant
définis a partir de P,, d’accord avec le texte a la suite de (3.18).
Pour un a, (des classes I, II) minimal P, = P, «, (CR) est parfait-s
dans R (ou bien vide). Or ces ensembles Py o (2>x1) possédent les
propriétés des F, dans I'énoncé (7.5); ainsi

Py=P,1—E;, Eie (™); R—P;=(R—Py,:)+Es.
Selon (6,),
(7.6) R_P1=Zqo,,-+ Et, Et=E, 1+ E;€ ().

j=1
Reprenons le raisonnement, qui de (7:) méne a (7.4), mais avec P,

et E! au lieu de P, ; et de E, 1, et pour F (de Ji) dans R — Py, plutdt
que pour ¥ dans R—P,,;. On obtient

(7.6 a) $(7) =2uo,,-(‘i") pour tout 7 (de M)cR—P,.

Désignons par 9y, = {pi} (=1, 2, .. .) la famille des ensembles
de G’ tels que

R, oPio, Y@ =) [ fdz+ [P
piC piPi#o0 P) 'fP‘Pa jp
[pour tout p (de M) ced];

(84)

il est entendu que Iintégrale de Lebesgue et I'intégrale de Burkill
au dernier membre existent. Comme on a déja indiqué dans la section 3,
I’ensemble

(91) Py 4 = Py— P’ZP‘ est fermé dans R et est non dense sur P;.
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En tenant compte de la derniére relation et de (7.6), on déduit

(10)  R—Pyy=(R—Py)+(P;—Py )= [Zqo,,-+ E‘] + P Yo
J=1
les ensembles P,p, sont disjoints des ¢, , et de E! [e (¥*)].
Pour les p; de 9%,,, (8;) posons

Pi=p1, Ph=pn—pn(pr4.cctpn—1) (1)

Chaque p), (de JRt) a une décomposition dans I
h *
(114) ,’=2 pi,v+ €, les pyy (de ON) disjoints, e;e (*).

v=1

Arrangeons les p;. en une suite simple p;, (i =1, 2, ...). Il vient

.

N @
(124) Py 2 pr= E Pypi,i+ 2 e/, e, =Pye,€ (*).
1 1

Les P;p;: sont disjoints entre eux et ils sont disjoints des ¢,
(car q,,; CR—P,). De plus, py,, (de ON) étant dans un p; (de Ity ,),
d’aprés (8,) I'expression

L do + :
(L) fp REEIR
existe pour tout p (de O)cCp,,.; en particulier, les intégrales-L

(1.7) (P =(L) [ fde

S
rPypy,,

existent pour tout ¥ (de Jit) cR. D’aprés (10:), (121)

(131) R—Py, =290,/+2 Pipi,i+Ey1, Eqy= E‘+29: € (™),

]=1 =1

les ensembles au second membre étant disjoints. Moyennant
Iénoncé (7.5), P, désignant le noyau parfait-s de P, il vient
P;= P, ,—E,, avec E, dans (**). Par conséquent, (13,)

R—Pe=(R—Py,y) + Ez=2.‘lo,/+zpal’1.z+ Ez,

j=1 =1

E:=E; 1+ E € (™).

(1.7 )
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(7.8) Désignons par %, la famille {q, ,} + {Py.ps:}. On note
que F,CF,. Les Py, Pyyy (2 des classes I, II) étant les ensembles

spécifiés dans (3.20), on déduit progressivement (d’abord pour n < )
que

(1.0) R — Pn=Zqo,,+2P1p,,,+...+2P,._,pn._,,,+ En,

=t 7=t J=1

En e (*w).

Ici les pn—,, sont obtenus en rapport avec la famille 9, = {p;}
des p, de G/, tels que

R ttn—1 ) = n—
I LI A S 10 (L)fpp ERVALS

n—1

[tout p (de M) cp,].
On pose
Fr=p1, pi=pk—@(pr+.ot 1) (K>T)

et 'on décompose tout p; dans In, obtenant une formule comme (11,),
les pi,v (v =1, ..., k) étant des composants dans o1 de p;; les p,.—,,
(n fixe), j=1,2, ..., constituent un arrangement en une série
simple de la famille {p,v} (v=1,...,k;i=1,2,...). Les
ensembles

(15;) Po,s Pipry ooy PacaPro,, (=112 ...)
sont disjoints; de plus les intégrales-L. de f sur ces ensembles existent.
Nous posons [pour tout ¥ (de Jt)cR]
(1.9a) or,1(%) _—_(L)f fdy (=Zk<w).
FPipk,.

En posant Po=R, py,.= ¢o,;, on peut définir v, (F) selon (7.9 a),
obtenant v,,.(F) = u,,.(f) (7.4).

(7.10) On désigne par F,_, la famille
{qo,/} + (Pips,, } .o+ Pt P, j }-

Les ensembles de #,_, sont disjoints; ¥, € F,_,. On peut exprimer (7.g)
ainsi :

(1.10 @) R—Pp=S8(Fna) + (*);

ici et dans la suite S(...) dénote la réunion des ensembles de la
famille (...) qui survient. On a aussi

(1.105) R—Ppy,1=S(Fna) + (")
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P, est le noyau parfait-s de P,—,,, et P,y —P,= (**)]. Nous
[écrivons

(7.11) 5«»:29"'1:{90,1}"‘“)"}"&,1} (1£n<w;j=1,2...).
nlw
Or '

Po = J(r< o) Pri=]J(n<w)Ps,

R—Pu,i= Y (R—Pni)= D R—F,

nlw ngm

donc

Il en résulte que
(7.11 a) R —Py,1=5(Fy) + Ey,1, Eo,1= ().

Py, étant le noyau parfait-s de P, 1, d’aprés (7.5) Py, 1— Por1 = (**)
et

(.11 b) R—Pyt1=5(Fu) +E», Eo=(").

Si pour un « des classes I, I1 &, est connue, tandis que I’ensemble
R—S(F,) n’est ni vide ni un (**), indiquons comment on forme la
famille F¢.4. On a

7.12) 5 R —Pqy,1=S8(Fq) + Eq,1, R — Pyiy1=S(Fy) + Ea+1,

- | Eq,; et Ea+1 dans (**),

Po., étant le noyau parfait-s de P, ;. Envisageons la famille
Ioa,1={p.} des ensembles de G’, tels que

ek wPanzo, W) =(L) [ fdot [yPen
PPa+1 P

Jtout p (de IN) cp,].

(164)

Moyennant les procédés survenant a la suite de (14.) [pour obtenir
une suite simple p,—,; (n fixe)] on trouve une suite de pg..,,
(j=1,2,...), tels que

Les pg11,; (a fixe) sont disjoints; pg4y,, € IN;

(171) tout pyry,,; est dans un pi (de Mgy 1); 291:—217«+1,,= *)-
1

Enfin on pose

(1.12 @) Forr=Fa+ { Pav1Pats, /]
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D’aprés la seconde relation (7.12), les ensembles de ¥, sont dans
R—Pou.4, donc les ensembles de F4.., sont disjoints, comme ceux de F,.
On vérifie que les relations (7.12) sont remplies avec a« remplacé
par a+1. Si B est de la premiére espéce et Fg_, est connu,
Fg=Fg .+ {Pppg,,}; si B est de la seconde espéce et les F, (o < 3)

sont connues, on a F3= 2 Fa. Dans tous les cas (7.12) a lieu. Pour {3
B
quelconque des classes I, II on obtient

(7.128) Fo=1{q0,}+ Q0 La<p)(Papa, ),

ol pour « de seconde espéce on considére Pyp,, , comme vide [pour
un tel « les Py, py,, n’étaient pas définis].

En revenant 4 la suite transfinie (3.20), on note que pour un
certain o’ minimal (des classes I, II) ¢(Par,1) = o (nécessairement o’
est de la premiére espece). On a Py, 1> Py > P,y mince.

D’aprés (7.12) (pour a = a')

(1.13) { R=8(%q)+E,

E' =Py 1+ Ey,; disjoint de S(Fy'), 9(E') =o.
Les ensembles de &, sont

(7.135) q0,7> Pa,; (1Legd;j=1,2,...),

ou P,p.,, est considéré comme inexistant dés que « est de seconde
espéce. Les intégrales-L. de f existent sur chacun des ensembles de .

Si #(de Ji)cR, on pose

va,; (F) = (L)f fde (1£LaLa'; ade premiére espéce);
(7.130) TParu)
v s (F)= (L) [ fdp=uo,(F)  (Po=TR, po;=gu)-

rqo,

Dans la suite on considére seulement les pa,,, tels que ¢ (Papa,,) > o.

Sous les conditions intervenant dans le texte en rapport
avec (2.7), (2.7 a), la pseudo-distance p (z:, x.) de deux points z,, z»
est définie; I'inégalité triangulaire peut étre en défaut pour la pseudo-
distance. Si A est un ensemble, son pseudo-diamétre p(A) est défini
comme

(1.14) o(A)=supp(z,y)  (pour 2, y sur A),
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pourvu que p(x, y) soit définie pour x, y sur A. On peut étendre la
définition de la pseudo-distance de sorte qu’elle existe pour fout couple
de points. 11 est possible de diriger les développements donnés plus

haut dans la section actuelle en remplacant R par R [un ensemble
fermé (parfait-s) relativement & R devient fermé (parfait-s) au sens
absolu], de sorte que les propriétés suivantes aient lieu.

(7.15) Dans chaque ensemble P.p, , (épais) de F, choisissons un
point 8, , [oLaLa'; j=1, 2, ...; a de premiére espéce] et consi-
dérons que 0, , est associé avec P.p. , (épais). Arrangeons ces
ensembles et les 0, , en deux suites simples :

w, pour les ensembles (épais) de F o, 0, pour les points 0, , (1L n < w),
0, étant le point associé avec wy.

(7.15 a) Les fermetures des p, , sont dans R et les p,,, jouissent
des propriétés : (1°) Pa,,Pa1=o0; (2°) p(pa,,) est arbitrairement
petit avec ¢(po,,) [une conséquence de (2.14, 9°)]; (3°) pour « fixe,
9(pa ;) lend vers zéro, lorsque 8, , fend vers P, , [e.g. lorsque
p(92,, Pei)—>o0; si x est un point et A un ensemble,
p(x, A) =infp(z, y), le point y variant sur A]; de plus,

(1.15a) lay= (L) [ 1f1ds <o (Pa—Par);
Pvpa;l
(184) Iy, —~o0 [« fixe et ¢(0y,;, Py,1) =>0];

(7.15b) Pour a fixe, I'ensemble des points d’accumulation des po,,
(avec Py p.,, épais) est dans Py 4.

(7.15¢) Les ps,, (avec Pyp, , épais) sont choisis de mesure suffi-
samment, petite de sorte qu’il existe une constante ¢ (nécessairement
¢> ¢(R)) pour laquelle

22?(Pu,1)<c (bgaLa);

a j=1
conséquence : les ensembles de toute collection infinie des p.,, (avec pa, ;Pa
épais) ont les mesures el les pseudo-diamétres tendant vers zéro;

(7.15d) Les nombres I, , (7.15 a') possédent zéro comme le seul point
d’accumulation [ainsi I,=1I,,,, n correspondant & (=, j), —o pour
n—>o0, et le méme sera vrai pour les v,(r) =v,,,(r) (7.13 ¢)].

D’aprés (7.13) et (7.12 b) (avec § = ') il vient que

(7.16) 8,=0,,€R—E.
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Pour réaliser (7.15 ¢) on assujettit les p, de 9, , (x de premiére
espéce) aux conditions (16,), avec o pour « 41, et 4 la condition que
les mesures des p, soient suffisamment petites de sorte que

(19:) ¢<Zp,><<x+s>?<m—m,,>

[noter que Py, — Py ;= PaE p.C 291];

on a 9(Px)>o0 pour o <a’, donc tous les Po—P,, (x<a’) sont
épais (« est de la premiére espéce); en outre [(17,) pour « au lieu

de o 4 1]
2?(Pa,,)=?<2m>,
] i

Z:;(Pa— Pa1) =29(P¢— Par1) = 9(R)  (« de premiére espece).
-3

Notre objet est de vérifier [dans I’hypothése de compacticité des
fermetures des ensembles de O] les constatations suivantes :

(7.1) Pour tout ¥ (de 5)cR la série de

0n (%) =(L)/~‘ fdy  (znrn<w)

rw,

est totalisable sur R.
(7.11) La totale F(R, ) = (R)ZT 0.(r) des séries sur R vaut

$(7) = (D) .[fd@ [la totale (D) de f sur ¥].

Toul: Pa,; est dans un p de 9y, [cf. (17,) et (16,), avec a pour a +1;
pePa2 0; puisque Po,= Pa—PaZ p, on a pPy,=0. D’aprés
[(7.15 a), (19]

(1") pa,j<R— RPg 3.
Si z est un point sur R et un « est donné, = peut étre contenu dans

un au plus des p,,, [car les p,,, sont disjoints, si « est fixe]; dans ce
cas, z sera dans R — Pq,, et x sera étranger 4 tout Pg,, et Pg pour B > «
(il ne s’agit pas de Pg pour 8 de seconde espéce).

(7.17) Pour un a fize de premiére espéce, soift E fermé et
ECPy_i1—P, ;. Alors les pg,, joinls a E (et avec Pgpg,, épais)
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sont en nombre fini [o<£a<a' +1; P_,,=R; Py, mince ou
vide, Pyriq,1= o].

C’est analogue & un énoncé dans (D; p. 371). Pour démontrer
notons d’abord que, si un ps,, est joint 4 E, on aura 3> a. En effet,
pour B < « tout ps ,, étant disjoint de P3 , (1'), sera disjoint de Py,
et de E; car Py, >P, ).

(2") Les pa,, joints a E (avec p,,, P, épais) sont en nombre fini.

Si (2') n’était pas vrai, une infinité de p, ,, (k =1, 2, ...) seraient
joints & E (« fixe); d’aprés (7. 15 c), p(Pa,,,) — o. En raison de compac-
ticité la famille d’ensembles.p,, ,, posséde un point d’accumulation z
sur E fermé. E étant dans P,_,,;— P, 4,  sera étranger a P, ., ce
qui est contraire a (7.15 b); (2') est vérifié.

11 reste & considérer les pg, , tels que
(3) 3>a, pg, joint a E; o (Pgpg,) >o.

Supposons, si c’est possible, que les pg,, satisfaisant a (3’) sont en
nombre infini. Alors des (3;,>a et des j. (k=1, 2, ...) existent
[les B: n’étant pas tous nécessairement distincts entre eux], de
sorte que

(4") PBusi est joint & E, o (P8, p3,,;,) > o.
Or Py, 1> Pors> P3>Pgs,i. On note que :
(10) P3,,,, est disjoint de Py, , (1');

(20) D3, 1 (et, en effet, p3,, ) contient un point y,€P3, < Poy,y;

(30) Dp.,. contient un point z de E. D’aprés la compacticité, pour
une suite croissante d’entiers k, (v =1, 2, ...) les limites

limy;, =y, limz;, =z
v v

existent et y€Pq.., z€E. Or
p(PB,)>p(Dhn 31), 00 B=Bs, J=J

En tenant compte de (7.15 ¢) et en prenant liin, il vient
o=limp(gp,/) > Ime(yx, 21) =lime(yu, 20) = p(y; 2)-

Donc y = z, c’est-a-dire Py, est joint & E; mais E est disjoint de Py ,
et, par conséquent, de Py, (contenu dans P ,). Il y a contradiction;
on a vérifié que les pg, ; satisfaisant a (3") sont en nombre fini. En somme,
Uénoncé (7.17) est établi.
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On observe que
(7.18) R=Y(—12a <o) (Pos— Pass 1),

les ensembles au second membre étant disjoints. En effet, soit x
un point quelconque sur R. Posons vy = Py y— Payq,s (—1Za Za).
Iy a un p minimal tel quez€R—P,,,; alorsz e Py,: pour tout y < p.
Si p est de premiére espéce,

z e Pp,-—j’l et $EPP,_1,1—PEL’1=VP,_‘.

Si ¢~ est de seconde espéce, on aura z dans les Py, pour y<p,
donc r€Py s, ce qui est impossible car x est dans R —Py, ;. Ainsi

R =2 (oLpLa' +1)vyy, avec u de premiére espéce;

la conclusion (7.18) s’ensuit.

(7.19) Si z est un point sur R, les pg,; contenant x (et avec Pgpg, ;
épais) sont en nombre fini. Ainsi les

b.[=0g,;€Pgpp,j=wa], 1Zn<w,

ont une disposition clairsemée.
C’est une conséquence immédiate de (7.17), (7.18).

(7.20) Désormais nous supposons que les 9, (= 04 ;) peuvent étre
choisis de sorte que toule frontiére d’un ensemble de M contient un
nombre fini au plus de 9,.

On peut réaliser .]la propriété indiquée au moins dans les deux
cas suivants :

(7.20d) Les r de N sont en infinité dénombrable.

(7.20 b) L’espace est euclidien U a k dimensions el-les r de Ov sont
intervalles (ouverts) a k dimensions.

En effet, on observe que les w,= wq, ;= Pupa,; sont intersections
d’un ensemble parfait-s et d’'un ensemble ouvert. Par conséquent,
au cas (7.20 d), les frontiéres d’ensembles de O étant en infinité
dénombrable, on peut choisir les 0, (€w,) de sorte qu'aucun d’entre
eux n’est sur une frontiére d’'un ensemble de Onr. Au cas (7.20 b),
pour k=1, la frontiére d’un intervalle consiste de deux points.
Dans le cas (7.20b), pour k>1, nous procédons de la maniére
suivante. R est un intervalle a,. <z, <b, (i=1, ..., k);

b= (zf, %, ..., }) €R,
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Les Popo,, = Po,, (= qu, ;) sont épais; les 9, , [ €¢,,,] sont choisis dans
un certain ordre, soit 0,4, 99,2, ...;

Bo,1= (]!, 2P, ..., 2P 1); 8,2 = (2}?, ..., 2L?)
est choisi de sorte que zy*;Zxi! (v=r1, 2, ..., k). Ayant spécifié
60,1, 80,2, ..., 80,4,
nous prenons 0 ;.= (&} 7", ..., zP7*') de sorte que

.
x0T £ 20f [p=1,2, ..., ¢;v=1,2, ..., k]

Ainsi on définit les 6, , (j =1, 2, ...). Soient « de premiére espéce
et un s<w; supposons que les Og, ont été choisis pour tout
(de premiére espéce) <a et pour tout oLj<w (tels que
9(Pgpg,,) > o), ainsi que les 8, , pour tout 1=js, pour lesquels
¢ (Papa,;) > 0. Alors 8q o= (x32+1, ..., 23 +) [si ¢(Papa, s+1) > 0]
est déterminé de sorte que z**' est distinct des ¥/ (8 < a, 1 =Zj < w)
et des x%/ (1Lj<s), cela étant pour v =1, 2, ..., k et seulement
pour les valeurs des indices pour lesquels les ensembles indiqués plus
haut sont épais. Si les 0g , ont été définis pour tout 3=« et pour
tout j<w [pour les valeurs telles que ¢(Pgpg,,) > o], nous déter-
minons le premier des 0y, ,, S0it Ogis,1 (51 Payis Poss,1 est épais), de
sorte que, pour v =1, ..., k, 2}*"! est distinct des =¥/ pour tous
les B et j que nous venons de mentionner. Eventuellement on choisit
tous les 0, (1< n < w). D’aprés le choix progressif des 2%/ (v =1, ..., k)
pour tous les « et j, pour lesquels ¢(Pypa,,)> o, il vient que tout
plan D,= {x,=Cte} est ou bien dépourvu des 0, ou bien contient
précisément un 9,. Par conséquent, dans la frontiére d’un ensemble
de Ot (e.g. d'un intervalle 4 k dimensions) se frouvent au plus 2k
points 0,, ce qui vérifie la constatation relativement au cas (7.20 b)

(7.21) Si p(cR) est parfait-s, il y a un a(—1=Za<a') tel
qu’une portion w =wp est contenue dans Py,1— Poiy,1.

La démonstration se fait comme dans une situation analogue
dans (D; p. 380). D’aprés (7.18), on a p=2p(Pa,.——P¢+.,,).

Le théoréme de Baire s’applique dans la théorie actuelle, donc pour
un « l'ensemble vo= Py ;—Pa.4,; est dense sur p; va est partout
dense sur une portion ®»' de p, le méme étant vrai pour Py, (Dva);
d’ou P, , fermé contient &’'. Or P4, est non dense sur &'. Sinon Py, 4
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est dense sur &' et Py, , fermé contient une portion ©” de &’ (de p),
ainsi

Pa,i > P“_;.i’; >w’ et VaE": 0,
ce qui est contraire au fait que v, est partout dense sur @” (I'étant
sur »'>®"). Ayant établi que Po.,,; est non dense sur @', on conclut
que ®' contient une portion » de ' (de p) disjointe de Pg.y,1;
(7.21) est vérifié. Cet énoncé est indépendant de ’hypothése (7.20).

8. Transformation en une totale des séries (suite). — L’ensemble
R—RPy,1 (02 <La’) est ouvert. Pour « fixe, soit o= {p%}
(j=1, 2, ...) la famille des ensembles de G’ contenus dans R —Py, ;;
cette famille est dénombrable comme G’ I'est. On a

R — RPG’, .—:Z p?:qu‘, qv’;‘: p‘f,
] i

=0t — % (% +...+ %)) (n>1),

(14)

ou les ¢ sont dans Ol et ils sont disjoints pour « invariant;

v
() G=Xp5 V=

=1
p3,, (de o) disjoints pour « invariant; e} €(*). Arrangeons les p7,
en une suite simple { p?} (i =1, 2, ...). On obtient

(31) R—RPyi= pi+eas,  eane(™),
i=1

les p* (de ON) et e,,, étant disjoints (« fixe). D’aprés (7.6,), on peut
choisir p} = ¢,

NotaTIoN 8.1. — f étant supposée totalisable (D) sur R (de on),
posons

Yy = @) [fdoi  Fgi k) =(@) R T enlh)

pour h, cR, mesurable et pour ¢ (de M) cR, dés que la totale de
séries existe.

DEriNITION 8.2. — Pour ¢ (de Jt) cR posons

(8.2a) fe(z) =0 sur tout w,, dontle 6reR—g,

Ji(@) srR—0(9), 2(g) =
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Si f,(x) est totalisable (D) sur un ¥, (de ) c R, pour un q (de i) c R,
posons

(8.28) d(gq;F)= (D)Ifq(.z') de(z) pour tout 7 (de M) cF,.

(8.3) Dans les conditions de la section 7, la condition (7.20) étant
admise, si pour un ¥, (de 3t), cR, la totale-(D) $(g; F,) (8.2 b) existe

pour tout q (de o) c R, il s'ensuit que §(g; F,) est la totale-série sur ¢
de v, (T,), e. g. que

(8.3a) Y(gq;7F)) = (q)ZTv,,-(?o) =F(q; ¥,) pour toutq (dc J.l'l)cR.

En effet, on peut établir cet énoncé en remarquant que les 0, ont
une disposition clairsemée [voir (7.19)] de sorte qu'une série est tota-
lisable, si les conditions de la définition 6.5 sont remplies (voir 6.6).
Tout revient ainsi a4 la vérification du fait que la totale (D)
de f,(x) (8.2a) sur F, (fixe), considérée comme fonction d’ensemble
q (de ) cR, posséde relativement aux v,(f,), associés avec les 0,,
les caractéres spécifiés dans la définition 6.5.

Si 7 (de M) cR—RP,,;, on déduit (7.4)
(4) Y(F) =D 00, (7,

la série étant absolument convergente. Par suite, (q; F) existe pour
ce ¥ et pour tout ¢ (de JN)cR et I'on a

(51) Y(g; F) =Z vo, jr () (série absolument convergente),

ol la sommme est étendue sur les indices tels que 0, ; € q. Les 0, situés
dans P, ; sont précisément les 0,, ;, avec @ > o; pour un tel 6, un j = j,
et un « = a, (> o) correspondent de sorte que

8p= 04, ;€ Py py, ;CPipa, ;< Po1py, )i

le v.(F) qui correspond & ce 6, est 'intégrale-L de f sur FPypa, ; (2> 0);
mais FCR—RP,,; et PocP,,, d’ot FP, est vide et v,(F) =o.
Les 0, qui correspondent aux v, ;(¥) dans (4,) sont les 0, ; et sont
précisément les 0, situés dans R—RP,; (cR—RP,). La série
de v.(F) (avec FcR—RP, ;) consiste des v, ;(F), tous les autres
termes étant nuls; donc, selon le théoréme 5.7, cette série absolument
convergente est totalisable sur R et

F(R; ) =2o0,,(?).



TOTALISATION DES SERIES DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 67
Les 0, gui correspondent aux v, ;(F) dans (5,) sont les 8, ;s et ils sont
les 0, situés dans ¢q.[R — RP,,,]; d’aprés le théoréme 5.7,

F(g; ) = oo, (7).
Ainsi
(8.4) ¥(g;7)=F(g;7) pour #(de M)cR—RPyq et g¢(dedit)cR;
en particulier [{(R; F) =] ¢(¥) = F(R; ) pour les I spécifiés.
Pour 7 (de Jit) cR—RP, il vient (7.6 a) :

(61) Y(F) = 00,0 (F).

Il n’y a pas de 0, dans P, ,—P,. Les 0, qui correspondent aux v,, ; (F)
dans (6,) sont les 6, ; et ils sont les 6, dans R— RP, (en effet, dans
R —RP,,1). La série de v,(F) (oit FcR — RP,) est formée des v,, ; (F),
les autres termes étant nuls; d’aprés le théoréme 5.7, cette série est

totalisable sur R avec F (R;F) =2 0. ;(F). En vertu de (6,)
Y(q; T) existe pour FCR—RP; et pour tout ¢ (de Jit)cR et

(71) d(g; ) =2 0, (F) (série absolument convergente),

la somme étant sur les indices tels que 0,, ; €¢. Les 0, correspondant
aux v, ; () dans (7,) sont les 0, ;:; ils sont les 0, situés dans ¢.(R—RP,)
[dans ¢.(R—RP,,,)]; d’aprés le théoréme 5.7, il vient

F(g; F) =Y,/ (%).
Enfin
8.4a) Y(g;7)=E(q;T) pour 7 (deM)cR—P; et q (de.’ffl)cR,
d’ont
Y(®) =F(R; ¥) pour FcR—RP,.

A partir de (8.4) et de (8.4 a) et en ulilisant les résultals jusqu’ici
obtenus, on peut réaliser une transformation de la lotale (D) en une
totale-série, en suivant la méthode progressive indiquée par Denjoy
(D; p. 374) dans Uespace euclidien U,.

On suppose que pour un a (<a') on a établi que la série de v, (F)
est totalisable sur R pour tout ¥ (de Jit) cR—RPa,:, que Y(g; F)
existe pour ¥ dans R —RP,,; et pour tout ¢ (de J) cR tandis que

(8.5) Y(q; F)=F(g;7) [donc¢(F)=F(R; M)];
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il s'ensuit que, pour tout ¢ (de Jn)cR,
(8.5a) Y(g;F)=F(q;7), [$(R,7)=]¢(F)=F(R;F)

pour tout ¥ (de i) cR—RP,,4 [les 0, dans F(q; ) (Fc R—RPo.y)
sont ceux situés dans q.(R — RP,.,)]; ensuite on obtient ces relations

pour tout g (de Jit)cR et pour tout ¥ (de ) dans R— RPy.y,:.
Puis, avec un 3 de la seconde espéce, on suppose qu’on a obtenu
Y(g,®)=F(g,7) pourtout ¥ (deIN)cR —RP,,,,

(8.6) { -
tout q(de J)cr, pour tout a < §;

comme une conséquence, il vient que
(8.6 4) $(g; F)=F(q;7) [donc (¥)=F(R;F)]

pour tout ¢ (de 5t)cR et tout ¥ (de Jt) cR—RPg,..

Ainsi, en procédant progressivement d’accord avec une suite trans-
finie d’opérations, indiquées plus haut, on conclut que, au moins dans

les conditions de la section 7, la série de v,(F) = (L) f f do est tota-

1o,

lisable sur R, pour tout ¥ (de Jt) dans R — RPy , e. g. dans R, et que

CONMRTC [= ® [ qu»] =F R, ) [= R P To®)]

pour tout ¥ (de Jt) cR.
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