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PREFACE 

Dans ce livre nous étudierons une classe de jeux à deux joueurs, 
à somme nulle, appelés jeux quantitatifs. Dans le chapitre I nous 
considérerons des jeux dont l'évolution de l'état est régie par un 
système d'équations différentielles ordinaires, d'où le nom jeux diffé
rentiels. Dans le chapitre II nous nous intéresserons à des jeux 
multiétages, c'est-à-dire à des jeux dont l'évolution de l'état est régie 
par un système d'équations aux différences. 

Dans les deux cas les équations qui régissent l'évolution de l'état 
au cours d'une partie contiennent deux ensembles de paramètres, 
appelés paramètres de commande, dont les valeurs sont déterminées, 
pour chaque position de l'état, par deux fonctions de l'état appelées 
stratégies. Le jeu est déterministe en ce sens que chaque stratégie 
est choisie par l'un des joueurs au début d'une partie et que l'évo
lution de la partie s'en déduit, pour chaque état initial donné. Comme 
chaque joueur connaît l'état du jeu à chaque instant, ce qui lui 
permet d'adapter sa commande au choix initial, le jeu est dit 
« à information complète ». La partie se termine lorsque l'état du jeu 
atteint un ensemble de points donné, appelé cible. Elle est alors dite 
partie complète. 

Une fonctionnelle donnée associe à toute partie complète un 
nombre réel unique appelé coût de la partie. L'un des joueurs a pour 
objectif de rendre ce coût minimal, tandis que le partenaire a pour 
objectif de le rendre maximal. C'est en ce sens que l'on peut dire que 
chacun des joueurs s'efforce de jouer optimalement, le résultat optimal 
étant le meilleur compromis. 

Les premiers travaux portant sur les jeux différentiels sont dus 
à Isaacs, et les nombreux résultats qu'il a obtenus dans ce domaine 
sont rassemblés dans son livre Differential Games [15]. L'utilisation 
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d'un « principe d'optimalité » le conduit à une équation aux dérivées 
partielles dont la solution fournit la valeur du jeu, c'est-à-dire le coût 
d'une partie optimale, en fonction de l'état initial. La méthode suivie 
par Isaacs est partiellement analytique et partiellement géométrique. 
Sa théorie est sujette à des hypothèses a priori relatives à la valeur 
du jeu. 

D'autres travaux, dus à Berkovitz ([16]-[18]), reposent sur l'uti
lisation du calcul des variations. Cependant, pour rendre la théorie 
plus rigoureuse, Berkovitz est conduit à considérer une classe de jeux 
plus restreinte que celle étudiée par Isaacs. 

Dans la référence [28], Leitmann et Mon ont abordé le problème 
d'un point de vue différent, en appliquant à l'étude d'une classe 
restreinte de jeux différentiels une méthode géométrique précé
demment développée par Blaquière et Leitmann ([l]-[6]) dans leur 
théorie des processus optimaux. Il est apparu que cette méthode 
pouvait être plus complètement approfondie, généralisée, et -conduire 
à des résultats dont certains font l'objet de la présente publication. 

A. BLAQUIÈRE, 

G. LEITMANN. 
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Par A. BLAQUIÈRE, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Paris 

et G. LEITMANN, 
Professeur à l'Université de Californie, Berkeley. 

INTRODUCTION ET NOTATIONS. 

Les symboles mathématiques utilisés auront leur signification habi
tuelle, sauf dans des cas particuliers où leur signification sera spéci
fiée. Le sens des termes nouveaux sera donné lors de leur introduction. 

On considérera un ensemble de q réels comme un vecteur de l'espace 
euclidien à q dimensions E?, de base orthonormée. On représentera 
un vecteur par une minuscule, ses coordonnées seront spécifiées 
par des indices inférieurs. On particularisera les vecteurs et les 
scalaires par des indices supérieurs. Si un vecteur multiplie une 
matrice à gauche, on considérera le vecteur comme une matrice 
ligne; si un vecteur multiplie une matrice à droite, on considérera 
le vecteur comme une matrice-colonne. Le produit scalaire de deux 

vecteurs a et b sera représenté par a.b =yS\albl9 la norme eucli-
lz=.\ 

dienne d'un vecteur a par || a ||, une matrice par une lettre majuscule 
ou par un symbole de dérivée partielle approprié. 

Un domaine est un sous-ensemble ouvert connexe de l'espace 
considéré. Une fonction numérique scalaire définie sur un domaine 
est de classe CL si cette fonction et ses k premières dérivées partielles 
sont continues sur ce domaine. De même une fonction numérique 
vectorielle est de classe CL si chacune de ses composantes est de 
classe C*. 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N ° 1 6 8 . 1 
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CHAPITRE I. 

JEUX DIFFÉRENTIELS QUANTITATIFS. 

I . I . Formulation du jeu, théorème fondamental. 

l . i . i . ÉQUATIONS D'ÉTAT ET STRATÉGIES. 

Nous considérerons un système dynamique, c'est-à-dire un sous-
ensemble de l'univers défini par son état, ensemble de n nombres 
réels x=(xu #«,, . . .9xn)e GÇE", qui évolue au cours du temps. 
Nous nous intéresserons plus particulièrement à des systèmes dont le 
comportement dynamique est régi par n équations différentielles 
ordinaires, les équations d'état 

(I) - ^ = / v ( # , M, ç) (V = I, 2, . . . , n ) , 

où 
u= (ui w2, . . - , ur)G\J£Er et ^ = (^1, ^2, . . . , P ? ) e V Ç E 7 

sont les variables de commande. 
Nous conviendrons dans la suite de poser xn = U de telle sorte 

que fn(x9 u9v)~i, et nous supposerons d'ailleurs que G, U, V, sont 
des ouverts de E", E' et E'', respectivement. 

Nous supposerons de plus que les fonctions /*v sont de classe C2 

sur GxUxV. 
Les joueurs seront au nombre de deux. Nous les désignerons 

par JP et JE. 
Les valeurs des variables de commande a et y seront déterminées 

à chaque instant par des fonctions de x, p:x->p(x) et e : x-^e(x)9 

respectivement, définies sur un sous-ensemble X de G. Nous suppo
serons dans la suite que X est un domaine. Ces fonctions p et e9 appelées 
stratégies, sont choisies par JP et JE respectivement dans des ensembles 
de fonctions donnés. Ces ensembles de stratégies seront désignés 
respectivement par $P et SE. Nous supposerons que les ensembles $P 

et SE jouissent de la propriété suivante : 
(i) Quelles que soient p'9 p" € SP et e', e" € SE, et quel que soit x' € X, 

les fonctions p'" : x->pm(x) et e"1 : x -> e'"{x), xeX9 où 

p'"(x)=p\œ) 

e"' (ce) = e' (œ) 

/ > ' " ( * ) = p" (œ) 

e" 

pour xn ^ x]
n 

(a?) = e" (x) j 
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sont des stratégies, c'est-à-dire que p"€$p et eme.'S1L. 
(ii) p(x)eKu(x)c\j 

« ( j ? ) € K „ ( a î ) C V 
pour tout #€X. 

Ku(x) et Kt,(#) sont appelés ensembles de contraintes, ils peuvent 
dépendre de x. 

Nous appellerons couple stratégique admissible (') tout couple (p, a) 
tel que peSP et e€$E . 

Un couple stratégique admissible (p, e) étant donné, nous convien
drons de remplacer le système (i) par le suivant : 

( 2 ) ^ = / ( ^ 1 / ^ ( ^ ) 1 «(*))> a^c / = ( / 1 , / 1 , - . . , / » ) . 

Nous dirons que la fonction x:t-^x = x(t), définie sur [f0, fi], 
f0 < <i, est solution de l'équation (i) pour u = p(x) et v = e(#), ou de 
l'équation (2), si x est continue sur [t0, /1] et 

(a) £ ( £ ) € \ pour tout te[t0, *i) 

et 
(b) £*(£) «/(*(,)), ^ ( , ) ) , e ( 3 i ( 0 ) 

est vérifiée presque partout sur [t0, U]. 
Soit alors f € X u n état initial donné au temps *0. Si x : t-± x = Ï(Q 

est une solution de (2) définie sur [/0, /1], telle que x(t0) = x°, les valeurs 
des variables de commande au temps t € [/0, /1] définies par le couple (p, e) 
et par cette solution seront les valeurs des fonctions du temps : 

u: t-+u = %(t), 

V : t-+v = ? (*), 

au temps /, où 3 et v sont définies sur [/<,, /i] et telles que 

«(0 =/>(*('))> 
? («) = «(*(*))> 

pour tout *€[*<>, t ] . 
Il peut exister plus d'une solution de l'équation (2) satisfaisant 

à la condition initiale donnée. Évidemment, si p et e sont de classe C1 

sur un voisinage de rc° dans X, l'équation (2) a une solution et une 
seule satisfaisant à la condition initiale donnée, définie sur un inter
valle àt contenant t0. Si, au contraire, x° est un point de discontinuité 
de p ou e, ou des deux fonctions p et e, l'équation (2) peut avoir plus 
d'une solution satisfaisant à la condition initiale donnée. De plus, 

(1) ou plus simplement « couple stratégique ». 
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une solution unique dans un voisinage du point initial peut se raccorder 
à plusieurs solutions en un point de discontinuité de p ou e, ou des 
deux fonctions p et e. Enfin, l'équation (2) peut ne pas avoir de solution 
satisfaisant à la condition initiale donnée. 

1 .1 .2 . PARTIE, PARTIE COMPLÈTE ET COUPLE STRATÉGIQUE JOUABLE. 

Soit 0^ un ensemble de points donné dans G, appelé cible. Nous 
supposerons que (K est une surface de dimension n — 1, appartenant 
à la frontière de X, qui peut être représentée paramétriquement par 

* = Zf(s), 

où s=(si9 Si, ...,sn-i) prend ses valeurs sur un cube fermé Xf 
dans E"-1. 

Nous supposerons de plus que la fonction xf es* de classe C2 et 
que la matrice 

as ' = L^rJ (l' = I' 2> ••> nm>j = i> 2> - - - , 1 - 0 

a le rang maximal sur un domaine contenant Xf. 
Ces hypothèses impliquent que 9/ peut être définie par une équation 

unique 
mf(œ) = o, 

où la fonction mf est de classe C2 et grad/n^(x) 7^ o sur un domaine 
contenant (K. 

(p, e) étant un couple stratégique quelconque, nous appellerons trajet 
dans X u 6 / le graphe {(t, x) : x = x(t)} d'une fonction x, solution 
de l'équation (2). 

Nous dirons que le trajet est engendré par le couple stratégique (p, e). 
Une partie est l'évolution de l'état le long d'un trajet. 
Une partie complète est une partie dont l'état final appartient à 0/. 

Le trajet correspondant est appelé trajet complet. Nous dirons que le 
couple stratégique (p, e) engendre une partie complète s'il engendre un 
trajet complet. 

Nous dirons que (p, e) est un couple stratégique jouable sur X si : 
(i) (p, e) est un couple stratégique; et 
(ii) (p, e) engendre une partie complète, quel que soit l'état 

initial x°eX. 

Si nous désignons par x : t->x(t), te[t0, t/], avec x(t0) = x°, 
x{tf)G§f, une fonction dont le graphe est un trajet complet engendré 
par le couple stratégique (p, e) jouable sur X, à partir de l'état 
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initial #°€X, il résulte des définitions d'un trajet et d'une solution 
de l'équation (2) que 

£(*)€X, \fte[t0, tf). 

Dans la suite, la notation n désignera un trajet complet dans X u 8/, 
engendré par un couple stratégique jouable sur X à partir d'un point 
initial dans X. 

1.1.3. COÛT, OPTIMALITÉ ET VALEUR DU JEU. 

Nous introduirons maintenant une fonctionnelle, c'est-à-dire une 
règle qui associe à toute partie complète un nombre réel unique appelé 
coût de la partie. 

Soit jf0 : (x, u, u) -> f0(x, u, v) une fonction donnée, de classe C2 

sur G x U x V . 
Nous ajouterons aux hypothèses (i) et (ii) du paragraphe l . i . i 

l'hypothèse suivante : 

Si p € S P , ceS E . x°eX et si x : t-^x = £(/), te[t09 U], x(t0) = x°, 
est une solution de l'équation (2), alors l'intégrale 

rVo(*(0> 8(0, *('))* 
est définie. 

Cette hypothèse nous permet de définir le coût d'une partie complète 
d'état initial x0eX, représentée par x : t -> 3:(/), /€[/0 , t/]9 x(t0) = x°, 
£(/ / )€ 8/, engendrée par le couple stratégique (p, e) jouable sur X, 
par l'intégrale 

V(*°, 6/; p,e)A f ffo(2(t), 11(0, *(0) dt-

Nous poserons 
Y(x°, 6/; p, e) = 0 , Vtf°e8/, V/»eSP et V ^ ^ E -

Nous dirons qu'un couple stratégique (p*, e*) est optimal sur X si : 
(i) (p*, e*) est un couple stratégique jouable sur X; 

(ii) la condition du point en selle, 

(3) V(a?o, W\p\ e)^\(x°, 6/;/>*, e*)^V(>*, 6/;/?, e*) 

est satisfaite pour tout x° € X, pour tous les couples stratégiques (p% e) 
et (p, e*) jouables sur X, et pour toutes les parties complètes engerjdrées 
par (p*, e) et (p, e+) à partir de x°; 

(iii) Y(x°, 8/; p*, e*) est défini pour tout z °€X. 
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Nous supposerons dans la suite qu'il existe un couple straté
gique (p*, e*) optimal sur X et nous poserons 

V*0z°)4vO°, 6/;/?*, e*). 

Nous appellerons V*(x°) valeur du jeu en x°. 
Un trajet complet dans X u 8/ engendré à partir de l'état initial x°sX 

par le couple stratégique optimal (p*, e*) sera appelé trajet optimal, 
et désigné par 7r\ 

Un trajet complet dans X u 8 ^ engendré à partir de l'état 
initial X°GX par un couplet stratégique (p*, e) [(p, e*)] jouable sur X 
sera appelé trajet P-optimal [E-optimal] et désigné par 7rP[7rE]. 

L 1 . 4 . ESPACE DES ÉTATS AUGMENTÉ, TRAJETS DANS E71^1. 

Considérons maintenant les points 

x = (x0: xu . . . , xn) = (x0, x) € E**1, 

où E"+1 est Y espace des états augmenté, et définissons un trajet II (C) 
dans X u 0 ' , où X ^ X x î x0 ) et 0 / = 8 / x { x0 }, par 

(4) II(C):4{x:#oH-VO, e/;/>, e) = C, XGTZ], 

où (p, e) est un couple stratégique jouable sur X qui engendre le trajet 
complet 7 rcXu8^ , à partir du point initial X°GX, et où C est une 
constante arbitraire. 

Définissons de même un trajet optimal dans X u 0 ^ par 

(5) I l*(C)4|x: xo-*-\(x, 6/;/?*, e*) = C, tf€**j 

un trajet P-optimal dans X u 0 / par 

(6) flP(C)4{x: x0+Y(x, 6/;/?*, e) = C, #€**}; 

un trajet E-optimal dans X u 0 / par 

(7) n E ( C ) 4 { x : xQ-*-V(x, %f-p, e*) == G, xeizE\. 

Quand C varie, les équations (4), (5), (6) et (7) définissent les familles 
de trajets {ÏÏ(C)}, {H*(C) }, | n P ( C ) | et {IIE(C)}, respectivement, 
dans X u 0 / . Ces familles, chacune à un paramètre, appartiennent à des 
surfaces cylindriques de génératrices parallèles à l'axe x0 dont les inter-
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sections avec X u 8 / sont les trajets TT, TC*, nP et 7rE respectivement. 
Il est clair que les points terminaux des trajets II(C), R*(C), nP(C) 
et IÏE(C) appartiennent au cylindre 6^. 

î V(*f/j,tf/>,i) 

Fig. l . i . — Trajet dans E*-*-1. 

Si le trajet II(C), pour une valeur donnée de la constante C, et le 
trajet n, sont représentés respectivement par x : / - ^ x = x(/) et 
x : t -> x = £(Q, f € [/o, (/], nous avons 

V(*(0, 6/; p,e)=f ffo(x(z), U (x), ?(x)) <*r. 

Il s'ensuit que x est solution de l'équation différentielle 

(8) 

où 

et 

^ = F ( x , W , . ) , 

F ( X , M, P) = (fo(Xy u, v), . . . , / „ _ ! (a?, M, P ) , I ) . 

Considérons maintenant des trajets, optimal, P-optimal et E-ôptimal 
dans Xu@/, partant du même point x° au temps t0. 

Désignons par 

x*: * -> ï*(0 , t<~[h, t}]} 

xp: *->xp (0 , «€[*o, <yi, 

xE: * - > X E ( * ) , <€[*O, <J], 
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les solutions correspondantes de l'équation (8). La condition du 
point en selle (3) s'écrit 

(9) xl(t}) ^xl(t}) ^x^(t}). 

1.1.5. SURFACES DU JEU ET SURFACES ISOCOÛT OPTIMALES. 

Puisque V*(x) est défini pour tout x appartenant à Xu8^, nous 
pouvons définir la surface du jeu 1 (C) par 

(IO) Z ( C ) 4 { x : $ ( x ) 4 # o + V * ( a O = C}, 

où C est une constante arbitraire. 

A*o 

En 

Fig. 1.2. — Surface du jeu et trajets dans X u 8 / . 

L'intersection de 2(C) avec X u 8 / sera appelée surface isocoût 
optimale. Elle est définie par 

S(C) A\x:Y*(œ) = C\. 

Une telle surface est le lieu des états initiaux pour lesquels le jeu 
a la même valeur C. 

De même que pour les trajets dans X u 0 / , la variation de C engendre 
les familles à un paramètre j I(C)} et { S(C) }. Il résulte de la défi
nition (io) que les membres de i 1(C) j sont ordonnés par le para
mètre C et peuvent être déduits l'un de l'autre par une translation 
parallèle à l'axe x0. Par conséquent, il passe une surface du jeu et 
une seule par tout point de X u 0 / . 

Une surface du jeu donnée, 2(C), sépare X u 0 / en deux ensembles 
disjoints 

A / S ( G ) : 4 : { x : ; r o > C - V * ( ^ ) }. 

B/S (G) A { x : xo< C - V*(x) }. 
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Un point x e A/2(C) sera appelé point de type A ou plus brièvement 
A-point relativement à 2(C); et un point x€B/H(C) sera appelé point 
de type B ou plus brièvement là-point, relativement à 2 (C). 

Avant d'établir un théorème fondamental, nous prouverons quelques 
lemmes préliminaires. 

LEMME 1. — Un trajet optimal IT(C) dont le point terminal %*(t}) 
appartient à @r est contenu dans la surface du jeu qui passe par x*(/*). 

Ce lemme est une conséquence directe des définitions d'un trajet 
optimal dans X u 0 / et d'une surface du jeu, et du fait que 

Y(x, 6/;/?*, e*)=Y*(x). 

Du lemme 1 et du fait que les membres de { 2(C) \ sont ordonnés 
par le paramètre C, nous déduisons le lemme suivant : 

LEMME 2. — Un trajet optimal dans X u 0 / dont un point appartient 
à la surface du jeu 2 (C) est contenu dans 2 (C). 

Il est facile d'établir également le lemme 3. 

LEMME 3. — Un trajet P-optimal [E-optimal] dans X u 0 / dont le 
point initial appartient à la surface du jeu 2(C) ne peut atteindre 0 / 
en un point de type A [de type B] relativement à 2 (C). 

Considérons un trajet optimal dans X u 0 / issu du même point. 
D'après le lemme 2 il appartient à 2(C), et par conséquent x*0 (t}) = C. 
Le lemme 3 est alors une conséquence directe de la condition du 
point en selle (9). 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème 
suivant : 

THÉORÈME 1. — Un trajet P-optimal dont le point initial appartient 
à la surface du jeu 2(C) n'a pas de point de type A relativement à 2(C), 
et un trajet E-optimal dont le point initial appartient à 2 (C) n'a pas 
de point de type B relativement à 2(C). Un trajet optimal dans X\j®r 

dont le point initial appartient à 2(C) est contenu dans 2(C). 

Nous prouverons ce théorème par l'absurde. Supposons par exemple 
que le trajet P-optimal IIp(CP) issu du point x ° € l ( C ) ait un 
A-point x' relativement à 2(C). Considérons un trajet optimal II*(C) 
issu de x'. D'après le lemme 2, le trajet optimal II* (C) appartient à la 
surface du jeu 2 (C), avec C > C. Considérons alors le trajet dans X u 0 / 
formé par l'union de la portion de trajet ÏIP(CP) comprise entre x( 0 
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et x' et de II*(C). C'est un trajet P-optimal. En effet, il peut être 
engendré par le couple stratégique (p', e') tel que 

p'(x) = />*(* ) , 
e' (x) = e* (x) 

pour xeX avec xn^x'n\ et 

p'(x) =/>*(#)> 
e' (x) = e(x) 

pour xeX avec xn > x'n. 
Comme C > C, ce trajet P-optimal atteint 0 / en un point de type A 

relativement à 2(C)9 et ceci contredit le lemme 3. 
Par un raisonnement analogue on pourrait établir qu'un trajet 

E-optimal dont le point initial appartient à 2(C) ne peut avoir de 
point de type B relativement à 2 (C). 

La dernière partie du théorème résulte directement du lemme 2. 
Le théorème 1 établit donc que non seulement une surface du jeu 

donnée, 2(C)9 est le lieu des trajets optimaux dans Xu0/issus de 
ses points, mais aussi qu'elle est une surface séparatrice pour les 
trajets P et E-optimaux issus de ses points. Cette propriété est illustrée 
par la figure 1.2. 

1.2. Propriétés des solutions optimales. 

1 . 2 . i . HYPOTHÈSES. 

Une étude plus complète des propriétés des solutions optimales 
nécessitera l'introduction de quelques hypothèses. Préalablement, 
nous serons amenés à définir une décomposition D du domaine X. 

Nous dirons que D — \XU X*, . . . , X R ] est une décomposition 
de X si : 

(a) Xi, i = i, 2, . . . , K < oo est un domaine dans En dont la fron
tière est régulière par morceaux; 

(b) X * n X z = 0 (k^l); 
(c) X , C X ( i = i , 2, . . . , K ) ; 

(d) Xc\JX*. 
K 

Il résulte directement de ces conditions que X = M X/, 
i=i 



JEUX QUANTITATIFS. II 

Nous supposerons dans la suite qu'il existe une décomposition D 
de X possédant la propriété suivante : 

Pour tout Xi9 î = i, 2, . . . ,_K, il existe des fonctions p1, e1 de 
classe C* sur un domaine R ' D X , , et pour tout ensemble non vide 
MA/ = X*nX/, k -=£ l, k9 l = i, 2, . . . , K, il existe des fonctions pu, él 

de classe C2 sur un domaine R^DM*' , telles que 

P*(x) =pi(x) ) 
*, N , / N tpourtout areX* (i = i, 2, . . . , K ) ; 

e* (x) = e1 (x) ) 

V , ! _ kl) ; Pour tout *€M« ( M = i , V - , M ^ ) ' 
o \Xj —— 6 \Xj j 

Posons 

g*1 (*)AM*,pki(*),*"(*))) J' 
. . . , / t ) . 

Nous supposerons de plus que les conditions suivantes sont véri1 

fiées : 

(i) M'/nMA'= 0 pour ij ^ kl ^ji. 
(ii) Un ensemble non vide M.kl est une surface de dimension n — 1 

qui peut être représentée paramétriquement par x = ykl(s), où 
s = (su s>, . . . , sn-i) prend ses valeurs sur un cube fermé Xu dans En~l ; 
Xkl est de classe C2 et la matrice 

as =1 as/ J * - i , 2, - - - , ^ , 7 - 1 , 2, ..., » 1; 

a le rang maximal sur un domaine contenant Xkl. 
Ainsi la surface Mkl peut être représentée (') par une équation unique 

nfl{x) = o, où la fonction mkl est de classe C9 et gradmA/(x) ^ o 
sur un domaine contenant M*'. Ceci implique de plus que Wl possède 
une extension analytique. 

Quand nous parlerons d'un point intérieur de MA', nous entendrons 
intérieur dans la topologie induite sur l'extension analytique de M*'. 
L'intérieur de Mki au sens de cette topologie sera désigné par Mu. 

(iii) Un trajet dans X u 8 / engendré par (p*, e*) ne peut atteindre 
ni quitter Mkl tangentiellement. Plus précisément, si 

X*(t)*Xh V'€[*l, O 'l<*', 

- — — — — • • • • m • •• • 

(1) C'est-à-dire que xeMkl=$mkl(x) *= o. 
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alors 
gradmu(x').gk(x') ^ o. 

(iv) gradm/(x).gi(x) > o pour xeftf, avec gi = gk ou gkl
9 si 

grad m/(z) est tel que 
3 « > o tel que V e, o < e ^ a, # -+• e gradm^(^) ecomp X 

e/ inversement. 

(v) gradmA/(:r').^(:r') ^ o, i ' eM w implique que 

gradmu(x).gk(x) ^ o, V ^ ^ M ^ 

et de même pour gl(x). 

(vi) grad/nA/(x).gkl(x) ^ o, V£€MA' sî 

(a) grad #i*'(#).£•*(#) > o et gradmkl(x).gl(x) > o 

(ou inversement) pour tout x€Mu; ou 

(b) gr*dmkl(x).gk(x) < o étf grad m*'(#).£•'(#) ^ o 

pour /ouf #€MA/, où grad m*'(z), zeM*', es/ feZ que 

3 a > o tel que V s, o < e ^ a x -h z grzd niki (x) eXi 

et inversement. 

(vii) Si gradm A / (x) .^(^)>° (ou g^dmu(x).gf(x) <o ) pour 
/ouf zeM*', où gradm^(x), x€MA/, es* tel que 

3 a > o tel que V s, o < s ̂  a, # -4- e grad mkl (x) € X/ 

et si x° € X"* (ou X/), z7 m's/e [3 > o tel que 

x*(t)eMkl pour tout te[t}—$, t}]. 

(viii) M*'n8/"=0 sî 

grad mu (x) ,gk(x)>o et grad mkl (x).^ (a?) > o 

(ou inversement) pour tout x&Mu. 

1 .2 .2 . COMPORTEMENT DES TRAJETS DANS U N VOISINAGE D E Mkî 

Dans ce paragraphe, nous étudierons le comportement de trajets 
dans X u 8 / engendrés par un couple stratégique optimal (p*, e*). 
En particulier nous porterons notre attention sur le « raccordement » 
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de trajets qui atteigent une surface M*' et sur le comportement 
de trajets dans un voisinage de M.kl. Cette discussion nous permettra 
de classer les surfaces M*z en différents types. 

Soit x' un point intérieur (1) de Mu, et considérons l'équation (i) 
avec u = pk(x), v = e£(x), où pk

9 ek sont les stratégies dont nous 
avons parlé plus haut, dont les valeurs coïncident avec celles de p*, e\ 
respectivement, sur X*. 

Fig. 1.3. — Trajets engendrés par (p*, e*). 

Soit 
£*(. , x', t') : t-+x = q*(t, xf, t') 

une solution de l'équation (i) pour u = pk(x), v = ek(x), telle que 

x' = qk(t', x\ t'). 

Il résulte des théorèmes classiques (existence, unicité, fonction 
implicite) qu'il existe des boules ouvertes B' etB" dans En de centre x', 
et des intervalles ouverts V et I" contenant /', tels que : 

(a) la fonction qk : (/, x', t') -> qk(t, x', t') est définie et continue 
sur B ' x I ' x F ; 

(b) le trajet dans X u 8 / représenté par qk(., x°, t0), x°eB", UeV, 
t€l', et Mkl ont le point d'intersection a; = af//€B' au temps 
t = t'eV (fig. 1.3). 

Supposons que 

3 « > o tel que Ve , o < s ^ o t , x -h egradtf i^a^çXj, 

(1) La discussion suivante s'applique aussi au cas des points frontière de Mw 

en utilisant l'extension analytique de M*z. 
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alors il résulte aussi des théorèmes classiques que : 

(c) qk(., xr, t1) est une solution de l'équation (i), avec u = p*(x), 
v = e*(x), pour 

*€(*i, O si gr3Ldmki(x').gk(x,)>o, 

te(t', h) si %™dmkl(x').gk(œ') < o, 

OÙ (/„ /2) = r. 
Évidemment, on a des résultats analogues pour les solutions de 

l'équation (i) avec u = pl(x), v = el(x). On peut donc raccorder des 
trajets qui atteignent M*'. 

Fig. 1.4. — Trajets engendrés par (p*, e*). 

Par exemple, si 
gradmkl(x').gk(xr) > o, 
grad mkl (x') .gl(x') > o. 

on a un trajet engendré par le couple stratégique optimal (p*, e*), 
qui traverse Mkl en x', les points en amont appartenant à X* et les 
points en aval à X/. 

Pourvu que grsidmkl(x).gk(x) soit non nul en un point de M.u, 
il résulte de la condition (v) et de la continuité de gradmkl(x).gk(x) 
que le comportement des trajets dans un voisinage suffisamment petit 
de M*' est uniforme. Par exemple, si un trajet atteint xr€.M.u à partir 
de XA, alors il en va de même pour tout point xeMki. 

Si 
grad mu(x).gk(x) = 0 #eB'nX*, 

alors il résulte de la condition (iii) que le trajet correspondant n'atteint 
pas Mkt. Comme le comportement des trajets dans un voisinage 
suffisamment petit de Mkl est uniforme si g£dLàmu(x').gk(x')^o, 
xr^Mki, il doit aussi être uniforme dans le cas présent. 
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Nous pouvons maintenant dresser la liste des différents types de 
surfaces M*z qui peuvent se présenter : 

Surface de transition MT : 

grzdmkl(x').gk(x') > o ou < o, 
gradmkl(x').g l(x') > o ou < o. 

Surface répulsive MR : 

%YdLdmkl(x').gk(x') < o , 
gradmu(x').g l(x') > o. 

Surface attractive MA : 

gradmkl(x').gk(x') > o, 
grad #1^(3/) .g1 (xr) < o. 

Surface semi-attractive MSA : 

gradmkL(x').gk(x') > o, 
grad mkl (x). g1 (x) = o, a? e B' n X;. 

Surface semi-répulsive MSR : 

gradmkl(x').gk(x') < o, 
%rdidmkl(x).gl(xJ) = o, rreB'nXf. 

Surface neutre MN : 

grad m*' (a?). #*(#) = o, #eB'nX*, 
grad mkl (x). ^ (a?) = o, a?€B'nX/. 

Ces six types de surfaces M*' sont représentés schématiquement sur 
la figure 1.5. Les flèches indiquent le sens de parcours des trajets pour 
des temps croissants. 

Il convient de remarquer qu'un couple stratégique optimal (p*, e*) 
doit être tel que gradmkl(x).gkl(x) = o, V x e W 1 si MA/=MA , MSA 

ou MN. Ceci résulte du comportement des trajets dans un voisinage 
suffisamment petit des surfaces de discontinuité, et de la condition qui 
impose à (p*, e*) d'engendrer une partie complète à partir de tout point 
initial dans X. 

De plus, d'après la condition (vi), aucun point d'un trajet optimal 
à l'exception de son point initial ne peut appartenir à une surface M*' 
de type MSR ou MR (1). 

(1) En fait, la condition (vi) est imposée de façon à éliminer les trajets optimaux 
appartenant à des surfaces de discontinuité de type MT, MR et MSR. 
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Nous remarquerons également que les surfaces M*' de type MA, MSA 

et MN ont des intersections avec 8/ non vides puisque les trajets 
optimaux issus de points appartenant à ces surfaces y sont tout entiers 
contenus. 

Il est facile de voir maintenant qu'un couple stratégique optimal 
engendre un trajet complet unique à partir d'un point de Xt. 

MT 
MR 

MA 

Fig, 1.5. — Différents types de surfaces Mw. 

Finalement, étant donné un trajet optimal, il résulte des théorèmes 
classiques qu'il existe un trajet optimal autre que le trajet optimal 
donné dans un voisinage de ce dernier. Plus précisément nous entendons 
ceci : 

Soit x° un point de Xl9 et soit B° une boule ouverte dans En de 
rayon p et de centre x°. Désignons par T le temps relatif (!), et par 
x* : T - > Ï ; ( T ) , TÇ[O, T}], et y* : T->|/T(T), ze[o9 T}], les solutions de 
l'équation (i) P o u r *es stratégies p*, e*, et pour les conditions initiales 
Xv(o) = x° et |/t(o) = £°€B°, respectivement. Alors il existe p > o 
tel que 

| | K W - ^ ( ^ ) [ | = ^WP + O(P,T), 

où k(z) est borné et p? -> o uniformément pour tout T € [o, T}] (2) 
quand p -> o, et 

I * / - * / ! = 'P + °(P). 
où / est borné et lim 2i?2 = o. On a un résultat analogue si x° est 

P>o p & 

un point intérieur d'une surface Mkl de type MA, MSA ou MP, 
et£°€B0nM*z. 

(1) C'est à-dire que t = tQ + T le long de ic* issu de x9. 
(2) Pourvu que -y^y; si non ^€[0,^}-]. 
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En établissant l'existence d'un trajet optimal, autre que le trajet 
optimal donné, dans un voisinage de ce dernier, pour un trajet optimal 
donné issu d'un point x°€X/, on doit tenir compte du fait que le 
trajet optimal peut traverser une ou plusieurs surfaces de transition, 
puis entrer dans une surface attractive ou semi-attractive avant 
d'atteindre la cible 8/ (fig. 1.6). 

M5 Aou MA 

Fig. 1 . 6 . — Trajet optimal, 

On utilise les conditions (iii) et (iv) pour démontrer que des 
trajets optimaux issus de points initiaux voisins x° et x° atteignent M1, 
MA ou MSA, et 8/ en des points correspondant à des valeurs voisines 
du temps relatif T. 

1.3. Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité. 

1.3.1. PARTIE DANS UN OUVERT DE LA DÉCOMPOSITION D. 

Soit {Xi, X2, . . . ,X R } la décomposition de X correspondant au 
couple stratégique optimal (p*, e*). En s'appuyant sur le fait qu'à 
un trajet optimal dans Xu8/ , issu d'un point de Xl9 est associé un 
ensemble de trajets optimaux voisins, on peut montrer que V* est 
deux fois différentiable (1) sur Xi9 i = 1, 2,..., K, et il en va évidemment 

A 

de même pour $ sur Xl=Xlx\x0}. En particulier : 
, - / àY* \ àY*\ 

est défini et continu sur X*. 

<r\* (1) C'est-à-dire que V* es t de classe C1 e t - — — 1 (1, j =? 1, 2. . . .> n ) sont définis. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 168. 2 
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Ce résultat s'établit par calcul direct de Y*(x) et de grad V*(z) pour 
des trajets optimaux voisins, issus de points initiaux voisins dans Xi9 

et en utilisant les conditions (iii), (iv), (vii) et (viii) du paragraphe 1.2. i. 
Considérons maintenant le point x = x*(*)€ Xl9 *€ [/0, t})9 du trajet 

optimal II* (C) engendré par (p*, e*) dans 2(C). Considérons aussi les 
trajets P et E-optimal engendrés par (p*, e) et (p, e*)9 respectivement, 
et passant par le point x. 

Puisque 
$(x-4-Ax) — $ ( x ) = grad<ï>(x) .Ax-ho( | |Ax| | ) , 

il résulte directement du théorème 1 que 

( u ) grad<I>(x).F(x,/>*(x), e ( x ) ) ^ o , 

(12) g r a d $ ( x ) . F ( x , p (x) , e * ( x ) ) ^ o , 

(13) grad$(x).F(x,7>*(x), e*(x)) = o. 

Évidemment, les conditions (11) et (12) sont valables pour tous les 
trajets P et E-optimal passant par x. 

Nous compléterons ces résultats en établissant l'équation de transfert 
de grad<î>(x) le long de la portion de trajet optimal II*(C) contenue 
dans X,. Nous remarquerons pour cela que la condition (i3) est une 
identité en x sur X/. 

Par conséquent, nous avons 

/ ,N < > 2 $ w */ x */ ^ J * / ^[àF âF dp* âF de*! 

^ = [lxTàxj\ 0 . 7 = 0 , 1 , . . , , 1 ) 

dF A [àft(x, M, P ) 1 , . . 

dF A [àfi(x, u, Ï>)"1 , . 
àï = [ au/ J (* = o , i , . . , » ; , « 1 , 2 , . . . , r), 

àF A [àfi(x, u , v ) l , . 

les dérivées partielles étant calculées en u = p*(x), v = c*(x); et 

dp* A fàP;(*) j . 

•^ = L~^rJ ( l = I '2 ' •••.'"./-o. 1, . . , /0, 
^ = L ~ ^ r J ( i = = I > 2 ' - - -^57 = 0, 1, ..,71). 

où 

et 
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D'autre part, pour x = x*(Z), nous avons (1) 

^ g r a d $ ( x ) = ^ F ( x , / > * ( x ) î e * ( x ) ) J 

de telle sorte que l'équation (i4) devient 

(15) ^ grad* (x) = - g r a d * (x) [ g -4- g 

pour x = x*(/)€X„ î = i, 2, . . , K. 
Posons 

oY à? à£_~ 
âx âv àx 

y AdV*(g) 
( » = 1 , 2 , . . . , n), 

À = A ( O = ( I , X ( 0 ) , x = ),(0 = (^(0,5:.(0, . . . , ^ ( 0 ) 
et 

2C(X, X, U, V) =fo(x, M, v) -H X. / (# , M, *>). 

Nous pouvons mettre les conditions ( I I ) - ( I3 ) sous la forme 

(ii)' 2t(l(t),x*(t),p*(x*(t)),e (x*(t)))^o, 

(12)' Bt(l(t),3*(t),p («*(*)), «*(**('))) ^ o , 

(i3)' X(%(t),x*(t),p*(x-*(t)),e*(x* ( 0 ) ) = o 

pour tous les couples stratégiques jouables (p*, e) et (p, e*). 
L'équation (i5) devient 

/15V *± = - ^ - +.dJL ^ ! + ^? ^f!l. 

Les conditions (u)'-(i3)' et l'équation (i5)' peuvent aussi être 
obtenues par une méthode différente nécessitant des hypothèses plus 
faibles [36]. 

Par une construction analogue à celle que nous avons utilisée dans 
la démonstration du théorème 1, on arrive aux résultats suivants : 

(a) Étant donnés p*, veK»(x) et xeX, il existe e tel que e(x) = v 
et tel que (p*, e) soit jouable sur X. 

2̂ y* ^2 y* 
(1) Ici nous supposons que -r—j— = -r—-r— • L'équation (i5) peut être obtenue 

sans cette hypothèse supplémentaire en utilisant le plan tangent £(C) en des 
points intérieurs de Xt; ce dernier est défini puisque gradV* est de classe C1 

sur X,. Le calcul est développé dans la référence [36], 
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(b) Étant donnés e\ UGKU(X) et xeX, il existe p tel que p(x) = u 
et tel que (p, e*) soit jouable sur X. 

Par conséquent, les conditions (i i)'-(i3)' peuvent être remplacées par 

(u) ' Max 3e(X(0,#*(0,/>*(£*('))> ^) = 0, 
i> G K„ (£*(*)) 

(12 / Min #e(X(0, x*(t), u, e*(x*(t))) = o, 

(i3)" 3e(M0, a* (0,/>*(«*(*))> «*(«*(*))) = o. 

Supposons maintenant que les ensembles de contraintes Ku(x) 
et Kt,(x)9 respectivement, soient donnés sous la forme (l) : 

<Pz(x, u)^o (* = I, 2, . . , k), 

<W(X, ") ^ 0 (l = I, 2, . . , Z) 

où 

(i) les fonctions cp* et tyt sont de classe C1 sur GxU et GxV, respec
tivement; 

(ii) si k>r et l>q9 alors au plus r des cpt(x, u) et au plus q 
des 4»i(x, y) peuvent s'annuler en un point de G X U et de G X V, respec
tivement; 

(iii) les matrices 

\du^\ (i=zl' 2 ' •••' * ' ^ r i / = a I » 2> • ' r ) 

et 

[ ^ J (« = i| 2, ..., r^q,j = i, 2, ..., y) 

formées à partir des composantes nulles des cp*(x, u) et 4»*(x, p) respec
tivement, ont le rang maximal. 

Supposons que 

cp i (X, J p 1 f c (x ) )=0 ( l t = I , 2, . . , * ' ) , 

<fo(ac, e* (x) ) = o (i = i, 2, . . . , /') 

(1) Certaines de ces conditions peuvent être des égalités, les résultats qui suivent 
ne s'en trouvent pas modifiés. Remarquons aussi que les fonctions <p, et <]>f sont 
indépendantes de x0. 
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au point x = %.*(t). Si les conditions (i i)" et (12)" sont vérifiées, alors 
il résulte de la règle des multiplicateurs de Lagrange que 

. dF dy 

k ÔF àty 
A -5- -4- v -^- = o , 

dv dv 

OU 

- , r ) f dH ~ L au, J C*- 1 ' 2 ' - - - , ^ - 1 . ^ 

<>P - 1 *>, J O - 1 ' 2 ' - . - i*. y - i i a> 

les dérivées partielles étant calculées en 

x = **(*), « = / > * ( « ) , ? = «*(«) 
et 

fx = ({j.!, p , , . . , ^ , o, . . , o ) , avec n ^ o (î = i, 2, . . , A:'), 

v = (v1} vt, . . . , v;*, o, . . . , o ) , avec v * ^ o (i = 1, 2, . . , / ' ) • 

Comme cpt(x, p*(x)), î = 1, 2, . . , /c', e t ^ ( x , e*(x)), i = T, 2, . . , V, 
ont un extrêmum (maximum)"en x = !&*(/), nous avons 

r L ^ ^w ^ j 

[dx dv dx \ ' 

OÙ 

dy A f <*?*(*, *01 /;__T 9 jfc- / - o 1 nï 

dx~ L ^/ J ( ' ' '"' ' y " ' ' ' }' 

les dérivées partielles étant calculées en 

x = x * ( 0 , u=p*(±), P = «*(X). 

Ainsi, l'équation (i5)' peut être mise sous la forme 

dx A dF dy dty 

où [A et v sont des multiplicateurs indéterminés de dimensions k et Z, 
respectivement. Si les composantes des contraintes qui s'annulent 



22 A. BLAQUIÈRE ET G. LEITMANN. 

changent un nombre fini de fois sur [t09t}], ces multiplicateurs sont 
continus par morceaux sur [t091}]. 

Si Ku(x) et Kv(x) sont indépendants de l'état x, l'équation (i5)ff 

se réduit à : 
dA __ V ^F 
dt ~~ dx* 

1 .3 .2 . CONDITION D E SAUT A LA TRAVERSÉE D'UNE SURFACE D E TRAN

SITION. 

Considérons une surface Mu de type Mf et supposons qu'un trajet 
optimal n*(C) traverse 

DVL*iÂMMx{xo} en x ' = x * ( 0 > t'G(t0,t}). 

A partir des conditions (iii), (vii) et (viii) du paragraphe l . a . i , 
on peut établir que (') V* est continue sur X*uMA/uX/ et que gradV* 
est continu sur XkKjMkl et X,uM*'. Posons 

gradV*(^')_4 lim gradV*(£*(0), 
t<t> 

gradV*(x')+= lim gradV*(£*(0), 
t>t> 

de telle sorte que 
A (*'_ 0 ) = (i, grad V* (*')-) , 

A(*' - f -o)=( i , gradV*(*')+). 

Comme les limites à gauche et à droite de grad<I>(x) sont définies 
en x', il en va de même pour celles du plan tangent Ts(x) de 2(C). 
Nous désignerons ces dernières par Tv(x') et T£(x') respectivement. 
Nous désignerons d'autre part par T ^ ^ x ' ) le plan tangent de 
2(C)nOVLki en x'. Remarquons maintenant que Â(/'—o), Â(/ '+o) 
et grad/nA'(x')C) sont normaux au plan T ^ ^ x ' ) de dimension n — i. 
Par conséquent ces vecteurs sont linéairement dépendants, c'est-
à-dire que 

ct A (t'— o) -+- c2 A (^-+- o) -+- c3 gradm*' (£') == o, 

où les constantes ci9 i = i, 2, 3, ne sont pas toutes nulles. 

(1) Ceci peut être établi par calcul direct et résulte aussi clairement du fait que, 
par tout point de 2ïikl passe un trajet optimal dans XuO/ qui traverse OR". 

C) Évidemment, mkl (x) = mkl (x). 
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Comme les composantes de \(tr—o) et Â(/' + o) sur l'axe x0 sont 
égales, et comme la composante de gradm*z(x') sur cet axe est nulle, 
on a Ci= — c2. De plus, gradmA/(x')^£o et par conséquent 
d=—Co^o. Nous pouvons donc écrire 

(16) % (t— o) — %(t'-ho) + - gradm*'(x r) = o. 
Ci 

La constante — peut être calculée à partir de la condition (i3)' 

en faisant tendre / vers /' à gauche et à droite. Posant 

F-= (A, A) = limF(**(0,^(«*(0), «*(**(«))), 
t<t> 

F+=(A,/+)- l imF(x*(O î />*(**(0),^(^(0)) î 

nous obtenons 
d = / t + ^ ( ^ - Q ) - / + ^ / ô + X ( ^ H - Q ) . / -
d grad mkl(x').f-*- g rad /ra A / (# ' ) . / -

La condition (16) est la condition de saut au point où II* (C) 
traverse OVLkf. 

1.3.3. POINTS INTÉRIEURS DE MSA ET MA. 

Nous porterons maintenant notre attention sur les points intérieurs 
des surfaces MA/ de types MSA et MA. Nous supposerons que les trajets 
optimaux dans X\jSf atteignent la surface Cf\lkl=XknXi à partir 
du domaine Xk ('). 

Des conditions (iii) et (vii) du paragraphe 1.2.i, on peut déduire 

que <I> et grad<& sont continus et que ~j-^ est définie sur Xk\jcnik/, 
Ainsi il existe une fonction ®k dont les dérivées partielles secondes 
sont définies sur un domaine contenant Xk\jJ\lu, et qui prend en 
tout point de Xkucniu la même valeur que la fonction ¢. 

Considérons maintenant le trajet optimal II*(C) et le point 
x = x.*(f)ecfau de ce trajet. 

Puisque 
$ * ( x -+- Ax) — 4>*(x) = g r a d $ * ( x ) . A x -H o ( || A x | | ) , 

(1) Évidemment si M" = MA, la surface J\ikl est atteinte à partir des domaines X* 
et Xj. 
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il résulte du théorème 1 que 

(17) grad**(x).F(x,/>*(x), e (x ) )^o , 

(18) grad$Hx).F(x,/> (x), e*(x))^o, 

(19) grad**(x).F(x,/>*(x), e*(x))=o. 

Ces conditions sont valables pour tous les trajets P et E-optimal 
passant par x, et tels que 

(20) grad/?i*'(x).F(x, p*(x), e (x)) = o, 

(21) grad/nA/(x).F(x, p (x), e*(x)) = o. 

Nous compléterons ces résultats en établissant l'équation de 
transfert de grad <ï>*(x) le long de la portion de trajet optimal n*(C) 
contenue dans 2(C)r\Dïlkl. Nous remarquerons pour cela que la 
condition (19) est une identité en x pour tout -x.eOMu. 

Par conséquent nous avons 

(22) ^ F (x,/>*(*),*(*)) 

A*ti ^\d¥ àF âP* àF de*l . . . . . 

+ grad^ (x) [ ^ - + - ^ + - — ] + «gr«d««(x) = o, 

où a est un multiplicateur scalaire indéterminé, et 

\-dZàïr\ (hJ = o,i,...,n). 
<te2 

De plus, pour x = x*(f) nous avons (') 

^ grad $* (x) = d~ F (x, />* (x), e* (x) ). 

Posant 

A = A (t) = (1, X (t)) = grad**(x), 

nous pouvons mettre les conditions (17)-(19) sous la forme 

(17)' * ( ï ( 0 . £*<*), J»*(2*(0), e ( 2 * ( 0 ) ) ^ 0 , 
(18)' « ( " ( O . 2*(0,/» («*(«)), «*(2*(0))^o , 
(19)' « ( î ( 0 . **(0,J>* (»*(*)), «*(»*(0)) = o 

pour tous les couples stratégiques (p*, e) et (p, e*) jouables satis
faisant à 

(20)' gradm«(S*(t))./(»*(0,/»*(**(<)), « (**('))) =«>, 
(21)' gradm«(»*(0)./(as*(0» P («*(<)), «*(**('))) = <>• 

(1) Voir note en bas de la page 19. 
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Il est clair que des conditions analogues à (n)ff-(i3)" s'appliquent, 
à ceci près que, en plus de w€K„(x) et veKv(x)9 on a les contraintes 

graidmki(x).f(x,p*(x), v) = o, 
gradmu(x).f(x, u, e*(x)) = o. 

De plus, l'équation (22) devient 

, ., dA k[dF dF dp* dF de*l . . . , . 

où OL est une fonction définie pour tout t tel que :£*(/)€ 3llA/. 
Les conditions (17)^(19)1 sont analogues à ( I I ) ' - ( I 3 ) ' qui sont; 

appUcables aux points de X,; cependant les conditions (17/-(19)' 
s'appliquent à une classe restreinte de couples stratégiques P 
et E-optimal. Comme gradO>(x) tend vers gradO*(x') quand 
x^x '€?H A / , il n'y a pas de condition de saut pour Â(*) au point 
où IT(C) atteint DXlu. Cependant l'équation (22)' diffère de l'équa
tion (i5)' par l'addition du terme —agradmA/(x). 

1.3.4. POINTS INTÉRIEURS DE MN. 

Finalement nous nous intéresserons aux points intérieurs d'une 
surface neutre Wl. Aucun trajet complet dans XuO^ dont le point 
initial n'appartient pas à une surface M*' de type MN n'atteint cette 
surface, et si le point initial du trajet appartient à M", le trajet y est 
tout entier continu. 

Rappelons qu'une surface MA/ peut être représentée paramétri-
quement par 

a? = / ^ ( 0 , « e ^ c E » - 1 . 

L'établissement de conditions nécessaires d'optimalité en un point 
intérieur de OHlkl s'appuie sur des raisonnements très semblables 
à ceux que nous avons développés plus haut à propos des points d'un 
domaine X,. La principale différence tient à la diminution d'une 
unité de la dimension de l'espace. 

Puisqu'un trajet optimal II*(C) est maintenant contenu dans 
2(C)nOf\lu

9 nous sommes amenés à représenter cette surface de 
dimension n — 1 en utilisant le paramètre a = (x09 s). Nous poserons 

V"(*) = V*(X*'<*)) 

et 
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C?VN 

Le calcul direct de VN et y i i = i , a , . . . , n — i, pour des 
trajets optimaux voisins dans Xu6/ , issus de points initiaux voisins 
dans W9 montre que VN est deux fois différentiable sur 3Ckl, de telle 
sorte que 

A ^ ^ l àY*(s) dY"(s)\ 
grad*N(a) = ^ , ^ , . . . , - ^ ) 

est continu, et que les matrices 
r^$N(d)l , . . , 

d<5* 

sont définies sur JCkl x {x0 }. 
Pour x = x(f)eM.u, nous avons 

dx dxu ds 
Â = - a r a =/<*'*<*>'•<•»• 

d'fkl 

où la matrice -y- est de rang n — i. Ainsi, 

g=/^*,/>N(0,*N(0), 

avec fN = Q~lf, où Q est un mineur non singulier de -̂ — 5 f est la 
partie correspondante de f9 et 

/>N(O=/>0c*'(O), *N(0 = *(**'(0). 
Soit 

FN = (/B,/"), /?(', «, 0 =/•(*" (0, ", "), 
/ * * (0=/>* (x w (0) i «M (0 = «*(x*'(0)-

En invoquant à nouveau le théorème 1, nous obtenons 
(23) grad$N(cr).FN(cr,jp^(a), e* ( 0 ) ^ o , 

(24) grad4»N(<J).FN(ar)/)N ( f f),eN*(j))^o, 

(25) grad$N(J).FN(a,jDw*((J)> eN*(ff)) = o 

pour tous les couples stratégiques (pN*, eN) et (pN, eN*) jouables, 
et pour veJCkix{xu}. 

En nous appuyant de nouveau sur le fait que la condition (25) 
est une identité çn <7€ JCux{x0}, nous obtenons 

(26) ^ F N ( * > / ^ (0, «**(O) 
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OÙ 

dF" A [àff(*, u,i>y-\ 

"^ = |_ *> J ^ = ° ^ - - - ^ - 0 , 
dF" A p/T(*, ", v) | 
^T = [ ^ J ( i = 0>1' - - - . ^ - 1 5 7 = 1 , 2 , . . . , / • ) „ 

"57 = L ^ V J ( ï=s0>l1 - - ^ - ^ / = ^ 2 , ...,?), 

les dérivées partielles étant calculées en u = pN*(<r), i; = eN*(«r); et 

"̂ " = L~^^J (ï = I'2' - ^ / = 0 ^ . . . ,n- i ) 

De plus, le long de II*(C), c'est-à-dire pour o-= £*(*), tç[tQ, t}), 
nous avons (1) 

Posant 

et 

d /J2M 
jggrad4*(0 = ^J-F* (*,/>**(•), «»*(*)). 

AN=AN(f) = (i, }>(*)) = grad $*0O 

tf«(X", s, u, i>)=/8(* , K, P) +XN./N(s, M, p), 

nous pouvons meljtre les conditions (23)-(25) sous la forme 

(23/ 0CN(XN(*), ?*(oi/>**(?* (0), *N ( r ( 0 ) ) ^ o , 

(24)' # N ( Î>(0 , **(0,/>M (**(0), ^ ( ^ ( 0 ) ) ^ 0 , 
(25y 3 ^ ( ^ ( 0 , ^ ( 0 , ^ ( ^ ( 0 ) , ^ ( ^ ( 0 ) ) = 0 

pour tous les couples stratégiques (pN\ eN) et (pN, eN*) jouables. 
L'équation (26) devient 

( 2 6 ) "5T ~ L «** + au ds ~*~ dv d* J " 

1.3.5. CONDITION DE TRANSVERSALITÉ. 

Nous établirons maintenant la condition qui doit être vérifiée au 
point terminal d'un trajet optimal II*(C). 

(1) Vozr note en bas de la page 19. 
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Considérons d'abord le cas d'un trajet optimal n* qui atteint la 
cible 0^ à partir de X*. Plus précisément, supposons que £*(/})eO^ 
et qu'il existe a > o tel que x*(f)$Mk/, \fte[t}—a, t*J). 

Le point terminal &*(/}) de II* (C) appartient à 2(C)n®A Puisque la 
cible 0/ est la projection de 2(C)r\®S sur E", et puisque le plan tan
gent Te(z) de 0/ est défini en tout point xe 8/, le plan tangent Tv n @(x) 
de 2(C)n0/ est défini en x = £*(/}). 

Fig. I.7. — Condition de transversalit^. 

On a 
T s n © ( * ) = { (C, x) : X<ETQ(X* (t}))}. 

A partir de la condition (iv) du paragraphe 1.2.1, on peut établir 
que grad <ï> est continu sur Xk\j(Xkr\®f); par conséquent, 2(C) a un 
plan tangent et un seul, Ts(x), en x = £*(/}). Il est clair que 
Tvn0(x)cTs;(x). Puisque A(/}) est normal à Ts(x), il est normal 
à tout vecteur YJ = (o, yjj, . . . , r)n) appartenant à Tsn@(x). 

Nous arrivons ainsi à la condition de transversalité 

(27) 

avec 

^h(t}) -r\t=o, 

X^ dmf(x) 

2—5ÏT^=0-
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Si l'on résout par rapport à l'une des composantes de Y? et si l'on 
substitue dans l'équation (27), l'annulation des coefficients des 
n — 1 composantes arbitraires restantes donne n — 1 conditions. 
En y adjoignant l'équation de 8 f on a au total n conditions au point 
terminal de rc*. 

Si la portion terminale de n* appartient à une surface M*' de type MSA 

ou M \ et si 7r* atteint MA' à partir de X*, la condition de transversalité 
est la même que dans le cas précédent. Évidemment, on a dans 
ce cas 

A(0 = grad$*(ft*(0). 

Finalement, nous examinerons le cas d'un trajet optimal 7r* qui 
appartient à une surface Mkl de type MN. Le point terminal du trajet 
optimal II* (C) correspondant appartient à 

[2(G)r\DVLkl]n[eff\D]lkl]. 

L'équation de 2(C)n3HA/, écrite plus haut, est 

<b*(<j) = xo-hY"(s) = C. 

Puisque gradON(o-) est défini en a = $*(t}), il en va de même 
pour le plan tangent Tsnj l l(<0 de 2(C)nOViu. D'ailleurs, puisque 
Ô^nM*' est la projection sur E" de 

[2(C)n:m*']n[e/n0îl*'], 

cette dernière surface est définie par 

xQ=G, mN(0 = n i / ( X " ( 0 ) = o 

et son plan tangent Ts n j R n e(ff ) est défini en or = £*(/}), puisque 

grad/nN(o-) est défini sur un voisinage de ce point. 
Comme plus haut, nous remarquerons que Tsn j î i n0(o-)cTS n : n i(o-) , 

et que AN(/}) est normal à Tvn;ni(ff), ce qui implique qu'il est normal 
à tout vecteur n = (o, mu . . . , ^ - . ) 6 ¾ ^ ^ ^ ) . Nous arrivons 
finalement à la condition de transversalité 

n —1 

(28) 2 x," («»»11=0, 
1 = 1 

avec 

2^^ /^ (0 
- 5 T * - 1 0 -

* = 1 
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1 .3 .6 . CONDITIONS SUFFISANTES D'OPTIMALITÉ. 

Nous compléterons cette étude en donnant des conditions suffi
santes d'optimalité. Ces conditions permettent de savoir si un couple 
stratégique jouable satisfait à la condition du point en selle (3). 

Supposons que pc, ee soit un couple stratégique jouable tel que 

(i) 

(29) fo(x,pe(x), ee(x)) + gradY*(x).f(x,pe(x), e*(x)) = o 

a une solution Ve : x^Ve(x), avec Vc(x) = o pour tout xe^r, de 
classe C1 sur X u 8 / ; et 

(ii) 

(30) fo(x,pe(x), e (#)) +gradV«(aO-/(#,/>c0*0, * 0 O ) ^ o , 

(3i) fo(x,p (x), «•(*))-+-gradV«(a?) • / (* , /> (x), e^(x))^o 

pour tous les couples stratégiques jouables (pe
9 e) et (p, e*), et pour 

tout s e X . 
Considérons d'abord une courbe connexe quelconque C de point 

initial x° € X, contenue dans X à l'exception de son point terminal 
qui appartient à 0 ,̂ et posons 

I(a?«)= / gradVff(a?).«te, 

où l'intégrale est calculée le long de C. 
Puisque Ne(x) = o pour xeftf, la valeur de cette intégrale est indé

pendante de la courbe C considérée; c'est-à-dire que 

(32) l(afi) = — V«(*°). 

De plus, d'après l'équation (29), on a 

(33) / / o ( * e ( 0 , / * ( * ' ( 0 ) , ee(fc(t)))dt = V (*« ) , 

où Xe : t-+x"(t), te[t0, t}] désigne la solution de l'équation d'état (1), 
définie sur [U, t}], pour 

u=p*(x), v = ee(x) et $e(tQ)=x». 
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Désignons maintenant par x : /->£(/), ts[t0, t/], la solution de 
l'équation (i) définie sur [t09 t/]9 pour u = pe(x)9 v = e(x) et 
£(t0) = x°9 et formons la différence entre les coûts correspondant aux 
deux solutions considérées : 

^ ftffQ(Z(t),pe(S(t)),e(S(t)))dt 

-j / . ( ^ ( 0 , / ^ ( ^ ( 0 ) , ee(fr(t)))dt. 

Puisque l'intégrale l(x°) ne dépend pas de la courbe C9 ajoutons 

X grSidYe(x).dx-i- Ye(x°) = o 
. V 

à A, où 7r désigne le trajet complet engendré par (pc, e) à partir de 
l'état initial x°. 

En remarquant que 

fgradYe(x).dx = f gradV'(3(0)- / ( a (0 , P*(#(0), e(Z(t)))dt 

et en invoquant la condition (3o), on voit que A ^ o. Par conséquent, 
l'inégalité de gauche dans la condition du point en selle (3) est vérifiée 
par (pe, ee). De façon analogue, en utilisant (p, ee) et en tenant compte 
de la condition (3i) on peut établir que (pe, ee) satisfait à l'inégalité 
de droite dans (3). De plus, la fonction Ve est définie pour tout x 
appartenat à X. Par conséquent (pc, ee) est un couple stratégique 
optimal. 

1.4. Exemples. 

1.4.1. EXEMPLE 1. 

Nous considérerons ici le problème simple suivant : Un bateau est 
piloté dans un courant de vitesse constante S. Le joueur JP peut 
imposer au bateau la vitesse relative VP, tandis que le joueur JE 

peut lui imposer la vitesse relative VE. Ainsi la vitesse totale du 
bateau est VB = S + VP + VE (fig. 1.8). Le joueur JP cherche à 
minimiser le temps de transfert entre un point initial donné et 
la rive, tandis que le joueur JE cherche à maximiser ce temps de 
transfert. 
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Nous assimilerons la rive à une ligne droite parallèle au courant, 
d'équation x2 = L 

Y///////////////////////////^ i 

Fig. 1.8. — Problème de navigation. 

Nous supposerons de plus que VP et VE sont astreintes à vérifier 
les conditions de contraintes suivantes : 

V P = (MI, 1*0, avec u\-hul = i; 

VE = ( w, w ) , avec \v\^i et o < w = Gtc < 1. 

Les équations d'état sont donc 

dx0 _ 

dxi 0 w. . 

( 3 4 ) <; . 
1 dx* w, 

dxs _ 
dt ~"!" 

Les ensembles de contraintes sont définis par 

( KM: u\-+u\—1 = 0, 
( 3 5 ) ( K , : * - i ^ o 

et la cible est 
(36) 0 / : Xi— l = o. 

Le point initial donné est (x°i9 x\, x\)^X, avec X = [xiXté^l}* 
Considérons l'équation (i5)". Puisque les ensembles de contraintes 

sont indépendants de l'état, on en déduit 

\t(t) = C t e (*' = i , 2, 3 ) . 
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La condition de transversalité (27) donne 

>~i 0/)=3^0/) = 0, 
d'où 

MO = ^3(0 = 0-

La fonction 3C est définie par 

2C (X,a?, w, v) = 1 + X2(t) w2-i- X2(0 - ç — ̂ 2(0 -

et de la condition 

2C(ï(t),&(t), p*(x*(t)), e*(x*(t))) = 0, 

on déduit 
X2(0 = Cte^o. 

Reportons-nous maintenant aux conditions (11)" et (12)". La seconde 
de ces conditions donne 

S2(f) = — s g n l 2 ( 0 => 5 2 ( 0 = i ou 2 2 ( ^ ) s — 1 , 

d'où 
5 i ( 0 ^ o . 

La première donne 

? ( 0 = sgn^2(0 => V(t\ss — t ou î?(0=3i. 

Comme un couple stratégique optimal doit être jouable, nous sommes 
conduits à rejeter la solution correspondant à 5l2 (0 > °- D r e s t e *a 

solution 

!

ui(t) =p\(x) = 0 , 

n2(t)=pî(x)=i, 
v (o = * î 0 0 = - 1 . 

'Pour vérifier l'optimalité du couple stratégique (pe, e?) défini 
par (37), nous appliquerons les conditions suffisantes du para
graphe 1.3.6. 

En intégrant les équations (34) compte tenu de (37), nous obtenons 

v*oo = t/-t=
1—^ 

K ' J I — w 

qui est précisément la solution de l'équation (29) avec Ve(x) = o 
sur 0/. Évidemment, cette solution est de classe C1 pour tout x. Fina-

MBMOBIAL DES SO. MATH. — N ° 1 6 8 . 8 
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lement, il est facile de voir que les conditions (3o) et (3i) sont véri
fiées; on a en effet 

i 
i — 

i — w 

i 
I — w 

I + - ( P - I ) U O pour |*>|i—i, 

(M2— « O ^ o pour | K 2 | - £ I . 

Ainsi (37) définit bien un couple stratégique optimal, que l'on peut 
écrire 

p* 0O = (o, 0, 
e* 0O = — i. 

Ce couple correspond au temps de transfert 

I.4.2. EXEMPLE 2. 

Considérons maintenant un jeu dont les équations d'état sont 

dx\ _ 

,«~ 1 dx* 
(38) <-s±=u+v, 

dxz _ 
dt — *' 

Les ensembles de contraintes sont définis par 

( K„: — 1 ^ w ^ o , 

™ |K„: - I ^ O . 

La cible est définie par 

(4o) 0/: ar s=o. 

L'état initial donné est (x°19 x\9 xl)^X avec X = {x: x* > o j. 
Le coût est défini par 

(4i) / (i — xxx%)dt. 
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On a ici 
06(X,a?, w, v) = i — xlxi-+- X2(w-+- v) H- X3, 

avec 
ûfX, 

!£- = **' 

(42) <~dt=^ 

d\z 
-dï = °-

La condition de transversalité (27) donne 

*iO/) = ^ 0 / ) = 0 , 
d'où 

5;3(o=o. 

Des conditions (n)ff-(i3)ff on déduit alors 

X2(0>o =»<_,_. 
N(0 = o; 
{ S(0=o, 

et 

(44) 1 , ( 0 = 1 — S I ( 0 * Î ( 0 -

Ainsi, le couple stratégique qui satisfait aux conditions nécessaires 
d'optimalité est donné par 

o, —1 pour 1—#4a;2<o, 
(45) (Pe(x), ee(x))= t 

L'intégration des équations (38) avec 

u = pe (x)y v = e6 (x) 

donne 
2 i (0=* ï , 
x%(t) = tf-t, 

£3 (0 = ', 

de telle sorte que les trajets correspondants sont rectilignes et traversent 
la surface de discontinuité de (pe, ee). Cette surface est donc une 
surface de transition 

M T = { x : 1 — # i # 2 = o J. 



36 A. BLAQUIERE ET G. LEITMANN. 

La valeur du jeu correspondant au couple stratégique (pe, ee) est 

(46) v*0O= f 0 - S i (0*2(0) dz 

= X% X\X\ 

de telle sorte que, comme on peut d'ailleurs aussi le vérifier par inté
gration de (4a), 

KO - figea—i«(o. 
5:,0) = 

dY*(x(t)) 
dxi = i — 5 i ( 0 * i ( 0 , 

T m àYe(x(t)) 

Nous remarquons que ces composantes sont continues à la traversée 
de la surface de transition MT. Cette propriété apparaît aussi comme 

une conséquence de la condition de saut, puisque ~ = o. 

Fig. I.9. — Couple stratégique optimal 
et surface de transition dans l'exemple 2. 

Finalement, il est facile de voir que les conditions suffisantes 
sont vérifiées, ce qui montre que le couple stratégique (pe, ee) est 
optimal. Ye (x) est solution de l'équation (29) et les conditions (3o) 
et (3i) sont aussi vérifiées. 

Les projections des trajets optimaux et de la surface de transition, 
sur le plan x±—x%9 sont représentées sur la figure 1.9. 
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1.4.3. EXEMPLE 3. 

Nous considérerons ici le même jeu que dans l'exemple 2, avec 
la seule différence que le coût sera maintenant défini par 

Ch 

(47) ; — xxx%dt. 

On a alors 
3C(\,x,u,v) = — XiXt-h X2(w -4- v) •+• X3 

et comme précédemment : 
2 ( 0 = - i , 
? ( 0 = o ; 

x 2 (0>o =* j 

? , . ( 8(0 = ° , 

Cependant, nous avons maintenant 

(48) K«(0 = - A ( 0 3,(0 =—a?t«.(0 

et par conséquent, puisque £2(/) > o, le couple stratégique qui satis
fait aux conditions nécessaires est donné par 

(49) 0*(->, * ( - ) ) - { 0 , _ I ^ *'>°' 
( — i, o pour # i < o. 

Nous remarquons que le demi-plan mH(x) = xx = o, r r ^ o , est une 
surface neutre Mu = MN pour laquelle la condition 

grad mkl (x) *gkl(x) = o 

est vérifiée pour tout (pkl
9 ^l). Cependant, le couple stratégique (pkl, e**) 

n'est jouable que si u + v < o. Par exemple, nous pouvons retenir 

(p*0O, ee(^)) = (o, —O ou (pe(x), e*(x)) = (—i, o) 

sur MN. 
En intégrant les équations (38) avec u = pe(x)9 v = ee(x), nous 

trouvons que 

(50) V«(a?) = — i ^ i ^ i . 

Il est facile de voir que les conditions suffisantes sont vérifiées et 
que, par conséquent, (pe

9 ee) est un couple stratégique optimal. 
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1.4-4- EXEMPLE 4. 

Le dernier exemple que nous considérerons est extrait du livre de 
Isaacs [15]. Il s'agit d'un problème de temps optimal pour le jeu 
dont les équations d'état sont 

dx\ 

dx% ( 5 i ) 

où w = Cte> 1. 

dt 

dx-i 
~dt 

= V i*>«2, 

> * 1 

(52) 

Fig. l . i o . — Projection de la cible et de X sur le plan xx — x2. 

Les ensembles de contraintes sont définis par 
Ku: 1 — u\ — w! = o, 

La cible est définie par 

(53) 6/: mf (x) = ^W^x\ — x± = o, x% > o, 

où R est une constante donnée. 
La partie débute en un point (a>J-, x\, XI)GX, OÙ X est le domaine 

défini par 
# I > V / R Î — X\ pour —R^a? 2 ^-f -R; 

x\ > o pour { ^ 

La projection de X sur le plan x^— z2 est représentée sur la 
figure l . io . 
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On a 

(54) 3 € ( X , # , M , P ) = i — «'(XiWt-h X2wO -hX2t>-H- X3, 

et 

(55) ^ = o 0 = 1 , 2 , 3 ) , 

d'où 

(56) X,(0 = Cte 0 = 1 , 2 , 3 , ) . , 

La condition de transversalité donne 

i li(tf) =CXx(tf), 

5:,(̂ /) = 0^0/ ) , 
X30/) = o, 

où, d'après (53), 

(58) c2 = ^ 0 / ) ^ 1 0 / ) . 
R2 

On a donc, d'après (56), 

X 1 ( 0 = c ^ i ( ^ / ) , 

(¾) \ X2(0 zscx'^tf), 

X 3 ( 0 = o . 

Les conditions (11)̂ -(13)" donnent 

[ B (f\ - g i ( f 0 c
 4 

(60) < 

( "(0 = sgnc&20/) 

« m _ ft (*/) « 

Nous utiliserons ensuite la condition (iv) du paragraphe I.2.1, 
c'est-à-dire 

grad /n/ (x).f( x, p(x), e(x))>o. 

Cette condition nous impose de choisir la racine positive dans (58), 

c'est-à-dire que -7-̂ - = 1. 
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En intégrant (5i), on trouve que les trajets correspondant aux 
commandes (60) sont rectilignes, leurs projections sur le plan xx—x% 
sont données par 

(61) 

avec 

X2 (t) = a Xi ( 0 -+- b> 

R ~ 
A 2s O/) — ~sgnX2(0 

Xt(tf) 

&=-sgnX 2 0) . 

Ainsi, par un point initial donné (x°19 xî, xl)&X passent deux 
trajets complets, l'un pour %,({) > o et l'autre pour 1.,(0 < o (fig. 1.11). 

Or?,*?) 

Fig. L u . — Projection des trajets. 

Le lieu des points initiaux correspondant à la même valeur du jeu 
pour ces deux familles de trajets est le plan x±—#3. Ceci s'établit 
simplement par intégration de la première des équations (5i), qui 
donne 

(62) Xi («/)[ IH~ R ( ' / " ' ° ) ] - ' 
Pour (tf—/0) donné, il résulte de (62) que la valeur x±(tf) doit 

être la même pour les deux trajets correspondant respectivement 
à X(t) > o et X2(f)< o. 

Cette condition n'est vérifiée que pour les points initiaux du 
plan Xi — x^ Il s'ensuit que les trajets correspondant à £»(/)>o 
sont issus de points pour lesquels x\ > o, tandis que les trajets corres
pondant à 5L2(0 < o sont issus de points pour lesquels x°>< o. Il est 



JEUX QUANTITATIFS. 41 

clair que le plan Xi — xz est une surface répulsive MR; cette surface 
est le lieu des points initiaux d'où sont issus deux trajets^complets. 
Cette propriété est illustrée par la figure I.12. 

Fig. I.12. — Projection des trajets et surface répulsive. 

De (62) et (60) nous déduisons que 

et, par suite, la valeur du jeu est 

V«(*)=*i+*ff(*>, wpl(x) 

avec 
/>î(*(0) = »i(0-

La composante pl(x) peut être calculée au moyen de (60) et (6i)f 

compte tenu de la première des contraintes (52); le signe des racines 

est imposé par la condition -^ < o. On aboutit finalement à l'expres

sion suivante : 
— xx(wxy— R) + ^ 1 s](wxj— R)*+ (w2 — i)x\ 

^ 1 W w*œl-*-(wxi—RY 

pour Xz > o, et 
e xt(vi>x*+R) ->rwxx y/(w^2-+-R)2H- (w2 — i)x\ 

pour rr2 < o. 
On pourrait voir que les conditions suffisantes sont vérifiées. Nous 

laissons au Lecteur le soin d'effectuer ce calcul un peu long qui ne 
présente pas de difficulté. 
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CHAPITRE IL 

JEUX MULTI-ÉTAGE QUANTITATIFS. 

2 . I . Introduction. 

Dans ce deuxième chapitre, nous considérerons un jeu quantitatif 
multi-étage, c'est-à-dire un jeu quantitatif dont l'état est défini 
par n—i nombres réels xi9 x29 ...9xn-i appelées variables d'état 
et par un nombre /ce { o, i, . . . , K }, K entier positif, appelé 
étage. 

Uétat du jeu sera le point 

x=(xu xSi . . . , xn)eE*y 

avec #„€ { o, i, . . . , K J. 
Pour x = & = (xl9 x29 . . . , xn-u k) nous dirons que l'état est 

à V étage k. 
L'évolution de l'état est régi par un système d'équations aux diffé

rences; en particulier, nous supposerons que la transition x*->a^+1 

dépend de â  et de certains paramètres, les variables de commande 
U\9 u29 . . . , ur et vu Vi9 . . . , vS9 que les joueurs JP et JE, respecti
vement, choisissent pour chaque valeur de k. Soit u=z(ul9 u?, . . . , ur) 
et v=(vuVi9 ...9vs). Nous supposerons que «€U et i>eV où U 
et V sont des domaines donnés dans Er et E* respectivement. A chaque 
changement ou transfert de l'état nous attacherons un nombre réel 
unique appelé coût du transfert. 

Nous nous proposons, comme dans le cas des jeux différentiels, 
d'interpréter le concept d'optimalité d'un point de vue géométrique 
et de déduire de cette étude certaines conséquences, en particulier 
des conditions nécessaires d'optimalité pour une classe restreinte de 
problèmes. Nous supposerons, sans restreindre la généralité des 
raisonnements, que le jeu multi-étage considéré ici est la version 
discrète d'un jeu différentiel, et que l'étage k est le temps quantifié. 
Il est clair que les résultats obtenus seront valables même si k n'est 
pas le temps. 
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Puisque xn prend des valeurs entières dans [o, K], nous poserons 

Ek=] x : xn=z k j . 

Soit D un domaine donné dans En
9 tel que Gk = DnEk ^ 0 pour 

k = o, i , . . . , K. 

Dans la suite, nous supposerons que l'état x appartient à l'en

semble G = \^J G*, k € { o, i, . . . , K }. 

M 

-K1 

Fig. 2 . i . — Espace des états et ensembles E0, E l f . . . , E*. 

2.2. Équations d'état, stratégies et cible 0. 

Nous considérerons l'état du jeu comme une fonction de l'étage k9 

x : A->x* = x(k)9 ke {i9 i + i, ..., j }> o=^ Î ^ J ^ K , telle que, si ï ?£j, 
l'équation 

(O 3(* + i)-aK*) =y*(«(*),s(*)^(*))» 

soit vérifiée pour A = z, î + i, . . . , j —i , où 5 et 5 sont des fonctions 
defc, 2 : k-+u = îi(k)9v : k -+ v = v(k)9 ke \ i9 i + i j —i }, et 

/*(*, tt, <,) 4 (/*(#, a, ^),/1(^, «, O, •.-,/*(#, », *>))• 

Puisque x* = /c, nous avons f*(z, u, D) == i. 
Nous supposerons que les fonctions /"*, v = i, 2, . . . , n— 1, sont 

de classe C1 sur DxUxV, pour k = o, 1, . . . , K — I . 
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Soit RÇD un domaine donné tel que X* = R n E * ^ 0 pour 
A i i k = o, i, . . . , K. Soit X — U X*, ke { o, i, . . . , K — i }. 

k 

Les stratégies seront des fonctions de x9 p : x-> p(x) et e : x ->- e(x)9 

XGX appartenant à des classes données, telles que p(x)eKu(x) C U, 
e(x)eKu(x)ÇY9 où Ku(x) et Kv(x) sont des sous-ensembles donnés 
de U et V, respectivement, qui peuvent dépendre de x. Ku(x) et Ku(x) 
sont appelés ensembles de contraintes. 

Fig. 2.2. — Ensembles XA et G*; 6 = XK. 

Nous nous intéresserons au transfert de l'état du jeu d'un 
point initial x(i) = xl à un point terminal quelconque dans l'en
semble 8 = XR. 

2.3. Trajets dans l'espace des états E*. 

Étant donné une paire de stratégies (p, e) et un état initial £(i) = x* 
dans G, l'équation 

(O x(k + i)-x(k)=f^(x(k),p(x(k)),e(x(k))) 

définit une suite d'états T = { x(i)9 x(i + i), . . . , ï ( î + d) }, où î 4- d 
est la plus grande valeur de l'étage k pour laquelle 5c(i + d) est défini. 
Évidemment on a i + d ̂  K. 

Si x(i) = x1 n'appartient pas à X, ou si î = K, x(i +1) n'est pas 
défini; c'est-à-dire que d = o, et T se réduit au seul point a?. 
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Toute sous-suite w1' de T, 

nOzrz { x(i), %(i -+- i), . . . , x(J) } OÙ J = 1 + /, / € { o, I , . . . , d J 

est un frq/ef. 
Remarquons que 

£ ( i + m)$8, V ^ € { o, i, . . . , / — i ) 

puisque j ^ K et 0 c ER. 
Un point x(k)9 *€{ o, i, . . . , K }, est un trajet nul ft°. 

2.4. Goût d'un transfert. 

Considérons maintenant le transfert de l'état du jeu d'un point 
initial ï(î) = x1 à un point x(j) = xi9 le long d'un trajet rc1' engendré 
par une paire de stratégies (p, e). Nous ferons correspondre à ce 
transfert le coût V (xl

9 x>9 p, e, 7r^). 
Nous supposerons que : 
(i) le coût du transfert de xk à xk+i le long d'un trajet non nul nV est 

donné par 

(3) fk(x(k),u(k),v(k)), 

OÙ 

*(*)=/>(*(*)), 
*(*) = *(*(*)) 

et les fonctions /J sont de classe C1 sur D x U x V pour ft = o, 
1, . . . , K — 1 ; 

(ii) le coût du transfert de x1 à x>9 j = î + Z, le long de n** est 
donné par 

i-hl— 1 

(4) F(*', ¢ / , / ^ , ^ ) = 2 /5(*(*>, «(*),*(*)), 

(iii) le coût du transfert attaché à un trajet nul est zéro; c'est-
à-dire que 

(5) V(xk, xk, p, e, rc°) = o 

pour tout A?€{ o, 1, . • M K } et pour toute paire de stratégies (p, «)• 



4 6 A. BLAQUIÈRE ET G. LEITMANN. 

2.5. Paire de stratégies jouable. 

Une partie est l'évolution de l'état le long d'un trajet. 
Une partie complète est une partie dont l'état final appartient 

à 0. Le trajet correspondant est appelé trajet complet. 
Nous dirons que (p, e) est une paire de stratégies jouable au point x1 

si elle engendre une partie complète à partir de l'état initial x1. Nous 
désignerons par 3(xl) l'ensemble de toutes les paires de stratégies 
jouables au point x1. 

Des propriétés de l'équation aux différences (2) il résulte que toute 
paire de stratégies jouable au point x1 engendre une partie complète 
unique à partir de l'état initial xK 

Nous désignerons par V (xl
9 0; p, 0 le coût du transfert de x1 à 0, 

le long du trajet complet rff engendré par (p, e) € 3(x% c'est-à-dire que 

(6) Y(x^ 8;p, e) = V(xt, xf,p, e, w'/). 

2.6. Paire de stratégies optimale, valeur du jeu. 

Soit SCG un ensemble donné; nous dirons que la paire de stra
tégies (p*, e*) est optimale sur S si : 

(i) (P*,e*)e3(x% V ^ € S ; 
(ii) la condition du point en selle, 

(7) V (xi, 8 ; p*, e)^Y (X*, 8 ; p*, e*) ^ Y (*«, 8 ; p, e*) 

est vérifié pour tout xle S et pour toutes paires de stratégies jouables 
(p*, e)e#(xl) et (p, e*)€3(xl). 

Nous ferons l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 1. — Il existe une paire de stratégies (p*, c*) qui est 
optimale sur X. 

D'après (5), (p*, e*) est optimale sur X* = Xu0 = \jxfc
9 

k 
ke{ o, 1, . . . , K }. 

Puisque Y(xi
9 0; p\ e*) est défini pour tout x*eX*9 V* : x1 ->Y*(x% 

où 

(8) V*0*') = V0r<, 8;p*, **) 

est une fonction (univoque) sur X*. Nous appelons Y*(xt) ^a valeur 
du jeu au point xf. 
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2.7. Surface du jeu. 

Introduisons une nouvelle variable x09 et considérons l'espace 
euclidien En+1 de dimension n + 1. x = (x09 x) = (x09 xl9 . . . , xn) 
est le vecteur qui définit la position d'un point par rapport à un 
système de coordonnées rectangulaires choisi dans En+1. E*4-' est 
Yespace des états augmenté. 

Zj(C) 

Fig. 2 .3 . — Surface du jeu et trajet dans E-+1. 

Puisque Y* :xi-^Y*(xr) est défini sur X*, nous pouvons définir 
une surface du jeu 2(C) dans X*=X*x{ x0 } par 

(9) 2(C)4{X:*oH-V*00=s=C}, 

où C est une constante arbitraire. 
Quand C varie, l'équation (9) définit une fajnille de surfaces à nn 

paramètre, { 2(C) }• 
Pour chaque valeur de C, l'équation (9) définit une surface à une 

seule nappe dans X*; c'est-à-dire que 2(C) est un ensemble de points 
qui sont en correspondance 1-1 avec les points de X*. 
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Considérons maintenant deux surfaces du jeu 2(Ci) et 2(C2), corres
pondant à deux valeurs différentes du paramètre C, Ci et Co, respec
tivement. Désignons par x0i et xQ2 les valeurs de x0 correspondant 
à 2 (Ci) et 2(C*)9 respectivement, pour le même état x. De (9) il 
résulte que 

#01— #o'= Ci—- C2, \fxeX*. 

Par conséquent, les membres de la famille à un paramètre { 2(C) } 
peuvent être déduits l'un de l'autre par translation parallèle à l'axe x0. 
De plus ces surfaces sont ordonnées par les valeurs du paramètre C; 
de telle sorte qu'une augmentation du paramètre C correspond à une 
translation de la surface du jeu dans le sens positif de l'axe x0. Ainsi, 
il passe une surface 2(C) et une seule par tout point donné x dans X*. 

Une surface du jeu donnée 2(C) sépare l'ensemble X* en 
deux ensembles disjoints; c'est-à-dire en deux ensembles qui n'ont 
aucun point commun. Nous désignerons ces ensembles par A/I(C) 
[« above » 2(C)] et B/I(C) [« below » 2(C)]9 respectivement. Pour 
une surface du jeu 2(C) correspondant à la valeur C du paramètre, 
nous avons 

(10) A/2(C)A{x:*o>C-V*00}, 

(u) B/S(C)4{x:*o<C-V*00} . 

Un point x€A/2(C) sera appelé point de type A, ou plus briè
vement A.-point9 relativement à 2(C)9 et un point x€B/2(C) sera 
appelé point de type B, ou plus brièvement B-point, relativement à 2(C). 

2.8. Une décomposition de la surface du jeu. 

Définissons maintenant une surface 2k(C)9 par 

(12) 2k(C) = 2 (C)n6* , avec ôjfc=E*x {,*©}. 

Pour k = o, 1, . . . , K, 

{So(C),Si(C), . . . ,ÏK(G)} 

est une décomposition*de la surface du jeu 2(C). 
Une surface 2k(C), ke{ o, 1, . . . , K } est une surface à une seule 

nappe dans X * 4 x * x { x0 }9 c'est-à-dire un ensemble de points qui 
sont en correspondance 1-1 avec les points de X*. 

file:///fxeX*
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Une surface 2k(C)9 ke{ o, i, . . . , K } sépare Xk en deux ensembles 
disjoints A/2*(C) et B/2A(C), où 

A/S,(C)4(A/2(C))n^, 

B/Z,(C)4(B/2(C))n6*. 

L'équation de 2*(C) se déduit de (9). Elle est 

03) $(7c)=xQ+Y*(x) = Ci xeXk, 

où Y*(x) est la valeur du jeu au point x et, par conséquent : 

04) S*(C) = { x = (x0, x) : xeXh $ ( x ) = C }. 
05) A/SA (G) = { x = Oro, x) : *€EXA, 4>(x) > C }, 

(16) B/Si(C) = | x = (ar0, *) : *€X A , $ ( x ) < C } . 

Quand C varie, l'équation (i3) définit une famille de surfaces à un 
paramètre, { 2k(C) j . 

Pour une valeur donnée de C, nous dirons que x*€ 2k(C) est un point 
intérieur de 2k(C) s'il existe une boule A(x*) de dimension n, de 
centre x*, telle que A(x*)cX*. 

Comme R est ouvert dans E", X* = RHEA est ouvert dans E* 
etXk = Xkx{x0} est ouvert dans E*x { x0 }. Par conséquent, tout 
point de 2k(C) est un point intérieur de 2k(C)9 k = o, 1, . . . , K. 

2.9. Trajets dans l'espace des états augmenté E*+i. 

Définissons les trajets II"(C) dans § 4 G x j x 0 j , par 

(17) D'* (C) = { x* : x\ -+• V(xk, xs, p, e, w**) = C, w** C n» }, 

où 7r" est un trajet dans G, de x1 à xs
9 engendré par la paire de 

stratégies (p, e), et C une constante arbitraire. 
Ainsi le trajet itis est la projection sur G des trajets II" (C) dans #. 
Quand C varie, l'équation (17) définit une famille de trajets à un 

paramètre { II" (C)}. Cette famille appartient à un cylindre de géné
ratrices parallèles à l'axe x09 dont l'intersection avec G est le trajet 7r". 

Définissons aussi trois familles de trajets issus de points de X*, 
\m(C)i {n(r(C)j et {nM(C)|. soit 
(18) l l j / ( C ) 4 { x * xS+V(xt,xr,p*, e,4f) = C,4'<Z7zyi 

(19) 4'" (C) = { x* : xk -+• V(xi, x™, p, e*, 4 " ) = C, n*~ cicg" }, 

(20) IÇg(C) 4 { x* : 4"+- V(xk, x7, p*, e*, **g = C, ^gcrcgg}. 

trbuntakJ. DBS 80. MATH. — N° 168. 4 
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Les trajets 7rJ/, 7r{f et 7rjg sont les trajets dans G, issus des points x\ x1 

et xP- de X*, engendrés par les paires de stratégies (p*, e), (p, e*) 
et (p*, e*), et de points terminaux x*\ xm et xv9 respectivement. 

Comme (p*, e*) est jouable en tout point xnsX*9 il existe un 
trajet II^(C) qui ateint 0 = 0 x {x0 j au point x / . Il est appelé trajet 
optimal. 

Dans la suite nous désignerons un trajet optimal par IT(C). 

Quand (p*, e) et (p, e*) sont des paires de stratégies jouables aux 
points x1 et x'9 respectivement, il existe aussi des trajets n/(C) 
et n//(C) qui atteignent 0 ('). On les appelle trajets P-optimal et 
E-optimal9 respectivement. 

Dans la suite nous désignerons ces trajets par nP(C) et IIE(C), 
respectivement. 

Soit maintenant 

x: k^x0=Xo(k), ke [ i, i -h i, . . . , j }, O ^ Ï < / ^ I L , 

une fonction satisfaisant à l'équation aux différences 

(2 i ) xQ(k-+-i)-x,(k)=fk(x(k), » (*)> * ( * ) ) • 

pour k= î, î + i, . . . j — i . 
Les équations (i) et (21) forment un système de n + 1 équations 

aux différences que nous écrirons sous forme vectorielle 

(22) « ( * + i ) - * ( * ) = F*(l(A), «(*), *(*)), 

OÙ 

x: * ->X*=*(*) , X*4(#0 , #i, . . . ,#„_!, *), 

X = ( â ? 0 , ^15 • • • , Xn-U Xn)y 

F*(x, M, *>) = ( /*(#, u, v),fk(x, u, v), . . . , / ^ ( ^ , U, V), I), 

U(k)=p(x-(k)), ?(*) = *(»(*)). 

De la définition des trajets dans ^ il résulte que le déplacement 
de l'état x le long d'un trajet dans <% est régi par l'équation (22), et : 

(i) si les points £ (k) et x (k + 1) appartiennent à un trajet nj/(C), 
on a 

(23) * ( * + i ) - * ( * ) = F* (*(*), U*(k), *(*)); 

(1) Évidemment x / n'est pas nécessairement le même pour ces différents trajets. 
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(ii) si les points x (k) et x (A: + i) appartiennent à un trajet njf^C), 
on a 

(24) x ( ^ i ) - ï W = F * ( x W , 3 W , **(*)); 

(iii) si les points x (k) et x(fc + i) appartiennent à un trajet ïlgg (C), 
on a 

(25) X ( * H - I ) - I X ( * ) = F * ( X ( * ) , S * ( * ) , **(*)) . 

OÙ 
u(k) = p(x(k)), u*(k) =p*(x(k))\ 
v(k) = e(x(k)), ?*(*) = e*(3? (*)). 

2. io . Quelques propriétés des surfaces du jeu et des trajets. 

Nous établirons maintenant les lemmes suivants : 

LEMME 1. — Aucun point d'un trajet IPP* (C) issu de x'\ n'est un 
A-point relativement à la surface du jeu passant par x ' ; 

et 

LEMME 2. — Aucun point d'un trajet Ul
E

s(Cff) issu de x ' n'est un 
B-point relativement à la surface du jeu passant par x*. 

Soit x/ = (xi, x>) un point d'un trajet n^(C') engendré par (p*, e), 
et xf sa projection sur G. Soit tfj cn'J le trajet dans G issu de x*, 
engendré par (p*, e), et de point terminal xf. 

Remarquons d'abord que, puisque la famille de surfaces du jeu est 
définie sur X*, X'" ne peut être un A-point relativement à un membre 
quelconque de la famille si x ' $ X \ Par conséquent, supposons 
que x '€X*. 

De la condition (i) du paragraphe 2.6 il résulte qu'il existe un 
trajet TT£{ issu de x ' , engendré par (p\ e*), et qui atteint 0 au point xf. 

De la définition des stratégies et des trajets, il résulte que it]/un^ 
est un trajet TT/. Soit (p*, ê) la paire de stratégies qui engendre ce 
trajet (l). 

Le trajet rc'/ atteint 0 au point xf9 et la valeur du coût qui lui est 
associée est 

(26) Y (xi, 8; p*, 3) = V(*i, xf, p*, ê, afrO-

(1) Il est facile de voir qu'il existe une paire de stratégies (p, e) 

*¥'»*{>{ et que P = p*. 
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De la condition du point en selle on déduit 

(27) Y (xi, 8; p*, e)^Y(xi, 8; p*, e*)±Y*(xi). 

De la définition du coût il résulte que 

(28) V(xi, xf,p*, e, 4 / ) = V(xi, xf, p*, e, 4 0 -h V(xJ, x?,p*, e*, 4{), 

OÙ 

(29) F(*/ , xf, p*, e*, 4{) 4 V * (xf). 

De (26), (27), (28) et (29) nous déduisons 

V(xi, xi, p*, e, 4 0 ^ V* (xi) - Y* (xf). 

D'autre part, il résulte de (18) et de la définition du coût que 

xi — xi0 = V(foi, xf, p*, e, %y') 

et, par conséquent : 

(30) xî - xi0 ^ Y* (xi) - V* (x/). 

L'équation de la surface du jeu passant par x* est 

xo + V* (x) = C, C = x*0 H- V* (x*) 

et l'équation (3o) s'écrit 

(3i) x{^C-Y*(xf). 

Finalement on déduit de (10) et (3i) que ±f n'est pas un A-point 
relativement à la surface du jeu passant par x', ce qui démontre le 
lemme 1. 

Le lemme 2 peut être établi de façon analogue. 
Les lemmes 1 et 2 ont les corollaires suivants : 

COROLLAIRE 1. — Tous les points dans X* d'un trajet n ^ C " ) issu 
de x' appartiennent à la surface du jeu passant par x'. 

Ce corollaire est une conséquence directe des lemmes 1 et 2, et des 
définitions des points de types A et B relativement à une surface 
du jeu. 

COROLLAIRE 2. — Un trajet n^(C') dont le point initial est un 
B-point relativement à 2(C) n'a aucun A-point relativement à 2(C) et9 

évidemment, aucun point dans S(C). 
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COROLLAIRE 3. — Un trajet n^(C) dont le point initial est un 
A-point relativement à 2(C) n'a aucun B-point relativement à 2(C) et9 

évidemment, aucun point dans 2(C). 

Ces corollaires sont des conséquences directes des lemmes 1 et 2, 
respectivement, et de la propriété de translation des surfaces du jeu 
dans la direction de l'axe x0. 

2 . I I . Ensembles &P et &E. 

Considérons maintenant un trajet optimal II* (C) issu de 

x* = (Xo, xl)eX*9 X* = X* x {x0}, engendré par (p\ e*)9 et repré
senté par x* : /c->xA = x*(/r), /ee{i, i + i, . . . , K } , x* = (£*,, 
X ) = (X0, Xn . . . 9 Xn). 

Nous établirons d'abord que 

(32) £*(/)€:X*, V y € J M + I , . . . , K ) . 

Par définition d'un trajet optimal, IT(C) atteint 0 à l'étage K, 
et par conséquent X * ( K ) € 0 C X * , pour j = K. Si nous supposons 
que x*(j)$X* pour j < K, alors p*(x*(j))9 e*(x*(j)) ne sont pas définis 
et, par conséquent, ±*(k) n'est pas défini pour k >j. Comme x*(/r)$0 
pour k f̂  j9 nous arrivons à une contradiction, et (32) est donc établi. 

De (32) il résulte que 

(33) Il*(C)cX*. 

Finalement, de (33) et du corollaire 1 il résulte que II* (C) appar
tient à la surface du jeu passant par x'. 

Considérons maintenant les trajets non nuls n^(C') et U^m(Ca) 
issus de x*0')> j < K, engendrés par les paires de stratégies (p, e*) 
et (p*, e) respectivement. 

Représentons n^(C') et np
m(C") par 

xE: * - > X * = £ E 0 0 , *€ ( / , / + 1, . . . , / } 

et 
x P : * - > x * = £ p ( * ) , * € } / , / • + • ! , . . . , m } , 

respectivement. 
Des lemmes 1 et 2 il résulte que UÇn(Cff) n'a pas de A-point, et 

n>'(C) n'a pas de B-point, relativement à 2(C). 
Puisque x*(j) appartient à X* et j < K, les points £P(j + i) 

et xE(/ + 1 ) des trajets np
m (C") et IÏE'(C'), respectivement, sont définis. 
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Des propriétés de ces trajets, c'est-à-dire des lemmes 1 et 2, nous 
déduisons que 

(34) 
(35) 

* P ( / + I ) « A / S / + 1 ( C ) , 

X E ( / - f - l )$B/Zy + 1 (C) . 

Après ces remarques préliminaires, nous définirons les ensembles 
&p(j + 0 et GE(j + 0, j = o , i , . . . , K —î. Soit 

(36) Ûp(/ -+•1) = { £ p ( / •+• i) pour toutes les paires de stratégies (p*, e) \, 

(37) QE(j •+-1)= { x"E(/r -+-1) pour toutes les paires de stratégies (p, e*) }. 

Eyiffi) 

1Ï/C) 

Fig. 2.4. — Ensembles ûp et QE 

D'après (23) et (24), nous avons 

(38) Ûp(y + 0 = { * ( / + 0 : * ( / + 0 = **(/) + F/(x*(/), U*(j),v(j)), 

\fv(j)eK^*(j))\, 

(39) 0 E ( / + 0 = ! * ( / ' + 1 ) : * ( / + 0 = **(/) + F/(x*(/), u(j), v*(j)), 
\fu(j)GKu(x*(j))} 

et de (34) et (35), comme j est arbitraire, il résulte que 

(40) û p ( / + i )n ( A / S / + 1 (C)) = 0 
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et 

(40 QE ( / -4- i )n(B/2 / + 1 (C))=0 

pour tout je {i, î + 1 , . . . , K — î}. 
Il est clair, d'autre part, que 

**(/ •+• 0 e ûp ( / H- i) n ûE(/ -+-1). 

2 . i2 . Convexité directionnelle. 

Un ensemble S dans E"+1 est directionnellement convexe relativement 
au vecteur w° (on dit aussi qu'il est x^-directionnellement convexe) 
si pour tout x1, x2 € S et pour tout v e [o, i] il existe un nombre y, 
— oo < y ^ o, tel que 

Xi-h v(x2 — X1) -+-7«>0€S, 

où u>° = (i, o, . . . , o) est le vecteur unité de l'axe x0. 

x1+v(x2-x1)+vw° iw° 

Fig. 2.5. — Convexité ^-directionnelle. 

S est x^-directionnellement convexe s'il est directionnellement convexe 
relativement au vecteur — w° = (— i, o, . . . , o). 

Il est clair que la convexité directionnelle est plus faible que la 
convexité puisqu'un ensemble convexe dans E*+1 est non seulement 
directionnellement convexe relativement à wQ mais aussi direction
nellement convexe relativement à tout autre vecteur unité dans E"*1. 
D'ailleurs, la convexité directionnelle relativement à un vecteur 
n'implique pas la convexité. 

Nous ferons l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 2. — L'ensemble QE(j + l) ^ x^-directionnellement 
convexe, et l'ensemble ^ P O ' + O est x^-diredionnellement convexe, 
pour j = î, / + i , . . . , K — i . 
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2.i3. Points réguliers d'une surface 2k(C). 

Un point x* d'une surface 2k(C) est dit régulier s'il existe une 
boule A(xA) dans X*, de dimension n, de centre x*, telle que tout 
point "k de 2k(C) dans A(x*) puisse être représenté par 

X*=X*-+-£V-t-o(0, 

où lim ' , 0 ^ '' = o et -nk appartient à un sous-espace de EkX f x0} 
£>0 L £ J 

de dimension n — i, le plan tangent à 2k(C) en x*. 
Considérons maintenant le point x*(/ +1) du trajet optimal IT(C) 

défini au paragraphe 2. io. Comme nous l'avons établi au paragraphe 
2.11, le trajet [II*(C) appartient à 2(C)9 et par conséquent x*(/ + i) 
appartient à 2/+i (C). Comme tous les points de 2y+1 (C) sont points inté
rieurs de 2y-+1(C), le point x*(j +1) est un point intérieur de 2 ;+1(C). 

Si gradO(x/+l) est défini sur un voisinage du point x*(j + i), où 

et 
X ' + 1 = OFO, a?i, . . . , tfn-1,7 + i ) 

j * / .^v A / àY* àY* \ 
\X = XJ+* 

alors £*(/ +1) est un point régulier de 2J+i(C). 
Soit 

x P ( / + i) = x * ( / + i)-f-5*x, 

X E ( / + I ) = S * ( / + I ) + 8EX, 

où 

(42) * P X 4 F / ( « * ( / ) , U*(j), V.(j))-FJ(SL*(j), U*(j), v*(j)), 

(43) 8*x 4 F/(x*(/), U (j), v*(j)) - F/(&*(/), &*(/), ?*(/)). 

Puisque 4*0"+ 0 et xP(/ + i) appartiennent à UPO' + O» e t 

puisque ^ P ( / + i) est xô-directionnellement convexe, alors pour 
tout v € [o, 1] il existe un nombre réel y, o ^ y < + 00, tel que 

**(/" -+- 0 -+- v 8 P x -H T(vO € û p ( / -+- i). 

Puisque QP(j + 1)n(A/Zy+i(C)) = 0, nous avons 

**(/-+- 0 + ^Px-+-y^^A/S /+1(C), 

ce qui implique que 

(44) **(/ + 0 + vSPx* A/S/+1 (C) 

pour tout v 6 [o, 1]. 
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Puisque x *0"+ 0 est un point intérieur de 2/+1(C), il existe o- > o 
tel que, pour tout £ € (o, c), 

S * ( / + O H - ^ X € X * . 

Alors (44) implique que 

(45) 4*( / H- I) -h sSpX€ B7s/+ i (C), 

OÙ 

B7s/+i(C) 4(B/ï /+1(G))uï/+i(C). 

De (45), (i4) et (16) il résulte que 

(46) $ (4*( / + 0 + £8Px) ^ C. 

Si gradO(x/H"1) est défini sur un voisinage du point 4*0 + 0» (46) 
s'écrit 

(47) $ ( * * ( / •+- 0) -*- grad$(x*(/ •+. 0 ) . * * P X -+-0(5)=: C, 

oùhmr^l=o. 
£>oL £ J 

Puisque 4*0" + 0 appartient à 2/+i(C), et que, par conséquent, 
O(x*0 + 0) = C, (47) devient 

(48) grad$(4*(/ -+- i)).e8pX H- o (s) ^ o.] 

Après division par s, qui est positif, nous obtenons 

grad $ (»*(/ -b i)). SPx H- ^ ^ o, 

d'où, en faisant tendre £ vers zéro, 
grad$(4*( / - f - i ) ) .SPx^o, 

c'est-à-dire 

(49) grad<î>(4*(/ -h i)).[F/ (~*(/), **U), HJ) 
-F/(f*(/) , S*(/), ?*(/))] ̂ o . 

Cette relation est valable pour tout 00 )^^(^0) ) -
Finalement, (49) peut être mis sous la forme 

(50) grad$(4*(/ + i)).F/(4*(/), S*(/), ?(/)) 
^ grad$(4*(/ + i ,) .F/(4*(/) , &*(/), **(/)), 

V^y)€Kp(**0) ) -
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Par un raisonnement analogue, en s'appuyant sur le fait que 
QEO + 0 e s t ^î-directionnellement convexe, et que 

ûE(/-hi)n(B/ïA M(C)) = 0, 

on obtient 

(50 grad*(4*(/ + i)).F/(4*(/), U(j), ?*(/)) 
>grad$(-*(/-t-i)).F/(4*(/), U*(j), v*(j)), 

y/U(j)eKu(x*(j)). 

2.i4- Trajets optimaux réguliers. 

Un trajet optimal II*(C) représenté par 

4* : *->x* = 4*(#), ke{i, / + i, . . . , » } 

est dit régulier si 4* (A) est un point régulier de 2k (C), pour tout 
&€{f, î + i , . . . , K — i } . 

Rappelons que tous les points de 2k(C) sont points intérieurs 
de 2k(C); par conséquent, 4*(/c) est un point intérieur de 2k(C)9 

k=i9 i + i , . . . , K . 

Représentons par x* : k-+xk= x*(k)9 ke {i9 i + i, . . . , K }, la pro
jection 7r* de II*(C) sur X*. Comme Xk est ouvert dans E*, &*(&) est 
un point intérieur de X*, k = î, i + i, . . . , K. 

Nous ferons l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 3. — En tout point x*(k)9 k = i, i + i, . . . , K — i, 
il existe un voisinage A(x*(/r)) de %*(k), dans Xk, sur lequel p* et e* sont 
de classe C1. 

Puisque la paire de stratégies (p*, e*) est optimale sur X, elle est 
optimale sur A(x*(/c)), k = i9 i + i, . . . , K — i. 

D'après (4), et d'après la définition de la valeur du jeu, nous avons 

R—1 

(52) V*(*0=2 /o (£ (0 ,P*(S(0 ) , e*(x(v))), yfxke*(x*(k)), 

où x : v ->xv = x(v) est la solution de l'équation aux différences 

a(v + i ) -* (v )= /v (a (v ) ,^ (« (v ) ) ,«* (a (v ) ) ) 

pour la condition initiale x(k) = x*, définie sur {k9 k + i, . . . , K |. 
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Nous arrivons alors au lemme suivant : 

LEMME 3. — En tout point ~ (k)9 k = î, î + 1 , . . . , K, du trajet 
optimal H*(C), qui appartient à la surface du jeu 2(C)9 grad<&(x*) est 
défini, où 

j * / *v A / âV*(xt) dY*(x*) \ 

Pour A: = î, i + i, . . . , K — i, ce lemme est une conséquence 
directe de l'hypothèse 3, de (52), et du fait que les fonctions fl9 v = k9 

k + i, . . . , K — i, sont de classe C1 sur D x U x V. 
Pour k = K, il résulte de (5) que V*(xO = o pour tout xK €Ô, et 

par conséquent : 

grad$(xK) = (i, o, . . . , o). 

2 . i 5 . Équation variationnelle aux différences. 

Considérons à nouveau les points x*(&), k = i, i +1, . . . , K, du 
trajet optimal II* (C). Nous ferons l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE 4. — La matrice M*, 

M , ^ r dFk(xk,p*(x*),e*(xk)) 1 
L dx x*=ï*(*) J 

OÙ 

dF*(xk,p*(xk),e*(xk)) ^dF^A^dF^ <m àj? àFk de* 
dx dx dx du àx dv dx 

et où I est la matrice unité (n + i) x (n + i), est définie et non singulière 
pour k = î, i + i , . . . , K — i. 

àx. 

les dérivées partielles étant calculées en 

3C*=~*(#), u=/>*(2*(*)), o = «*(2*(*)) ( t » i , i + i , . . . , ï~-i)< 
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Considérons maintenant le vecteur 

V = ( T 1 Î , Ï 1 Î , . . . Tl*)€E»+i 

et définissons ri(k) = -nk de la manière suivante : 

1. Donnons-nous le vecteur rf = 9i(i), au point initial 4*(i#) de IT(C)f 
et représentons par 

4 '= 4(0 = ~*(0 H- iî[(0 -+-0(0 

un point d'un voisinage de 4*(î), dans Xi% avec lim [ ' ° ^ ' 1 = o. 
£>0 L 6 J 

2. Transformons x* au moyen de l'équation d'état (22) en utilisant 
la paire de stratégies (p*, e*) qui engendre H*(C). 

L'équation d'état peut être écrite sous la forme 

(53) j 2 ( ^ i ) - ^ ) = F H S W . / ( ^ W ) , ^ ( î W ) ) 
( k = i, i -4- i, . . . , K — 1). 

On en déduit simplement 

(54) «(.•H-,)»y(^,) + . r i i - < < F , ^^^W) „ 1,(0+0(.) 
L a x x'=x*(*)J 

ou 

(55) 4 ( i - H i ) = ~ * ( i - H i ) - + - e M ' 9 [ ( 0 + o (e ) . 

Posons 
5̂(1 + 0 = ^ + ^ ^ 1 ^ ( 0 , 

il vient 

(56) 4 ( i + 1) = 4 * (i H- 1) -+• s % (i -h 1 ) -*- o (e). 

De même, si 
(57) 4 ( A ) = * * ( * ) -+- • *[(*) + 0 ( 0 , 

on a 

L «X X* = X*(£)J W 

5=4*(A + i ) - f -eM*ff i (A)-*-o(0 . 

Posons 
II (A: •+-1) = TI*+I = M*9J (* ) , 

il vient 

(58) 4 (k -H î ) = 4 * (k -+-1) H- e ?i (A -+-1) •+• o ( E ) . 
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Finalement, on a 

( ~ / i N - / I N \dF*(xk,p*(xk),e*(xk)) "1-/JA 

( (k = i, i + i, . . . , K —O-

L'équation (5g) est Yéquation variationnelle aux différences. 

Remarquons que f*(x*, u9 0)==1 et que, pa r conséquent : 

Tin (*-H O — *In W = ° » 

d'où il s'ensuit que 

(60) 9[„ (O = *{» (* •+• O = •. • = %n (K) = Cte. 

2 . i 6 . Transformat ion l inéaire e t son inverse . 

É t a n t donné ri(i) = *tf, nous avons 

9[(k -M) = M ^ (A:) = M* (M*-> 9J (* — 1)) = M*M*-i . . . M'9[(O-

Posons 

A * 4 M * M * - 1 . . . M< (k = i, ï - h i , . . . , K —1). 

Comme les matrices M*, k = i9 i + 1, . . . , K — 1, sont supposées 
non singulières, les matrices A*, k = i, î + 1, . . . , K — 1, sont non 
singulières. P a r conséquent, la transformation linéaire 

(61) n(Ar + 0 = A**i(0 (* = i", 1-4-1, . . . , K —1) 

est non singulière. Son inverse existe donc, e t nous avons 

7,(0 = ^ ) - ^ ( / : - 4 - 1 ) . 

Si l'on se donne 9)(K) = YÎK, on a 

9I(0 = (À-*)-i9iOO 

et 

avec 

5S(*) = A^-i9[(0 = A*-* (A*- 1 ) ' 1 *!(*)» 

A«-t==I. 

Posons 

avec 

a ^ A * - ^ ^ ) - 1 , 

a ^ A * - 1 ) - 1 -

On a alors la transformation linéaire inverse 

(62) %(k) = ak1n(K) (k = i, *-4-i, . . . , * —1), 
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2.17. Quelques propriétés des transformations A* et <%k. 

Soit P(x*(0) un hyperplan donné, de dimension y, i ^ y ^ n , 
passant par le point initial x*(i) de IT(C). Nous nous intéresserons 
au transformé P(4*(Jfc)) de P(4*(i)) dans la transformation linéaire A*-1. 

LEMME 4. — Le transformé P(&*(/c)) d'un plan P(4*(f)) passant 
par le point 4*(i) du trajet optimal II* (C), dans la transformation 
linéaire A*-1, a les propriétés suivantes : 

(a) P(**(k)) est défini pour k = î, i + 1, . . . , K; 
(b) P(%*(k)) est un plan de même dimension que P(x*(0). 

Puisque P(ft*(0) est un plan de dimension y, il existe une base 
dans P(x*(î)), c'est-à-dire un système de y vecteurs cv(0> v == 1, 2 y, 
linéairement indépendants, et tout vecteur non nul YJZ du plan P(4*(0 
est de la forme 

r 
V=*i(0 =2Cvev(l')> 

V = l 

où les cv sont des constantes non toutes nulles. 
Soit ev(fc) le transformé de ev(0, v = 1, 2, . . . , y, dans la trans

formation A*-1. On a 

ew(k) = A^-4ev(0 (v = 1, 2, ..., y). 

Puisque les vecteurs e^(i)9 v = 1, 2, . . . , y, sont linéairement indé
pendants, et puisque A*-1 est non singulière, les vecteurs ev(A)> 
v = 1, 2, . . . , y, sont aussi linéairement indépendants. 

Par définition, le transformé de P(x*(0) est 

P(x*(k))A[^ = %(k) : %(k) = A^%(i), V ^ = ^ ( 0 ^ ( ^ ( 0 ) } . 

Tout vecteur r\k de P(x*(/c)) est de la forme 

ti*= %(k) = A*-^(0 = A*-U J£cvev(0 ) 

et puisque A*-1 est linéaire, on a 

r r 
Ti*=^cvAÀ-1ev(0 =2cv«v(*). 

V = l V = r l 

Il s'ensuit que P(x*(/c)), k = î, î + 1, . . . , K, est défini et que sa 
dimension est y, ce qui établit le lemme 4. 
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Par un raisonnement analogue utilisant les propriétés de la trans
formation inverse <Xk

9 on prouverait de même le lemme suivant : 

LEMME 5. — Le transformé P(x*(/e)) d'un plan P (X*(K)) passant 
par le point X*(K) du trajet optimal n*(C), dans la transformation 
linéaire &k

9 a les propriétés suivantes : 
(a) P(x*(jfc)) est défini pour k = î, î + i, . . . , K; 
(6) P(x*(k)) est un plan de même dimension que P(X*(K)) . 

2 . I 8 . Transformation d'un plan tangent. 

Puisque, d'après le lemme 3, grad <&(x*) est défini en tout point 4*(/c), 
k = i, i + 1, . . . , K — 1, II*(C) est un trajet optimal régulier dans 2(C). 
Considérons un voisinage de x*(0 dans 2t(C)9 soit 

A(4*(0) = { x ' : x ' = 4 ( 0 € Ï « ( C ) } f 

OÙ 

x(0=x*(0-+- £ V-4-o(0 
et 

1. limrjK!>il=0. 

2. r/€Ps:z(x*(0), le plan tangent à 2Z(C) en x*(i'), qui est un plan 
de dimension n — 1 dans E*x { x0 j . 

Nous transformerons A(x*(i')) de l'étage î à l'étage k au moyen de 
l'équation d'état (22) de la façon suivante : 

A un point x*= (x0, x
1) de A(x*(Q) nous associerons le trajet 

optimal ft*(C) qui est issu de x1 et qui est engendré par la paire de 
stratégies (p*, e*). Cette paire de stratégies engendre d'ailleurs le 
trajet II* (C) à partir de 4*(î). Le transformé de A(x*(0) est alors 

A(4*(*))4{x*=4(À:) :4(*)€Û*(C), Vx '€A(**(0 )} . 

D'après (58), nous avons 

A(x* W ) = ! ** = *(*) : *(*) = **(*) + ^ ( * ) + 0 (£) >> 
où YJ est solution de l'équation variationnelle (59) pour la condition 
initiale îj(i) = -n1; c'est-à-dire que r)(k) = Ak~l -n1. 

Puisque la condition (33) est valable pour tout trajet optimal, 
nous avons n*(C)eX* pour tout x'«=A(x*(0). Il résulte du corol
laire 1 que 

* ( * ) = 4* W -4- •?!,(*) + 0(1) € s*(C), 

où lim r i î M l - o . 
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Par conséquent : 

(63) * « * ( * ) + 1 , 9 1 ( ^ ) + 0 ( 0 ) = 0. 

Puisque x*(/c) appartient à 2k(C) et qu'en conséquence $ (x*(A)) = C, 

(63) peut être mis sous la forme 

(64) grad*(4*W).(19((^)-4-0(1))-4-0(11191(^)-H o(t) | | ) = o , 

où grad $(4*(ft)) désigne le vecteur grad 0(x*) au point x*(fc). 

Fig. 2.6. — Transformation du plan tangent. 

(64) peut être écrit plus simplement 

s gradfc(4*(*)).9i(*) + 0 ( 0 = o, 
oùs[°-fH 

Divisant l'égalité précédente par s, et faisant tendre s vers zéro, 
nous obtenons 

(65) grad*r* ( * ) ) .9 j ( * ) = o. 

De plus, il résulte de (6o), et du fait que rj' appartient à E<X { x0 }, 
que r[(k) appartient à JE* x { x0 j. 
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Puisque r}'€P2z(x*(0) et puisque A*-1 est une transformation 
linéaire non singulière, la condition (65) conduit au lemme suivant : 

LEMME 6. — Si les hypothèses 3 et 4 sont vérifiées, le transformé du 
plan tangent à 2t(C) en x*(î), dans la transformation linéaire A*-1, 
est le plan tangent PsJb(4*(fc)) à 2k(C) en x*(/c); c'est-à-dire que 

Ps4(4*(*)) = A*-iP£t(4*(0) pour * = *, « + i, . . . ,K. 

2.19. Équations adjointes. 

Soit maintenant A (k) = (t0 (k), ïlf (k)9 . . . ln (k) € En+l
9 k = i, i + 1, 

. . . , K, satisfaisant aux équations adjointes 

(66) I^O-K^-^^T'^^U^^') 
pour k = î, î + 1, . . . , K — 1. 

Comme les matrices 

I , ^ W W I I W ) ^ J (i„,,.+ ._,, 
sont supposées non singulières, il en va de même des matrices 

rt | dF*(xk,p*(xk),e*(xL)) _ y 
l_ «?X x * = x*(A)J 

Par conséquent leurs inverses existent, et l'on déduit de (66)9 

lw i^,)H[l^"^r",'"i)ul,]
,rî'" 

pour k = i9 i + 1, . . . , K — 1. 
De l'équation (67) et de l'équation variationnelle (59) on déduit que 

n n n 

(68) 2Xv(01v W = 2 ^ < * + O tv(»•*• ») =•• • =2i* v ( K ) ^(K) = Cte 

v=o v=o v=o 

ou, sous forme vectorielle, 

(69) A ( 0 - %(i) = A(«-»-i).^(î - 4 - 0 = . . . = A(K).9i(K) = Cte. 

Comme x0 et x„ ne figurent pas dans les arguments de 
Fk(xk,p*(xk), e*(xk)), £ = 0, 1, . . . , K —1, 

il résulte de (66) que 

X0 (k -4-1) — X0 (k) = o et *„ (Ar -*-1) — X* (k) = o 

pour i = î, î + i, . . . , K — x. 
MEMOBJAL DBS SO. MATH. — N ° 1 6 8 . * 
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Il s'ensuit que 

(70) X0(0 = Xo(i-4-i) = . . . = X0(K) = Cte, 

(7O M O = xra(i-4-o = . . . = xn(R) = cté, 

Nous pouvons tirer de (68) la conclusion suivante : si les vecteurs 
initiaux 1* = l(i) et V = ÎJ(Ï) sont choisis de telle sorte que 

X'.#i' = o, avec || X'|| || V | | ^ o, 

c'est-à-dire si A' est perpendiculaire à rf9 alors 

(72) \(k).%(k)=0 ( * = < , 1-4-1, . . . , R ) . 

Évidemment, on a || l(k) || || ri(k) || ̂  o. Par suite, l(k) est perpen
diculaire à r}(k) en tout point de n*(C). 

De même, si P(x*(i')) est un plan de dimension n — 1, passant par 
le point initial x*(î) de H*(C), et si on choisit V = l(i) perpendiculaire 
à ce plan, alors X(k) est perpendiculaire au transformé 

(73) P(~*(*)) = A<-iP(x*(0), 

de P(4*(î)), dans la transformation linéaire A*-1, k = î, î + 1, . . . , K. 
Finalement, de (72) et du lemme 6 on déduit que si V = X(î) est 

perpendiculaire au plan tangent de 2t(C) en x*(i), alors 1 (k) est 
perpendiculaire au plan tangent de 2k(C) en x*(A:), pour k = î, 
î + 1, . . . , K. 

2.20. Gradient et vecteur adjoint. 

La composante sur l'axe x0 et la composante sur l'axe xn de %(k) 
sont des constantes. Par conséquent, si nous choisissons %Q(i) = 1 
et %n(i) = o, nous avons %0(k) = 1 et %n(k) = o pour k = î, î + 1,..., K. 

De plus, si nous choisissons l(i) perpendiculaire au plan tan
gent P£,(4*(f)) de 2t(C) en 4*(i'), %(k) est perpendiculaire au plan 
tangent Ps*(x*(/c)) en 4* (A), pour k = î, î + 1, . . . , K. 

Il est clair que ces choix impliquent que l(i) = grad <D(x*) au 
point x*= x*(0-

Comme l(k) et grad <&(x*) au point x* = 4*(A) : 
(i) appartiennent à E* x { x0 } ; 
(ii) ont leurs composantes sur l'axe x0 égales à 1 ; 



JEUX QUANTITATIFS. 67 

(iii) sont perpendiculaires à Ps*(4*(A:)) pour k = z, i + î, . . . , K, 
on a 

(74) %(k) = grad$(x*) au point X* = x*(£) 

pour le = î, i + 1, . . . , K. 
On déduit alors de (5o) que 

(75) %(k + i).FHx*(k),u*(k),v(k))^\(k + i).F*(x*(k), U\(k),v*(k)), 

V?(# )€Kp(4* (# ) ) 

pour k = î, 1 + 1, . . . , K — 1, et de (5i) on déduit^dejnême que 

(76) X(#-4-i).F*(4*(*), %(b), ~*W) ^%(b + i).Fk(x*(k), u*(k), v*(k))y 

Vu(k)<zKu(SL*(k)) 

pour k = f, î + 1, . . . , K — 1, où 

x*(k)A(x*0(k), 2*(k))en*(C) 
et 

Z*(k)=p*(x*(k)), 
v*(k) = e*(%*(k)) 

2.2i. Conditions de transversalité. 

Au point terminal X*(K) du trajet optimal n*(C), on a 

X(K).9i(K) = 0, V ? Î 0 O € P 2 K ( 4 * ( K ) ) . 

L'intersection de la surface du jeu 2(C) et de 0 est 

8nS(C) = j x : $ ( x ) = C, #€8} . 

D'après (5), la condition xeO implique que 

&(x)Axo+Y*(x)=xo. 

Par conséquent, on a 

Il s'ensuit que ©n2(C) se déduit de 6 par translation parallèle 
à l'axe x0, et puisque 6 A x R = RnEK , PR(X*(K)) est un plan de 
dimension n — i perpendiculaire à l'axe x0. 

Il s'ensuit que 
(77) X 1 ( K ) = . . . = Xn-_1(K) = X n ( K ) = 0 

au point terminal de II* (C). 
Ces conditions sont appelées conditions de transversalité terminales. 
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2.22. Un théorème min-max. 

Posons 

2e*+i(X(*-4-i), 4*(*), u(k), ~(k))A\(k + i).Fk(x*(k), U(k), *v(k)) 

pour A: = z, î + î, . . . , K — î. 
Les résultats des précédents paragraphes se trouvent rassemblés 

dans le théorème suivant : 

THÉORÈME 1. — Soit II* (C) un trajet optimal engendré par la paire 
de stratégies (p*, e*), représenté par 4* : /e->x* = x*(/c), et soit 7r* sa 
projection sur X* représentée par x* : /c -> x* = x*(A:), /c€ {z, z + z,..., K j . 
Si les hypothèses 1-4 sont vérifiées, alors il existe des vecteurs non nuls l(k), 
k = z, z + î, . . . , K qui satisfont à l'équation adjointe (66), et qui sont 
tels que 

(a) min 2t*+*(X(k-hî), 4*(*), u(k), e*(x*(k))) 
S ( * ) € K M (£*(*)) 

max 3e*+i(x(*-Hi), x*(k),p*(x*(k)),V(k)) 
~ ( A ) € K , ( £ * ( À ) ) 

= 0e*-M(x(* + i), x*(k),p*(x*(k)), e*(x*(k))) 

pour k = i, i -4- i , . . . , K — i ; 

(b) X0 (i) = X0 (¾ -4-1) = . . . = X0 (O > o ; 

(c) ln (0 = X* (« -4- 0 = . . . = X„ (K) = o ; 

(d) Xi(K) = . . . = ^ - 4 ( 0 =X„(0 = o . 

2.23. Contraintes. 

Supposons maintenant que les ensembles de contraintes Ku(x
k) 

et K„(xk) soient donnés sous la forme 

<pâ (xk, u) ^ o (<x= i, 2, . . . , m), 

ty*(xk, v) ^ o (a = i, 2, . . . , 0 

respectivement. 
Supposons de plus que 
(a) cpj et 4>a sont de classe C1 sur G*xU et G*xV, respectivement, 

pour k = z, z + î, . . . , K; 
(b) si m > r et Z > 5, alors au plus r des <pa(x*, u) et s des ^(x*, p) 

s'annulent en un point de G*xU et de G*xV, respectivement, 
pour k = î, i + i, . . . , K; 

<*» i ,.* 
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(c) les matrices 

\dyk(xk, u)-\ . . 
[ Jdua J (y = i , 2 , . . . , ^ ^ r ; , = i , 2 , . . . r) 

et 
[dtyk.(x*, v)l .. .. . 
[ J

 d j 0 = i , 2 , ..., r ^ s ; a = i,2, ..., 0 

formées à partir des composantes nulles des cp£(x*, zz) et tyï(xk> z;) 
respectivement, ont le rang maximal, pour k = i, i + i, . . . , K. 

Supposons que 

1a(x*,P*(xL)) = o (« = i, 2, . . . , m'^m), 

tâ(x*,e*(x*))=o (a = 1,2, ...,l'^l) 

en xk= x*(k). 
A partir de la condition (a) du théorème 1, la règle des multi

plicateurs de Lagrange donne 

~ àFk dok 

A'(*+0k + |P(*)5r-o, 
At(* + i ) ^ - + *»<*)*£. «o , 

où AT, p? et vT sont les vecteurs lignes 

AT4(X 0 X 1 . . .X W ) , 

« T A pLT= (pi p» . . . ?m'0 - . . o) avec pf(rt) ^ o (« = i ,2 , . . . , / » ' ) , 

^ = ( 7 1 ^ 2 . . . ^ 0 . . . 0 ) avec V i ( # ) ^ o (* = i, 2, . . . , ï ) 

respectivement; et 

^ 4 r ^ (X*,U)1 ( / = I , 2 , . . . , w ; f f = = I , 2 , , . . , r ) , 

y A ^ î ^ o i ( / = 1 , 2 , . . . , ^ , , = ^ 2 , . . . , 0 , 

où les dérivées partielles sont calculées en 
a =/>*(**), v = e*(x*), xk=x*(k). 
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Puisque <pâ(a:*, p*(x% « = i, 2, . . . , m', et <J4(X*, e*(x*)), a = 1, 
2, . . . , / ' , ont un extrémum en x* = 55* (ft), nous avons 

(80) 

où 

*<«[£*££]-
*«[£*££]-* 

et où les dérivées partielles sont calculées en 

u=p*(x*)9 v = e*(x*), xi=x*(k). 

De (19) et (80) nous déduisons 

V<JF* dp* 
du dx Â * ( * + 0 ^ ^ = | Ï ' ( * ) W . 

/9F * /te* 
"5x' 

ou, sous une forme équivalente, 

où fi et v sont les vecteurs colonnes 

(80 

O 

V l 

v2 

V/' 

O 

Finalement, en utilisant (81)» l'équation adjointe (66) peut être mise 
sous la forme 

(82) A(* + 0 - M * ) = - ( ^ - ) A(Ar-Hi) 
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Si les contraintes sont indépendantes de l'état x9 l'équation adjointe 
se réduit à : 

(83) A(* + i ) - A ( i t ) = - / ^ ) T A ( i t + i). 

2.24. Exemple. 

Considérons un jeu multi-étage régi par les équations 

!

Xi(k + 1) —^(k) = x«(k), 
3 , (A:-4-0— x2(k) = u(k)-h-V(k), 
£3(* + i) —x3(k) =1 . 

(85) 20(A; + i) — ^ ( * ) = ^(£)¾(#) -+-S 2 (* ) -? a (* ) 

et 
KU=K„=E*. 

Un trajet dans l'espace des états augmenté E*, engendré par une 
paire de stratégies qui satisfait aux conditions nécessaires d'optimalité, 
sera représenté par 

4 * : * - ^ x * = x * (k), où x*=(xl,x\9x\,xl), 

et les commandes correspondantes seront désignées par 

U* : k->u = &*(*), v* : k-+v=>v*(k). 

Dans ce problème, nous avons 

(86) ^M = ^(k)xï(k)^û^(k)^v^(k)^%1(k-^i)S5t(k) 

+ X2(* + i) (&(*)+-?(*)) 

et les équations adjointes relatives à % et ^ sont 

Xi(Jfc + i ) - M * ) = - * î ( * ) > 
(87) , M 

( X2(A: + i ) - X 2 ( A : ) = - 2 r î W - ^ i ( ^ - + - 0 

pour fc = z", z* + 1, . . . , K — 1. 
De la condition (a) du théorème 1 nous déduisons 

( 2S*(*) + X2(Â: + i ) = o , 
(88) „ 

( — 2?*(*) + X2(* + i ) = o , 

ce qui implique 

(89) £* (* )=-?*(* ) . 
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De la condition (d) du théorème 1 nous déduisons 

(90) Xi(R) = X 2 ( K ) = 0 . 

Posons 

(90 
x*0 ( K ) = x% = C, 

X*1(K.) = X\, 

X\ (R) = x\. 

-x2 

Fig. 2.7. — Surface S4(C), k ^ K, K — I. 

De (84)-(90) nous déduisons que 

à Vétage K — 1 : 

et 

aî(K-0 = a;(K) = *s, 
3J (K — I) = x\ (R) — Z\ (K — 0 = x\ - #S, 

%*(K-I) = C-X\(X\-XÎ) 

î i (K—-I) = #ai 

Î 2 ( K —1)^=^5—>î; 



JEUX QUANTITATIFS. 

à l'étage K — 2 
xl ( R — 2) = x\ (R — 1) = x\, 

XI(K — 2) = £ * ( R — I ) —-x\ = x\-—ix\, 

xl(lL—Q.) = — x\ (X\—2.X\) + # ; ( R — Ï) 

= C — x\(ix\ — 3^1) 

73 

et 

(92) 

Fig. 2.8. — Surface SK_i(C). 

Xi (R — 2) = x\ + x\ = 2#£, 

X2 (R — 2) = X\ — 2X1 + X\ + #* — X\ = 2 (a?ï — X\ ) . 

Plus généralement, on prouverait par récurrence que : 

à l'étage K — m (o^m^K — z') : 

x\ (K — m) = x\, 

x\ (K — m) = x\ — mx\, 

cc% (R — m) = C — /na^ ( x\ x\ j 

et 

(93) 
XI(R — m) = /n# | , 

5!S(R — m) = m(#ï —#î). 
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De (88) et (93) nous tirons 

(94) 
U* (R — m) = — v* (R — m) = — •(x\ — x\) 

[ (m = i, 2, . . . , R-

La valeur du jeu à l'étage k est 
•O-

Y * ( ^ W ) = ^ ( R ) - ^ U ^ ) = ( K - A : ) ^ ^ ! i - K ^ ^ + I ^ ) 

Fig. 2.9. •— Surface SK(C). 
£*(C) est un plan perpendiculaire à l'axe $0. 

Posons maintenant 

De (92) nous déduisons que 

•P 2 —— X 2 , 

x\= x\ — (R — A) a?|. 

Par conséquent, la valeur du jeu à l'étage k peut être mise sous la 
forme 

(95) V <**(*)) = ( K - * ) * j ( * î + * " " * " " ' * * ) • 
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Il s'ensuit que l'équation de la surface 2k(C) est 

(96) *i+(*-k)x*(xl+K-*-lxiy) = C (* = 0, 1 ,2 , . . . , R ) . 

La surface 2k(C) est représentée sur les figures 2.7-2.9 dans l'es
pace x0— Xi—x2, pour k ^ K, K — 1, pour k = K — 1, et pour k = K. 

Il est facile de vérifier que, dans cet exemple, les ensembles &P(K—m) 
et GE(K — m), m = o, 1, . . . , K — z— 1, satisfont à l'hypothèse 2. 
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