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AVANT-PROPOS 

Lors des nombreuses applications auxquelles donnent lieu les 
précieuses propriétés des diverses transformées intégrales, la 
tâche de l'utilisateur se trouve largement facilitée s'il dispose de 
tables de transformées. La transformation de Laplace et celle de 
Mellin étant fréquemment rencontrées dans plusieurs domaines 
de la mathématique appliquée, plus particulièrement dans les 
techniques mathématiques utilisées par les électriciens, les mécani
ciens des fluides, les probabilistes, il nous a semblé opportun d'établir 
un formulaire se situant à égale distance des simples listes de corres
pondances figurant dans les ouvrages de base et les tables exhaustives, 
précieuses pour les spécialistes, mais assez peu maniables. 

Nous présentons ici un formulaire qu'une expérience déjà ancienne 
nous laisse espérer apte à éviter perte de temps et recoupements 
fastidieux. Deux points nous sont apparus essentiels : d'abord faire 
précéder nos tables de brefs rappels théoriques. Ensuite dresser 
simultanément les listes de correspondances directes et inverses, 
en incorporant chaque fois distributions et parties finies d'intégrales. 

Nous remercions vivement la Maison Gauthier-Villars pour tous 
les soins si attentifs déployés par elle dans l'accomplissement d'une 
entreprise ingrate et techniquement ardue. 

L'un des auteurs appartient au corps des chercheurs du C. N. R. S. 
et tient à manifester sa gratitude envers cet organisme pour l'aide 
et les facilités qu'il a bien voulu lui accorder. 





TABLEAU DES NOTATIONS 

Lettres : 

U x> y* Ë» variables réelles 
p, z, Ç, variables complexes, 

Re z, Im z, \z |, arg z, désignent respectivement 
la partie réelle, la partie imaginaire, le module 
et l'argument de z 

a, b, paramètres complexes 
a, (3, paramètres réels 
j , k, m, n, entiers ou 0 
C, constante d'Euler-Mascheroni, 

logC = 0,577215664901.. . 

e, base des logarithmes népériens 
î, « unité imaginaire », î2 = — 1 
N, ensemble des entiers ^ . 0 
N4*, ensemble des entiers > 0 

r = (p* + a*f9 R = p + r 

S « ( p 1 —0«)*, S = p + 5 

= -̂ TT : n ' coefficient binomial 
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/ V r (V + *) /'A \ 

oox = V(T) ( i d e m) 
(v), = v ( v + l ) ( v + 2 ) . . . ( v + j - l ) , (v)0 = l 

Bï* = 2(2 n)n 'Ç ^2 n^ n — l f Bo = *' n o m b r e s d e B e r n o u l l i 

définis aussi par le développement ( | z | < 2 TT) 

Fondions : 

arc cos x = arc dont le cosinus est égal à x : cos (arc cos x) = x ; 
on note de même : arc sin x, arc tg x9 arc cotg a; 
(il s'agit d'une relation, non pas d'une application) 

arg ch z = argument dont le ch est égal à z : ch (arg ch z) = z; 
on note de même : arg sh z, arg th z, arg coth z 
(même remarque que précédemment) 

beiv (z) = 2 
( _ 1 ) / S i n ( | v — A | y 

r<v + i + j ) j i {2) ' f o n c t i o n d e K e l v i n ; 
/=o 

on en déduit berv (z) en changeant sin en cos; 

berv (z) ± î beiv (z) = Jv \e
 4 zy 

cos ̂  u2 du, fonction de Fresnel [voir ei (x)] 

ch z = s (c5 + e~5)» cosinus hyperbolique 

chi (z) = log C z +2d2 / (2y) l ' ' a r g z ' < *• c o s i n u s hyper

bolique intégral 
00 

Ci (z) = log C z + ^ 2 / / 2 A | ' c o s i n u s intégral : 

Ci(x) = — / - ^ - du, x > 0 



TABLEAU DES NOTATIONS 

Dv (z) =B 22 * z s W_v+i __i ( 2 ) ' f o n c t i o n <*u cylindre para

bolique (ou de Weber-Hermite) 
n 

J 

ei( 

eii 

E <*) =^ (1 - * sin2 u/2 du = ^ F , ( _ J, î ; 1; A inté

grale elliptique complète du deuxième genre 

ei (z) = l 0 g C z + 2 y^r, | argz|<7r,exponentieUe intégrale: 
=i 

C °° e~~u rx fi" 
à(x) = —j —du=J -du si x > 0 ; 

i(ia;) = C i ( | x | ) - i [ s i ( x ) - J S g n x ] 

ei*(z) = l o g C 2 + 2 j ^ > |argz|<0; 
i—» 

ei*(a;) = P f y a ! Ç d u si x > 0 ; 

ei* (te) = Ci ( | x | ) + i|̂ Si (x) + Jsgnx l 

"* (z) = â 2 (2./'+r),/l*i/*t' f o n c t i o n d'erreur : 
* = 0 

erf (x) = —: / e-"*du; 

erfc (z) =a 1 — erf (z), fonction d'erreur complémentaire : 

erfc(x) = -|L f eru*du 
\/nJx 

e l S (*) = — î erf (iz), fonction d'erreur associée : 

2 rx 

erg (x) == —: / ««' du 
s/n J0 
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f(z9m,n) = S r ( n / — m + l)*"7"""» s i n u s d , ° r d r e « P * » " 

(ou sinus d'ordre n) (m = 1,2, . . . , n) : 
f (z, 1, 2) = sin z, / (z, 2, 2) = cos z 

tFi (v; X; z) = Y ??r î ' 'onction de Kummer (hypergéométrique 

confluente) 

ïFi Ox, v; X; z) = Y 0*)/(v); ^fonction hypergéométrique de Gauss 

J F . (v, vmi x, *„; z) = 2 (^://,¾ f}» f o ^ i o n ****• 
» = 0 

géométrique généralisée 

J/ * " f|V—1 
f t 2 e-5" du9 intégrale de Gilbert 

_ - _ rrflj—m 

h (z, m, n) = 2 J r / n / _ m + i )? s inus hyperboliques d'ordre supé-
/ = i 

rieur (ou sinus hyperboliques d'ordre n) (m = 1, 
2, . . . , n ) : 

A (z, 1, 2) = sh z, h (z, 2, 2) = ch z 

Hï=(z) = Jv (z) ± î Nv (z) = | ^ l ( v + 1 ) ^ K v ( e ^ z ) , fonction 

de Hankel, 

H ( z ) _ y (~ l yV2J *,(*) 
£ r ( | + /)r(v + | + /) 2 - ^ r ( v + i) 

fonction de Struve 

He„(z) = ( - l ) n ^ ^ ^ = c^D,(z) (n = 0 , l , 2 , . . . ) 

polynôme d'Hermite 

Iv (z) = r~v Jv (w), fond ion de Bessel modifiée 
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Ko (z) = Jio (iz) — î g ' fonction de Bessel modifiée intégrale 

Jv (*) = 2 r(v + 1+/)/1 ' fonc t ion de Be8Sel 

c "'-«'(I)" 
Jio (z) = l°gô z +T!i /o \ 1 i ? fonctiondeBesselintégrale; 

~U(x) = -fhMdu 

K(z) =J (1— s'sin'u) 'du = 1 ^ ^ , ^ 1 ^ ^ , i n t é g r a l e 

elliptique complète du premier genre 

2 s i n v 7 i l i v w * - v W J - - * 2 < 

fonction de Hankel modifiée 

keiv(z) ) ( ±t- \ 
. > kerv (z) ±: î keiv (z) = Kv \e

 4 z/, fonctions de Kelvin 
kerv (z) ) 

e3 dn 

Ln(z) = —: j-aznerz
9 polynôme de Laguerre 

* = 0 

de Laguerre généralisé 

A (2) =* i-iv+v Hv (îz), fonction de Struve modifiée 

M>,v(z) =zv"hie~2"1Fi (v—X + =;2v + 1 ; zUfonctionhyper-

géométrique confluente 

Nv (z) = - ^ — . v 7 r "~v^ 5 fonction de Bessel de deuxième 
V ' S m V7T 

espèce (fonction cylindrique de Weber-Neu-
mann) 
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Oo (z) = zr\ polynôme de Neumann 

X î F l ( — 5' ̂ "T^ 4 — n; z-2) = PJ (z), polynôme 
de Legendre 

A 

z + 1 
arg ^ = 0 si z = x > 1, fonction de Legendre 

de première espèce 

QX(2) = ^ ^ r f t + v + i ) ( ^ _ 1 ) ^ x . v _ i 

2 - r ( v + 3) 

v P ^ + v + l X + v + 2. 3. \ 
x , F l V — 2 — ' — 2 — ' v + 2; r y 

arg(z*—l) = 0siz=x>l,argz=0siz=x>0; 
fonction de Legendre de deuxième espèce, 

S(x) = / sin s» ' du, fonction de Fresnel 

*•« " 2 ^ ^ = ^ ( ^ ^ = 1.2.3,...,8.(̂ ) = 0. 
<*;*<:£ 

polynôme de Schlâfli : 
n S„ (z) =» 2 z 0« (z) — 2 cos2 n j 

SX-M 

* • « ^ ( X + D Î - V 2 1 ^ ^ ' 2 ' 2 î _ 4 j ' 

fonction de Lommel 
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J-v (z) cos —g—7r — Jv (z) cos —g—ir h 

fonction de Lommel 

( —1 si x < 0 ) . , 
sgnx =< , . A >signe de x s ( + 1 si m > 0 ) 

sh z = s (e* — e~*), sinus hyperbolique 

«• 

shi(z) = 2 ( 2 / + 17(2/ + 1)1' slnUS hyP e r b o l i <Iu e «tégral 

Si (z) = . shi (u), sinus intégral : 

S i ( x ) = f * — d u [poirei(z)] 

si (*) = S i ( z ) - | , si(x) = - y " ^ d u , * > 0 

sin x . . . . 
* x = c ^ i ' t a n g e n t e 

sh z th z = -s— ? tangente hyperbolique 

( 0 si i < 0 ) fonction de Heaviside (échelon 
U W (1 si x > 0 ) unité) : 

' « " < • - » - ! / ( " ) " : > : < • > 

Wx,v(*) - ^ ( ~ 2 v )
 NMx,v(z) + F ( 2 v ) Mx,-v(z), 

rQ-x-v) r(i-x + v) 
fonction hypergéométrique confluente de Whit-
taker 

Q) Ne pas considérer cette notation comme un produit de fonctions. 
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( ~ \ l / I + 4 / - î 

5) 
- ^ / I O , + /)l(n + 2 / - l ) l - b ^ ' W + b < , < » 

fonctions de J. C. Costello 
/ r \ î n + * / + i 

W"b) (Z) = 2 /!(n + /)!(n + 2/ + l)! 

= berB (z) bei'„ (z) — bei„ (z) ber'„ (z) 

x - * <*> = 2 / 1 ^ . + 0 1 0 . + 2/)1 - ber« <*> + ̂  » 
/=o 

7<*> M — - V ±^1 
*" W - 2 ^ / ! ( n + /)!(n + 2 / — 1) ! 

/ = 0 

= ber„ (z) bei'n (z) + bei„ (z) ber'n (z) 

• • • 

B(z, Ç) = P f / u*-'(l — a)5"1 «ta 

_r(z)rg) t _ 2 

fonction eulérienne de première espèce (fonction 
Bêta) 

Y(z) = Pf / " r* u*-» du, v ̂ 0 , - 1 , — 2 , - 3 , — . . . , 

fonction eulérienne de seconde espèce (fonction 
Gamma) 

Y(*,C) = ^ Ç - 1 F 1 ( z ; z + l ; Ç ) , \ 
2 ^ Q j 2 l fonctions de Prym (ou fonc-

„ / *v - , ,* ' , 1 *'" ( tions Gamma incomplètes) 
r f c O =T(z) —y(z,Ç) ) F 
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y (z, a) = Pf j eru u*~x du, T (z, a) = i eru u*-1 du, a > 0 

à (x), distribution de Dirac 

Ç (z) = Ç (z, 0), fonction Zêta de Riemann 

Ç (z, a) = 2 ) ( / + a)"~*> fonction Zêta généralisée 

6t (z | a) = 2 ?T 2](— l)7 q/V+i) sin (2 / + 1) n z 

eo 

OÎ (z | a) = 2 çT 2 Ç / ( / + t ï cos (2/ + 1) TT z, ? = e'™, Im a > 0 
7 = 0 

•o 

63 (z | a) = 1 + 2 ^ 9 ^ cos 2 / TT z 
7 = 0 

ao 

04 (z | a) = 1 + 2 ^ (— l)7 q* cos 2 / TT z, fonctions Thêta de Jacobi 

V 

/=• 

/
• Z"+a U? 

. r ( « + a + 1 ) 1 ^ + 1 ) * » ' 

fonction Mu (a > — 1, P > — 1) 

P » = i [ ( z + n + l ) log ( ? : l ± ^ î ) - l ] , fonction 
n = 0 

deBinet, 
fr«> = /o r(u+T+ï)du=J8 lT î+TÎ^ ( a > - " t t 

fonction Nu, 
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+ (*) — TVÏ = rf"log r ®»dérivée logarithmique de Gamma : 

<|>(1) logC; 
¢(/1 + 1) = - logC + 1 + * + . . . + I , 

n ^ l ; 
«pw (z) = (— 1)»+» n ! Ç (n + 1. z), 

n ^ l . 

Notations de Bachmann-Landau : 

/(z)=0(?(z)),z->»a 
/ (z) signifie que —4 est borné quand z^-a; sic 

/(z) = o(<p(z)), z ^ a 
/ (z) signifie que '-f4 -> 0 quand z^a; 
.(z) 

/ ( * ) f(z)~<f (z) signifie que ' - ^ ->•1 quand z -»• a 



PREMIÈRE PARTIE 

RAPPELS THÉORIQUES 

DESTINÉS A FACILITER L'UTILISATION 

DU FORMULAIRE 





TRANSFORMATIONS 

FONCTIONNELLES INTÉGRALES 

1.1. 

L'équation 

(1,1) 9(s) = fK(s9t)f(t)dt 

définit une transformation fonctionnelle intégrale. Un noyau K (s9 f) et 
un contour (C) étant choisis, on fait correspondre ainsi à chaque 
fonction f(f) d'un certain ensemble &% sa transformée g (s). 

f(f) est dite fonction originale, ou encore, la transformée inverse 
de g (s). 

Plus généralement, soient deux points P (xt, . . . , xm), Q (U tn); 
l'équation 

(1,10 ff(P)=fK(P,Q)/XQ)<fr 

où dr = dU...dtn et (D) désigne un certain domaine d'intégration, 
définit la transformée gÇ?) de f(Q). 

Une transformation fonctionnelle intégrale correspond à un opéra
teur linéaire. La notation % \f(f) } peut désigner indifféremment cet 
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opérateur ou la transformée g (s). D'autre part, lorsque la transfor
mation est bien précisée, il y a souvent avantage à désigner 
par f(s)9 9 (s), . . . , les transformées de /*(0» ? (0 "̂"4 désignera 
l'opérateur inverse de Z, 

s-1! </(*)} = M-

A certaines opérations effectuées sur l'original correspondront des 
opérations effectuées sur la transformée. L'ensemble de ces corres
pondances, ou règles opérationnelles, constituera le calcul opérationnel 
particulier relatif à la transformation fonctionnelle intégrale envi
sagée. On conçoit, dès lors, que les propriétés de certaines fonctions 
puissent, à l'aide de telles règles, se déduire des propriétés, souvent 
plus immédiates de leurs transformées. 

Enfin, ces calculs opérationnels sont quelquefois efficaces pour la 
résolution d'équations différentielles, intégrales, intégro-différentielles 
du seul fait que la transformée de l'inconnue se trouve ainsi astreinte 
à satisfaire à une équation plus facilement résoluble que celle proposée. 
Une fois connue la transformée de la solution recherchée, il ne restera 
plus ensuite qu'à déterminer l'original. Le procédé s'applique aussi 
aux équations aux dérivées partielles et permet d'atteindre plus 
aisément les solutions devant satisfaire à des conditions aux fron
tières imposées. 

1.2. 

Les transformations fonctionnelles intégrales le plus fréquem
ment envisagées dans les applications sont les suivantes : 

1.21. La transformation de Laplace, définie par le noyau 
K (5, 0 = «-'• 

(1,2) *if(()}=fer«f(t)dt = ns)9 

et C désignant un contour du plan de la variable complexe U 

Un cas particulier de cette transformation et qui a donné Lieu à 
de nombreux développements est celui dans lequel le contour d'inté-
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gration (C) se confond avec le demi-axe réel positif. La variable t 
est réelle et positive et la transformation est dite parfois transfor
mation de Laplace « unilatérale », ou encore transformation de Laplace-
Abel (le mathématicien norvégien Abel l'ayant systématiquement 
utilisée dans certaines de ses recherches). 

Lorsque le contour C se confond avec l'axe réel tout entier la trans
formation est dite bilatérale; on écrit quelquefois 

(1,2') A {/-(01 = /1 e-"f(f)dt 
JQ 

(1,20 Ai{/-(o)=jr+v»f(o* 

On démontre que la transformée de Laplace-Abel unilatérale J?, { f (t) \ 
est une fonction holomorphe de 5 dans un certain demi-plan R (s) > a 
(voir § 2.13). Il résulte que les transformées de Laplace-Abel cons
tituent une classe de fonctions beaucoup plus restreinte que celle 
des fonctions originales (fonctions ^-transformables). 

1 .22 . La transformée de Fourier 

(1,3) ^ { F ( / ) } = ( 2 T T ) " ^ C er*°»F(l)dt = F(cù) 

n'est pas distincte de la transformation de Laplace-Abel bilatérale et 
s'y ramène par un simple changement de variables : 

fa>=5, F ( 0 = ( 2 T T ) V ( 0 -

1.23. La transformation de Mellin 

(1,4) ï ( s ) = r * - M 0 d / = * i { < p ( 0 } 

est, elle aussi, rattachée à la transformation de Laplace bilatérale; 

il suffit de poser dans (2*) er* = x, f (log - ] = <p (x). 
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1.24. La transformation de Hankel (d'ordre n). 

(1,5) f(s) = f " J„ (2 v/F/) f(t) dt = * . {f(t)} 
JQ 

est définie par le noyau J„ (2 \/st). Jn (z) désigne la fonction de Bessel 
de première espèce d'ordre n 

J"W-ZiKlT(n+K + l)' 

Dans la transformation de Hankel on suppose n ^ — = • 

1.3. 

La transformation de Mellin mise à part, toutes celles qui viennent 
d'être citées sont à noyaux symétriques : K (5, f) = K (/, 5). En fait, 
les noyaux sont de la forme K (u) avec u = st. Un noyau réel K (st) 
est appelé noyau de Fourier lorsque 

entraîne 

« | f ( 0 } = r K(st)f(t)dt = f(s) 

^{f(s)}=ftK(st)f(s)ds = f(f) 

(La détermination de tels noyaux est facilitée par l'utilisation de la 
transformation de Mellin (voir § 3)). 

1.4. 

Les transformations fonctionnelles intégrales à noyaux symétriques 
donnent lieu à une formule générale connue sous le nom de for
mule de Parseval. 
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Soit K (x, l) E= K (£, x) un noyau symétrique. Si l'on écrit le produit 
intégral 

dans lequel le segment a, b se confond avec celui adopté dans la défi
nition de la transformation, on a 

fbh®Û<!)dt=fbh®dtfbK<t,§U®àï 
**a Ja Ja 

J a *a 

d'où 

(M) J A(0Â(0*=yVi(0A(0d/ 

Cette dernière relation n'est valable que si l'on sait justifier l'inter
version des intégrations qui permet de l'écrire. Une vérification est 
donc nécessaire lorsque l'intervalle d'intégration [a, b] est infini, ou 
bien si l'une des fonctions envisagées devient infinie dans le domaine 
d'intégration. 

On notera enfin qu'une transformation à noyau symétrique définit 
un opérateur linéaire auto-adjoint. 

M*M. DE 80. MATH. — H» 109 





TRANSFORMÉES DE LAPLACE 

UNILATÉRALES 

2.1. 

On a défini plus haut la transformée de Laplace unilatérale (trans
formée de Laplace-Abel) 

(2.1) <?(p)=r~erP<f(t)dl = £lf(f)} 

Elle n'est définie que pour les valeurs de p rendant convergente 
l'intégrale du second membre (intégrale de Laplace). f(f) est dite 
« ̂ -transformable » quand il existe un ensemble non-vide de valeurs 
de p pour lesquelles l'intégrale de Laplace converge. 

La seule hypothèse de JMransformabilité étant trop générale pour 
les applications, on se trouve amené à imposer des conditions supplé
mentaires à f(f). Lors d'une première étude des propriétés essen
tielles des transformées de Laplace, les deux conditions suivantes 
sont souvent adoptées simultanément. 

a. f(f) est absolument intégrable au voisinage de Vorigine. V a > 0, 

lim fa\f(f)\dt existe. 

b. f(t) et f'(f) sont continues par morceaux pour /€]0,+oo[. 
(En d'autres termes, f(t) est de la classe d ) . Il résulte que f(f) est 
à variation bornée dans tout intervalle fini inclus dans ]0f +oo[. 
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2.12. THÉORÈME 1. — La convergence de l'intégrale de Laplace 
pour p = p0 = Un + ÎPo entraîne la convergence uniforme dans tout 

domaine (S) borné pour lequel | arg (p — p0) | <; a < ^ . (C'est-à-dire 

dans tout domaine intérieur à l'angle de sommet p0 et d'ouverture 
inférieure à rc, ayant pour bissectrice la demi-droite issue de p0 et 
parallèle à la direction positive de l'axe réel dans le plan de la variable 
complexe p.) 

COROLLAIRE. — La £-transformabilité de f(t) pour p = p0 entraîne 
la £-transformabilité pour Re p > Re p0. 

Le nombre réel a = inf { Re £}, où £ désigne toute valeur de p 
pour laquelle l'intégrale de Laplace converge, est Vabscisse de conver
gence simple. 

2.13. THÉORÈME 2. — (f (p) est holomorphe dans le demi-plan 
Re p > a. 

On a ? ' (p) = J? { -tf(t) }, 9w (p) = £{ (-f)»f(t) }. 

On ne peut rien affirmer, a priori, quant à l'existence de l'inté
grale de Laplace sur la droite Re p = a. D'autre part, le théorème 
énoncé implique la possibilité de prolonger analytiquement f(p). 

2.14. THÉORÈME 3. — Si Vintégrale de Laplace converge absolu
ment pour p = p0, elle converge absolument pour Re p 2> Re p0. 

On peut ainsi définir une abscisse de convergence absolue (3 S> a. 
Sur la droite Re p = (3, l'intégrale de Laplace est soit convergente 

en tout point de cette droite, ou bien ne converge en aucun point 
de celle-ci. 

2.2« Règles opérationnelles 

Parmi les règles opérationnelles les plus immédiates il convient de 
signaler d'abord les suivantes, car elles sont systématiquement utilisées : 

(2,2) ? < P - « ) = *{e«<f(/)}. 
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(2.3) r " ^ ( p ) = i ? j f (<-o)U(<-a) ) (a > 0), 

(2.4) <p(£) = aJ?{f(«0! <«><>). 

On note ensuite la règle 

(2.5) ^ 0 ) ) = ^ 1 ( - 0 ^ ( 0 ) 

envisagée précédemment. Enfin deux autres règles jouent des rôles 
fort importants : celle concernant la transformée de la dérivée f'(l); 
celle concernant le transformée du produit de convolution fit g. Il 
convient de les énoncer de façon très précise. 

2.21. La règle relative à la dérivée / ' (0 conduit à imposer à la 
fonction originale / (0 les trois conditions suivantes : 

(a) f (0 est continue pour t ^ 0, dérivable pour / > 0; 
(b) f'(t) est continue par morceaux pour f ^ 0 ; 
(c) / (0 est d'ordre exponentiel un. [Autrement dit, il existe des 

constantes a > 0, A > 0, t0 ^ 0, telles que | / (0 I < A e«' pour 
t > U ^ 0.] 

On a alors 

(2.6) ^ { r ( 0 } = P ? ( p ) - f ( + 0 ) . 

Les conditions énoncées sont suffisantes, mais nullement nécessaires, 

ainsi qu'on le constate en prenant f(t) = f fia dérivée — =fT étant 

continue par morceaux seulement pour f>0, et point pour/€[0, + oo[ ]• 

Un autre énoncé de la règle consisterait à substituer aux trois 
conditions précédentes les suivantes : 

(a1) f (0 continue pour t > 0; 
(*') / ' (0 continue par morceaux pour t > 0; 
(c') /(0> /' (0 s o n t L-transformables. 

Elles entraînent que / (0 est d'ordre exponentiel un et que la limite 
(/ + 0) =• lim / (0 existe, finie. 
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2.211. On a aussi 

(2,6') £ir*®} = ri<p)-ur*n+o) 
+ Pn~* f (+ 0)+... + f*~* (+ 0)] 

lorsque / (0 , f (t), . . . , /«*-*» (0 sont continues pour t^±0, /<n)(0 
continue par morceaux pour / > 0 et d'ordre exponentiel un. 

2.212. Lorsque / (0 est continue par morceaux pour / ^ 0, d'ordre 
exponentiel un, et possède partout une dérivée (finie) à droite et une 
dérivée (finie) à gauche, on démontre que 

(2,6*) £w(0)=p<?(p)-2ie-™[ffr+)-n*k-)), 

xu xt. . . . désignant les points de discontinuité de première espèce de 
/(0- La sommation au second membre peut s'envisager comme la 
transformée d'une suite de « distributions de Dirac » (voir § 6). 

2.22. Le produit de convolution f + g de / (0 et g(t) est, par 
définition, 

A(0=r f(t — x)g(x)dx. 
Jo 

Il est commutatif, associatif, distributif par rapport à l'addition. 
On suppose ici que f et g sont continues par morceaux pour t> 0 
et que les trois limites 

lira r\f(t)\dt, lim f\g(t)\dt, lim f&\f(t)\dt, 

existent (finies). Dans ces conditions, et dans tout domaine du plan 
complexe p où les intégrales définissent £ j / (/) }, £ { g (t) \ sont 
absolument convergentes, on a 

(2,7) ^ ( 0 ^ ( 0 1 = ^ ( 0 1 . ^ 0 ( 0 ) -

Cette règle opérationnelle reste valable sous des conditions moins 
strictes. 
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2.23. Une correspondance du type 

* {g (t, u) ) = w (p) r-«Wf 

où ue[0, + oo [ peut engendrer une règle opérationnelle 

« (P)f f? (P)l = A f*"g (t, u) f (u) duj, 

en posant f (p) = i? { f (0 |. Ainsi 

(2,8) Jf^rt.rjjf^p^rw^ 

(2.9) p" f̂(p )̂ = ^J(«0"^/+a°e""^f(«)d"L 

(2.10) p—if(p-i) = i? r + a 6 ( i V j „ ( 2 ^ ) f ( U ) d i i . 

2.3. Formule d'inversion 

Étant donnée une fonction (p (p) qui satisfait aux conditions néces
saires pour être une transformée de Laplace [conditions qui ne seront 
pas rappelées ici car l'introduction de la notion de distribution, envi
sagée plus loin, va considérablement généraliser celle de correspon
dance entre / (0 et sa transformée <p(p)], la détermination de la 
fonction originale / (0 = £~l {<p (p)} peut s'effectuer de diverses 
manières. La plus systématique repose sur le théorème de Riemann-
Mellin. On peut l'énoncer sous la forme suivante (due à Pincherle). 

Soit <p (p) holomorphe dans un demi-plan Re p > a ̂  0 et de la 
forme 
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| B (p) | restant borné et A désignant une constante. On a 

<f(p)=f erP'f(l)dt, R e p > c > a ^ 0 , 

avec 

(2,11) K0 = 2¥ljT7"«*'¥<p)<fr 

cette dernière intégrale étant éventuellement prise au sens de la valeur 
principale d'après Cauchy, c'est-à-dire 

On appelle contour de Bromwich tout contour équivalent à celui 
Re p = c > 0. 

2.31. Un autre procédé d'inversion repose sur les développements 
en série. Si 

00 

?(p)=2?»o>). 

avec 
¥ . < p ) - - * { f . ( 0 | . 

on a, sous certaines conditions, 

9(p)-^J2f.(oJ. 

2. 311. Des conditions suffisantes de validité sont, entre autres, les 
suivantes : 

1° La série de terme général er** fn (0 (a^R) converge uniformément 
sur tout segment [0, U] quel que soit U > 0, et de plus la série 

2 f \e-°'fn(()\dt 

converge. 
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La correspondance 2 ?»(P) = ^ 1 2 ^ ® t e s t a l o r s v a l a b l e a v e c 

Re p > a. 

2° La série de terme général e-fl* fn(Q ( « R ) converge uniformément 
sur tout segment [0, U] quel que soit U > 0, et de plus l'intégrale 

-4-«o * 

/ 2l«-'M0l<K 
0 n = l 

est convergente. 

La correspondance est ici encore valable pour Re p > a. 





TRANSFORMÉES DE LAPLACE 

BILATERALES 

3.1. 

La transformée de Laplace bilatérale 

(3.1) ?(P) =fm*~» f(t)dt = J?n { f(t) \ 

est une généralisation immédiate de la transformée de Laplace-Abel 
à laquelle elle se ramène en remplaçant / (/) par / (f) U (0. Elle corres
pond ainsi à la transformée de Fourier 

(3.2) G(<*) = -±= r\t<**g(x)dx = &{g(x)}, 

à laquelle elle se ramène en posant i w = — p, g (x) = >J2 n / (x). 
Enfin, l'étude de ses propriétés constitue une introduction à la trans
formation de Mellin envisagée plus loin. 
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3.11. On a 

\dt (3,3) £n\f(f))=f* e-ptf(t)dt +r'e-?'f(l) 

= f ^fi—QM + f «""'/(0 dt. 

A la première des intégrales figurant au dernier membre il correspond 
un demi-plan de convergence défini par Re (— p) > — at tandis 
qu'à la seconde intégrale figurant dans ce dernier membre il correspond 
un demi-plan de convergence Re (p) > a4 (- 2.12). La transformée 
bilatérale définit une fonction holomorphe dans la bande 

«! < Re (p) < a« si at < aî# 

3.12. Les règles opératoires relatives à la transformation de Laplace 
bilatérales se ramenant immédiatement à celles relatives à la trans
formation de Fourier, il apparaît inutile de procéder à un rappel de 
la théorie de la seconde. 

3.121. Une première règle est 

(3,4) A i | f ( 0 ) = p A i { f < 0 ) , 

valable si 

lim c-"f (0— limer* f (() = 0. 

La bande de convergence relative à f (t) ne coïncide pas nécessaire
ment avec celle relative à / (0-

3.122. A rintérieur de la bande de convergence, 

(3,5) > > ( p ) = A i { ( - 0 " f < 0 } . 
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3.123. Il est facile de préciser des domaines de validité pour les 
deux règles élémentaires et immédiates : 

(3.6) Ai fe" f (0 ) = <?(p-a), 

(3.7) £n{f(t-a)}=er*P9(p)9 

(3.8) *n{f<aO) = ^ 9 ( 5 ) («><>). 

3 .124. Le produit des transformées bilatérales est la transformée 
d'un produit de convolution défini de façon différente de celle adoptée 
pour la transformation unilatérale. On a 

(3.9) i?„| j f + " f(t - u) g («) du J= £n { f (0 } A, ! g (0 I• 

[D'ailleurs, chaque fois que / (0 = 0, g (0 = 0 pour t < 0, 

£'f(t - u) g (u) du =f'f(t ~ «) 9 («) d«.] 

3.2. 

La formule d'inversion 

m=2Wï£yp<f(j,)dp 

est encore valable pour la transformée bilatérale, le chemin 
d'intégration restant situé dans la bande de convergence. Il 
convient toutefois de souligner qu'à une transformée <p (p) il peut 
cette fois correspondre deux fonctions originales différentes si 
les chemins d'intégration sont situés dans deux bandes de conver
gence différentes. 
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Ainsi, par exemple, <p (p) = T (p) Ç (p) | où Ç (p) désigne la fonc

tion dzêta de Riemann définie par 
[• 

«p>=i^ 8P 

et qui est prolongeable analytiquement pour Re(p) ^ 1 est la 

transformée bilatérale de fonctions originales différentes. On a, plus 
précisément, 

r(pK(p) = J?n{(e*-' — l)-1} pour l<Re(p)< + oo, 

= Aï { (e*-* — l)"1 — el ) pour 0< Re (p) < 1, 

= ^n((e^ —l)r* —* + j ) pour — l < R e p < 0 , 

pour — 2 N — l < R e ( p ) < — 2 N + 1. 

I II faut, en effet, tenir compte des pôles de cp (p) qui sont ici 

p = 1, 0, — 1, —3, —5, . . . et des résidus correspondants à ces 
AI . * 1 B i R4 B2/1 I 

pôles qui sont 1, —^ g y r i> •••» ^ ) T —J" 



TRANSFORMATION DE MELLIN 

4.1. 

Si, dans l'intégrale définissant la transformée de Laplace bila
térale (§3.1) on effectue le changement de variable er* = x et si 

l'on pose fllog- J = h (x), on obtient 

J / » • + • • 

f x5-1 h (x) i 
o 

et cp (s) est la transformée de Mellin de h (x). Il résulte de ce qui a 
été exposé plus haut que l'intégrale ci-dessus définit cp (s) dans une 
certaine bande de convergence 

cri < Re (s) < <xt 

et qu'à une même transformée il peut, dans deux bandes différentes, 
correspondre des originaux Ai (x), h% (x) différents. 

4.2. 

On se reportera aux ouvrages cités dans la bibliographie pour tout 
ce qui concerne les propriétés de la transformation de Mellin et les 
conditions de validité des règles opératoires figurant page 139. On se 
limitera ici à deux propriétés importantes de cette transformation 
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4.21. La formule d'inversion 

(4.2) h(x) = ^JC^ir*<t(s)ds 

se déduit immédiatement de celle relative à la transformée de Laplace 
bilatérale. Le contour d'intégration est, évidemment, situé dans la 
bande de convergence. 

4.22. Une propriété intéressante de la transformation de Mellin 
réside dans sa possibilité de déterminer des noyaux de Fourier. 

Dans une transformation fonctionnelle intégrale 

J
•»+-*> 

f K(x,z)f(x)dx9 
o 

K(x, z) est dit noyau de Fourier si l'on a 

f(x)=r~K(x,z)<t(z)dz. 
Jo 

[En pratique, on envisage surtout les noyaux symétriques du type 
K (xz).] Ainsi 

i / § s i n z x ' i / | c o s z r , J*(2vS), y/^Jv(a») 

sont des noyaux de Fourier. 

Or, on démontre que K(xz) est un noyau de Fourier lorsque la 
transformée de Mellin co (s) de K (x) satisfait à la condition 

(4.3) w (s) a>(l—5) = l. 



LES DISTRIBUTIONS 

ET LEURS TRANSFORMÉES DE LAPLACE 

Les distributions sont des opérateurs opérant sur certains espaces 
(ensembles) de fonctions et doués de propriétés généralisant celles 
des fonctions, ce qui leur vaut aussi l'appellation de fonctions géné
ralisées. (Cependant, certains auteurs établissent une distinction entre 
distributions et fonctions généralisées.) 

5.1. Espace de base 

5.11. 

Le support d'une fonction est la fermeture de l'ensemble des points 
où elle n'est pas nulle. 

D désignera dans tout ce qui suivra l'espace vectoriel topologique 
défini de la façon suivante. C'est l'espace vectoriel défini sur le corps G 
des nombres complexe et à partir de l'addition ordinaire des fonc
tions ¢(/) (réelles ou complexes) de la variable réelle t, qui sont 
indéfiniment dérivables et dont les supports sont compacts. La 
suite { $; (t) ) est dite tendre vers zéro si, et seulement si, tous les 
supports des 0 ; sont contenus dans un compact fixe (c'est-à-dire 
indépendant de l'indice f), toutes les suites { 4>y> (f) } tendant unifor
mément vers zéro (s = 1, 2, 3, . . . ) quand jf-> oo. 

MÉM. DE 80. MATH. — N* 169 « 
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S est l'espace vectoriel topologique des fonctions, réelles ou 
complexes, W(/), indéfiniment dérivables et telles que tmW(t) et 
tm WW (/) _> 0 quand | /1 -> oo, quels que soient m et n € N avec la 
topologie définie par la convergence suivante : 

/ étant pris dans une suite infinie d'indices, on dira que la suite 
Wj (t) tend vers zéro dans S quand 7' -> 00, si, quels que soient m et 
n €N, tm Vy) (t) -> 0 uniformément sur la droite parcourue par t. 

¢ (t) et *F (/) sont appelées fonctions de base (ou encore fonctions-
test). 

5.12. Distributions 

Soit V une fonctionnelle qui à une fonction ¢ (/) de D fait corres
pondre un nombre complexe noté par < V, ¢(/) >. 

On impose à V : 

1° d'être linéaire, c'est-à-dire 

<V,A^(0+B^(/)> = A<V,^(0>+B<V,^(0> 

si ¢1, ¢2€D, A et B complexes; 
2° d'être continue pour la topologie adoptée dans D, c'est-à-dire 

< V, ¢/ (f) > -> 0 quand des */ -> 0 dans D. 

L'ensemble de ces fonctionnelles V forme un espace vectoriel D', 
qui est le dual topologique de D. 

Une distribution est un élément de D'. 
On définit de semblable façon S' dual topologique de S. S'cD'. 
Les éléments de S' sont les distributions tempérées (on peut en voir 

une caractérisation au paragraphe 5. 26). 

Le support d'une distribution V est le plus petit ensemble fermé 
tel que < V, ¢ (t) > = 0, le support de ¢ étant entièrement contenu 
dans le complémentaire de cet ensemble. 

Une distribution V est à support limité à gauche s'il existe un nombre 
réel a tel que < V, ¢ ( / ) ) = 0 pour toute ¢ à support contenu dans 
(— 00, a[. 

De même pour les distributions tempérées. 
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5.13. Exemples de distributions 

5.131. La distribution de Dirac (l) 3 (/ — a) qui est l'opérateur 
défini par 

(5.1) < i (/ — a), W(f)> = (— iyw(a) 

est une distribution tempérée, dont le support est le point a, de même 
que les d<»> (/ — a) (n entier > 0), définis par 

(5.2) < «(«) (/ — a), W (t) > = ( _ 1)- ip») (a) 

(voir § 5. 25). 

5.132. Soit h (f) une fonction localement sommable (2). L'applica
tion h définie par 

(5.3) <h, ¢ (/)> = ^ 7 1 ( / ) $ (Q du o>€ D j 

est une distribution [dont le support est celui de h (/)]. 

Si h (/), localement sommable, est telle qu'il existe un entier n > 0 
tel que t~n h (f) -> 0 lorsque | /1 -> oo, l'application h définie par 

<h,W (t)>=J~ h (f)W(t)dt, W€S, 

est une distribution tempérée [à support limité à gauche si le support 
de h (t) est limité à gauche]. 

Il est assez habituel de noter la distribution h par le même sym
bole h (f) que la fonction à laquelle elle est associée (3). Cette identi
fication a des avantages et des dangers. Dans nos Tables nous 

(1) Souvent désignée par abus de langage comme étant la t fonction de Dirac ». 
(2) I A (0 | intégrable (au sens de Lebesgue) sur tout intervalle borné. 
(3) h est associée à toute la classe des fonctions égales presque partout. 
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emploierons indifféremment la même notation pour les fonctions 
et pour les distributions qui leur sont associées respectivement. 

Cas particulier. — Soit U (/ — a) la fonction égale à 0 si t < a et 
à 1 si t> a ; c'est Y échelon unité translaté en a. La distribution 
associée U (/ — a) est tempérée, à support limité à gauche. 

5.133. Pseudo-fonctions 

Rappelons d'abord un mode de généralisation pour l'intégrale. 

Soit g (t) une fonction ayant les propriétés suivantes : 

— sur l'intervalle ]a, a + s] : 

J K 

(5,4) g (0 = 2 2 A/* C - a>-v' lo8* ('-«) + » (0. 

b (f) étant borné et sommable sur cet intervalle, les entiers J et K finis, 
A/k et v/ réels ou complexes; 

— sur l'intervalle [a + e, (3[, g (t) est sommable. 

Désignons par v' celui des vy dont la partie réelle est la plus grande 
Alors 

G (v) = / /v+v g (t) dt pour Re v > — 1 
«'a 

est une fonction analytique de v prolongeable en une fonction méro-
morphe dans le demi-plan Re v > — Re v' — 1 (4). On pose 

(5,5) Pf/ g(t)dt 
J* 

G(—v') si —v' est un point régulier, 
au terme constant du développement de 
Laurent (5) de G(v) autour de —v' 

[ si — v' est un pôle. 

(4) Si aucun v; n'égale 1, G(v) est holomorphe dans ce demi-plan; si le déve
loppement (5,4) contient des termes en (t — a)-1 log*'(/ — a), O^Jfc'^K', 
G (v) a un pôle d'ordre K' + 1 en — v'. 

(5) Si —v' est pôle d'ordre P, on a, dans son voisinage, le développement 

G (v) = V cn (v + v')*; c0 est le terme constant. 
/ i = - p 
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C'est la partie finie de l'intégrale ("). C'est bien une généralisation 
de l'intégrale, car si g (f) est intégrable sur ]a, (3[, 

Q Q 

Pif g(t)dt = f g(t)dt 
Jr, Ja. 

Prenons par exemple a = 0, g (Q = r-», Re a ̂  1. Alors v' = a 
•P 

et G (v) — / P d/ = ^q-j-, donc 

•P 
Pf 

' 0 

et 

/•P gl-a 
: / ^ t f = J i _ . si a ^ l 
• /» l u 

Pf/ /-1 d/ = log(3 

car 

pv+i = gjv+ijtof? = i + (v + i) log (3 + i . (v + 1)* log» (3 + . . . 

On définit de façon semblable : 

wfVo 
a 

dt 

lorsque g (t) est sommable sur ]y, <x — t] et admet sur [a — s, a[ une 
représentation du type [analogue à (5,4)] 

2 2 A7* <« - o-v> log* (« - o + *- (o. 

6- (Z) borné et sommable. 

(6) Nous ne donnons pas ici la définition originale de Hadamard, moins arti
ficielle, mais plus longue à exposer (voir l'ouvrage d'HADAMARD cité dans la 
bibliographie, ou celui de LAVOINE : Calcul symbolique). 
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Enfin, si y < a < (3 et si au voisinage de a, 

j 

y( / )=2A/( / -a) - / + 6(/) 
7 = 1 

et que (/ — a)J g (/) est intégrable sur ]y, (3[f 

( 5 , 6 ) P f / 9 ( 0 dt = P f / ^ (/> dt + P f f ? (0 d'

Ainsi, par exemple, 

pff\t - «>-/ ̂  = - ( P - ^ - f r - . ^ 0. entier ^ 2) 

et 

pf r (<—«)-'d/=iog^. 
•/y Y 

Dans ce cas au heu de Pf on met habituellement vp, signifiant 
« valeur principale de Cauchy » (voir une terminologie analogue 
au § 2.3). e 

Si la fonction g (t) est telle que Pf f °° g (/) Q (/) dt existe pour toute * 

de D, la distribution Pf g (t) définie par 

(5,7) <Ptg(t)9*(t)> = Ptfm
g(l)*(f)dt 

est appelée pseudo-fonction (7) : 

S i P f j 9(0^(f)dt existe pour toute W de S, la pseudo-fonc

tion Pf g (t) est tempérée. 
P f ( ' — a)-"U(Z — a), Pf/- iU(/ — a), Pf f-« log* / U (/) sont des 

pseudo-fonctions tempérées, à support limité à gauche. 

(7) D'après L. SCHWARTZ : voir les ouvrages de SCHWARTZ et de GUELFAND-
CHILOV cités dans la bibliographie. 
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5.2. Opérations sur les distributions 

5. 21. Limite, convergence 

On dit qu'une suite de distributions Vy€D' converge vers V e D ' 
lorsque / -> oo, si, pour chaque <& de D, 

< V/ — V, O (0 > -* 0 lorsque j -> oo. 

L'espace D' est complet : pour qu'une suite de distributions V7€D' 
ait une limite dans D', il faut et il suffit que, pour chaque <I> € D, la 
suite des nombres < V/, O (/) > ait une limite, lorsque / -> oo. 

Soit V (v) une distribution de D' dépendant d'un paramètre variant 
continûment v. V(v) converge vers V(v0), si, pour chaque $ € D , 
<V(v), 4>(/)>-><V(v0), *(/)> lorsque v ^ v 0 . 

5.211. On notera que la continuité en v0 de la fonction g(v;f) 
n'entraîne pas la convergence de Pfg(v;t) vers Pfg(v0;t) lorsque 
v -> v0; ainsi Pf irn U (/), (— l)n Pf Jn (f) U (f) ne sont pas les limites 
de Pf f U (Q, Pf Jv (0 U (/), bien que, pour / > 0, /v et Jv (0 tendent 
vers t~n et (— \)n 3n (t) lorsque v -> — n. 

5.22. Produit 

Le produit d'une distribution V par une fonction a (f), indéfiniment 
dérivable, est la distribution désignée par a (t) V, définie par 

(5.8) < a ( 0 V , $ ( 0 > = <V,a (0* ( / )> 

pour toute <& de D. 

5.23. Convolution 

La convolution de deux distributions Vt et Y2, Tune étant à support 
borné ou toutes deux à support limité à gauche, est la distribution 
désignée par Vi * V2 ou V2 * Vt, définie par 

(5.9) < V, • V2, * (0> = < V„ ¢, (0> = < V2, ¢, (0>, 
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OÙ 

<M«) = <v2, * ( / + u)>, 
• i («) = <Vt, • « + ! !» 

pour toute $ de D. 

Si hi et h2 sont associées aux fonctions hx (/) et A2 (t), nulles pour 
t < 0 et sommables, on a hi * h2 = h3, la fonction hz (t) étant nulle 
pour / < 0 et valant 

/ ht (u) h2 (t — u) du pour / > 0 

(c/.§2.22). 

On montre que i (t) * V = V et que l'ensemble des distributions 
à support limité à gauche est une algèbre où la convolution tient le 
rôle de la multiplication et 8 (t) celui de l'unité. 

5.24. Translation et homothétie 

V,_a (a réel) désignera la distribution définie par 

(5.10) < V,_«, * (/)> = < V, * (/ + «)> 

pour toute $ de D. En particulier, si V = h (t), V«_'« = h (t — a). 
On montre que 

(5.11) V,_a = d ( / - a ) * V . 

Par définition : 

<v„,*W> = TlT<v,*(|)>. 

5.25. Dérivation 

La nième dérivée de V est la distribution désignée par D? V et définie 
par 

(5.12) < D ? V , < b ( 0 > = = ( _ 1 ) ^ v , ^ 0 > ( 0 ) 

pour toute * de D, n entier ^ 1. 
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On a 

/ D, D? V = D?+i V, 
(5,13) J DfV = d<*>(0*V, 

( D , U ( Z — «) = «(/ — a); 

(BU) ( D ? ô ( / - a ) = ô(«)(/-a), 
W* ' ( D , h = h' + A(a)ô(/ —a) 

si A (t) est nulle pour / < a, continue pour / > a, localement sommable, 
douée pour t^<x d'une dérivée h' (t) localement sommable. 

On a aussi 
D,log(/ — a)U(/ — a) = Pf (/ — 0 ^ 1 1 ( / - a), 
D,Pf(/ — a)-»U(/ — a) 

= — nPf(/—a)-»-iU(/—a)+ t z | ^ ô ^ ( / — a) (n entier^O), 

D,Pf(/ —a)-*U(/ —a) 
= — v Pf (/ — a)-*-1 U (/ — a) (v ^ entier ^ 0), 

formules à partir desquelles on peut établir beaucoup d'autres simi
laires. 

Un résultat important est le suivant : si la suite de distributions Vy 
converge vers la distribution V, la suite Dt Vy converge vers D, V. 

Il s'ensuit que si la série 2 Vy est convergente, ^DtYj est aussi 

convergente. 
Les résultats de ce paragraphe s'étendent aux distributions tempérées 

moyennant quelques modifications évidentes. 

5.26. Expression des distributions tempérées 

La dérivation permet une caractérisation claire et utile des distri
butions tempérées. On a en effet le théorème suivant (8). 

Pour qu'une distribution T appartenant à D' soit tempérée, il faut 
et il suffit que 

T = Dfh(/), 

(•) L. SCHWARTZ, Théorie des distributions, chap. VIL 
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h(f) étant une fonction continue à croissance lente au sens usuel 
r * 
[c'est-à-dire h (t) = (1 + /2)2 b (t), où b (f) est une fonction continue 
bornée sur RJ. Tel est le cas, par exemple, pour la distribution è (t). 

S. 3. Transformation de Laplace et distributions 

Dans la suite T désigne une distribution à support limité à gauche 
telle qu'il existe un nombre réel (3 pour lequel le produit e~Pf T est 
une distribution tempérée, donc appartenant à S'. 

Si Re p > (3, <e-P'T, e-(/»-?»'> existe, car e-^-P)' coïncide sur le 
support de T, avec des fonctions appartenant à S. 

D'après (5, 8) cette existence entraîne celle de 

(5,15) £ T = T (p) = < T, e-p* > pour Re p > (3. 

On montre que T(p) est une fonction de p holomorphe dans le 
demi-plan Re p > (30, (30 étant le plus petit des (3 (9). 

J?T ou T(p) est la transformée de Laplace de T, (30 l'abscisse de 
convergence. 

Il est facile de voir que c'est bien une généralisation de la transfor
mation de Laplace-Abel des fonctions, étudiée précédemment. En 
effet, si h (f) est nulle pour / < a, localement sommable et d'ordre 
exponentiel un [voir 2. 21 (c)] lorsque / -> oo, on a 

£ h = < h, erP' > = f " h (/) er-p* dt 

= Transformée de Laplace-Abel de la fonction h (t). 

En particulier, pour les opérateurs de Dirac : 

^3(0 = 1 , 
(5,16) {£8(t — OL) =e~*P, 

£ ÔW (/ — a) = pn er*P. 

(•) T (p) est holomorphe dans tout le plan si po est rejeté à —oo, par exemple 
si T = 8 (f) ou si est associée à exp — f2. 
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De même qu'avec les transformées de fonctions ordinaires, on a 
les formules opératoires 

* f T = ( - l ) n ^ T ( p ) (n entier > 0), 

£ erat T = T (p + a) (a complexe), 

et, en particulier : 

(5.17) r ( T 4 * T%) = Tx(p)T%(p). 

D'où on déduit (voir § 5.2) : 

(5.18) J?T,_a =e-«"T(p), 

(5.19) J?D?T = p»T(p). 

Soit h (t) une fonction nulle pour / < a, ayant / ẑ£ a une dérivée A' (/); 
on suppose h (t) et h' (t) localement sommables et d'ordre exponentiel 
un. D'après (5.19) et (5.14), 

J?D,h = J?[h/ + A(a)5(/ — a)] = p H (p), 

en posant i?h = H(p); d'où, d'après (5,16), 

(5.20) J? h' = p H (p) — A (a) r-*', 

en accord avec la formule donnée au paragraphe 2.21. 

5.31. Cas des pseudo-fonctions 

Si g (/) est à support dans [a, oo[ et si erP** g (t) est sommable pour 
t>U, 

£Plg(f) = Pf H g(f)erp*dt = G (p), Re p > p». 
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D'après le paragraphe 5.25, 

J?Pf(/'(0 = pG(p) si g(t) = log(t — a)V(t-oi), 

£Pfg'(t)=pG(p) — tl^lpn^p s i ff(/) = ( /_ a ) -»U(/ —a) 

(n = 0, 1, 2, 3, . . . ) , 

J?Pfg'(t) = pG(p) si g(f) = (t — *)-v\j(t — aL) (v^n) . 

Ces formules, jointes à (5,20), permettent d'obtenir, pour de 
nombreuses fonctions g(t), la transformée de Pf g'(f) à partir de 
celle de Pf g (t). 

Ainsi, si g (f), nulle pour / < a, admet la représentation (5,4) on a 

r Pf g' (t) = p i? Pf g (t) - ïb (a) + ^ ( ~ 1>;|
 A ' V ' ] <r«p, 

les /' ^ 1 étant tels que vy/ = j ' . 

Une autre méthode fructueuse pour obtenir la transformée de 
certaines pseudo-fonctions est la suivante basée sur le prolongement 
analytique : 

Soit g(a;t) une fonction de la variable réelle / et de la variable 
complexe a définie dans un domaine Q dans lequel : 

1° g (a; 0 es* nulle si / < 0; 

2° pour Z^s, g(a;f) et ^f f (a;0 sont continues par rapport à 

l'ensemble des variables /, a, et ont leur module majoré par eP* /N, où (3 
et N sont fixes; 

3° pour 0 < / ^ s on a 

g (a; f) = po^g Ay (a) V! + b (a; Q; 

où les Ay (a) et v (à) désignent des fonctions holomorphes v (a) ne 

da 
prenant jamais des valeurs entières négatives et b (a; t) et —- b (a; f) 
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sont continues par rapport à l'ensemble des variables /, a et ont leur 
module majoré par une fonction sommable de / seul, sur (0, s). 

Dans ces conditions, on peut affirmer que : 

a. pour Re v (a) > — 1, g (a; t) a une transformée de Laplace-
Abel au sens ordinaire, soit G (a; p); 

b. G(a;p) est holomorphe par rapport à a dans £2; 
c. au sens de la transformation de Laplace des distributions, on a 

£ Pf g (a; t) = G (a; p) pour tout ae Œ 

[Pf devenant inutile si Re v (a) > — /0, /0 étant le plus petit entier ^ 1 
tel que Ay0 ne soit pas identique à zéro]. 

Exemple [ici v (a) = a — 1]. De 

^\3a(t)^(t) = \{p + \fWT\Ya
9 Rea>0, 

on déduit 
£Pi*tJ^(t)\J(f) = -\(p + sJ]r+T)a ( a ^ 0 , l , 2 , . . . ) . 

5.32. Changement de / en (3 / 

D'après ce qui a été vu au paragraphe 5.24 et (3 étant positif, on a 

J?TP, = ^ T ( J ) si £T = T(p). 

Par exemple, 

£ ô(») ((3 f) = ^ (n entier ^ 0). 

Avec les pseudo-fonctions, le passage de £ Pf g (t) à £ Pf g ((31) est 
souvent compliqué. En particulier, lorsque a appartient à un domaine 
complexe fl incluant le point a = 1 et si pour un tel domaine on a : 

1° g (at) nulle pour / < 0; 
2° g (at) est (par rapport à t) localement sommable d'ordre expo

nentiel un pour / ̂  s; 
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3° g (f) admet pour 0 < / ^ s la représentation 
J' K 

¢ ( 0 = 2 2Ay*/- ' ' iog*/+22B^^ l ogA / + s(o, 
y ^ i *=o y * 

avec Ay non entier ^ 1, s (at) sommable par rapport à / sur (0, s); 
alors £Pfg(t) = G(p) entraînera, pour ae&, 

(5,2., rP,f„-io(;)-ii i ^ f l f c y - s r -
Le plus souvent, K = 0 (cf. § 2.2). 

5.321. Exemple 

De J? Pf - p U (0 log (p> — 1) _ log C, on déduit par (5. 21), 

d'où, pour tout a complexe, 

j ; Pf ^ u ( 0 = _ l o g c v/jSTZflï 

et en prenant a = î a, a réel : 

, cos a / 
^ P f ^ ^ U ( 0 = - l o g C V ^ r + ^ . 

5.4. Inversion 

Soit T (p) une fonction de la variable complexe p. S'a existe un 
nombre réel a, un entier positif (ou nul) N et un demi-plan Re p > (3lf 

tels que dans ce demi-plan p~N er«p T (p) soit holomorphe et 
| p - N e - ^ T ( p ) | < A |p |~ 2 lorsque |p | ->oo, alors il existe une 
distribution T dont la transformée de Laplace est T (p) : 

T = i ^ T ( p ) , i?T = T(p). 

T est l'inverse (ou Pantitransformée de Laplace) de T(p). 
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D'après le paragraphe 2.3, p~N er*p T (p) a pour inverse une fonction 
continue h(t), d'ordre exponentiel un (10), donnée par 

A(0 = 2^/_f a ° p " N e " a ' T ( p ) ^ d p ((3>Pl)' 

D'après le paragraphe 5.3, h désignant toujours la distribution associée 
àA(/), 

£ h = p~N er*P T (p) 

et en vertu de (5.18) et (5.19), 

J?D?h(/ + a) = T(p), 

d'où (11) 

£-i T (p) = T = D? h (/ + oc). 

On voit que des fonctions T (p) qui n'ont pas d'inverse de Laplace 
au sens des fonctions peuvent en avoir un au sens des distributions. 
C'est ainsi, par exemple, qu'on a 

£~l &P sJTp = — ^Pf (/ + 4 ) - ½ (/ + 4), 

£-i p logp = Pf f-2 U (/) + (1 —log C) 3' (0 

[log C = constante d'Euler (0,577...)]. 

(10) Il s'ensuit que, pour y réel convenable, la distribution e-f h est tempérée. 
(n) La distribution nulle est la seule qui ait sa transformée de Laplace 

partout nulle. 





TRANSFORMATION DE MELLIN 

DES DISTRIBUTIONS 

Dans Generalized intégral transformations, A. H. ZEMANIAN a 
montré, d'une façon magistrale, que les distributions Mellin-transfor-
mables forment un sous-espace de D'. La construction précise de ce 
sous-espace sortirait du cadre de cet ouvrage; aussi préférons-nous 
en donner une description abrégée basée sur la transformation de 
Laplace. 

On garde pour les espaces fonctionnels les notations antérieures. 

6.1. Transformation de Laplace bilatérale 

La transformée de Fourier d'une fonction <p (y) appartenant à S r 
est la fonction de r?, 

p . <?(y)=f <t (y) <rtr>r dg (rjréel), 

qui appartient à S,,. 
La transformée de Fourier d'une distribution T reS^ est la distri

bution F,, Tr appartenant à S',, et définie par 

<F,Tr,<p(y))> = <Tr>Pr?(r))>> ? € s , 
MÉM. I » 80. HATE. — N* 169 4 
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(voir L. SCHWARTZ, Théorie des distributions, chap. VII; J. LAVOINE, 
Transformation de Fourier). 

Soit Ur€D^. telle que c-*r Ur€S^. pour a < \ < (3 (a pouvant être 
— oo et (3 + oo). On pose p = £ + ir\. La transformée de Laplace 
de Ur est 

(6.1) £p (Ur) = P,, (ertr Ur), oc < Re p < p. 

On montre (voir L. SCHWARTZ, Théorie des distributions, chap. VIII) 
que i?p (Ur) est une fonction de la variable complexe p, holomorphe 
dans la bande (ou le demi-plan, ou le plan), a < Re p < (3. 

Si Ur est associée à une fonction A (y) telle que ertr A (y) est som
mable par rapport à y pour a < £ < (3, on a 

(6.2) ^ ( U r ) =J"h(y)erPrdy, a < Rep < (3. 

De sorte que (6,1) généralise la transformation de Laplace bilatérale 
des fonctions. 

Et si Ur est à support limité à gauche, on retombe sur le para
graphe 5.3. 

6.2. Transformation de Mellin 

A toute 4> (jy) € Dr faisons correspondre la fonction cp (x)=- * (—log x), 
x 

définie sur ]0; oo[. Les cp (x) sont à support borné c ]0, oo[, indéfiniment 
dérivables sur ]0, oo[, et forment un espace D£ muni d'une topologie 
analogue à celle de Dx, et isomorphe à Dr. 

On remarque qu'il existe dans DJ des fonctions coïncidant avec xs~l 

sur tout compact c ]0, oo[ et que xs~l cp (x) appartient à DJ si cp (x) y 
appartient. 

Soit DJr l'espace des distributions (fonctionnelles linéaires continues) 
sur DJ. 

On remarquera que cet espace ne contient ni ô (x), ni SW (x), ni 
Pf à l'origine, car <p (x) n'est pas définie en x = 0. Mais si Vx6Dî', 
x*-1 Vx, défini par 

<a;'-1 V*, <p (x)> = < Var, x'-1 cp (x)> pour toute cpeDJ, 

appartient aussi à D£'. 
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A Var€Dî# correspond dans D̂ . la distribution Rr(Vx) telle que 

(6.3) < Rr (V*), e-r cp (er-r)> = < Yx, <p (x) > pour toute cpcDJ. 

Exemples : si Vx est associée à la fonction h(x) sommable sur 
]0, oo[, Rr (V*) est associée à la fonction A (er*). De plus a étant > 0, 

Ry(Hx-à)) = U(y + loga). 

V*€DJ est Mellin-transformable si R^Çr/-1 V*) appartient à Ŝ . 
pour a < Re s < (3 (a pouvant être — 00 et (3 + 00) et sa transformée 
de Mellin est 

(6.4) JïlV* = £sRy(Yx), a < R e s < | 3 , 

avec la définition (6,1). 
JR Vx est une fonction de la variable complexe s, holomorphe dans 

la bande a < Re s < (3 (qui peut être un demi-plan ou le plan entier). 
Sous la forme (6,4) la transformation de Mellin semble obscure; 

mais si Vx est à support borné c]0, oo[, on a simplement 

(6.5) Ofïl V* = < Vx, x - 1 >, OL < Re s < (3. 

Ainsi (12) : 
DU à (x — a) = a*-1, tout 5 complexe, 

yçi 3(*) (p — a) = (— 1)* (s — k)k a
5-*-1, tout s complexe. 

Si V* est associée à une fonction A (x) telle que A (x) xs"x est sommable 
sur ]0, oo[ pour s dans la bande a < Re 5 < p, 

(6.6) 3ïl Vx = f h(x) xs-x dx, a < Re s < (3. 

Ainsi 

Oïl U (x — d) = T V - 1 dte = ^J Re s < 0. 

(») ^ - ^ = . ( 8 - ^ ) ( 5 - 1 : + 1 ) . . . ( 5 - 1 ) 8 1 ^ ^ 1 ^ ^ = 1. 
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En combinant (6,5) et (6,6), on obtient par exemple (") : 

3lt(Pf (1 — x)-1 [U (x) —U (x —1)] = P f^ YÎrxte 

= _<j, (S) _ l o g C, Re s > 0. 

(6,6) montre que OR V* = OUI h (x) quand celle-ci existe et que 
(6,4) généralise la transformation de Mellin des fonctions, exposée 
au paragraphe 4.1. 

6.3. Quelques règles 

Si Cfïl Yx = v (s) pour a < Re 5 < P et si 3nVfx=*m(s) pour 
a' < Re s < (3', on a 

(6.7) m (V* + W*) = v (s) + w (s), Re s€]«, (3[n]*', P'[. 

Dx désignant, comme dans les chapitres antérieurs, la dérivation 
au sens des distributions, 

(6.8) on Dx Wx = — (s — 1) v (s), 

(6.9) JïLDk
xVx = (—l)k(s — k)kv(s — k), 

(6.10) Dît xv Yx = v (s + v), Re (s + v)€]a, (3[, 

(6.11) JïixDxYx = —sv(s)9 

(6.12) OR (log x)* Wx = **> (s). 

Si Va; = h (x) est Mellin-transformable et si la fonction A (x) est 
localement sommable et bornée dans ]0, oo[ avec, pour x ^ a, a > 0, 
une dérivée A' (x) localement sommable : 

Da;V. = h' (x) + [h(a+) — h(a-)]i(x — a) 

(») Rappelons que Pf J (1 — x)"1 s*"1 dx - jT log (1 — x) ~ *-» d*. 
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et (6,8) donne 

JRh'(x) = — (s — l)v(s — 1) — [A(Û+) — h((r)]a^ 

(cf. p. 139). 

6.4. Inversion 

Soit v (s) = dît Y?, s complexe convenablement choisie. La distri
bution Va? est appelée la transformée de Mellin inverse de la fonction 
v (s), ce qu'on écrit 

(6.13) V* = JR-*»(s). 

Étant données à la fois une fonction v (s) de la variable complexe s 
et une bande R parallèle à l'axe imaginaire dans laquelle v (s) est holo
morphe, cette fonction (considérée sur B) a un inverse JTI-1 v (s), s'il 
existe *€N et une sous-bande ctt < Re s < (32 de B tels : 

— que srkv(s) soit holomorphe dans cette sous-bande; 
— et que | *-* v (s) | = 0 (s-1"-71), n > 0, lorsque | s | -> oo dans cette 

sous-bande. 

Ces conditions étant remplies, la théorie de la transformation de 
Mellin des fonctions assure que la fonction 

(6.14) h(x)==2nll r-k»(s)x-sdx9 ^ < c < (3, 
"c — tm 

est telle que 
Oïl-1 s~* v (s) = A (x), 

donc, d'après (6,6) : 

iïl-is-kv(s) = h(x)9 

puis, d'après (6,11), -

(6.15) JTl-1 v (s) = (— 1Y (D* xy h (x) 

au sens des distributions. 
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Le procédé suivant, basé sur (6,9), est souvent plus avantageux : si 

3R"1 — V T — - = Ai (x) au sens des fonctions, 

on a 

(6,16) OR-1 v (s) = (— 1)* D*. ht (x) au sens des distributions. 

EXEMPLE. — Prenons v (s) = a*~l, a<0. Alors k = 2. Comme 

Dît 
. v (s + 2) „ . aM , W T , 

on a, par (6,16) et (5,13) : 

jR-ia*-1 = ô(x —a). 

L'inverse est unique pour une même bande B d'holomorphie de v (s). 
Mais l'inverse peut être différent suivant la bande d'holomorphie 

considérée. Ainsi, a et b étant positifs, 

s i R e s > — b, JR-*^^ = x*[U (x) — U (x — a)), 

as+b 

si Re s < — b, Oïl-1 ——? = x* U (x — a). 
s + D

 x ' 

6.5. La Mellin~convolution 

Elle est motivée par le désir d'avoir pour la transformation de Mellin 
une formule du même genre que (5,17) pour la transformation de 
Laplace. 

La Mellin-convolution de deux distributions Vx et W^eDJ' est la 
distribution notée Yx * W r définie par 

M 

/V.*W„q>(x) \=<V ; „<Wç,q .az)>> 

pour toute f (x) de DJ. 
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Si 
ORV = V(S), S € B V 

et 
JRW = !»(*), S€BW, 

alors 

(6,17) Jïtrv • W\ = v(s)w(s), s€BvnBw . 

QUELQUES PROPRIÉTÉS : 

1° Si At (x) et h, (x) sont des fonctions sommables sur ]0, oo[, 

ht • h, » h8, 
M 

avec 

M*)=/^M«)^)d". 

2° L'opération Rr définie en (6.3) donne la relation simple 

Rr (V. • W.) = (Rr V*) * (Rr W*) 

entre la Mellin-convolution et la convolution exposée au chapitre 5« 
On trouvera dans le livre de Zemanian déjà cité un exposé complet 

et rigoureux de la Mellin-convolution. 





DEUXIÈME PARTIE 

FORMULAIRES 

ET TABLES DE TRANSFORMÉES 

(DIRECTES ET INVERSES) 





TABLES DE TRANSFORMÉES DE LAPLACE 
UNILATÉRALES 

RÈGLES OPÉRATOIRES (1) 
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< - 1 ) " ^ T ( P ) ^ = ^ 2 - - ) 

T(p + a) 

e-»'' T (p) 

P-T(g) 

PT(P) 

(1) On retrouve certaines de ces formules au début des tables des transformées 
inverses, mais classées différemment. 

Les règles opératoires marquées * concernent des distributions (voir § 5.3 
et suivants). 
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FORMULES GÉNÉRALES 

Formule d'inversion (voir aussi § 2,3) 

£~x 

* W = 2^TÏ J ? (p) etP dp* Y > Y ° ' 

pourvu qu'il existe un demi-plan Re p > y0 dans lequel la fonction cp (p) 
est holomorphe et | cp (p) p1+^ | borné lorsque | p | -^ ex), -n > 0. 

Plus généralement : 

S'il existe un demi-plan Re p > y0 dans lequel la fonction cp (p) est 
holomorphe et | cp (p) er*p p-*-"-^, | borné lorsque | p | ->• oo, a ^ 0, 
y? > 0 et n entier positif ou nul, on a 

J?-1 ? (p) = Vn-a = « (* + «) • V„ 

en posant 

où D* désigne la dérivation au sens des distributions. 

Formules opératoires. 

Si 
£-i<t(p)=sf(t) (fonction) 

on a, a étant complexe et a réel, 

* £-*<t(p + a) = e-"f(fi, 
* J?-» e»" (p (p) =/-(* + a ) , 
* ^p»<p(p) =D?f0), 
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dérivée au sens des distributions. I Rappelons, par exemple, que si 

/(/) = 0 pour t < CL et est n — 1 fois continûment dérivable si / > a : 

D? f(t) = fw (t) + 2 f - / - * ) (a + 0) 3«/) (i - a) , 
/=o J 

on a aussi 

£~x p-1 cp (p) = / /'(u) du, si cette intégrale existe, 

Les formules ci-dessus précédées d'un * s'étendent au cas où 
i?-1 cp (p) est une distribution. 

Si £-1 cp (p) est une Pf, on utilisera les formules du paragraphe 5.3 
de la première partie. 

Si 

*-*l(p) = f® 
et si 

f(t) = 0 pour * < a, 
on a (1) 

£-i±<?{fi) = ^ f\-*f{x)dx 
sjp v/rc ' J*. 

pour t > 0; 

£-* p̂  cp (v/p) = ^ - r ^ T r ^ Hen+1 ( - ^ / ) f(x) dx 

pour / > 0; 

(1) U suffit de prendre 9 (p) = p pour s'assurer que les formules suivantes ne 
subsistent pas Si f est une distribution. 
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£-* pv <p (y/p) L _ _ f e~f, D!v+1 (JLf) f(x) dx 

pour / > 0; 

^ P " * ^ ) =t~j%"x~*~Jv-l{2S/E)f(x)dx 

pour f > 0; 

- ^ ) = ^ ^ ) -

pour / > 0; 

r^)^ ( x ) d x 

pour / > 0; 

f /,(v/F=Ti2)j1(ar)dr; 
0 

r-» r-1 cp (r) = U (/ — a) f f (x) J0 (a \JP—x*) dx; 

V 

^ r-» R- <p (r) = a- U (f - «) jf V(x) ( ^ ) * 

X Jv (a v/*2 — ̂ 1) ¾̂ Rev>—1; 

/*» —a» 

<P(«) = f(0 + aU(* — «) /* fWP — af) I,(ax)tfe; 

£-* s-1 cp (s) = U (* — a) T / » Io (as/P—x2) dx; 

V 

- s-1 S - cp (s) = a-v U (f - «)j[7(*) ( ¾ ) 1 

X Iv (a ^—**) <**. Re v > — 1. 
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OÙ 

Si £~x 9 (p) = / (t), on a, sous réserves d'existence, 

(transformation de Laplace bilatérale). 
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H. — FONCTIONS DE LA FORME (p + a)-», (p» + a»)-» 

ET ANALOGUES 

<P(P) ^- 1 <P (P) 

1 

P" 
P"1 

(P + a)"" 

(p + a)-\ R e v > 0 

(P + ày 
Rev^O, v ^ n - 1 

n = 1, 2, 3, . . . 

5(0 
«w (0 
U(o 

i 
( n - l ) I 

1 

<»-» e - * ' 

r(v) 
i 

r(-v) 

/V- l g-Ot 

Pf f-7-1 «-"' 

«p + p 
(P + «)* 

«P + P 
(p + a) (p + 6) 

[a + (p — a a) f\ e—1 

a a — S .. 
a — b 

(p* + a*)"1 

(p' + a r r 
( p . _ a . ) - l 

( p î _ a « ) - . p - . 

(p* + a1)"' 
(p* — a1)-» 
( p ' - a V 

a -1 sin at 

2 a-* sin» j 

or1 sh at 

2 a-1 ah'* 

(2 a3)-1 (sin a* — af cos at) 
— (2 a3)"1 (sh at — at ch at) 
Ci a3)-^ (sa at — sin ai) 



96 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN 

(P) -^1 <P (P) 

Q(P) 
P(P) 

P(P) = ( P - « . ) 
X(p—a,).. .(p—aK), 
a/ distincts, 

Q (p) polynôme de degré 
£ ^ N — 1 

On peut remplacer Q (p) 

par une fonction entière 

E (p) telle que l ^ ^ l - v O 
I r I 

/ = l 

Py(p) = P(P) 
P —a/ 

quand | p | -y oo 

Q(p) 
P(p) 

P(P) = (P —aO"1*... 
x (p — a*)"1*, 

ay- distincts, m/ entiers > 0 
Q (p) polynôme de degré 

^ m, + . . . + mN — 1 

On peut remplacer Q (p) 

par une fonction entière 

m/ 

2 V Ay^(qy)f»/-* 

A/t(p) 

i(m,— *)!(*— 1)! e°/< 

d*-1 Q(P)(P — a/)»/ 
dp*-» P(p) 

E (p) telle que 

E(P) 
Pr 

quand 

1TO1-H. . . - * - m M — 1 -vO 

Ipl- •oo 

(P + a) 
1 
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?(P) 

<P + «) \ 
n = 1, 2, 3, . . . 

(p + a)"^(p + 6)-

m—n—- i (p — à) *(p — by 

(P + ay-" (p + b)~l 

v^O, — 1 , - 2 , 

(p + a)»(p + byi 
n = 1, 2, 3, . . . 

-« = (p* + a»)"T 

-IV—1 

_, 1 1 3 

R-* 
v ^ O , — 1,— 2, —. . . 

r"R- ' 
«5* — 1. —2, —. . . 

r-»R* 

r-'R~* 
irtHO. Z» M. MAI». — WM 

^<p(p) 

i " " r * 
1 3 2n —1 4 
2 2 2 — " 

(a — 6)~* <r»' erf (v/(a —6)/) 

(—l)»e-t2T 8 

(6 — a)m \fïTt 

v V / m \ (n + *)l 
£ W ( 2 n + 2A)l 

X Hê H.,* ( ^ 2 ( 6 - a) t) 

^ | ^ P f e - * ' Y ( v , ( a - 6 ) 0 

Pf inutile si Re v > 0 
n—1 

(a — 6)" c-*' + 2 (a — i)"-1-* 3«*' (0 

Jo(a0 
\J"K 

a V l , ( V + â ) 

Y^Pf/vJv(aO 

Pf inutile si Re v > 

va-vPft-* Jv(a0 
Pf inutile si Re v > 0 

a-v Pf Jv (aO 
Pf inutile si Re v > — 1 
2" 
—.cos at 

- 4 / — ŝinaf 
aV w' 
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(P) £-* <p (p) 

1 

s-i = (p2 — a2) 

y - l V - l 

2v^—1,—2, —3, 

h (al) 
\JTZ 

jrPtriAat) 

*a*r(>- + J) 

Pf inutile si Re v >-

s-* 
v^O, — 1 , - 2 , — . 

r ' S - v 

v ^ - 1 , - 2 , - . . 

s-1 S* 

s-1 S"' 

va-vPfr-'Iv((ri) 
Pf inutile si Re v > 0 

a-" Pf Iv (aO 
Pf inutile si Re v > — 1 

chat 

U/2-shat ay nt 

i 

P~] 

p'^ip-àr1 

p-*(p*+ar 
p-'(p* + a) ' 
1 p* — a 
PPk + a 

1 1 

_ 1 

a rcfl'erf (s/a/) 
e*1 erfc (a v/9 

«T"1 —a-16a,'erfc(av/i) 

2e*"'erfc (a ,/*) — ! 
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TJI. — EXPONENTIELLES 

<?(P) £-* <p (p) 

«-"" Y (P) 
a réel 

9(t-«) 
g(t) = J?-T(p) 
[même si i?-1 y (p) est représentée par 

une distribution] 

g-ap pn 

n = 1, 2, 

e--»* p - 1 

ô ( * - « ) 
ô(»)(/_ a) 

i: 
/ 0 

( ( n - 1 ) ! 

si t < a 
si / > a 

si / < a 

si / > a 

(g-a/> — e~Pp) p~ 
a<(5 

(e-«^ — er$py pr* 

0 si / < a 
1 si a < / < (3 
0 si / >(3 
0 si / < 2 a 
/ — 2a si 2 a < / < a + P 
2(3 — / si a + ( 3 < / < 2 ( 3 
0 si / > 2 j5 

er«p (cp + b) (p3 + a2)-

«"*' (cp + b) (p2 — a2)-1 

0, / < a 
c cos a (/ — a) 

+ a"1 b sin a (/ — a), / > a 
0, / < a 
c ch a (/ — a) 

+ en1 ft sh a ( /— a), < a 
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?(P) 

/ tnKp\ 

U —c * ){?* + «')-* 
a > 0, n = 1, 2, . . . 

/ tmtp\ 

p{l-e « j ( p s + «*)"' 

l + e « j (p' + a4)" 

a < 0 , n = l, 2, 

(l + oe-«")-*Y(P) 

« > 0 

( ev - iy - 1 ?- 1 

« > 0 

(e^ + ly-lp-l 

(e»" + J)-Pï(p) 

a > 0, (3 réel 

a _ 1 

ï 

v ^ — 1 . —2, 

i?-» <p (p) 

a-1 sin a f, 

0, 

cos a f, 

0, 

0<t< 
ailleurs 

0 < / < 
ailleurs 

2 / 1 JT 

2nir 

a-1 sin a /, 
*t 

0, 

2 * 7 T < ^ < ( 2 * + 1 ) 1 C 

(2ft + l ) î r < ^ < 2 ( * + l)ir 

k = 0,1, 2, . . . 

kW-2 (-i)'S^c-*«) 
O^Jfcfé t-U 

g(t) = £-1 Y(p) de support (/o, oo), 
/ o > — 00 

k9 k a < / < (k + 1) a 
A = 0, 1, 2, . . . 

jO, 2 A a < / < ( 2 & + l)a 
( l , (2* + l ) a < Z < 2 ( * + l)a 

2 (-iy^**(«-«p-*«> 
o ^ * ^ a 

g (t) = ^-1 y (p) de support / > U 

-^1 , (2^/ ) + 3(0 

-1i=sh2v/â/ 
y arc 
a~^Pff\(2v/â/) 

Pf inutile si Re v > — 1 



TABLES DE TRANSFORMEES DE LAPLACE INVERSES 101 

P réel 

?(p) 

a 

e P 

m 3 

e Pp 2 

a 

e pp-"*-1 

v ^ — 1 , — 2 , — . . . 

1 arg a | ^ ? 

tr*fp p 5 

era^P p % 

r- * - -

g - a ^ 

1 arg a | ̂  J 

i^<p(p) 

- ^ ( 2 ^ ) + 3(0 

• 7 = sin 2 i/à/ 
Va7r 

a~ 2 Pf^J v (2v/â / ) 
Pf inutile si Re v > — 1 

i _ * 

*»»+»*< erfc ( ' - ^ + b )ft\ 

o, 

a? J1(ay/FHP)| 

s/p — p* 

H T 1 

p réel 
0, *<P 

*>P 
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<P(P) C-+ 9 (p) 

erfr r-2 ((3 + r"1) 
(3 réel 

e~Pr 

V'P + I-

(3 réel 

-8r 

ry/p + ir 
(3 réel 

<rP* s-* (P + s-1) 
|3 réel 

e-P* s-1 (p + s)-v 

(3 réel, v ̂  1, 2, 

O, 

l v / ïTzr^j 1 ( a v / f *_ (3« ) , 

«<P 
/>p 

o, 

v/ TT (* + P) 
cos a ŷ P — (3% 

0, 

V-a V « (< + p) 
sin a \Jt* — Ps, 

0, 

0, 

^ v / F ^ I . l a v / F ^ p ï ) , 

o, 

cr1 KSI) 
X Iv (a v / î ^ 1 ^ ) , 

Pf inutile si Re v > — 1 

<<P 

*<P 
*>P 

<<P 

e-Pr r-1 (p + r)- v 

(3 réel, v jL 1, 2, . . . 

g-p* — e—?p 
P réel 

er$s srl 

j3 réel 

XJvW** — P8), * > P 
Pf inutile si Re v > — 1 

0, * < P 

o, *<p 
1 . ( 0 ^ - P » ) , * > P 

*<p 
*>p 

/ < 

*>p 
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IV. — LOGARITHMES 

?(P) -*?-1 ? (P) 

logp 
p" log p 

n = 1, 2, . . . 
p - 1 log p 
p-"-1 log p 

p-Mogp 

v ^ 0 , - l , —2, 

- P f f - —(logC)d(O 
(— l)»-*-1 n ! Pf f-»-1 + <|i (n + 1) *•> (0 

— logCf 

Fl [ 1 + â + S + - + H - l 0 « C ^ 
j ^ P f M O - l o g * ] * - * 

Pf inutile si Re v > 0 

logP 
p* + a* 

| arg a | < n 

- Si (at) cos at [Ci (at)—log a] sin at 

log (p + a) 
P 

• ei (at) + log a 

log P + a 
P + b f-1 («-«« — e-*) 

0ogp)8 

P1 <[(l-logC0s + l - £ ] 

(p°logp)-« 
R e a ^ O 

v ( * , a - l ) 

log(p* + a») 
P"1 log (ps + a*) 

— 2 Pf r-1 cos «rf — 2 (log C) 3 (0 
— 2Ci(aQ + 21oga 
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<?(p) 

logpl + * ogp* + b* 

log(p + a)» + c* 
I 0 g (p + i)* + C 

log(ps — a*) 
p-i log (p* — a') 

p-* log r 

log (p + r) 

p-' log (p + r) 

r-1 log (p + r) 

P-1 l°gjÉ 

log(p + ») 

p-'log(p + s) 

s-1 log (p + s) 

p-1 log (1 — r-fc») 

P > 0 

£-*<t(p) 

2 f-1 (cos M — cos at) 

2 f-1 (e~4' — e-*) cos et 

— 2 Pf r-1 ch at — 2 (log C) « (0 
— 2 chi (at) + 2 log a 

«r1 sin a* — / [Ci (at) — log a] 

- P f f - « J . ( d O - ( l o g ^ « ( 0 

— Jio (<rf) + log a 

(log a) J, (a*) — |N.(aQ 

r-'(cha/ — 1) — ar-'sha* 

- P f f - ' I „ ( a ) - ( l o g ^ 3 ( Q 

— Ii0 (at) + log a 

(log a) I, (a0 + K. (at) 

jP</<0' + i)P;i = i.2. •• 
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V. — FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

<p(p) 

p-1 sm -
* P 
p-1 cos -
r p 

p * S i n -

p x cos-
F p 

^ c p ( p ) 

bei0(2v/â/) 

ber0 {2 \fàt) 

-5 [ch v/2â/ sin sJTât 
y/2 arc 

— shv/2â/cosi/2T/] 

[ch v/2~â/ sin \[2at 
y/2 arc 

+ sh\/2â/cosv/2â/] 

P_v_! g m __ 

v^ —2,—3, 

P 

v ^ - 1 , - 2 , - . 

1 mjzvm r 

jp cos yr 

Pf (^ V Tcos | VT: beiv (2 s/ci) 

• sin 7 v7r berv 4 (2v^)] 
Pf inutile si Re v > — 2 

H (a)* f008!** bCTv ̂ 2 )̂ 
+ sin T VTT beii (2,/3)] 

Pf inutile si Re v > — 1 

1 sin a 
V^T/cos2/ 
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?(p) 

p - 1 Arc tg ap 

p-1 Arc cotg ap 

Arc tg -
*P 

log(p2 + a2)Arctg^ 

Sin(fc + A r c t g ^ 
COS\ P) 

(p* + a*? 

i ? - ' <p (p ) 

--œ 
•G) 
/-1 sin a/ 

— 2 /-1 (log C 0 sin a/ 

sin / . . . v (a/ + 6) cosv ' 
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VI. — FONCTIONS HYPERBOLIQUES 

<?(p) 

sh . . . 
ch . . . 
(voir aux Exponentielles dont 

ce sont des combinaisons 
simples) 

1 
p* sh a p 

a > 0 

1 
p* sh* a p 

a > 0 

£-1 9 (P) 

0, / < « 
2 j (*- . /«) , 

2J —1 < | < 2 j + 1 

J = 1, 2, . . . 

0, t<2a 

2JO + l)[/-g(2j + l)«], 

2 j < *- < 2j + 2 

j - 1, 2, . . . 

0, t<* 
1 

p* ch a p 
a > 0 

* - ( - l ) / ( / - 2 j a ) , 

2j — l<t-<2j + l 

j = 1. 2, . . . 

p* ch* a p 
a > 0 

0, 
4 j ï - 8 j ( 2 j - l ) « , 

4j-2<'-<4j 

— 4jt + 8j(2j + l)z, 

4 j < j; < 4j + 2 

j = 1. 2, . . . 

/ < 2 a 
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?(P) £~* <p (p) 

p-* th a p 
a > 0 

0, 
«_4 0 - i ) « , 

/ < 0 

4 j - 4 < ^ < 4 j - 2 

— t + 4ja, 

4 j - 2 < i < 4 j 

j = 1, 2, . . . 

p~* coth a p 
« > 0 

0, 
( 2 j - l ) / - 2 J 0 - l ) « , 

2j-2<[<2] 

j = 1, 2, . . . 

* < 0 

^ - 2 , - 3 , - . 

p-*-1 ch-

v ^ — 1 , - 2 , — . 

c h -

shay/p 

Jpf(^y[lv(2s/5)-Jv(2v^)] 
Pf inutile si Re > — 2 

•Pf(£y[M2vto) + J,(2v^)] 2 
Pf inutile si Re v > — 1 

J^/ffli (2v^)-J.(2v^)] + 3(0 

-M^StGlv)L, 

y/pshav/p ;«•(•"'V) 

chav/p "?[»di(ï|'l?)l 
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<?(p) 

1 
y/pchay/p 

thay/p 
P 

thay/p 

v/p 

coth a v/p 
S/P 

arg sh ap 

p - 1 arg sh ap 

arg ch ap 

pr1 arg ch ap 

arg coth ap 

arg coth \fâp 

i?-» ? (p> 

-sai'îf) 
jf^ai'V)* « 

Ï«-("«S) 

M-i'âO 
_H^J.( | )_(hgC j )«® 

-*a) 
- P f , - . 1 . ( ^ ) - ( . 0 8 ^ ) ) ( 0 

--•© 
*-'sh-a 

A*-(v1) 
(1) Voir Erdelyi, Magnus, Oberhettinger, vol. 1, p. 388, pour les fonctions de 

Jacobi modifiées 0„ $4. 
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VH. — FONCTION D'ERREUR, 
EXPONENTIELLE INTÉGRALE ET AUTRES 

?(p) 

&>P% erfc (ap) 
Re a* > 0 

pe%p% erfc (ap) 
Re a* > 0 

p-* e"*'' erfc (ap) 
Re a* > 0 

( p _ 6)-i <*»** erfc (ap) 
Re a* > 0 

p^c^[erf(p + (3) —erf(^)] 
(3>0 

erfc (v/Pp) 

(3>0 

p""Terfc(v/Pp) 

(3>0 

p- l gaj. erfc (v/Ôp) 

£-* cp (p) 

1 *» 

TT l e **' 

i *« i 

— 2-!a-37r *e 4flî + cr1 TT *Ô(0 

-(A) 

«*•**• [erf ( ^ + ai) — erf (a6)l 

erf Q , K2P 
erf(P), *>2 |3 

o, t<$ 

n-îç?t-*(t — py\ f>(3 

0, t <(3 

2 Jt-1 arc tg 1 / -
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?(p) 

e?p erfc (v/ôp) 
| arg a \ < n 

p"¥ e?p erfc (v/ôp) 
| arg a | < 7r 

-(vl) 

p - ï e f e r f c ( ^ ) 

p— e?«fc(t/jî) 
, 3 5 

v ^ —2> —g'—•• • 

(3>0 
ei((3p) 

p-»ei((3p) 

p"ei((3p) 

i?- '9(p) 

Tr-'a^r^Z + a)-* 

*-*(t + a)-* 

ir-1 /-1 sin 2 y/<5 

7T*a~*(ch2y/âJ — l ) 

7r~*a~*(l — e-**'5) 

V V 

Pfa *frLv(2y/â?) 
3 

Pf inutile si Re v > — = 

- U ( / - | 5 ) * - ' 

_U(/-(5)logj^ 
(— l)»+1/j!U(f — |3)f-»-» 

n —l 

n = 1, 2, 3, . . . 

p-' ei (P (p + a)) 
(3>0, | a r g a | < 0 , 

e0'' ei (ap) 

+2< ^ O . - J - D I * ' ^ w 

- U ( / - ( 3 ) [ e i ( a O - e i ( a ( 3 ) ] 

- ( / + a)-
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(P) ^ < P ( P ) 

p-» t?p ei (ap) 
|arga| < n 

log (/ + a) + log a 

ei(<xp)ei(|3p) 

a > 0 , ( î > 0 

^ h g i t z f ^ L z f i u ^ — p ) 

«<«+»)>> ei (ap) ei (bp) 
| arg (a + b) \ < TT 

1 t (f + a)(f + &) 
* + a + b 8 aft 

6 ^ ei(a*p*) 

| a r g a | < | 

a-*ir 5c ktf«xg(^\ 

ei (2V^P) 

•e) 
2-1^1erfc (vl) 

Pf/-1 J, (2y/(rf) + 2(logCa)i(t) 

2 Ji, (2 s/tà) 

prier ei il) 2K,(2v^) 

| 3 > 0 
e-P"ei*((3p) 

p-»tr-p>ei*(Pp) 

p»e-P',ei*(Pp) 
n - 1, 2, 3, 

- P f ( f - P ) - * U ( 0 

- l o g | £ - l U(f) 
(— l)**1 n ! Pf (t — P)-*-1 U (0 

B—1 

+2(n-J-l)!P^aw)(0 
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?(p) 

ei*((3p)ei(Pp) 
(3>0 

e?p ei (|3 p) — er?P ei* (|3 p) 
p > o 

p-1 [ci (ap) cos ap 
— si (ap) sin ap) 

R e a > 0 

i?"1 <P (p) 

f-Mog £-l|u(0 

2 (3 Pf (P —13 V U (0 

2- 1¾¾^ + a*) — log a 

p - 1 [ci (ap) sin ap 
+ si (ap) cos ap] 

R e a > 0 

— arc tg t 

[ci (ap)Y +[si (ap)Y 
R e a > 0 

t~l [log (*2 + a2) — 2 log a] 

p - ^ s h i ^ p j s h f î p 
— chi((3p) ch(3p] 

(3>0 

;log H U(0 

p-'[shi((3p)ch(3p 
— chi (fi p) sh (3 p] 

{3>0 

ah«Tï±îru® 

chi (P p) sh p p 
— shi (p p) ch (3 p 

chi ( (3 p) ch (3 p 
— shi ((3 p) sh (3 p 

(3Pf(*2 — P V U ( 0 

— Pf/(/2 —(32)-4U(0 

[chi ((3 p ) ] 2 - [ s h i ((3 p)]2 

MBM. DE 80. MATH. — N* 169 
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VTH. — FONCTIONS EULÉBIENNES 
ET FONCTION ZÊTA 

?(P) 

B ( a p , v ) _ r ( a / ) + v ) 

Re a > 0, 
v ^ O , — 1, — 2 , -

j ? - ' <P ( p ) 

a-*Pf(l —e "j ' 
Pf inutile si Re v > 0 

r (v ) r (gp + l —v) 
T(ap + 1) 
Re a > 0, 
v ^ 0 , - 1 , — 2 , — . . . 

cr1 Pf(<£— i)" * 
Pf inutile si Re v > 0 

r ( p + q ) r ( p + o) 
T(p + c)T(p + d) 

Re(c + d—a — b)>0 

fr-at (Q ç-ty+d-a-b 

T(c + d — a — b) 
X tFi(d—b, c — b; 

c + d — a — b;l—e-') 

logT(B + b) 

R e a > 0 
Ref r^O 

Pf 
-abl 

t(l—e-«) 

+ ^ [ ( 1 - 2 6)logCa + log27r]d (0 

- ! 2 £ Ç « Ô < ( 0 

log- '(A) 
'(£+» 

2 <cho/ + 2 w 

log 
\/p+bT(p+a) 

T(p + b+l) 
2 7 * 4 
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(P) £-* <p (p) 

' - • (S) 
R 

•(î) 

10g C (6«' — 1) 

R e a > 0 

1—era (logC a) 3(0 

•(A + J) -p fsïr5-< l 0 g 2 C a ) ô (° 
R e a > 0 

•(S + •) 
-abt 

+ (l- logCa)5'(0 

K*C£-')-*(A)] 2 log 1 +e"< 

v ^ O , — 1 , — 2 , — . . . 

Pff(l —e-')""1 

Pf inutile si Re v > — 1 

+,.,(2) 
Rea>0, 11 = 1,2,3,. 

( _ a)n+l f» (1 — c-8')""' 

P-Vï(v,|3p) 
v ^ O , - 1 , — 2, 

*(*?) 
« ^ 0 , - 1 , - 2 , 

Pff-S 0 < f < | 3 
0, ailleurs 

Pf inutile si Re v > 0 

a*Vie 'Jvtey/â/) 

Pf inutile si Re v > 0 
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<p(p) 

P v - I ^ ï ( v , ^ ) 

v^O, — 1,— 2 , — . . . 

»-l - ( a\ 
P ePl\v>p) 

v^O, — 1 , — 2 , — . . . 

P X ï (v ,^) 
Re v > 0, 

Re(v — X ) > 0 

a-p Y (p, a) 

r(n,(3p) 
n = 1, 2, 3, . . . 

r(v,|3p) 

(3>0, v ^ l . 2 , 3 , . . . 

P"vr(v,(3p) 
P > 0 

e°p T (v, ap) 
| arg a | < re, 
v p£ 1, 2, 3, . . . 

p-v e«/> r (v, ap) 

j ? - 7 (p) 

r(v)a~** "sIv(2y/<rf) 

V 1 

r(v)^)2 *L_,(2s/aî) 

„al V-+-X —1 

*-**-»/ u * Jv-x_i (2 y/a*) 

exp (— a e-') 

n 

0 ^ ^ ( n - j ) ! ^ ^ ' » 
7 = 1 J / 

^ Pf / - 1 /7 ft,i-v TT (f Aï 
r n v) " ™ " "' 

Pf inutile si Re v < 1 

f-4U(* — (3) 

av 

Pf inutile si Re v < 1 

(t + ay-* 
i arg a | < 7r 
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?(p) 

p— e>r(v, J ) 

v ̂  1, 2, 3, . . . 

,>r(„!) 
ReX> 0 

Re(/ + v ) < - î 

a p r ( - p , « ) 
Rea> 0 

p-1 : (P) 

p-' Ç (p + a) 

p-tt C (P) 
a^O, —1, — 2 , — . . . 

K (a, »p) 
a^O, —1, — 2 , — . . . 

Reft> 0 

£-* cp (p) 

V 

r ( 1
2 _ v ) P f ( ? ) K ^ ) 

Pf inutile si Re v < 1 

*-*-• f u * Jv-i-, (2 y/5) du 

exp (— a c') 

0, / < 0 
n, log n < / < log (n + 1) 

2 »-

1 / --\" f 
1 p f /«- i ( 1 » h ) 

Y(a)b«nt V1 e J 

Pf inutile si Re a < 0 



118 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN 

IX. — FONCTIONS DE BESSEL 
ET DE HANKEL 

?(P) *-* <f (P) 

P~v [Jv (ap) cos ap 
+ Nv (ap) sin ap] 

v - ^ - 1 , - 2 , -

R e a < 0 

p f 2 * v ' > + 4a») » 

x s i n [ ( v - ï ) a r c c o t g 2 ^ ] 

Pf inutile si Re v > — ; 

P~v [Jv (ap) sin ap 

— Nv (ap) cos ap] 

1 
V - 2 : 
R e a > 0 

p f 2 i ^ + 4 0') » 

v/ï<2a)vr(v + i ) 

^ - 1 , - 2 , - . x c o s ^ v - ^ a r c c o t g ^ ] 

Pf inutile si Re v > — = 

p-v Hî (ap) e-'"'' 
1 

^ - 1 , - 2 , -

— ̂ i: < arg a < ^T: 

f p f 2 ( P - 2 i a Q v s 

y/ï(2a)vr(v + ^ 

Pf inutile si Re v > — 
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T(P) 

p-v H7 (ap) efp 

v - ^ 1 , - 2 , 

2ir<arga<^7r 

j?-« <f (p) 

• p, 2(f' + 2iaQv * 

v/5(2a)*r(v + J) 

Pf inutile si Re v > — î 

W") 
v ^ - 1 , - 2 , 

Pf Jv(2 6v^)lv(2av/i) 

Pf inutile si Re v > — 1 

^(^)^ +ip 
X r a ( ^ « + l ) - > 

Pf Jv (0 J*v (2 vfof) 
Pf inutile si Re v > 
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X. — FONCTIONS DE BESSEL 
ET DE HANKEL MODIFIÉES 

(P) e~' <P (P) 

I.(PP) 
(3 réel (|3*-F)"*, 

m>iPi 
l 'K IP I 

p-^LOSp) 
P réel 

\t\, 

- ( A r c c o s ^ - | ) / ] , 

l«*l>IPI 

/ K 

I.(PP) 
(3 réel 

0, 

TT^ 
* ( | 3 * - / * ) " * , 

l«l>IPI 
l *K IP I 

I»(|3p) 
^ réel 

Iv(Pp) 
P>0 

v ^ - 1 , - 2 , 

0, 
( -1 )" 

(P1 - * ) " * 

(n Arc cos g j , x cos ( n Arc cos 

l ' l> IPI 

m < i P i 

0, K — P 

-((3* — P)_Tcos( v Arc cos g — vw j 

- | 3 < < < | 3 

|3V sin vn ;(P-P*)"* 

x[t + p—F$]\ «>P 
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<P(P) £-* 9 (p) 

0, 

P-Vlv((3p) 
<2«r 

l«l>P 

( 3 > 0 

v-J^-1 , -2 , 

v^r(v + i) 

xPf((3«-f)v~--, | i | < | J 

Pf inutile si Re v > — = 

["Rappel tons que I i((3p) s'exprime au moyen de e^, ] 

Kv((3p) 
P>0 

0, * < p 
(P_|3î)-*chv(argch-n, t>£ 

p-1K.(Pp) 
P>0 

0, 

argchg, 

*<P 
*>P 

p-'Kv(|3p) 
| 3 > 0 v ^ O 

p-vKv(Pp) 
P>0 

v - J ^ - 1 , - 2 , 

0, 

- s h v ^ a r g c h g j , 

e">Kv(ap) 
|arga| < n 

0, 

r i , i j . l i r(» + 2; 
Pf inutile si Re v > -

*<P 
*>P 

«<P 

«>P 

(f + 2 a/) * ch v arg chf 1 + - j 
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?(P) £-* 9 (p) 

p-i pp KV (ap) 
| arg a | < 7r, v ^ 0 

- sh v arg ch f 1 + - j 

p-* 6«̂  Ko (ap) 
| arg a | < 7r 

argch(l + ^ 

p-v c«,, KV (ap) 
| arg a | < 7r 

v - 2 ^ - 1 , - 2 , -

4 ^ 1 p f ( f » + 2aOV^ 

Pf inutile si Re v > 1 
2 

e"P% Ko (ap*) 
R e a > 0 v/£rîM^) 

v/^'K^ap*) 

R e a > 0 

(2a*) *c 

v ^ O , — 1, — 2, 

Pfl/^Zv*'(y/2~aî) 

Pf inutile si Re v > O 

""•G) 
v ^ — 1 , — 2 , — . 

PfXv*'(y/2â/) 
Pf inutile si Re v > — 1 

V9é — 2 ,— 3 , — . 

Pfl/^Wl*»(v/2<ri) 

Pf inutile si Re v > — 2 
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<p(p) 

,-r^.,(f) 
v ^ - 1 , - 2 , - . . . 

,..,^,(1) 
v ^ — 1 , — 2 , — . . . 

j?-'<p(p) 

Pf Jv(ay/2f)Jv(6y/2 0 
Pf inutile si Re v > — 1 

Pf Iv(ay/2l)lv(6y/2l) 
Pf inutile si Re v > — 1 

p-irh.(î) 
' - « ^ - 1 . - 2 , 

lHî) 
v - ^ - 1 , - 2 , - . 

Pf(R0"TJ»v(2y/2af) 

Pf inutile si Re v > • 

Pf(7r0" Mjvteyteaf) 

Pf inutile si Re v > — ; 

Ht) 
v ^ - 1 , - 2 , -

À4-v^0,-l,-2,-

Pf 
O — v ^ V ^A-1-V—1 

r(v + l)T(X + v) 

X,F,(v + g;2v + l,X + »;2af) 

Pf inutile si Re (X + v) > 0 

0, I « I > 1 
I.(y/p« —a») 

^ ( D 

cosay/1-P | f | j 
y/1—/» 

y/2 a/ 
-S^îâï 
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<p(p) 

P -^"K,(J) 

v ^ ± 2 ' ± 2 ' + - " 

p - e - f K v ( | ) 

» ^ ± 2 ' ^ = 2 ^ - - -

K0(y/ap") 
R e a ^ O 

i?-< <p (p ) 

2 cos VTT Pf (;r 0 *K2v(2y/2âf) 

Pf inutile si | Re v | < = 

— sin «TT Pf (TT * p J*V (2y/2â/) 

— cos VTT Pf (TT Q~* N2V (2 y/2âj) 

Pf inutile si | Re v | < ^ 

1 - -
2 ^ C 

p"*Kt(v^p) 
R e a ^ O 

p"^Kv(2v/Sp) 
R e a > 0 

p"2"Kv(2v/^) 
R e a > 0 

p5"Kv(2V/^) 
R e a > 0 

1 a 

a le kt 

J(«0-'e-«K,(ff) 

1 _ï _2 
i a ' f - ' « « 

-t v a 

p s Kv(2y/âp") 
Rea>0 i'-^-ï) 
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Kv(vraHï(y/p-p-) 

Kv(y/Pp)Jv(y^p) 

Kv(vTONv(y/Pp-) 

<p(p) 

K0(Pr) 
(3>0 

r 'K, (Pr ) 
( 3 > 0 

r-Kv(|3r) 
p>o 

v ^ - 2 ' _ 2 ' - - " 

s-vKv((3s) 
|5>0 

i?- ' cp (p) 

0, /<(5 
e o . a V * - p \ f ^ p 

0, <<(3 
sinay/P — p . 

y/** — (3' 

o, *<p 

y / | a v + î (3-Pf(P-(3' ) » 

xJ v Aay/P — ^ ) , (>(5 
I 

Pf inutile si Re v > — = 

0, *<(3 
i 

y / | a" v^|3-* Pf (ff - P0"H 

Xlv . ( ov / f -p*) , <>P 
2 

Pf inutile si Re v > — = 
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<P(P) e-' ? (p) 

Kv (y/ap + y/ftp~)_ 
xlv(y/âp —y/ép) 

Re a > Re b > 0 

W f c * V ^ '(V)' 

Kv(y/ap+_y/6p) 
xKv(y/ap—-y/ftp) 

Re a > Re b > 0 

i^vV)'-* 

Kv(y/p + y / p - l ) 
xK v (y /p"-y /p- l ) 

Kv(|(r + p ) ) l v ( | ( r - p ) ) 

P > 0 

v ^ - 2 ' _ 2 ' ~ " ' 

ker(2y/p) 

kei (2y/p) 

^-K,(2iy-^ 

0, 

Pf ^ ( a y / f —P8); 

Pf inutile si Re v > —, 

1 1 
Tt"*t 
1 . 1 

2tsmt 

t<P 

t>P 
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XI. — FONCTIONS ASSOCIÉES A CELLES DE BESSEL 
(ANGER, STRUVE, etc.) 

<p(p) 

Jv (p) — Jv (P) 

J , ( a ) - J „ ( a ) 
sinnp 
R e a > 0 

p-MHv(ap) — Nv(ap)] 
R e a > 0 

p-*[H.(ap)-N„(ap)] 
R e a > 0 

H,(ap) — N.(ap) 
R e a > 0 

p*[H ,<p>)- N f (W] 

p-^[H,(2v^pl 
-N.(2y/ap")] 

£-* <f (p) 

^ ( f + i r t + i / <]v 

Z.g-a»ht 
7T 

/ 1 \ \l 1 « ) 

y/*r(v + i ) 

2 u ' 
- arg sh -
TT B a 

— f(P + aJ)_ i+-a(0 

a/^o 
2»-*f*^K.(f () 
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<P(P) e~' ? (P) 

2 'a -»r(p + 2^B>(a) 

p-v[Lv(|3p)-Mf3p)] 
^ l 3 

v ^ - 2 ' ~ " 2 ' - -

p-»[L„(pp)-i . (Pp)] 

L ^ P p ) - ! , ^ ? ) 

p-vLv(Pp) 
s 1 3 

TT 2(e< —1) *sina(l — e-') 

— 2(2P)~* 

y/^r(v + i ) 

o, 
xPf(P> —P) *, 

Pf inutile si Re v > — 

0 < * < P 
ailleurs 

1 

0, 

2 A • ' 
- Arc sin ^ > 
7T p 

o<*<p 
ailleurs 

o, 
0 < * < f 

ailleurs 

(2P)" 

y ^ r ( v + i ) 

xPf (sg 0 (P* — t1)''*, 0 < / < p 
0, ailleurs 

Pf inutile si Re v > — = 

p-*[Lo(2y/p")-I«,(2y/p")] 

'PV 

X[L„(P)-I„(P)] 

• ( « 0 ' * « " « L ( ^ ) 

-y/ir(l — e-0 TsinP(e< —1)T 
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<p(p) 

S-l,v (P) 
p-1 S.,v (p) 
p-' S1)V (p) 

o«0>) 

S„(p) 

j ? - ' ? ( p ) 

v-«(l +*») *shv(argshQ 
v-1 sh v (arg sh t) 
ch v (arg sh t) 

\ {[/ + (1 + P)*]" + ['-(1 + P)*]" i 

(1 +P)-*{[f + (i+*•)*]" 

- [*- ( ! +0*]"l 

tdDL D l 10. MATH. — > • l t t 
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Xn. — FONCTIONS DE LEGENDRE 

?(P) j ? - 9 (p) 

P - 'PV(P) 
0 < Re v < 1 

s*P *(9 
X — v pé 1, 2, 3, . . . 
X + v ^ 0 , l , 2 , . . . 

-*Q* (9 
X + v ^ — 1,— 2, 

- 3 , - . . . 

/y. + gt + ft.N 
UvV 2a6 J 

v ^ - 1 , — 2, 
"-— Oj • • • 

S m V7T 
W .<20 

(V)' 
r(—A + v + l)r(—X —v) 

x P f T ^ K i(a0 

Pf inutile si 
Re (X — 1) < Re v < — Re X 

(fj Vîpf** *I t(a0 
v + j ' 

Pf inutile si Re (X + v) > — 1 

*(o&)«PfJv+,(aOJ¥+,(W) 

Pf inutile si Re v > — 1 

X — v ^ l , 2 , 3 , 

r~o>(;) 
v±X?£—1,— 2,-

r ( v - x + i)p n v I-^aQ 
Pf inutile si Re (v — X) > — 1 

T (v — A + 1) sin V7T v ' 

Pf inutile si Re (v ± X) > — 1 
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XIII. — FONCTIONS DU CYLINDRE PARABOLIQUE 

<p(p) 

a'p' 

e * D_v (ap) 

| arg a | < ^ 

v ^ O , — 1,— 2 , — . . . 

a'p' 

p- 1 e * D_iv (ap) 

1 arg a | < J 
2 ^ 0 , — 1,— 2,—... 

p-1 e * D» (ap) 

| arg a | < J 

£-*y(p) 

Pf inutile si Re v > 0 

2*-1 / 1» \ 
r(2v)rVV'2aV 

^ £ ) + «"" 

a'p' 

p-» c * D, (ap) 

| arg a | < | 

a'p' 

p-»e* D^(ap) 

| arg a | < J 

D_tv(2y/pp) 
P > 0 

v^fO, — 1 , — 2 , — . . . 

2o-'fc îa" + aô(0 

%^'-r><< P) W 0 + P) s 

Pf inutile si Re v > 0 



132 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN 

<P(P) £-* <p (p) 

D.(2y/p~pl = <H»' Ô(/-P) 

Dt(2y/p~p) _(iypf(i-P)-*u(i-p) 

p TD,_!v(2y/Pp) 
P > 0 

v ^ O , - 1 , — 2,—. 

25 T>,(f-P)V 

roo 
pf ^--»*/ U ( f - P ) 

(f + (3)V 5 

Pf inutile si Re v > 0 

p-v/,D_,v(y^) 
R e v > 0 

v—l p- Jïât 

r^^^r 

P-V . - . ; D ~ ( \ / | ) 

R e v > 0 
2v+5w 'f-1 sin (VÎT — v/2ôp) 

Re v > — 1 7^ J ^ÏW 
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XIV. — FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE 
DE GAUSS 

?(p) 

pr^Ffa, b;c;-\ 

R e a > 0 

F(a,6;c; l - f ) 
Re a > 0, Re b > 0 

^ 9 (P) 

c 

T(a/ * V M f - » H ( X 0 

xr (c) fl+ft—> 
P / \ y / 1 \ (X t) " f l + i + i _ j c Û - 4 ( A J ) 

pc-l (p _ 1)» 

XF(— n, b;c;-2-^\ 

n = 0,1, 2, . . . 
Re c < 1 — n, 
Re (b — c) > n — 1 

n ! 
T ( l - c ) 

j-c-nV>-c-n (fi 

<P« + A V 

xF[a,b;a + b + ^; 

P'+X«; 

r ( a +»+â) 
T(2a) 

a+b — -

R e a > 0 

x | M ( è ) ' J . + . - Î<^ 

F (a, 6;c + p;z)B(p, c) 
R e c > 0 
| arg (z — 1) | < TT 

(1 — e-')"-1 F (a, 6; c; z (1 — «r')) 

F (a, p; c + p; z)B (p, c) 
R e c > 0 
| arg (« — 1)| < T : 

( l _ r ^ i ( i _ z r t ) - « 
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XV. — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 
CONFLUENTES 

?(P) J^-'TG») 

p v K ^"Mx.vttP-^p) 
P > a ^ . O 

R e ( v ± A ) < l 

0-«)X—* 
RQ + X + V,Î-X + „) (p-o>_v+ï 

o, 
« <*<P 

ailleurs 

p^Mx,v(£) 

v — X + i ^ 0 , - l , 

— 2 , — . . . 
2 v ^ - 1 , - 2 , - . . 

^ r < 2 v + 1>Pf r^I,(2^) 
r(v-x + i) 

Pf inutile si Re (v — X) > — = 

0, 

P * *Wx>v(p) 

R e ( v - X ) > ^ U ( - . ) ' 

v-X_i 

'H+^+jf^' 

/ < ; 

«>i 

p-»e* Wx,v(ap) 
R e X < l 
|arga| < « 

(l + af-«) *P* , ( 1 + 2 0 - ^ 0 
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?(P) £-*y (p) 

p V lt*W^(ap) 
| arg a \ < n 

X-v-J^O, 1,2, 

. V - \ - r 

•G-l+') 
Pf/ *(t + a) 

v - * - ' 

Pf inutile si Re (v — X) > — i 

pxe -•Mï) 2 à* 

X ± v — i ^ O , 1,2, . . 

r ( 2 - X + V)rG-*-V) 
. - X -

xPf / lK»(2>Jât) 

Pf inutile si Re (X ± v) < ^ 
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XVI. — FONCTIONS ELLIPTIQUES 

?(p) 

—G) 

*(3 

><î) 

>K;H(0] 

£-1 <p ( p ) 

Hî) 

V M Ï M Ï H » » 

- ¥ ^ " - ( Ï M Ï ) + Ï ' » 

T ['•.(!)+«(?)] 

P ( P ' - « V E Q 

- K ( ° ) 

"»(?) 

11.® [i.(D+-1,(-)] 

Ï'-(Ï) 

ï*(ï)Kf)-*(*)] 
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XVII. — POLYNOMES ORTHOGONAUX 
(DE LEGENDRE, D'HERMITE ET DE LAGUERRE) 

<p(p) 

<p + ^-'p-(frl) 

Rev > 0 

fr® 
p - ' . - Î H e . . ^ ) 

,-HrÏHe_(y/Ç) 

n-61.«(*\ 

£-*y(p) 

nV<"L»(^<) 

f^f"1 ,F, (-n,n + 1 ; 1, «; ^=^/) 

He„ (s/21) He„ (i \/2~t) 
i" n\<Jnt 

(—2)"7T **" ^008 2 ^ 

1 t 

(—l)n2"*»7r 'fsh^y/ôf 

* * - ' ^ , ( - n ; a + l, 6;XQ 

R e 6 > 0 
nr(P(n ,« + l) 

n!p-"—*e "Vl^f) 
Re a > — n — 1 

X «/""'Jatev/Xl) 
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DE MELLIN 

op (s) = f x*-4 f(x) dx = Jlt {f(x)} 

o-,, a, désignent les frontières du domaine de convergence 

o» < Re (s) < ff,.] 

RÈGLES OPÉRATOIRES 

f(«x) 

X?f(x) 

f(X>) 

x'\x) 
f(x)(logx)-
(xDxyf(x) 

Dîf(ï) 

du 

du 

ct~' «p ( s ) 

<p (s + P) 

MO 
9 ( 1 - 5 ) 

cpt"» ($) 

(—*)»? (s) 
(_l)»(s—l)(s—2)...(s—n)<p(*-n) 

- 5 - ^ ( 5 + 1) 

S"1 <P (S + 1) 

?i (*)?»(*) 
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I. — FORMULES GÉNÉRALES 

JK-IV(S) = WX 

et A (x) est une fonction Mellin-transformable. 

on-1 v (fi s) = V*9 

distribution définie par <^ x , «* (x)> = | (3 | < Vx, x?-1 *(xP)>, (3 réel 
[si Vx est associée à h (x)9 ^ x est associée à A (x1/P)]. 

on-1 a-* v (s) = V£, 

distribution définie par < W°x, Q (x) > = a-1 < V*, * (a-1 x) >, a > 0 
[si Vx est associée à A (x), V£ est associée à A (a x)]. 

m-* sk v (s) = (— 1)* (xDx)* Vx, 

OR-1 (s — l)*i;(s) = (— l)*(DxX)*Vx. 

(Voir aussi paragraphes 6.3 et 6.4 de la première partie), 



TABLES DE TRANSFORMÉES DE MELUN INVERSES 151 

n . — FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ANALOGUES 

f(s) 

1 

s 

(s + a)-' 
Re s > — Re a 

(s + a)"1 

Re s < — Re a 

(s + a)-2 

Re s > — Re a 

(s + a)-2 

Re s < — Re a 

(s + a)~* (s + b)~l 

Re s > — Re a > — Re b 

(s + a)-* (s + b)-> 
— R e a > R e s > —Reè 

(s + a)-1 (s + b)-* 
R e s < —Re6< —Rea 

[(s + ay + &*]-' 
Re (5 + a) > | Im b | 

[(s + ay + b*]-1 

— Im b < Re (s + a) 
< Imft 

3K-*f(s) 

$(x — 1) 

à(x— 1) — ô'(x — 1) 

x", 0 < x < 1 
0, x > 1 

0, 0 < x < 1 
— X", X > 1 

— x? log x, 0 < x < 1 
0, x > 1 

0, x < 1 
Xe log x, x > 1 

(b — a)-*(x? — x*), 0 < x < l 
0, x > 1 

— (b — a)-1 x*, 0 < x < 1 
— (b — a)-1 xfl, x > 1 

0, x < l 
(b — a)-l(d> — x*)9 x > l 

— ft-1 x" sin (b log x) 0 < x < 1 
0, x > 1 

2V- 0 < x < 1 

âV"*' x > 1 
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f(s) OU-' f(s) 

[(s + ay + a*]-» 
Re (s + a) < | Im b | 

0, 
b-1 x" sin (b log x), 

x<\ 
x>\ 

(s1 — a*y — s 
Re s > I Re a I 

log a: 
I. (— a log x) [U (*) — U (x — 1)] 

(s + ay 
Re s > — Re a 
v ̂ 0 , 1,2, . . . 

; Pf X" (— 10g Xy 
r ( - v ) J 

x[U(z) — U(z — 1)] 
Pf inutile si Re v < 0 

(s + ay 
Re s < — Re a 
v ̂  0, 1, 2, . . . 

1 
jr^—^ Pf x- (log X)—» U (X - 1) 

Pf inutile si Re v < 0 

(s* — a*)-v 

Re s > | Re a | 
vp£0, — 1 , — 2 , — . 

1 
V 

2 

r(v)a Ftv 2 ; 
Xl v_,(a | logx|)[U(x)-U(*-l)] 

2 

Pf inutile si Re v > 0 

(a2 — s')-v 

— Re a < Re s < Re a 
v^O, — 1, — 2 , - . . . 

v/7rr(v) \ 2 y 
xK ^allogxj) 

Pf inutile si Re v > 0 
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m . — EXPONENTIELLES, LOGARITHMES 
ET PONCTIONS CIRCULAIRES 

fis) 

e$s 

P réel 

seP* 

s~4 eP* 
R e s > 0 

s-1 eP5 

R e s < 0 

s--2 eP* 
R e s > 0 

sr2 eP5 

R e s < 0 

gfl*2 

R e a > 0 

a 
sr*e s 

Re s > 0, a > 0 
v ^ O , — 1 , — 2 , — . . . 

311-1/1 (s) 

ePô(x —eP) 

ePa(z — eP) — e*Pô'(x — eP) 

1, 0 < x < eP 
0, x < eP 

— U(x —eP) 

— log (e~P x), 0 < x < eP 
0, x > eP 

log (e-P x) U (x — eP) 

-i (loga:)» 

2v/?ra 

V — 1 

p f ^ | l o g x | ^ J v _ i ( 2 v / a l l o g a ; | ) 

x[U(x) — U(x — 1)] 
Pf inutile si Re v > 0 
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f® 

g-ig-aiTs 

R e s > 0 

| a r g a | < 3 

R e s > 0 

| a r g a | < J 

log (s + a) 
Re s > — Re a 

v log s 
R e s > 0 

v ^ O , — 1,— 2, 

Qog sy 
R e s > 0 

Tra 
s—k—1 

sinns 
ft<Res<*+l 
* = . . . , — 1,0,1, 

rca'-^-1 (s —j)j 
sin 7r s 
0 < R e s < j + 1 

JÏI-1 f(s) 

cric 

0, 
V2\Z|logx|J' 

0 < x < l 

x > 1 

V/TT I log x I 
0, 

a» 

0 < x < l 

x> 1 

X" 

-aogc)ô(x-i) 

^(v) —log|logx| 
" r(v)|iogx|*-* 

x[U(x) —U(x —1)] 
Pf inutile si Re v > 0 

(logC|logx|)* — -g-. 0 < x < l 

0, * > 1 

(-iy 
xr* 

x + a' 
a > 0 

( — l ) / j ! ( x + «)-/"«, 

j = 0,1, 2, . . . 

a > 0 
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f® 

COS7TS 

* — | < R e s < / c + 5 

i* ~—~ ~~~~ • • •> "~~" L, v , L, . . . 

7ra *tg7rs 

* — 2 < R e s < * + 2 

* = 0, ± 1 , ± 2 , ± . . . 

Tra'-*-1 cotg TT s 
k<Res<k + l 
* = 0, ± 1 , ± 2 , ± . . . 

7T2 

sin2 n s 
k<Res<k + l 
* = 0, ± 1 , ± 2 , ± . . . 

7T 

(5 — 1) s in 7T s 

0 < Re s < 1 

TT 

ait-1/'(s) 

( -^x + a' *>° 

Pf *"* U(x) 
a — x v ' 

x—^ 
x - l 1 0 * * 

l o g ( l + x ) 
X 

s cos 2 « 

0 < Re s < 1 

2 Arc cotg x 
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IV. — FONCTIONS GAMMA, ZÊTA ET ASSOCIÉES 

fis) 

Y (s) 
R e s > 0 

Y (s) 
— k — 1 < R e s < — k 
k = 0, 1, 2, . . . 

[Y (s)]* 
R e s > 0 

- / S N . 7T S 
rU)Sm2^ 

Re s > 0, a > 0 

Re s > 0, a > 0 

s _ 1 r ( s ) c o s 2 5 

R e s > 1 

T (s) sin as 
Re s > — 1 

|Rea |<J 

Dïl-lf(s) 

erx 

7 = 0 

2K0(2v/i) 

a sinx" 

a cosx* 

sinx 
x 

e-*008" sin (x sin a) 
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m 
Y (s) cos as 

R e s > 0 

| R e a | < g 

r(S) 
COS7T S 

0 < Re s < g 

T(a + s)T(b — s) 
— Re a < Re s < Re b 
Re (a + b) > 0 

ns \ 2 y 
R e s > 0 

T(s + a)T(s + b) 
R e s > — R e 6 > — R e a 

r (s + a)T (s + 6) cos TT (s—a) 
3 

| Re a | < Re s < ^ 

T(s) 
T(s+a) 

R e s > 0 
a^O,— 1,— 2,—... 

r ( l - s ) 
Res< 1 

JRr*f(«) 

e-*cosacos(xsina) 

e* erfc (y/x) 

r (a + &) x* (1 + x)-*-6 

erfcx 

2x~^~Ka^b{2sJ~x) 
2 

— 7rNs„(2v/«) 

r | ^ P f ( l - x ) « - 4 U ( x ) - U ( x - l ) ] 

Pf inutile si Re a > 0 

1 -i -e x 

x 
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fis) an- f(s) 

T ( l —g —s) 
r ( i - s ) 

R e s > 0 
a^O, —1, —2, 

r ^ ) P f ( x - l ) « - U ( x - l ) 

Pf inutile si Re a > 0 

r<5) 
Y(a-s + l) 

0 < R e s < sRea + -. 
Z 4 

x ^ . ( 2 ^ ) 

Y(s + a)Y(s — a) 

Re s > I Re a I 

*~lr?K-(î) 

r(î-«)r(» + a) 
r( l + a - s ) 

— Re a < Re * < 

1 w r(c—s) 
0 < R e s 

< min (Re a, Re b) 

"Srîi'(D 

ÏÇgflUfcl,,;-* 

+ (s + a) (3"+*-* 
Re s > — Re a 
P > 0 

-P fp -^[U(x ) -U(x - (3 ) ] 

- ^ ( 8 + 1 ) 
Re*>0 

— logC(l—x), 0 < x < l 
0, x > l 
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fis) 

+ (5 + 1) 
sinn s 

— 1 < Re s < 0 

*(s)Y(s) 
R e * > 0 

R e s > 0 

r(*,P) 

T(l-s,a) 
R e s > 0 

Sis) Y (s) 
R e s > 1 

ï(s)Y(s + l) 
R e s > 1 

ï(s,a)Y(s) 
R e s > 1 

3K-*f (S) 

( l + x - J ) l o g C ( l + x - « ) 

erx log x 

«r*, 0 < x < p 
0, x > | 3 

e-*U(x — P), p > 0 

(x + l)-1 e-«*+» 
R e a > 0 

( e * - l ) - * 

IHT 

R e a > 0 
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V. — FONCTIONS DE BESSEL 

fis) 

R e s > 0 
v 5 ^ - 1 , - 2 , 

; (2P>)r ( | ) 

0 < R e s < R e v + 2 

P > 0 

N _ . ( 2 ^ ) r ( S 2 ) 

0 < Re s < Re v + 

P>0 

Hî(P)e« 

H7(P)e * 
— 1 < Re s < 1 

(3>0 

s-1 Io (s) 
R e s > 0 

JK-ifty 

2(3-Pf(P2 — x2)2" 
xJv ( 2 ( 3 ^ ^ = ^ ) , 0 < x < P 

0, x>(3 
Pf inutile si Re v > — 1 

2 (3* (x2 + (32) 2 Jv ( 2 P ^ 2 + P2) 

2(3v(x2 + (32) 2NV (2 ( 3 ^ + (32) 

^ ( 3 : - 4 - ^ - 1 ) 

i T T - 1 e 
/P(ar+-ar-») 

• 1 7 T - 1 e 

1, 
7T-1 arc cos log x, 
0, 

0 < x < er1 

er1 < x < c 
x > e 
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fis) cm-1 f(s) 

s~v Iv (s) 
Res> 0 

v + î ^ 0 , — 1, 

- 2 , - . 

0, 
pj (l-log»x)v~î 

0, 

v/7r.2*r(v + l ) 

0 < x < e-1 

e-1 < x < e 

x > e 
Pf inutile si Re v > • 

- Ko (s) 
R e s > 0 

arg ch log x, 
0, 

0 < x < e~* 
x > e~l 

-*K,(«) 
Res> 0 

(log1 x —lf, 
0, 

0 < x < e-1 

x > e-1 

s-1 Kv (s) 
Res> 0 

v^sh^argchllogxl), 0 < x < e - ' 
0, x>e-* 

«-* Kv (s) 

R e s > 0 

v + J 5* 0, — 1, 

- 2 , - . 

y/7T 

2^r(v + i ) 

xPf(log2x—1) \ 0<x<<r 1 

0, x>e~1 

Pf inutile si Re v > — = 

K«(P) 
ptx-f-ar-1) 

p > 0 

K,(P)**' 

( | R e s | < l s i 9 = j ) 

— r» 2 

2 e 

K 

Res>0 

2Pv(x» + p») 7 

xKv(2Pv^TF), P>0 

MÉM. DB 80. MAXE. — K* 169 11 
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VI. — AUTRES FONCTIONS 

fis) 

D,y(2v/») 

Re s > 0, Re v < 0 

JH-» f(s) 

(llogsl + 1) 
r(—v) ( | log « | — iy+* 

X[U(x) —U(x —e-1)] 

-j=Dtv+,(2v/s) 
V* 

Re s > 0, Re w < 0 

2 « (|logxl + l) 
r ( - v ) ( | l o g x | - l ) > 

x[U(x) — U(x — e-»)] 

S 

Yv-M 

iFi(s;s + v;a)B(v, s) 
R e s > 0 
v^O,— 1,— 2,—. 

Pf e - (1 — x)*-* [U (x) — U (x — 1)] 

^ ( - 5 ; â ; a ) r ( s + â) xT e*-* cos 2 sjax 

R e s > ; 

.F.(i-«;J;«)r(. + J) R a" T ^-^8^2^01 

Res> — g 

sr^tFl(s9v;s + U— a) 
Re s > — 1, ! a | < 1 

(1 + axY\ 
0, 

0 < x < l 
x> 1 

«-*iFi(—s,v;— s + 1; — a) 
Re 5 < 1, | a | < 1 

.(l + ?)""VU(x-l) 

iF^*, a;ft;c)r(s) 
Res>O t R e c < l 

er* tFt (a; 6; ex) 
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