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DEMONSTRATION

D'UN THÉORÈME DE M. CAUCH1.

F A R M. BOUTROUX ,
hlève du College ro\nl d'Orléans

La racine mteme du produit de m nombres est plus petite
que la moyenne arithmétique entre ces m nombres.

Je commencerai par démontrer que le théorème est vrai,
lorsque m est une puissance de 2.

Il est vrai pour la racine carrée • en effet, appelons a et
• — ci-\- b

b les deux nombres, je dis qu'on aura vab<C —7— car

on a identiquement

ab est donc moindre que ( ~[ • j et par conséquent \/ab

est aussi moindre que —-—, ce qu'il fallait démontrer.

Il est facile de passer de la au cas où m = \ en effet
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frabcd peut se mettre sous la forme \/\/abl/cd. Je

considère Vab et \/cd comme deux facteurs ; nous aurons

donc la racine carrée des deux facteurs \/ab et \/cd qui

sera moindre que '- ; or Vab est moindre que

—'— et V cd moindre que -— , donc à plus forte raison

V [/abl/cdoxxi/abcd sera moindre que ~-^-—f .

On passera de ce casa celui où m=.8, puis au cas où
m=z 16 et ainsi de suite. Le théorème est donc vrai pour un
nombre de facteurs égala une puissance quelconque de 2.

Avant de démontrer le théorème pour tous les cas possi-
bles, je vais faire voir que s'il est vrai pour le cas où Ton
considère m-\-i nombres, il sera encore vrai pour le cas où
on n'en considère plus que m. Je suppose qu'on ait

c+d....m+1 /

V'abed.... U <

et je dis qu'on aura

en effet, yabcd„. h peut se mettre sous la forme

v7;
je fais sortir ambm... km de dessous le deuxième radical, et

j'ai ainsi \ 7abed.... kÇ/abcd ,..k. Or nous avons ici

m-\-\ facteurs sous un radical dont l'indice cA m-{-\, et
nous avons supposé que dans ce cas !<Î théorème est vrai ;
nous aurons donc

"l\V abed... hVabcd ../--
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ou

m-\-i

on tire de là ce qu'on voulait démontrer, savoir :

Si le théorème est vrai pour un certain nombre de fac
teurs, il est donc encore vrai lorsqu'on a un fadeur de
moins. Or quel que soit le nombre de facteurs que Ton con-
sidère , on pourra toujours trouver une puissance de 2 plus
grande que ce nombre ; le théorème étant vrai pour un
nombre de facteurs égal à cette puissance de 2 , sera encore
vrai pour ce nombre diminué d'une unité, puis de deux, de
trois unités, et ainsi de suite. On descendra ainsi jusqu'au
nombre proposé : le théorème est donc démontré.

Observation. La première partie de cette démonstration
est celle de M. Cauchy; la seconde en diffère un peu.
{Cours d'Analyse, page 457, 1821.) MM. Lobbato et
Bobillier en ont donné aussi une démonstration dans la
Correspondance Mathématique de M. Quétclet, tome IV,
p. 169, 18-28. Tra.


